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Nelinearni sustavi jednadzbi:

Newtonova metoda

Znanstveno

radunanje 2 @ Neka je dana nelinearna funkcija f : R” — R".

ela Bosner @ Zelimo naéi rjesenje nelinearnog sustava od n
jednadzbi sa n nepoznanica

f1(X1,...,Xn)
f(x) = : =0.
fn(X1, .o ,Xn)

@ Ako pretpostavimo da je x = £ nultoCka od f, da je xg
aproksimacija od &, i da je f diferencijabilna u nekoj
okolini od xp, tada mozZzemo primijeniti Newtonovu
metodu na ovaj sustav, tako da rjeSenje dobijemo
iterativno

X1 =X — (DF(x)) 7' f(x;), i=0,1,2,....
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@ Newtonova metoda konvergira kvadrati¢no, ali samo
ako je pocetna aproksimacija xo dovoljno blizu

trazenom rjeSenju &.

@ Kako bi se izbjegao problem uskog izbora pocetne

aproksimacije koristi se modificirana Newtonova
metoda koja je kombinacija

o Newtonove metode

e pretrazivanje po pravcu — optimizacijska metoda

e metode raspolavljanja
i za koju se moze dokazati globalna konvergencija za
veliku klasu funkcija f.




VAET Y]

BT e Definirajmo h(x) = f(x)Tf(x) = || f(x)|3.

b @ Modifikacija algoritma se sastoji u uvodenju dodatnog
parametra )\, i smjera traZzenja s kako bismo definirali
niz

Xk+1 = Xk — Ak Sk,

gdje je u naSem slucaju
o s = dk = (Df(xx))~'f(xx), smjer iz Newtonove metode
@ a )\ se odabire tako da minimizira funkciju
hk()\) = h(Xk — )\Sk),
e da niz {h(xx)} bude strogo padajuci, i da xx konvergira
minimumu funkcije h.

@ Buduci da je h(x) > 0 za svaki x, slijedi

h(¢) = 0 < f(¢) = 0.
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Algoritam (Modificirana Newtonova metoda)

Xo zadan;
k=0;
while ~kriterij_zaustavijanja

di = (Df(1xk))—1 f(X);
Tk = 5 (Dfx)’

Definiramo h(x) = f(x)Tf(x) i hx(1) = h(xx — 7dk);
Nadi najmaniji cijeli broj j > 0 takav da je

h(277) < hie(0) — 2773 | el |2 DA(xc)
Nadi imin € {0,1,...,j} takav da je

hg(27/min) = min;—o,._; hk(27);

.....

)\k — 2_’m/n!'
Xk1 = Xk — Mlk;
k=k+1;

end
§ & Xk,
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@ |z definicije je jasno da vrijedi
Dh(x) = 2f(x)T Df(x).

@ PriizvrSavanju danog algoritma, moze se dogoditi da
Ak bude jako mali, tako da korak koji se dodaje na xx
bude skoro zanemariv. U tom slu¢aju dobro je staviti
ograniCenje na \x odozdo, tako da se u slucaju
Ak < 0.01 postavi Ay = 0.01.




Zadaci

Jranstvens Zadatak
raunanje 2 Napisite M-file funkciju mod_newton () koja implementira
Ml prethodno opisanu modificiranu Newtonovu metodu za
sustav f(x) = 0. Funkcija neka ima ulazne parametre

@ pokazivac na funkciju f

@ pokazivac na funkciju df koja implementira Df(x)

@ pocetnu aproksimaciju Xo
Funkcija neka ispise broj iteracija potreban za
zadovoljavanje Kriterija zaustavljanja i neka vraca

@ rjesenje x, takvo da je f(x) = 0.
Kao kriterij zaustavljanja uzmite da je reletivna razlika
komponenata izmedu avije uzastopne aproksimacija manja
od masinskog epsilona:

X| i) — Xk (I
max | Xk11(7) _ k(1] <o
i=1,..,n |k (1)
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Zadatak

Svoju funkciju mod_newton () testirajte na sustavu

X2+ x2 -2
f(X): |: 61(1_142-)(2—2 :| :07

za kojeg je tocno rjesenje jednako
1
(1]

@ Usporedite rezultate sa obicnom Newtonovom
metodom koja ima isti kriterij zaustavljanja.
@ Za pocetne toCke uzmite

Q@ x =152,
Q x,=1[05,0.4]".
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Zadatak (nastavak)

Sto primjeéujete kod riesavanja ovog problema ovim
dvijema razlicitim varijantama Newtonove metode?

@ Zaxy = [1.5,2]" modificirana Newtonova metoda éak
konvergira jednako kao i obicna Newtonova metode,
medutim,

@ za xy = [0.5,0.4]" obi¢na Newtonova metoda ima
problema sa izvodenjem zbog skoro singularnog
diferencjala Df(x;) i divergira, dok modificirana
Newtonova metoda uspijeva izracunati riesenje, i to je
njena prednost.




Primjeri iz primjene:
Grijanje ploCe sa zastitnim slojem

VAET Y] . .

radunanje 2 Pri mjer

Hela Sosner @ Zastitni sloj ploce izloZen je zracenju topline iz grijaca.

@ Temperaturu zastitnog sloja moZemo dobiti iz procesa
prijenosa topline konvekcijom i zracenjem.

@ Ako se zracenje tretira pod odredenim uvjetima, tada,
uz uvjet da je temperatura okoline jednaka 298°K,
dobivamo sljedeci nelinearni sustav jednadzbi za
nepoznanice Jg, Ty, Jzs i Tys

5.67-10 8T +17.41T, — Jys =5188.18
Jos — 0.71Jy + 7.46 T,5 =2352.71
5.67 107877 +1.865Ty — Jy =2250
Jg — 0.71Js + 7.46 T, =11093
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gdje su
e Jy i Jzs potpuno emitirano i reflektirano zracenje sa
povrsine grijalice odnosno zastitnog sloja,
o T, i T, temperature grijalice i zastitnog sloja izraZene u

Grijanje ploce sa
zadtitnim slojem ° K

Zadatak
Rijesite gornji primjer pomocu modificirane Newtonove
metode, pri ¢emu su pocetne vrijednosti:

Jg Tg JZS 7-ZS
8000 | 298 | 5000 | 298

| A




Racunanje minimuma funkcije: gradijentna
metoda
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f X\, min

@ Imamo: f: R" — R.
@ Trazimo: x* = arg minycgn f(x).
@ Ono S$to ¢emo nadi: lokalni minimum.

TraZimo minimum funkcije f : R> — R

1
f(x,y):x2+zy2—2x+y+5
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Ragunanje
minimuma funkcije
gradijentna metoda

Slika: Graf funkcije f(x,y) = x? + 1y —2x + y +5.




Svojstva funkcije
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Teorem

Ako je f : R" — R neprekidno diferencijabilna funkcija (f je

klase C') i ako ona poprima lokalni minimum u x*, tada
Vi(x*) = 0.

Teorem

Ako je f : R" —; R klase C? i ako ona poprima lokalni
minimum u x*, tada Vf(x*) = 0 i Hesseova matrica V>f(x*)
je pozitivno semidefinitna.

o’
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Teorem

Ako je f : R" —; R klase C?, te Vf(x*) = 0 i Hesseova
matrica V2f(x*) je pozitivno definitna, tada funkcija f
poprima striktni minimum u x*.

Teorem

Ako je f : R" — R konveksna funkcija, tada je svaki lokalni
minimum ujedno i globalni minimum.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Svojstva funkcije

Primjer

Funkcija f(x,y) = x? + }y? — 2x + y + 5 je klase C?:

2x — 2
v =55
20
V2f(x,y) = [ 0 1 ]
2
Stovise,
@ Hesseova matrica V2f(x, y) je pozitivno definitna za
svaki x,

@ f je konveksna funkcija,
@ iz uvjeta Vf(x*,y*) = 0 slijedi da se globalni minimum
postize u (1,-2).




Skica metode
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@ imamo pocetnu aproksimaciju xo € R".

Odredit c¢emo niz to¢aka xg, Xy, Xo,...za koje je

f(xo) > f(x1) > f(x2) > -+~

Algoritam (Skica iterativnog postupka)
@ odaberi xg, i =0;
Q dok je VI(x;)! =©
©Q  nadix; takav da je f(xj.1) < f(x;);
Q i=i+1;
Q kraj petlje.




Znansiveno @ Ako je niz {f(x;)}; odozdo ograniCen, tada postoji
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lim £(x;).
1—00

@ Medutim, lim;_,,, X; ne mora postajati. Npr.
f(x)=e>* Xj=1

lim f(x;) =0 lim x; ne postoji.
I—00 i—00

Da bi postojao lim;_,., x; nuzno nam je dodatno svojstvo:

Ako postoji xo € R" takav da je skup

{x ] f(x) < f(x0)}

kompaktan, tada lim;_, .. X; postoji.




Pretrazivanje po pravcu
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@ Svesti visedimenzionalan problem u
jednodimenzionalan: pretrazivanje po pravcu.
@ Osnovna ideja pretrazivanja po pravcu je:
@ odaberi smjer s;,
© odaberi korak ),
© definiraj x4 = x; + \;s;, takav da je f(x;11) < f(x;).

raveu

L 4 @
Xi Sj Xit+1



Odabir smjera
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e Za neki smjer s definirajmo funkciju g : R — R

g(A) = f(x + As).

Svojstva funkcije g:
@ g(0) = f(x),
@ ako je fklase C' tada je i g klase C',

@ ako je s smjer u kojem funkcija f lokalno pada u okolini
tocke x, tada i funkcija g pada u 0:

f(x + As) < f(x), A€ R, A > 0,mali
g'(0) < 0.
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Nela Bosner g/()\) = (Vf(X + AS), S),

pa iz uvjeta g’(0) < 0 slijedi

g'(0) = (Vi(x),s) < 0.

Definicija
Za funkciju f i tocku x definiramo skup

D(x) = {s| (Vf(x),s) < 0}.

Ovaj skup nazivamo skup smjerova silaska a njegove
elemente smjerovi silaska.




Odabir koraka
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Nela Bosner @ veliCina koraka je bitna za konvergenciju metode.

@ Uvjet f(xi11) < f(X;) za odabir toCke x;1 nije dovoljan.
Npr.
f(x) = x2 x0:2,x1:1.5,...,x,-:1+;,
i+ 1
lim f(x;))=1 lim x; =1,
I—00 I—00

ali niz {f(x;)}; ne konvergira ka minimumu funkcije f.
Maksimalno spustanje:

i = argmin f(x; + \s;).
A>0
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Hela Bosne @ Maksimalno spustanje po pravcu je problem
minimizacije funkcije g : R — R, g(\) = f(x; + AS;).

@ Taj minimum raCunamo tako da trazimo nultocku
funkcije

9 (\) = (VF(x; + \s;), i) = VF(x; + \s;) T s;.

@ IzraCunati ga mozemo pomocu obicne Newtonove
metoda sa A\g = 0.

@ Za Newtonovu metodu nam jos treba i

9" (\) = s] V2f(x; + As))s;.



Gradijentna metoda (metoda najbrzeg silaska)
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peElieas Odaberi smjer u kojem funkcija f najbrZze pada.

Koji je to smjer?
Podsjetimo se: g’(0) = (Vf(x), s).
@ RijeSimo problem

||rsl?li:n1 (VF(x),s).

@ Neka je 6 kut izmedu V£(x;) i s,
@ buduéida je ||s|| = 1, tada vrijedi
(VH(xi), s) = [|[VI(x;)|| cos 6.
@ Minimum se postize za § = «, odakle je cosf = —1, i
trazeni smjer je do na skalirajuci faktor jednak
Sj = —Vf(X,').



Algoritam gradijentne metode
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Algoritam

@ odaberi xg, i =0;

Q dokjeVi(x)! =©

Q si=-Vix),

Q )\ =argminy.o f(x; + \s);
Q X=X+ A\sy

Q i=i+1;

Q kraj petlje.




Konvergencija gradijentne metode
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Neka je f : R" — R i neka je xo € R" izabran da vrijedi
o K:={x|f(x) <f(xo)} je kompaktan,
@ f je neprekidno diferencijabilna na nekom otvorenom
Sskupu koji sadrzi K.

Tada za svaki niz {x;}; definiran gradijentnom metodom
vrijedi
@ x;ec Kzasvei=0,1,2,...i{x}; ima barem jedno
gomiliste x u K.
@ Svako gomiliste niza {x;}; je stacionarna tocka od f; to
jestVf(x) = 0.
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(SRR [zvrSavamo gradijentnu metodu za

f(x,y):x2+%y2—2x+y+5, i xo=1(0,0).

Prva iteracija gradijentne metode

Gradijentna metoda
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Iteracije gradijentne metode

Gradijentna metoda _3.5\ :
i

Slika: lteracije gradijentne metode za funkciju
f(x,y)=x>+31y?—2x+y+5ix =(0,0).




Zadaci

Zadatak

Napisite M-file funkciju gradi jentna_metoda () koja
implementira gradijentnu metodu za traZenje minimuma
funkcije f. Funkcija neka ima ulazne parametre

@ pokazivac na funkciju gradf koja predstavija V f
@ pokazivac na funkciju hessf koji predstavija V2f
@ pocetnu aproksimaciju minimuma Xg.
Kriterij zaustavijanja iteracija gradijentne metode neka je
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IVf(xi)ll2 < 10710

Implementirajte i obicnu Newtonovu metodu za funkciju
g'(\), pri cemu je njen kriterij zaustavljanja dan sa

A — il ”

1075,
N1
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Zadatak (nastavak)
Funkcija neka vraca
2adei @ X koji je minum funkcije f

@ broj iteracija i potrebnih za dostizanje traZene tocnosti.




Primjeri iz primjene:
Optimalni smjestaj tvornice
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@ Pretpostavimo da se proizvodaci sirovina potrebnih za
neku tvornicu nalaze na koordinatama (x1, y1), (X2, y2) i
(xs, ¥3), i da se trgovine koje prodaju proizvode te
tvornice nalaze na koordinatama (X, y4) i (Xs, ys5).

@ Pretpostavimo da su troskovi po kilometru transporta
s—— od ili do gornjih lokacije dani sac;j, i =1,...,5 (ovisno
o vrsti transporta).

@ Problem optimalnog smjestaja tvornice se tada svodi
na pronalazenje lokacije tvornice za koju bi ukupni
troskovi transporta od proizvodaca do tvornice, i od
tvornice do trgovina bili minimalni.
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@ Dakle, minimiziramo funkciju ukupnih troskova

lransporta

f(x,y) = Zc,\/x X2+ (v = ¥i)2.

v

Optimalni smjestaj
tvornic e

Primijenite svoju funkciju gradi jentna_metoda () na
ovaj primjer, pri cemu su zadani sljedeci parametri:

L [ 1] 2] 3] 4] 5]

x | 43|13 115 119 33
y | 167 [ 29| 119 4|17
¢ | 12|10| 14| 9|19
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Primjer (nastavak)

@ Sami izraCunajte i napisite funkcije koje implementiraju
Vi iV2f.

@ Pomocu MATLAB-ove funkcije contour () nacrtajte
nivo-skupove funkcije f na kvadratu

e [-100, 100] x [—-100, 100], / iz dobivenog grafa odredite

pocetnu aproksimaciju Xg.

@ Za konacno rjesenje provjerite | Vf(x)||2.
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