Numericka analiza

2. zadaca

1. Dwostrant Lanczosov algoritam je prosirenje simetricnog Lanczosovog algoritma
na nesimetri¢éne matrice, tako da se, umjesto jedne trokorac¢ne rekurzije, dobiva
par trokoracnih rekurzija, jedna vezana uz A, a druga uz A*. Za razliku od Arnol-
dijevog algoritma, ova metoda konstruira biortogonalne baze za dva Krylovljeva
potprostora, jednog definiranog za matricu A

Ki(A,v1) = span{vy, Avy, ..., A¥ 1o},
i drugog definiranog za matricu A*
Kr(A*, wy) = span{wy, A*wy, ..., (A*)k_lwl}.
Biortogonalnost se oc¢ituje u svojstvu
(v;,w;) =0, za i # j.
Algoritam je sljedeéi.

Dani su vektori vy 1 wy sa ||v1]l2 = 11 (v, wy) = 1.
Nekasuﬁ():’}/():()iv():wo:o.
Zaj=1,2,...
Izracunaj Av; ¢ A*w;,
a; = (Avj, w;),
Vi1 = Avj — ajvj — Bj_1v;-1,
Wit = A'wj — yw; — V1w,
Vi = 10541ll2,
_ Yt
Uikl = 7
J
Bj = (Vj41,Wjt1),
ako je B; = 0 stani, inace
Wj+1
Bi
U ovom algoritmu vektori baze su skalirani tako da vektori v; imaju normu 1, i da
je (vj,wy) = 1.

Wjt1 =

Napisite matricni oblik para rekurzija iz dvostranog Lanczosovog algoritma, opisite
matrice koje dobijete i dokazite sljedeci teorem.



Teorem 1 Ako dvostrani Lanczosov algoritam ne zakazZe do k-tog koraka, a to
znaci da su definirani svi vektori v; i w; iz dvostranog Lanczosovog algoritma,
odnosno da je (v;,w;) #0 za j=1,....k+1, tada je

(Vi,w;) =0 za svake 1,7 < k+1, i#j.
. Dokazite sljedeci teorem.

Teorem 2 Neka je A € C™™ hermitska matrica. Tada, za svaku ortonormalnu
matricu Q € C™™ gdje je m < n, i za svaku matricu B € C™™ vrijeds

IAQ — QH||z < [|[AQ — QBll2,  pri cemu je H = Q"AQ.
. Dokazite sljedeci teorem.

Teorem 3 Neka je A € C™" zam > n, i neka je A = SAT gdje su S i T
reqularne matrice. Tada za singularne vrz’jednqsti o1 > 09> -0, >00dA, i
singularne vrijednosti 61 > 6o > -+ 6, > 0 od A vrijedi
(a)

0'.
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