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Sadrzaj predavanja
e I—————

@ Numericko rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih

jednadzbi:

@ Numericko rjesavanje parabolicke jednadzbe —
difuzijske jednadzbe .
@ Eksplicitna metoda konac¢nih razlika.
@ Potpuna implicitna metoda konacnih razlika.
@ Crank—Nicolsonova metoda

@ Numericko rjesavanje elipticke jednadzbe —
Poissonove jednadzbe.
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Numericko rjesavanje
difuzijske jednadzbe
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Difuzijska jednadzba
I — _-_-
Difuzijska jedadzba opisuje razne procese u praksi:
@ u fizici: distribuciju topline po vremenu u nekom objektu

@ u financijama: ponasanje vrijednosti opcija (financijski
instrument koji dozvoljava “kladenje” da li ¢e vrijednost
te imovine rasti ili padati)

Opéi oblik difuzijske (parabolicke parcijalne diferencijalne)
jednadzbe je
ou(x,t)
ot

pri cemu je potrebno jos zadati

— V- (a(x) Vu(z,t)) = f(z,t), te€]0,T], €

@ inicijalni uvjet za t =0, 1

@ rubne uvjete za x € 9S).
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Difuzijska jednadZba (nastavak)
.
Mi ¢éemo zbog jednostavnosti promatrati jednostavniji oblik
jednadzbe

ou 0%u
5 —(x,1t) = 92 —(x, 1), r € [a,b], t €1[0,T],

s Dirichletovim rubnim uvjetima.

Standardna metoda za dobivanje aproksimacija rjesenja
parcijalne diferencijalne jednadzbe, kao sto je difuzijska, je
diskretizacija pomoc¢u konac¢nih diferencija.

@ U toj metodi iz danog podrucja |a, b] x [0, T] izabran je
skup tocaka koji ¢ini mrezu.

@ U svakoj tocki mreze derivacije u diferencijalnoj
jednadzbi zamijenjuju se sa kvocijentima koji se
priblizavaju derivaciji kada mreza postaje sve finija.
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Konacne razlike
e

Parcijalnu derivaciju du/0t mozemo definirati kao

ou . u(x,t+0t) —u(x,t)
a0 =i 51
Umjesto racunanja limesa kada 0t — 0, uzet ¢emo 0t > 0 koji
je vrlo mali, 1 buduéi da vrijedi
ou u(x,t + ot) —y(x,t)
e +) =
ot &) 5t
definirat ¢emo aproksimaciju
ou u(x,t + dot) —y(x,t)
— (2., 1) ~ :
ot (&) 5t
Ovime smo dobili konacnu razliku od dy/0t, a konacnu

razliku ovoga oblika posebno ¢emo jos zvati 1 konacna razlika
unaprijed.

+ O®t)
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Konaéne razlike (nastavak)

Alternativno mozemo definirati

ou ~u(w,t) —u(x, t — o)
ot = i, g |

tako da je na slican nacin aproksimacija dana sa
ou u(x,t) —u(x, t — ot
ot ot

Konacnu razliku ovoga oblika zovemo konacna razlika unazad.

Takoder mozemo primijetiti da je

ou ~u(w,t+0t) —u(x,t —ot)
a1 =i 251 :
%(x,t) _ u(x,t+ o0t) —u(x,t — o0t) LO((51)?),

20t
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Konacne razlike (nastavak)
o ———

pa mozemo definirati centralnu konacnu razliku
@@:) ) ~ u(x,t+ ot) — u(x,t — ot)
ot 20t

Vidimo da je centralna konacna razlika tocnija.

A

(v

centralna

unaprijed

| unazad | -
T — 0T T T+ 0T

Konacna razlika unazad, unaprijed, i centralna.
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Konacne razlike u difuzijskoj jednadzbi
e,

@ Kada se primijenjuju na difuzijsku jednadzbu, konacne
razlike unaprijed i unazad koje aproksimiraju du/dt vode
do eksplicitne odnosno implicitne metode konac¢nih
razlika.

@ C(Centralna konaé¢na razlika gornjeg oblika po varijabli ¢ se
ne koriste u praksi jer daje nestabilne metode.

@ Centralna konacna razlika oblika

%( ) ~ u(x,t+0t/2) — u(x,t — 0t/2)
ot 5t

pojavljuje se u Crank—Nicolsonovoj shemi za konacne
razlike.
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Konacne razlike u difuzijskoj jednadzbi (nast.)
i,

Parcijalne derivacije po varijabli x mozemo definirati na
analogan nacin:

@ konacna razlika unaprijed

ou _u(w + 0w, t) —u(w,t)
%(% )~ o
@ konacna razlika unazad
ou u(x,t) —ulx — ox,t
) . )
@ centralna konacna razlika
ou u(x + oz, t) —u(x — oz, t)
%(:E’ )~ 201
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Konacne razlike u difuzijskoj jednadzbi (nast.)
.

Za drugu parcijalnu derivaciju 9*u/0z* mozemo definirati
simetricnu centralnu konac¢nu razliku kao
@ konacnu razliku unaprijed od konac¢nih razlika unazad
@ konacnu razliku unazad od konacnih razlika unaprijed

U oba sluc¢aja dobivamo

524 u(az—|—5azzst)—u(zc,t) B u(zc,t)—fg(az—(Saz,t) ,
_u(z +ox,t) — 2u(x,t) + u(xr — 0w, t)
N (0x)? '
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Mreza za difuzijsku jednadzbu
e,

Kako bismo mogli primijeniti metodu konac¢nih razlika na
difuzijsku jednadzbu moramo podijeliti

@ 7 os na ekvidistantne ¢vorove sa razmakom od dx
@ ¢ os na ckvidistantne ¢vorove sa razmakom od ot

pri cemu uzlmamo
b—a
oxr = : 0t =
n
Ovime na (x,t) ravnini, unutar domene [a, b] x [0, 77,

definiramo mrezu, pri ¢emu ¢vorovi mreze imaju oblik

T
—

(2, t;) = (a + idx, j01), i=0,...n, j=0,...,m.
U tom slucaju racunat ¢emo aproksimativno rjesenje samo u
cvorovima mreze, 1 plsemo
Us 5 ~ U(CL + Z5Q?,]6t)
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MrezZa za difuzijsku jednadZzbu (nastavak)

A
t
0T
tj_|_1 A
0t
tj‘ \4
i ] i -
LTi—1 Xy  Ti41 L

Oznake na mrezi.
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Eksplicitna metoda konacnih razlika
N

Razmatramo difuzijsku jednadzbu

ou  Ou
ot Ox?’
sa rubnim i inicijalnim uvjetima
u(a,t) =y,(t),

Zelimo naci aproksimaciju rjesenja u ¢vorovima mreze Koristeci
@ konacnu razliku unaprijed za du/0t,

@ simetricnu centralnu konac¢nu razliku za 9*u/0z?.
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Eksplicitna metoda kona¢nih razlika (nastavak)
o ———

Pri tome se difuzijska jednadzba transformira u

Wi jr1 — Ui j Uiy — 22U+ U1 2
v + O(6t) = 57)° + O ((62)?%).

Zanemarujudi izraze O(6t) i O ((6x)?) dobivamo diferencijsku
jednadzbu

ui7j_|_1 = )\ui—l,j -+ (1 — 2)\)1%7]' -+ )\UH_LJ',
gdje je
0t

A= Courantov broj.

(0x)

Ako u vremenskom koraku j znamo w; ; za sve vrijednosti od
2, tada u; ;41 mozemo 1zracunati eksplicitno.
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Eksplicitna metoda kona¢nih razlika (nastavak)

A
t
tj—l—l ¢
tj L @ L 4
i i i >
LTi—1 Xy  Ti41 L

Uj 541 OV1Sl samo O Uj—1,5, Ui j 1 Uj41,5-
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Eksplicitna metoda kona¢nih razlika (nastavak)

Sada mozemo rijesiti diferencijsku jednadzbu za

0<i<n, 0<j<m.
Rubne uvjete koristimo za odredivanje ug ; 1 Uy, ;:
Ug. ; :ua(j&), 0 <7 <m,
U, ; =Up(JOt), 0<j<m.

Za pokretanje ove iterativne metode koristimo inicijalni uvjet
w0 = up(a + idx), 0<i<n.
Iterativna metoda zavrSava za 7 = m 1 rjeSenjem
ui,ma 0 S ( S n,

Sto predstavlja aproksimaciju rjesenja za u(a + 10x,T),
0<<n.
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Algoritam eksplicitne metode konacnih razlika
N

A= 533)27
for:=0:n
usta'ri(i) — uO(a + - 533)7
end
for j=1:m
unom)(o) — ua,(j | 5t)a

unovz(n) — ub(] ) 5t)a
fori=1:(n—1)
Unowi (1) = A+ Ugpari(1 — 1) + (1 — 2+ N) + Ugpari(1)+
+)\ usta’m(z + 1))
end
Ustari — Unovi;
end
U = Ustari,
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Stabilnost exsplicitne metode konacnih razlika

Q

Q

Stabilnost numericke metode je u bliskoj vezi sa
numerickom greskom.

Metoda konacnih razlika je stabilna ako greska ucinjena u
jednom koraku metode ne utjece na povecanje greske u
koracima koji slijede.

Kod neutralno stabilne metode greska ostaje konstantna
u svim Kkoracima.

Ako greske opadaju i po moguénosti se prigusuju, kazemo
da je numericka metoda stabilna.

Ako, s druge strane, greska raste sa povecanjem broja
koraka, aproksimativno rjesenje divergira, 1 kazemo da je
numericka metoda nestabilna.
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Stabilnost exsplicitne metode konacnih razlika

.
Za daljnju analizu korisno je sve vrijednosti u; ; za fiksni
vremenski korak 7 organizirati u vektor

u? = u o oy |

Za matricni oblik diferencijske jednadzbe definiramo
(n—1) x (n — 1) matricu A

1-2X A 0. 0 ]
A 1 —2A ;
A= 0 0
: . . . h)

0 0 A 1-2x
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Stabilnost exsplicitne metode konacnih razlika
L anmn—hh

Tada eksplicitnu metodu mozemo zapisati kao
U = Aq,(0) (J)’
gdje je
U,?(aj) — )\[ Ug,; 0 --- 0 Unp,j ]T.

Pretpostavimo sada da nasu numericku metodu izvrsavamo na
racunalu u aritmetici konacne preciznosti. U tom slu¢aju ¢emo

u svakom koraku j umjesto uUTY izracunati aproksimativnu
vrijednost @Y koja sadrzi i greske zaokruzivanja. Neka je

ﬂ(ﬂ-l) _ Aﬂ(]) e 1’17(03) e f(j—l-l),

gdje fUTD sadrzi greske zaokruzivanja koje su se dogodile kod

racunanja AaY) + a9,
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Stabilnost exsplicitne metode konacnih razlika

Definirajmo ukupnu gresku
el — ) _ u(j), j>0.
Mozemo zakljuciti da vrijedi sljedece:

U — el 4 (g) — 0)) 4 fUHD.

/’4

Usredoto¢imo se sada na utjecaj gresaka zaokruzivanja e(®)

kod ra¢unanja inicijalnog uvjeta (za 7 = 0). Zbog

jednostavnosti, pretpostavimo da su svi daljnji koraci (j > 0)

izracunati egzaktno, tj. da je

) — 4,0) f(j) —0, j>0.

T [

Tada 1mamo
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Stabilnost exsplicitne metode konacnih razlika
.,

Da bi metoda bila stabilna, greska e(®) mora biti prigusena, a
za to treba biti

lim A7e® =0,

]—00

Sto nam je poznata situacija iz iterativnih metoda za sustave
linearnih jednadzbi. Od tamo znamo da ¢e metoda biti
stabilna ako 1 samo ako je

p(A) <1,

gdje je p(A) spektralni radijus matrice A. Dakle, da bi
metoda bila stabilna zahtijevamo da za sve svojstvene
vrijednosti pi(A), ..., puy_1(A) od A vrijedi

lue(A)| <1, k=1,...,n—1.
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Stabilnost exsplicitne metode konacnih razlika
.

Slijedeci korak je racunanje svojstvenih vrijednosti od A. U tu
svrhu, matricu piSemo kao

—G
Preostaje nam sada samo naci svojstvene vrijednosti ug(G) od
matrice G, jer su tada

(A =1—X - ux(G), k=1,...,n—1.
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Svojstvene vrijednosti TST matrice
.

(G je matrica sa posebnom strukturom i njen oblik je poznat
pod imenom TST, gdje “T'ST” dolazi od Toeplitzova
(konstantna duz svih dijagonala), simetri¢na i tridijagonalna.

Teorem. Neka je G m x m TST matrica sa dijagonalnim
elementima « i1 vandijagonalnim elementima (. Tada su
svojstvene vrijednosti od G dane sa

k
= 2 E=1,...
:uk:(G) Q BCOS (m_|_1>7 ) , T,

a odgovarajuci ortonormirani svojstveni vektori dani su, po
komponentama, sa

2 Ok
qék): sin n , Uk=1,... . m.
m + 1 m + 1
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Svojstvene vrijednosti TST matrice (nastavak)
T ——

Dokaz. Pretpostavimo da je 5 % 0, jer bi inace GG bio multipl
od identitete, ¢ime je tvrdnja teorema trivijalna.

Pretpostavimo da je p svojstvena vrijednost od G sa
odgovarajuéim svojstvenim vektorom ¢g. Ako definiramo
o = qm+1 = 0, jednakost Ag = ;g mozemo napisati u obliku

Bqe1 + (@ —p)qe+ Bges1 =0, £=1,...,m.
To je linearna diferencijska jednadzba, za koju ponovo
razmatramo karakteristicni polinom

X(2) = B+ (o — p)z + Bz,
Ako korijene ovog polinoma oznac¢imo sa z; 1 29, tada opcenito
rjesenje diferencijske jednadzbe ima oblik

Q= clzf + cgzg, za konstante cq, cs,

gdje su konstante odredene iz rubnih uvijeta go = g1 = 0.
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Svojstvene vrijednosti TST matrice (nastavak)
T —"_ 5 5

Korijeni od X(z)

21,2 — —or \/ 5 462 (*)

a 1z uvjeta gy = 0 slijedi da je ¢; + co = 0. S druge strane, iz
uvijeta g,,+1 = 0 slijedi:
61271”“ — cgszr1 = 0,

odnosno, zbog prethodne napomene je co = —c;, a kako nas
interesira netrivijalno rjesenje slijedi ¢; # 0, imamo

m+1 _ _m+1
Zl — 22 .

Postoji m + 1 rjeSenja ove jednadzbe, 1 to

2k
7T L), k=0,1,....m, . =+v—1.

m + 1

9 — 21 €XP (
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Svojstvene vrijednosti TST matrice (nastavak)
o —————————————

Medutim, slucaj za k = 0 se moze odbaciti, jer je tada zo = 21,
a odatle je

Gr = 125 4 ca2h = 128 — 128 = 0.

Mnozec¢i prethodnu jednakost koja povezuje z1 1 29 sa
exp(—mkt/(m + 1)) i uvrstavajuéi vrijednosti za z1 i 29 iz
jednadzbe za korijene (*) dobivamo

(1=t V=P i) exp (55 ) =
= (u—oz— \/(u—@)2_452> =P (nﬁbl) |

Nakon potrebnih skracivanja, i dijeljenja jednakosti sa 2
1maino
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Svojstvene vrijednosti TST matrice (nastavak)
o —"5

V=l = a7 cos () = (u - apsin (7).

m m —+

a nakon kvadriranja obaju strana jednakosti 1 rjesavanja
kvadratne jednadzbe po u

k
,u2—204,u+oz2—462cos2( i ) =0,
m + 1

dobivamo rjeSenja

wk
=ax2 k=1,....,m.
Hi2 = & 5 cos (m_|_1)7 y oy M

Ako uzmemo rjesenje sa znakom plus dobivamo trazene
svojstvene vrijednosti, dok rjesenje sa znakom minus samo
ponavlja te iste vrijednosti, pa se stoga moze odbaciti.
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Svojstvene vrijednosti TST matrice (nastavak)
o ——————

Uvrstavajuci dobiveni izraz za svojstvene vrijednosti u
jednadzbu za korijene (*) dobivamo

km , km
21,2 = COS T ¢ SIn :
’ m + 1 m + 1

pa je zbog toga

(k;): E—EZZ . W]ff k€:1
q, c1(z] — 25) cll,sm(m_l_l), : L, M.

Ako uzmemo da je ¢; = —(¢/2)4/2/(m + 1), onda se lako
provijeri da svaki od vektora ¢*) ima normu jedan, jer je
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Svojstvene vrijednosti TST matrice (nastavak)

i (k) 2 2 i . 9 g/{ﬂ'
S () = =23 s
m + 1 m + 1

|
3|
_|_l\D
[S—
DO | —
NE
1
[S—
|
o
@)
N
N\
S|
R
RE
N—
| |

2 m 1« 20k
T mt1 2_§Zcos(m+1>
odakle se, prelaskom sa kosinusa na realni dio kompleksnog

broja, dobiva da je suma kosinusa u zadnjoj jednakosti
jednaka -1, ¢ime smo dobili trazeni rezultat.

Svojstveni vektori su ortogonalni, buduéi da je matrica
simetricna. ]

NumAnal 2011, 25. predavanje — p. 31/121




Stabilnost exsplicitne metode konacnih razlika
i,

Dakle, svojstvene vrijednosti nase matrice G dane su sa

1 (G) =2 — 2 cos (k—”)

n
k
—4 sin? (—W), k=1,...,n—1.
2n
Dalje vrijedi
k
M@®:1—4mm2(£),k:L”wn—l.
2n

Da bi uvjet stabilnosti |ux(A)| < 1 bio zadovoljen, mora

vrijediti
k
‘I—Mﬂﬁ<lw <1, k=1,....n—1
2n
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Stabilnost exsplicitne metode konacnih razlika

Buduéi da je A > 0 po definiciji slijedi da je uvijek
1 — 4\ sin? (’;—Z) < 1. S druge strane, uvjet

—1<1—4A@F(E?>

2N

se moze pojednostavniti na

k 1
Asin2 (1) < 2
Sl (Qn) 2

Dakle, gornji uvjet stabilnosti ekvivalentan je dvijema

jednadzbama
A>0

kT 1
Asin? [ — —.
S1n (272) < 5
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Stabilnost exsplicitne metode konacnih razlika

Najveci izraz sa sinusom je

$in ((” ;nl)ﬂ) <1,

a ako povecavamo dimenziju matrice A d = n — 1 tada vrijedi

, , drm
lim sin =1

Ovime smo dobili konacan uvjet.

Teorem. Za

1
D<A<-
S5

eksplicitna metoda konac¢nih razlika za dituzijsku jednadzbu je
stabilna. O
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Stabilnost exsplicitne metode konacnih razlika
.,

@ Ovaj kriterij stabilnosti daje uvjet na veli¢inu koraka:

0 <ot < (5?2.

@ Kao posljedica uvjeta stabilnosti, parametri m 1 n ne
mogu biti izabrani nezavisno jedan od drugoga.

@ Ako moramo izracunati rjeSenje sa velikom tocnoscu,
tada 0x mora biti malen, Sto daje kvadratnu ogradu za 0t
koji mora biti jos manji.

@ Zato nam je prakti¢nije na¢i numericku metodu koja je
bezuvjetno stabilna.
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Konvergencija exsplicitne metode kon. razlika
e

Da bi numericka metoda bila uopce korisna u primjenama,
mora biti konvergentna:

@ aproksimacije moraju teziti totnom rjesenju kada oz i ot
teze ka nuli

Prvo nas zanima lokalna pogreska diskretizacije, to je ostatak
koji dobijemo kada u relaciju koja definira metodu uvrstimo
tocno rjesenje:

€ij+1 — U(Ii, tj_|_1) — )\U(CEi_l, tj) — (1 — 2)\)1&(33@, tj) — )\U(Ii_H, tj)

Izraze u lokalnoj pogresci diskretizacije razvijamo u Taylorov
red 1 dobivamo
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Konvergencija exsplicitne metode kon. razlika
N,

€ij+1 =

o2
- [utas ) Mgm,wiwg ’;‘m, ) - (60 S )+
1 L 0t
33 (00)* 5 wi0ty) + O(62)")] — (1= 2t )~
— A U(Cﬁz,tj)+5$%($i,tj)+%(55{7)22 Z(»’Cu tj) + 6(533) gz(ajzat])_i_
1 L 0%
—|—ﬂ(533) (9:134(33“ )+O((5ZIZ) )]
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Konvergencija exsplicitne metode kon. razlika
D

Ako uvrstimo da je 6t = A(0x)?, sredivanjem prethodnog
izraza dobivamo

ou 0%u
€i,j4+1 — 0t (E(wwt‘?) Or 0.9 <w27tj)> +

(6t)% 0%u (52)* §*u 3 5
2 Ot? (@i t) = A 19 Ozt (zi,t5) + O((68)°) + O((62)°)
— (5;) gt?; (:I:Z-,tj) — )\(513:2) g;i (lez',tj) 4+ O((5t)3) + O((5;U)5)

jer je u rjesenje difuzijske jednadzbe. Dakle, vrijedi

w(i, tiv1) = (w1, t;) + (1 — 2N u(w;, t;) + Au(xiqq, )+
+O((0t)%) + O((02)") (= O((0x)")).

NumAnal 2011, 25. predavanje — p. 38/121



Konvergencija exsplicitne metode kon. razlika
.

Drugim rije¢ima, ako bismo u vremenskom koraku 5 metodi
dali egzaktne vrijednosti rjesenja u svim ¢vorovima, pogreska
u (j + 1)-vom koraku bi bila reda velicine O(0t(dx)?).

Ako definiramo

u%)z — [ u(xlﬁtj) u(xn—lﬂtj) ]T
eV = | €lj+1 " En—1j+1 ]T

tada izraz sa lokalnom pogreskom diskretizacije mozemo
napisati 1 u matricnom obliku kao

utt = Au(%)z +ul) 4 Ut 7=0,...m-—1.

egz

Pri tome je za svaki indeks 7

€Dl < K6t(52)2
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Konvergencija exsplicitne metode kon. razlika
I

Teorem. Promatramo eksplicitnu metodu konacnih razlika za
difuzijsku jednadzbu u kojoj je Courantov broj A konstantan
kada ot — 01 dx — 0,1 jos je A < 1/2. Neka je rjesenje
aproksimirano na vremenskom intervalu [0, 7], s korakom

ot = A(0x)?, te neka je m = |T/6t|. Tada metoda konvergira,

tj. za e¥) = w0 — 4 vrijedi

li )N —
5:;?03'3)1%.}%”6 oo =0

Dokaz. Prvo primijetimo da je inicijalna vrijednost rjeSenja
zadana, pa je (u egzaktnoj aritmetici) e/ = 0. Drugo, za
A<1/2je

IAlo = A+ 1 -2\ +\=1.
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Konvergencija exsplicitne metode kon. razlika

Oduzimanjem matricnih oblika iteracije metode i izraza za
lokalnu pogresku diskretizacije dobivamo

Ut — Ael) _ (+1)

)

pa onda induktivno mozemo zakljuc¢iti da je za svaki j

j—1 j—1
— A0 _ ZAie(j—i) _ ZAie(j—i)_
i=0 i=0

Sada uzimanjem norme dobivamo

7—1

leVlloe < D ANVl < jKH(52)°

1=0

< mK5t(5x)2 < TK(555)27
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Konvergencija exsplicitne metode kon. razlika
D,

jer je mot < T. O

Iz dokaza prethodnog teorema jasno je vidljivo da

@ Konzistentnost: lokalna pogreska diskretizacije
zadovoljava ||eV)]| /6t — 0 kada éz — 0.

@ Stabilnost: Courantov broj zadovoljava A < 1/2

osiguravaju konvergenciju metode.
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Potpuna implicitna metoda konacnih razlika
I — _-_-

@ Implicitne metode se koriste kako bi se izbjegla
ogranicenja vezana uz stabilnost eksplicitne metode.

@ Ove metode nam omogucéuju da koristimo mreze u x
koordinati sa velikim brojem ¢vorova, bez da moramo
uzeti jako mali 0t.

@ Jedna od implicitnih metoda je 1 potpuna implicitna
metoda konacnih razlika, koja racuna aproksimaciju
rjesenja difuzijske jednadzbe u ¢vorovima mreze koristeci

@ konaé¢nu razliku unazad za Ou/0t,

@ simetricnu centralnu konac¢nu razliku za 9*u/0z?.
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Potpuna implicitna metoda konacnih razlika (n.)

Pri tome se difuzijska jednadzba transformira u

Wigt1 = Yij | sy _ Witljtl — 2Ui 41+ Uj—1 11 O ((52)2
5t T ( ) (533)2 + (( 33) )

Zanemarujudi izraze O(0t) i O ((6z)?) dobivamo diferencijsku
jednadzbu
—)\ui_l,jﬂ -+ (1 -+ 2)\)u@-7j+1 — )\uiﬂ,jﬂ — um-,
gdje je opet
0T
(0x)*
U pOtpU_Ile 1mp1101tn0J metodi Uj—1,5+1, Ui j+1 1 Ui41,5+1
implicitno ovise o u; ;.

A:
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Potpuna implicitna metoda konacnih razlika (n.)

" A
tj_|_1 ® ® ®
tj - &
; : ; >
Li—1 i  Ti41 T

Ui—1,5+15 Wi 541 1 Uig1 541 OVISC O Uy 5.
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Potpuna implicitna metoda konaé¢nih razlika (n.)
D |

@ nove vrijednosti se ne mogu razdvojiti i eksplicitno
izracunati iz starih vrijednosti.

@ Radi se o simultanom rjesavanju jednadzbi, odnosno o
rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi.

Sada mozemo rijesiti diferencijsku jednadzbu za

0<i<n, 0<j<m.
Rubne uvjete koristimo za odredivanje ug ; 1 uy, ;:
Ug. ; :ua(j&), 0 <7 <m,
U =Up(J01), 0<j<m.

Za pokretanje ove iterativne metode koristimo inicijalni uvjet

u; o = ug(a + 10x), 0<17<n.
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Potpuna implicitna metoda konacnih razlika (n.)
o —————

Iterativna metoda zavrSava za 7 = m 1 rjeSenjem

ui,ma 0 S ( S n,

Sto predstavlja aproksimaciju rjesenja za u(a + 10x,T),
0<<n.

S obzirom da moramo rjesavati sustave, sada nam i u fazi
racunanja treba matricni oblik diferencijske jednadzbe.
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Potpuna implicitna metoda konacnih razlika (n.)
o ——

Definiramo (n — 1) x (n — 1) matricu A

1+20 =X 0. 0
—A 142X

A= 0 L 0

0 0 A 1420

1 vektor desne strane sustava

h = u(]) + U£j+1),

gdje su
D =l u; o w7
uI™ =N wgir 0 -+ 0 wnyp |F
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Potpuna implicitna metoda konacnih razlika (n.)
o ———

Sada potpunu implicitnu metodu mozemo napisati u
matricnom obliku kao

Ayl — @) 4G+ — ),

Vektor v se pojavljuje zbog rubnih uvjeta, npr. iz prve
jednadzbe slijedi

(1 -+ 2)\)u1,j+1 — )\Ug,j_|_1 — U1 ,4 -+ )\Uo,j_|_1.

Pokazat ¢emo da je matrica A regularna pa se korak
implicitne metode moze napisati eksplicitno kao

uUth) = A1 (u) 4 U0y
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Algoritam potpune implicitne metode kon. razl.
————

definiraj rjesavac s matricom A; \ = 52)%
fori=0:n
u(t) = up(a +1 - 0x);

end

end
w(0) = uq(j - 01);
u(n) = up(j - 0t);

Up
b(1) = b(1) + A - u(0);
bn—1)=bn—1)+ X-u(n
rijesi sustav Au(l:n —1) =
end

);
b;
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Stabilnost potpune implicitne metode kon. razl.
GGG

@ Kao 1 kod eksplicitne metode pretpostavimo da nasu
numericku metodu izvrsavamo na racunalu u aritmetici
konacne preciznosti.

@ U tom slucaju éemo u svakom koraku j umjesto u+!
izracunati aproksimativnu vrijednost @V koja sadrzi i
gresSke zaokruzivanja.

@ Neka je
0D = A7 (@9 4 ity 4 pOTD,
gdje fUTD sadrzi greske zaokruzivanja koje su se
dogodile kod racunanja A~} (ﬂ(j) + Y H)).
Definirajmo ukupnu gresku

el — ) _ u(j), j>0.
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Stabilnost potpune implicitne metode kon. razl.
GGG

Mozemo zakljuciti da vrijedi sljedece:
et — A-1c0) 4 A—l(ﬂfjﬂ) _ uf;jH)) + U+,

Usredoto¢imo se opet na utjecaj gresaka zaokruzivanja e(®
kod racunanja inicijalnog uvjeta (za j = 0). Zbog
jednostavnosti, pretpostavimo da su svi daljnji koraci (j > 0)
izracunati egzaktno, tj. da je

ﬂf?) _ uq(aj), O =0, j>0.
Tada imamo
I+ — A1) — AU+ (0)

el

Da bi metoda bila stabilna, greska e(® mora biti prigusena, a
za to treba biti

lim A 7¢© = 0.

]—00
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Stabilnost potpune implicitne metode kon. razl.
L,

Znamo da ¢e metoda biti stabilna ako 1 samo ako je
p(A7h) <1,

Dakle, da bi metoda bila stabilna zahtijevamo da za sve
svojstvene vrijednosti (A1), ..., pp—1 (A7) od A1 vrijedi

(A D <1, k=1,...,n—1.

Dalje vrijedi da je pup(A™1) = (ux(A))™', a svojstvene
vrijednosti matrice A dobit ¢emo iz rastava
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Stabilnost potpune implicitne metode kon. razl.

A=T+\-

e
Buduéi da znamo svojstvene vrijednosti px(G) od matrice G,
tada je
B 1
1A m(G)

(A7 k=1,....,n—1.
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Stabilnost potpune implicitne metode kon. razl.

11mamo

k
ti(A) =14 4\ sin® (27), k=1,...,n—1.

n
Jerje)\>0,asin(2—”)7é02ak—1 .,n — 1, onda je
pr(A) >1
0<up(A™) <1, k=1,...,n—1.
Dakle, za bilo koji A > 0 je 0 < up(A~') < 1, sto znaci da je

potpuna implicitna metoda konac¢nih razlika bezuvjetno
stabilna.
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Stabilnost potpune implicitne metode kon. razl.
I

S druge strane, vidimo da su sve svojstvene vrijednosti matrice
A pozitivne, Sto znaci da je matrica pozitivno definitna.

@ Zbog toga za riesavanje sustava Ault) = bl mozemo
koristiti metode

@ faktorizaciju Choleskog

@ Gauss—Seidelovu i SOR metodu

@ metodu konjugiranih gradijenata

koje su specijalno prilagodene za tridijagonalnu matricu.
@ Kod efikasno implementirane eksplicitne i implicitne

metode broj operacija je istog reda veli¢ine, pa rjesavanje

sustava kod implicitne metode ne predstavlja preveliki

dodatni trosak u odnosu na eksplicitnu.
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Crank—Nicolsonova metoda
I

@ Crank—Nicolsonova metoda je takoder implicitna metoda
koja nema problema sa stabilnosc¢u, ali ima gresku
diskretizacije derivacije du/0t reda velicine O ((6t)?).

@ Crank—Nicolsonova metoda racuna aproksimaciju rjesenja
difuzijske jednadzbe u ¢évorovima mreze tako da uzima
srednju vrijednost diferencijskih jednadzbi eksplicitne i
potpuno implicitne metode.

Dakle, ako koristimo konacu razliku unaprijed za du/0t
dobivamo eksplicitnu metodu

Uij1 — Ui _ Uiy — 2Ui F Ui

(0)2

+0((62)?).
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Crank—Nicolsonova metoda (nastavak)
o ——————

a ako koristimo konacu razliku unazad za du/0t dobivamo
potpunu implicitnu metodu

i 0] it1i41 — 2U; ] i—1,j
U; j11 — Ui j L 0(575) _ Uit 1,541 (lg ,3)21 + Ui—1 541 e ((556)2) |
xr

Srednja vrijednost tih dviju jednadzbi je

0t
_ E Wit1,j — 2Uj5 + Ui—1, . Uit 1,41 — 2Uj j+1 T Uit j41 n
2 (556)2 (53})2
+0 ((62)7) .
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Crank—Nicolsonova metoda (nastavak)
o —"5

Ovom metodom zapravo aproksimiramo vrijednost difuzijske
jednadzbe u tocki (z;, ¢, 1 ), koja se nalazi na pola puta
1zmedu (CIZ'Z',tj) 1 (CEi,tj+1)Z

ou 0

ot (xia t]—l—%) — o2 (xia t]—l—%)
U ovom slucaju, prvu derivaciju po varijabli ¢ aproksimiramo
centralnom konacénom razlikom

ou Uil — Ui

ot e liey) ¥ g

a drugu derivaciju po varijabli x sa

6—2(:62-,75- 1) o (uiﬂ’j — Uiy Moty
Ox? I3l (0x)?
Uit 1,41 — 2Wi 41 + WUie1 j+1
(0x)?
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Crank—Nicolsonova metoda (nastavak)
v ———

Provjerimo tocno koliku smo gresku napravili u varijabli ¢. Za
egzaktne vrijednosti u; ; = u(z;,t;) imamo

ot Ou ot)? 0%u
Ui j+1 = ui,j—|—l -+ 58—(xi,tj+%) -+ ( 8) 57 (:]jz’ ]-|- ) + O ((5t)3)
ot Ou (0t)* 0*u

U5 = ui7j_l__ 2 By (ﬂ?z,tj+ ) + 3 2 (xz, j—l— ) + @, ((5t)3) .

To znaci da za centralnu konacnu razliku vrijedi

Uij+1 — Uij  Ou )
S druge strane, moramo jos provjeriti odnos desne strane u

82

Crank—Nicolsonovoj iteraciji sa z— (s, ;1 4l 1),
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Crank—Nicolsonova metoda (nastavak)
T —"_ 5 5

Uzimanjem srednje vrijednosti prethodno izrazenih konac¢nih
razlika unaprijed 1 unazad, dobivamo jednakost

Lty = 2w+ wicay | Wi — 205400 + Uim1 1\
2 (0x)? (0z)?

= (g S (w4,t5) + g Z(azz,tﬁl)) + O ((5:1:)2)

0w 5:13 03
= 5 @(%‘»tﬁ;) > 3(%753+ 1) +
(92 dox O3u
T 2(Iz7tj+ 1) + 7@(%%‘%)) + O ((92)°)
02u

— @ity ) + O ((2)?)
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Crank—Nicolsonova metoda (nastavak)
o ——————

Znaci, aproksimirajuci difuzijsku jednadzbu u tocki (4,1, 1 )
iteracijama Crank—Nicolsonove metode napravili smo gresku

reda velicine O ((dx)%) + O ((6t)?).
Srednja vrijednost tih dviju jednadzbi tocije sada glasi

Wij+1 — Ui 2\
= + O ((61)%) =

_ } Uip1l,) — 2Ui 5 + Ui—15  Wip1j+1 — 2Ui 41 + Uio1 541 n
2 (556)2 (53})2

+0O ((62)?) .
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Crank—Nicolsonova metoda (nastavak)
o ——

Zanemarujudi izraze O ((6t)?) 1 O ((6x)*) dobivamo
diferencijsku jednadzbu

\ A
—§U/z 1,741 =+ (]‘ + >\)/U,Z J+1 Zui+1aj+1 o
A A
p— §u’i—1,j —|— (1 — )\)u’l,] —|_ 2uz—{—1ja
gdje je opet
0t

A= :
(0z)?

U Crank-Nicolsonovo] metodi w; 1 j11, i j11 1 Uiyy jy1
1mp1101tn0 ovise O Uj—1,5, Ui j 1 Uj41,5-
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Crank—Nicolsonova metoda (nastavak)
. o ———

T A
Tj4+1 A - e o
75 1 ® . o
; : ; >
LTi—1 Xy  Ti41 L

Ui—1,5+15 Wij+1 1 Wit 541 OVISC O Ui—1 5, Uj 5 1 Uiyl j
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Crank—Nicolsonova metoda (nastavak)

Sada mozemo rijesiti diferencijsku jednadzbu za

0<i<n, 0<j<m.
Rubne uvjete koristimo za odredivanje ug ; 1 Uy, ;:
Ug. ; :ua(j&), 0 <7 <m,
U, ; =Up(JOt), 0<j<m.

Za pokretanje ove iterativne metode koristimo inicijalni uvjet
w0 = up(a + idx), 0<i<n.
Iterativna metoda zavrSava za 7 = m 1 rjeSenjem
ui,ma 0 S ( S n,

Sto predstavlja aproksimaciju rjesenja za u(a + 10x,T),
0<<n.
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Crank—Nicolsonova metoda (nastavak)

Takoder ¢emo 1 ovdje morati rjesavati sustave, pa nam opet

treba matricni oblik diferencijske jednadzbe. Definiramo

(n—1) x (n— 1) matricu A

1+A -3
A
3 1+
A= 0 '
0
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Crank—Nicolsonova metoda (nastavak)

. |
i(n—1)x (n—1) matricu B
_ \ _
1—XA 2 0 0
A
5 1=
B=1 0 0
A
2
0 -0 5 1-X ]
Isto tako nam jos trebaju vektori
U,(j) :[ ul)] un—l,j ]T7
”U,7(;7) :)\[ Ug,; 0 0 Unp,j ]T
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Crank—Nicolsonova metoda (nastavak)
o —————

Tada Crank—Nicolsonovu metodu mozemo napisati u
matricnom obliku kao

AUt — By 4 Lo 4 Loy g
2 " 2 "
Pokazat ¢emo da je matrica A regularna pa se korak

Crank—Nicolsonove metode moze napisati eksplicitno kao

W) — g1 ( Bul) + %u@ N %ug+1>> |
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Algoritam Crank—Nicolsonove metode

definiraj rjesavac s matricom A; \ = 52)%
fori=0:n
u(t) = up(a +1 - 0x);
end
for j=1:m
fori=1:n-1
b(i) = Su(i — 1) + (1 — Nu(i) +

b(1) = b(1) + 5 - u(0);

b(n —1) n—1)+ 3 u(n);

rijesi sustav Au(l:n —1) = b;
end
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Stabilnost Crank—Nicolsonove metode
I ———

@ Kao 1 do sada pretpostavimo da nasu numericku metodu
1zvrSavamo na ra¢unalu u aritmetici konac¢ne preciznosti.

@ U tom slucaju éemo u svakom koraku j umjesto u+!
izracunati aproksimativnu vrijednost ¢V koja sadrzi i
gresSke zaokruzivanja.

@ Neka je

2 7“
gdje Ut sadrzi greske zaokruzivanja koje su se
dogodile kod racunanja A~} (Bu(J) + ufa 2 uﬁ“”).

Definirajmo ukupnu gresku

INL(j_H) — A‘l (BINL(J) + ; (4) + 1~(J‘|‘1 ) + Jl’(j‘|‘1)7

el — ) _ u(j), j>0.
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Stabilnost Crank—Nicolsonove metode (nast.)
S,

Mozemo zakljuciti da vrijedi sljedeée:
e(j-l-l) — A~ 1B€ e A ( ( ) € U(J‘H) 5:7'4‘1)) + f(j‘|‘1).

Usredoto¢imo se opet na utjecaj gresaka zaokruzivanja e'®
kod ra¢unanja inicijalnog uvjeta (za 7 = 0). Zbog
jednostavnosti, pretpostavimo da su svi daljnji koraci (j > 0)
izracunati egzaktno, tj. da je

agj) _ u,f;j), f(j) —0, j>0.
Tada imamo

Ut — A71BeW) — (A1),

Da bi metoda bila stabilna, greska e(® mora biti prigusena, a
za to treba biti

lim (A™'B)e® = 0.

]—00
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Stabilnost Crank—Nicolsonove metode (nast.)
o ———

Znamo da ¢e metoda biti stabilna ako 1 samo ako je
p(AT'B) <1,
Dakle, da bi metoda bila stabilna zahtijevamo da za sve
svojstvene vrijednosti ui (A 'B), ..., pn_1(A™'B) od A™'B
vrijedi
i (A7'B) <1, k=1,...,n—1.

Trazene svojstvene vrijednosti dobit ¢emo iz rastava matrica
Ai B
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Stabilnost Crank—Nicolsonove metode (nast.)

NumAnal 2011, 25. predavanje — p. 73/121



Stabilnost Crank—Nicolsonove metode (nast.)

Sada jednakost AeUt1) = Bel)) mozemo napisati kao

(I + ég> pltl) — (I _ ég> e(d)
2 2

(21 + \G) eVt = (2] — \G) )
—(4] — (21 + \G))eV

Ako definiramo C' = 21 + \G, tada je
Cel ™) = (41 — C)eV)
Odnosno

elit+l) — (4C~1 — I)e(j).
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Stabilnost Crank—Nicolsonove metode (nast.)

Buduéi da znamo svojstvene vrijednosti px(G) od matrice G,
tada je

pe(C) =24+ Aw(G), k=1,...,n—1,

4

ACH —T) =

Kako je

kT

/Lk(G):4Sin2( ), k=1,...,n—1,
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Stabilnost Crank—Nicolsonove metode (nast.)
o ———————————————

zbog toga §to je A > 0, i sin? (S—Z) >0zak=1,...,.n—1,
vrijedi da je
p(C) = 2+ M (G) >2,
4 4
0 < <2,

u(C) 2+ Muk(G)
1< pu(4C =D <1, k=1,...,n—1

Dakle, za bilo koji A > 0 je |ur(4C~' — I)| < 1, §to znaci da je
Crank—Nicolsonova metoda bezuvjetno stabilna.
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Stabilnost Crank—Nicolsonove metode (nast.)
e

@ Kao 1 kod potpuno implicitne metode, moze se vidjeti da
su sve svojstvene vrijednosti matrice A pozitivne, Sto
znaci da je matrica pozitivno definitna.

@ Zbog toga za riesavanje sustava Ault) = pl¥) mozemo
koristiti metode
@ faktorizaciju Choleskog
@ Gauss—Seidelovu i SOR metodu
@ metodu konjugiranih gradijenata
koje su specijalno prilagodene za tridijagonalnu matricu.
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Numericko rjesavanje
Poissonove jednadzbe
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Poissonova jednadzba
L,

Poissonova jednadzba opisuje razne procese u fizici:
@ prijenos topline,
@ procese u elektrostatici,
@ 1 gravitacijskom polju.

Ona je zapravo stacionarni oblik (koji ne ovisi o vremenu)
difuzijske jednadzbe uz uvjet da je funkcija a konstantna, ¢iji
je opc¢eniti oblik

—Au(x,t) = f(z,t), x € ()

pri cemu je potrebno jos zadati

@ rubne uvjete za x € 0.
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1D Poissonova jednadzba
S —

Promotrimo prvo najjednostavniji slucaj Poissonove
jednadzbe u jednoj dimenziji — na nekom segmentu, recimo

0,1]. Jednadzba glasi
B d*u(x)
dx?

pri cemu je funkcija f zadana, a u nepoznata funkcija.

:f(ili), T € [07 1]7

@ Da bi Poissonova jednadzba bila dobro zadana, moramo
jos zadati rubne uvjete na rubu tog segmenta.

@ U ovom sluc¢aju, uzmimo najjednostavnije rubne uvjete,
tj. zahtijevajmo da na rubu segmenta za funkciju u vrijedi
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Diskretizacija 1D Poissonova jednadzba
e

Da bismo numericki rijesili 1D Poissonovu jednadzbu, zajedno
s rubnim uvjetima, moramo je diskretizirati, tj. odabrati niz
tocaka x; u kojima zelimo naci priblizno rjesenje.
@ Neka su tocke z; ekvidistantne, tj. neka je
1
h=———,
N +1

Sada imamo N + 1 podsegmenata, tako da dobivena
matrica (slicno kao kod difuzijske jednadzbe) bude
dimenzija N x N.

v; = ih, i=0,... N+1.

@ Takoder, neka je priblizno rjeSenje jednadzbe u tockama
x; oznaceno s u; ~ u(x;), i neka je funkcija s desne strane

u tim tockama f; = f(x;).
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Diskretizacija 1D Poissonova jednadzba (nast.)
o —"5

Drugu derivaciju aproksimirat ¢emo simetricom konacnom
razlikom:

2
d“u Ui—1 — 2U; + Uiqq

72 i) 2

Sada uvrstimo aproksimaciju za drugu derivaciju u
diferencijalnu jednadzbu, za sve toc¢ke x;. Dobivamo

—ui_1+2ui—ui+1 — h2f(:zzz), = 1,...,N.
U matricnom obliku, ova jednadzba glasi:
GNU — hzf,

pri cemu je GGy matrica koja se pojavljivala i kod difuzijske
jednadzbe (samo $to je sada dimenzije N):
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Diskretizacija 1D Poissonova jednadzba (nast.)

L _
-1 2 -1
Gy = :
-1 2 -1
- _1 2 -
u = [uy,us,...uy|" je nepoznati vektor rjesenja, a

f =11, f2 .. [n]' vektor desne strane sustava.

Iz teorema o svojstvenim vrijednostima TLS matrica znamo
da su svojstvene vrijednosti matrice Gy jednake

) . 9 ) :
N =211— — /4 —1..... N
J ( COS(N+1>) S (2(N+1))’ J e
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Uvjetovanost matrice Gy
e,

Najveca svojstvena vrijednost prethodne matrice priblizno je
jednaka 4, dok je najmanja svojstvena vrijednost Ay priblizno
jednaka

eslo (i)~ (55

U prethodnoj formuli koristili smo aproksimaciju funkcije
kosinus s njezina prva dva c¢lana Taylorovog reda.

Sada je odmah jasno da je matrica G pozitivno definitna i
da je njezina uvjetovanost priblizno jednaka

A 4(N + 1)*
K(Gy) = 2N & ( .

)\1 7'('2

NumAnal 2011, 25. predavanje — p. 84/121



Uvjetovanost matrice Gy (nastavak)

To znaci da uvjetovanost brzo raste s porastom broja
podintervala (podsjetite se veze uvjetovanosti i rjesenja
linearnih sustava).
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2D Poissonova jednadzba

Sada promatramo sluc¢aj Poissonove jednadzbe (elipticku
parcijalnu diferencijalnu) u dvije dimenzije — na nekom
kvadratu, recimo [0, 1] x [0, 1]. Jednadzba glasi

ST TR ey ) € 0.1] % 0,1

uz rubni uvjet © = 0, tj. funkcija u je jednaka 0 na rubu
kvadrata.

Kvadrat podijelimo u mrezu ¢vorova, a da nam bude
jednostavnije, pretpostavimo da je i ta mreza kvadratna, tj.

korak u = 1 y smjeru je jednak
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Diskretizacija 2D Poissonove jednadzbe
e

Uz tako definirane korake, unutarnji ¢vorovi mreze su tocke
(x:,9;), gdje je x; =ih, y; = jh,za 1,5 = 1,...,N. Dakle,

imamo n := N? unutarnjih ¢vorova mreze. Takva mreza za
N = 3 izgleda ovako:

J=4

J:B u1,3' u’2,3. 'u,3,3.

J:Q u1,2‘ u2,2' u3,2.

]:1 ul,l' u2,1. u3,1.

7=0

i=0  i=1 =2 =3 i=4
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Diskretizacija 2D Poissonove jednadzZbe (nast.)

Vrijednost aproksimacije rjesenja u ¢voru (z;, ;) oznacavamo
s u; ; ~ u(th, jh), a funkcijsku vrijednost s f; ; = f(ih, jh).

Druge parcijalne derivacije aproksimirat ¢emo simetricim
konac¢nim razlikama:

2
(9 u - uz’—l,j — QUZ',J' -+ uz’—|—1,j
1y Jd)) ’
8332 <$ y) h2
2
0-u U1 — 2Ui 5+ Ui
a 2 (Iia y]) ~ h2

Uvrstimo 1i te aproksimacije derivacija u diferencijalnu
jednadzbu, dobivamo

9 oo
g — w1y — U1y — Ui j—1 — U1 = N fig, 4,7 =1,...,N.
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Diskretizacija 2D Poissonove jednadzbe (nast.)
o ———————————

Y

Yj+1 1

Yi 1

A

Ti1 X Li4+1

Ui 5 OVISL O Uj—1 5, Uj41,5, Ui j—1 1 Uj j41-
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Numeriranje €vorova u kvadratnoj mrezi
e

Pitanje je kako treba napisati ove jednadzbe, tako da se dobije
linearni sustav s nekom strukturom. Postoje dva nac¢ina da bi
se to napravilo.

@ Jedan je sekvencijalno numeriranje u,; ; po recima ili
stupcima (slijeva nadesno, ili zdesna nalijevo, odozgo
nadolje ili odozdo nagore),

@ a drugi tzv. crveno—crni poredak ¢vorova, kao kod
Sahovnice.
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Sekvencijalno numeriranje ¢vorova
O e——.

Ako u; ; sekvencijalno numeriramo po recima odozdo nagore,
na primjer za [N = 3, dobivamo ovakav poredak ¢vorova:

w7

us

u9

uq

us5

ue6

u]

u2

u3

Dakle, lako zamjenjujemo w; ; s ux, gdje k = (5 — 1) N + i.
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Aproksimativni lin. sustav za 2D Poisson. jedn.
.

Ako se na isti nacin transformiraju i f; ; u f, onda dobivamo
linearni sustav

GNxNU = h2f7

nge je U = [u17u27 SR 7uN><N]T7 f — [fl) f27 R fNXN]T7 a
matrica Gyxy ima N blok-redaka i blok-stupaca, svaki
dimenzije N. Gnxn je N? x N? matrica oblika

Gy +2Iy —Iy

Iy . .
GNXN — _ _ T 9
. . — Iy

—Iny Gy + 21y

pri cemu je Iy jedinicna matrica reda IV, a opet je
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Aproksimativni lin. sustav za 2D Poisson. jedn.

Gy matrica koja nastaje diskretizacijom odgovarajuce 1D
Poissonove jednadzbe.

Na primjer, za N = 3, matrica linearnog sustava je
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Aproksimativni lin. sustav za 2D Poisson. jedn.

4 —1 1 |
| |

1 4 =11 1 |
[ [

_1 4| _]_I
__________ _|___________|___________
—1 4 —1 1

[ [
Gsxg = —1 -1 4 —1 1
[ [
1 ~1 4 1
__________ .|___________|.__________
1 4 —1
| |
| 1 -1 4 -1
| |
] | 1 -1 4
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Crveno-crno numeriranje évorova
D

Ako ¢vorove u; ; poredamo u tzv. crveno—crni poredak, dobit
¢emo konzistentno poredanu matricu (definicija kasnije).

Crveno—crni poredak dobivamo tako da ih obojamo poput
sahovske ploce: svaki crveni ¢vor (osim rubnog) je okruzen s
¢etiri crna susjeda i obratno.

Na primjer, za N = 5 takvo crveno—crno bojanje ¢vorova
izgleda ovako:
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Crveno-crno numeriranje ¢vorova (nastavak)
o —————

u11 u24 u12 u25 u13
. . ® »
u21 ug9 u22 u10 u23
| » ¢ . |
ue6 ©19 w7 u20 us
N ¢ » ® »
u16 uq w17 us u18
| » ¢ » ¢
ul ul4 u2 u15 u3
. | . ® »
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Crveno-crno numeriranje ¢vorova (nastavak)
e

Ako zatim sve ¢vorove koji su crveno obojani popiSemo prije
crnih (dodijelimo im indekse prije crnih), ili obratno, dobit
¢emo blok matricu oblika

Dl G12
G21 D2

PGNXNPT —

Lako je vidjeti da su dijagonalni blokovi bas dijagonalne
matrice, jer ne postoji veza izmedu dva crvena ili dva crna
¢vora (osim ¢vora sa samim sobom).

Konkretno, crveno—crni poredak za matricu G343 daje
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| Crveno-crno numeriranje tvorova (nastavak)
L ————————————

Y -1 —1 ]
4 - —1 —1
|
4 -1 -1 -1 -1
|
4 | —1 —1
|
PG3><3PT= 4 —1 -1
_________________ |______________
—1 -1 -1 4
|
—1 —1 -1 | 4
—1 -1 —1 4
_ -1 -1 -1 4
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Svojstvene vrijednosti matrice Gy
L a——

Teorem. Svojstvene vrijednosti matrice Gyxy su

' k
\ir — 4 [ sin I in2 k—=1... N
( (2<N+1>)+Sm (2<N+1>>)’ A

a odgovarajuci svojstveni vektori su

- 2 ' Ck
uIr) — sin(mjﬂ)sin( 1 ), 5, kkm,l=1,..., N,

mE N 41 N+1 N+1
gdje ugblz) oznacava komponentu koja odgovara tocki mreze

(m, £) svojstvenog vektora, pridruzenog svojstvenoj vrijednosti

Aj k-
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Svojstvene vrijednosti matrice G .y (nastavak)
O aam—

Dokaz. Neka je A neka svojstvena vrijednost od Gy sa
odgovarajuc¢im svojstvenim vektorom u, koji se moze
particionirati u oblik

U = : . Uy = : , £=1,...,N.

Jednakost Gy yu = Au moze se tada napisati u obliku

TUe_1—|—<S—)\]N)Ug—|—T’LLl_|_1:O, 621,...,]\], (*)

gdje smo postavilida je T'= —In, S =Gy + 21y, 1
Uy = UN+t1 = 0.
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Svojstvene vrijednosti matrice Gy (nastavak)
.

Prema teoremu o svojstvenim vrijednostim i svojstvenim
vektorima TST matrica, mozemo napisati da je S = QAgQ? i
T = QArQ*, gdje su Ag i Ar dijagonalne matrice, sa
dijagonalnim elementima jednakim

JT
As; =4 — 2cos (N+1)’ Ar; = —1.

m-ti element j-tog stupca od () jednak je

: 2 mJm
(J) — ‘ m,7=1,...,N.
Im N+1SIH(N+1)’ " b

Pomnozimo blok-rekurziju (x) sa Q! slijeva kako bismo dobili

Arve_1+ (As — MX)vp+ Arvp; =0, vy = Qfuy, ¢=1,...,N.
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Svojstvene vrijednosti matrice Gy (nastavak)
.

Buduéi da su ovdje sve matrice dijagonalne, jednakosti duz
vertikalnih linija u mrezi imaju oblik

AT Vg1 + As Uz AT Ui = Avje, g =1, N

Ako je, za fiksnu vrijednost od j, vektor [v;; ... v; y]*
svojstveni vektor T'ST matrice
s Ar _
AT
Ay |
I ATj Asj

sa odgovarajucom svojstvenom vrijednosc¢u A, 1 ako uzmemo
da su sve ostale komponenete vektora v jednake 0, tada ¢e
prethodna jednakost biti zadovoljena.
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Svojstvene vrijednosti matrice G .y (nastavak)
L ———__

Ponovo prema teoremu o T'ST matricama, svojstvene
vrijednosti ove matrice jednake su

kT
Aik = Asj + 2Ar ; cos (N n 1)

' k
:4—2008<N]il) —QCOS(N11>

9 g .9 k
_ 4
o <2<N+1>)+ (2<N+1>)’

za k=1,..., N. Pripadajuéi svojstveni vektori su

v(.j’k) — 2 Sin thm :
gt N +1 N +1
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Svojstvene vrijednosti matrice G .y (nastavak)

Buduc¢i da je
@ (-ti blok od uY* jednak @Q puta ¢-ti blok od v,

@ i buduéi da je samo j-ta komponenta ¢-tog bloka od v
razlicita od nule,

11maimo

U Zq(j)v(-j’k>: - sin mym sin thm
b T m e TN ] N +1 N+1)/)

Dobivanjem svojstvenih vrijednosti A;x 1 odgovarajucih
k)

svojstvenih vektora u*) za svako j =1,..., N, sada imamo
sve N? svojstvene parove od Gy n. O
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Uvjetovanost matrice Gy v
O aam—

Korolar. Najmanja i najveca svojstvena vrijednost od Gyxn
ponasaju se kao

Amin 2 27°R* 4+ O(h?) i Apmae ~ 8+ O(R?)

kada h — 0, tako da se uvjetovanost matrice Gy« y ponasa
kao

4
Ku(GNxN) ~ ﬁh_Q -+ 0(1) — O(Nz)

Dokaz. Najmanja svojstvena vrijednost od Gy« je ona sa
j=k=1,anajveca jeonasaj=k=N:

h h
i = S5 (1) A = ssin? (3= ).
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Uvjetovanost matrice Gy .y (nastavak)
T

Razvojem funkcija sin(x) i sin(n/2 — ) = cos(x) u Taylorov
red dobivamo trazeni rezultat, a dijeljenjem A\,,4z sa A\nin
dobivamo ocjenu za broj uvjetovanosti. O

Napomena. Kako bi diskretizacija konacnim razlikama bila sto
tocnija pozeljno je uzeti sto manji h. S druge strane,
uvjetovanost aproksimativnog linearnog sustava dramati¢non
raste kao O(h™?), sto predstavlja veliki izazov za njegovo
numericko rjesavanje.
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Rjesavanje pomocu standardnih iteracija
v ———

Sada ¢emo pokazati da matrica Gy« spada u jednu posebnu
klasu matrica, za koje postoje vrlo konkretni rezultati o
konvergenciji standardnih iteracija.

U tu svrhu iznijet ¢emo niz definicija i teorema bez dokaza, jer
su dokazi prilicno tehnicki.

Definicija. Matrica A ima svojstvo (A) ako postoji matrica
permutacije P takva da vrijedi

pAPT — Dy Ay |
] A1 Dy |
gdje su Dy 1 Dy dijagonalne matrice. O
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Matrice s konzistentnim poretkom
.,

Od sada pa nadalje pretpostavljamo da je matrica
particionirana kao A = L + D + R, gdje je D regularna
dijagonalna matrica, L strogo donjetrokutasta, a R strogo
gornjetrokutasta.

Definicija. Neka je o £ 0. Definirajmo familiju matrica

1
T;(a) = —aD 'L~ ~D'R.
o

Vidimo da je T;(1) = T; matrica iteracije u Jacobijevo]
metodi. O

Propozicija. Za matrice A sa svojstvom (A), svojstvene
vrijednosti matrica T;(«) ne ovise o , s timda D, L i R

dobivamo iz rastava matrice PAPT. N
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Matrice s konzistentnim poretkom (nastavak)

Definicija. Neka je A proizvoljna matrica takva da je
A=L+D+R

s tim da je D regularna i
1

T;(a)=—aD 'L — ~D'R.
o)
Ako svojstvene vrijednosti matrice T;(«) ne ovise o «, onda

kazemo da A ima konzistentan poredak (engl. consistent
ordering). O

Korolar. Ako A ima konzistentan poredak, tada je

p(Tes) = (p(T)))?,

Sto znac¢i da Gauss—Seidelova metoda konvergira dvostruko
brze nego Jacobijeva metoda (ako barem jedna od njih
kovergira). O
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Optimalni parametar SOR(w) metode
o ——

Kod SOR(w) metode, one vrijednosti parametra w za koje je
p(Tsor(w)) globalno najmanji, zovemo optimalnim
relaksacijskim parametrima 1 oznacavamo s Wept.

Teorem. Pretpostavimo da matrica A ima konzistentan
poredak i da matrica 1’; u Jacobijevo] metodi ima samo realne
svojstvene vrijednosti. Onda SOR(w) metoda konvergira za
bilo koji pocetni vektor ako i samo ako je u:= p(T;) < 1 (tj.
Jacobijeva metoda konvergira) i vrijedi 0 < w < 2. Dodatno,
za (4 < 1 onda vrijedi 1

Wopt —

14+ +/1— p?
(T ) = 2 1 — /1 —
P SOR( ) pt 1_|_ /—1_ 1_|_ /—1_
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Optimalni

parametar SOR(w) metode (nast.)

a za sve w € (0, 2) vrijedi

P(Tsorw)) =

Teorem. Neka

(1— w4 Lw?y? \/1— Wi
5 7 —|—W,LL w—|-4CU,LL, za O<w<wopt

je A simetricna (hermitska) i pozitivno

definitna matrica i pretpostavimo da A ima konzistentan
poredak. Onda matrica iteracije 7'; u Jacobijevoj metodi ima
samo realne svojstvene vrijednosti i vrijedi p(T;) < 1, tj.
Jacobijeva metoda konvergira. O

W — 1, za Wopt <w<2.

~
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Konvergencija stand. iter. za sustav s Gy
L m—_—_

Moze se pokazati da matrica Gy, 1 svaka matrica dobivena
bilo kojom numeracijom ¢vorova, ima konzistentni poredak.

Dakle, da bismo ispitali konvergenciju iterativnih metoda,
dovoljno je naci spektralni radijus matrice 7;. Prvo, nadimo
rastav (cijepanje) matrice G«

Gyxn = 4wy — (Anwny — Grxn),
paje M =4lnyn, N = (4Inun — Txn),

1
T;=M"'N= (4]N><N)_1 (4Inun — Gnxn) = Inxn — 1 GNxN-

Drugim rijecima, 7’y je polinom od Gy« n, pa ako je A; ;
svojstvena vrijednost od Gy n, onda je 1 — \; ;/4 svojstvena
vrijednost od 1.
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Konvergencija stand. iter. za sustav s Gy

Znamo da svojstvene vrijednosti matrice Gy« na
alternativni nacin mozemo napisati kao

g )
)\7;7j:4—2(COSN+1—|—COSN+1>,

odakle slijedi da je

7

N+1

ALl

AN, N
4

1_M

4

p(Ty) = max

2¥}

:|1_
4

|:COS

Odmabh je vidljivo da porastom N argument kosinusa ide
prema nuli, pa ¢e p(T;) biti sve blize 1, a iterativne ¢e metode
sve sporije konvergirati.
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Konvergencija stand. iter. za sustav s Gy
D

Cak §tovise, mozemo procijeniti p(T) za velike N. Dovoljno
dobra aproksimacija bit ¢e prva dva c¢lana u Taylorovom redu
za tunkciju kosinus

2

™ T
Ty) = ~ 1 — :
plTy) = cos =y O(N + 1)
Spektralni radijus za Gauss—Seidelovu metodu lako je dobiti
koristeci
p(Tas) = (p(T)))" = cos® =
N +1
Priblizno, kvadriranjem prva dva ¢lana u Taylorovom redu,
vrijedi
2
-
Tog) ~ 1 — :
/0( GS) (N 4 1)2
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Konvergencija stand. iter. za sustav s Gy

Konac¢no, dobivamo

9 cos? I
wopt — . T ) IO(TSOR(WOpt)) — s 2°
1 +sin —— .
N+1 (1 -+ Sin N——i—l)

Veli¢inu p(Tsor(w.,;)) mozemo priblizno ocijeniti za velike N.

Vrijedi

2 _m oo T sy T
COS” Fig _1 SmN+1_1_ 2511(1NJrl
2 T 1 _|_ M 7T T ° v
. SIN ~—— 1 + sin +—
T 11 N+1
(1 + sin N—|—1)
T 27

~ 1 :
N +1 N +1
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Konvergencija stand. iter. za sustav s Gy
S |

Primijetite da spektralni radijus 1 kod Jacobijeve metode 1 kod
Gauss—Seidelove metode ima oblik 1 — O(1/N?), dok kod SOR
metode s optimalnim parametrom spektralni radijus ima oblik
1 — O(1/N), sto pokazuje da bi SOR za optimalni izbor
parametra morao biti reda velicine /N puta brzi i od
Jacobijeve i od Gauss—Seidelove metode.

Pogledajmo kako se ponasa p(Tsor(.)) kao funkcija od w, te
ovisno o NV, kako se ponasa w,,;. Redom, za N = 3, 9, 16, 25,
dobivamo sljedece grafove.
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Konvergencija SOR(w) za sustav s (3,3

O O:5 j. wopt ].:5 é w
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| Konvergencija SOR(w) za sustav s Ggyqg
O

p(w)

1.0

0.8 1
N =9 0.6 1

0.4t
0.2 1
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| Konvergencija SOR(w) za sustav s Gigx16

1.0

0.8 71
0.6 1
0.4t
0.2 1

™

0.5

1

1.5 Wopr 2 w
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| Konvergencija SOR(w) za sustav s G595

1.0

0.8 71
0.6 1
0.4t
0.2 1

v

0.5

1.5 Wopt 2 w
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Konvergencija SOR(w) za sustav s G«n

Kao sto smo ocekivali, optimalni se parametar pomice prema
2, a p(TsoRr(w.,)) Postaje sve blize 1.
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