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Sadrzaj predavanja

@ Numericko rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi:

@ Inicijalni problem za obic¢ne diferencijalne jednadzbe.
@ FEulerova metoda.

Runge-Kutta metode.

Implicitna trapezna metoda

Apsolutna stabilnost i krute jednadzbe

Q
Q
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@ Linearne viSekoracne metode
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Inicijalni problem za
obicne diferencijalne jednadzbe
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Obic¢ne diferencijalne jednadzbe
D

Rjesavanje diferencijalnih jednadzbi je problem koji se ¢esto
javlja u raznim primjenama.
@ Dok je nekim jednadzbama rjeSenje moguce eksplicitno

izraziti pomocu poznatih funkcija, daleko su brojnije one
jednadzbe za koje ne mozemo napisati egzaktno rjesenje.

@ Stoga takve jednadzbe rjesavamo numericki.

@ Ponekad je ¢ak brze 1 jednostavnije izracunati rjesenje
numerickim putem umjesto dugotrajnim analitickim
postupkom.

Opisat ¢emo nekoliko najceséih numerickih metoda za
rjeSavanje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi (skrac¢eno ODJ).
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Sustav obic¢nih diferencijalnih jednadzbi
D ———

Rjesavat ¢emo obicne diferencijalne jednadzbe oblika

y'(x) = flz,y(x)), y e (ab),

@ uz zadani pocetni uvjet y(a) = yo — inicijalni problem

@ ili uz zadani rubni uvjet r(y(a),y(b)) = 0, gdje je r neka
zadana funkcija — rubni problem.

Sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi je opcenitiji problem:

yll — fl(xayla SR ayn)a
yl2 — f2($7y17 R 7yn)7

y;z — fn(xayla S 7yn)
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Sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi (nast.)
I —

Medutim, koriste¢i vektorsku notaciju

y:[yl,...,yn]T 1 f:[fl,...,fn]T

sustav pisemo u obliku analognom jednoj jednadzbi:

y'(z) = £z, y(z)),

te primijenjujemo iste numericke metode kao za rjesavanje
diferencijalne jedne jednadzbe, vodeci racuna o tome da se
umjesto skalarnih funkcija y 1 f javljaju vektorske funkcije y i

f.
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Diferencijalne jednadzbe viseg reda
D

Diferencijalne jednadzbe viseg reda

y ™ = flx,y, vy, ")

supstitucijama
n=v, 2=y, ., Yo=y""Y
svodimo na sustav jednadzbi prvog reda:
yll — y/ — Y2,
yé — y” — U3,
Yor = 4" =y,

yh =y = f(z,y,9, 9"y ) = Floyn, ves Yss - Yn)-
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Diferencijalne jednadzbe viseg reda (nastavak)
L —

I u ovom slucaju mozemo koristiti metode razvijene za jednu
diferencijalnu jednadzbu.

I za sustav diferencijalnih jednadzbi i za jednadzbu viseg reda
razlikujemo inicijalni (pocetni ili Cauchyjev) problem i rubni
problem.
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Teorija inicijalnog problema za ODJ
D ———

Ovdje pretpostavljamo da je

y = f(x,y)

sustav od n obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, || || norma na
R™ i ||A|| odgovarajuca operatorska norma inducirana
gornjom vektorskom normom.

Teorem. Neka je f neprekidna funkcija, definirana na pruzi

S=A(x,y) |la<z<b yeR"}, a,bsukonacne.

Nadalje, pretpostavimo da postoji konstanta L takva da

L (1) = (@, 92) [ < Ly — w2l
za sve x € |a,b] 1 za sve y1,ys € R™ (“Lipschitzov uvjet”).
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Teorija inicijalnog problema za ODJ (nastavak)
e

Tada za svaki xg € |a,b] i za svaki yy € R™ postoji tocno jedna
funkcija y(z) takva da je

e ycCWa,b],
Q. y'(z) = f(x,y(x)) za x € [a,b],

Q. y(zg) = Yo -

Iz teorema srednje vrijednosti slijedi da je Lipschitzov uvjet
zadovoljen ako parcijalne derivacije df;/0y;, 1,7 =1,...,n
postoje na pruzi S, neprekidne su i ogranicene na S. Zato sa

FN(CL, b)

definiramo skup funkcija f za koje sve parcijalne derivacije do
ukljucivo reda NN postoje na pruzi S, neprekidne su i
ogranicene na S. (Za gornji teorem je f € Fi(a,b).)
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Teorija inicijalnog problema za ODJ (nastavak)
I,

Sljedeci teorem govori da rjesSenje inicijalnog problema ovisi
neprekidno o pocetnom uvjetu.

Teorem. Neka je f : .S — R" neprekidna na pruzi
S={(z,y) la <x <b, y € R"}izadovoljava Lipschitzov
uvjet

| f(z,y1) = fz,y2)|| < Lljya — ya

za sve (x,y;) € S, 1 =1,2. Neka je xg € |a,b]. Tada za rjesenje
y(x; s) inicijalnog problema

v = flz,y),  ylre;s)=s
vrijedi
ly(z; 81) — y(z; 89) || < eHo7™0l||5; — sy

za sve x € |a,b). 0
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Numericko rjesavanje inicijalnog problema
e

U metodama koje ¢emo opisati ne racunamo izraz za funkciju
y(x) (to ¢ak u opcenitom sluc¢aju nije niti moguce), nego
racunamo aproksimativne vrijednosti y; = y(x;) za egzaktne
vrijednosti od y izvrijednjene u diskretnim tockama x;,
1 =20,1,...,n.

@ Diskretne tocke z; su ¢esto ekvidistantne: x; = x¢ + 1h,

h=(b-—a)/n.
@ Zbog toga 1 aproksimacije rjesenja 1; ovise o koraku h.

@ Vazan problem za svaku metodu je da li aproksimacija za
tocku = konvergira ka y(x) kada n — oo, tj. h — 0, i
kako brzo.
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Eulerova metoda
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Ideja Eulerove metode
D

Fulerova metoda je zasigurno najjednostavnija metoda za
rjesavanje inicijalnog problema za ODJ oblika

y = f(x,y), yla)=yo.

Metoda se zasniva na ideji da se ¢y’ u gornjoj jednadzbi
zamijeni s podijeljenom razlikom

pa rjesenje diferencijalne jednadzbe zadovoljava

y(z +h) = y(z) + hy'(z) + O(h?) = y(x) + hf(z,y(zx)) + O(h?).
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Izvod Eulerove metode
s

Zanemarivanjem kvadratnog ¢lana u gornjem razvoju
dobivamo aproksimaciju

y(x +h) = y(z) + hf(z,y()).

Ova formula je tocnija sto je h manji, tako da za h =b —a
aproksimacija

y(b) = y(a) + (b—a)f(a,y(a)) = yo + hf(a,yo)

moze biti jako neprecizna. Stoga interval [a, b] podijelimo na n
jednakih dijelova te stavimo

b—a . .
h = ., xr;i=a-+11h, 1=0,...,n.
n
Koristenjem gornjeg izraza za aproksimaciju, prvo

aproksimiramo rjesenje u tocki 1 = a + h

y(z1) = y1 = yo + hf(zo,v0)-
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Izvod Eulerove metode (nastavak)
I —

Dobivenu aproksimaciju y; iskoristimo za racunanje
aproksimacije rjesenja u tocki xo = x1 + h:
Y2 = U1 =+ hf(xlayl)a

te postupak ponavljamo sve dok ne dodemo do kraja intervala
b=ux,.

Opisani postupak nazivamo Eulerova metoda, i mozemo ga
krace zapisati rekurzijom

yz—|—1:yz_|_hf(xzayz)7 i:17°°°7n7

gdje je pocetni uvjet yo zadan kao inicijalni uvjet
diferencijalne jednadzbe. Dobivene vrijednosti y; su
aproksimacije rjesenja diferencijalne jednadzbe u tockama x;.
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Kvaliteta Eulerove metode
e

Postavlja se pitanje: kako dobro egzaktno rjesenje
diferencijalne jednadzbe y(x) zadovoljava jednadzbu Eulerove
metode, tj. koji je odnos izmedu

y(x +h) 1 yle)+hflzy(z)),

odnosno prakticije je gledati kako se ponasa

y(@ +h) —y(x)
Pretpostavimo da f ima dovoljno neprekidnih parcijalnih
derivacija. RjeSenje diferencijalne jednadzbe y razvijmo u
Taylorov red oko tocke x:

h* hP

y(x+h) =y(r) +hy'(z) + y"(x) + -+ Y

5 ®)(z 4 0h),

za 0 < 0 < 1.
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Kvaliteta Eulerove metode (nastavak)
I —

Zbog toga sto je y'(z) = f(x,y(x)), i uz oznake za parcijalne

derivacije f, = % 1 foy = %, imamo

V() = (e y(@) = Folwy(@) + (e y(@)y @)

= fx( y(@)) + fy(@,y(x)) f (2, y(2)),
v () = fae(@, y(@)) + 2fuy (2, y(2)) f (2, y(z))+
+ fyy (@, y(@)) f (2, y(2)* + fy(@, y(2)y" (z),

1 tako dalje. Zbog toga je
y(CU—Fhf)L_y( ) ( )+gy”(l‘)+'“+hgly(p)(er@h)

= f(o, (@) + 3ol y(@) + fyla (@) f ()] + -




Kvaliteta Eulerove metode (nastavak)
I —

Mozemo zakljuciti da je za Eulerovu metodu

NP 2 pay(@) = O(h).

pa za nju kazemo da je metoda reda 1, jer se u gornjoj ocjeni
pojavljuje prva potencija od h. To 1 ujedno znaci da Eulerova
metoda nije jako tocna i1 sporo konvergira prema rjesenju.

Kasnije ¢emo vidjeti detaljnjiju definiciju ovog pojma i vezu
sa brzinom globalne konvergencije.
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Runge—Kutta metode

012, 24. predavanje — p. 20/1°



Ideja jednokoraénih metoda
D

Koristedi slicnu ideju kao u Eulerovoj metodi, diferencijalnu
jednadzbu

y' = [(z.y), yla) =yo
na intervalu [a, b], mozemo rjesavati tako da podijelimo
interval |a, b] na n jednakih podintervala, ozna¢ivsi
b—a

h = , r;=a-+1th, 1=0,...,n.
n

Sada 1,1, aproksimaciju rjesenja u tocki x;,;, racunamo iz y;
koristenjem aproksimacije oblika
y(x +h) = y(z) + he(z,y(z), b f),

te dobivamo rekurziju:

yz—|—1:yz+hq)($uyzah7f)7 Z:O,,n
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Jednokoracne metode
s

Funkciju ® nazivamo funkcija prirasta, a razlicit izbor te
funkcije definira razlicite metode.

@ Uocimo da je funkcija f iz diferencijalne jednadzbe
parametar od ® (tj. ® zavisi o f).

@ Tako je npr. u Eulerovoj metodi
O(z,y,h; f) = flz,y).

Metode gornjeg oblika zovemo jednokoracne metode (jer za
aproksimaciju y;+1 koristimo samo vrijednost y; u prethodnoj
tocki x;, tj. u jednom koraku dobijemo y;,1 iz ¥;).

Da bismo pojednostavili zapis, ubuduée ¢emo f izostaviti kao
argument funkcije P.
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Lokalna pogreska diskretizacije
e

O odabiru funkcije ® ovisi i tocnost metode. Za ocekivati je
da ako izaberemo ® tako da aproksimacija tocnog rjesenja

y(x + h)
y(x +h) = y(z) + he(z,y(z), h; f),

bude §to tocnija, da ¢e tocnija biti i aproksimacija y; za y(x;)
dana rekurzijom

Yi1r1 :y@+hq)($z,yz,h, f), 1 :O,...,n.
Pogresku aproksimacije:

T(z;h) = A(z; h) — (2, y(x), h),
gdje je y(z) tocno rjesenje diferencijalne jednadzbe i
y(@ +h) —y(z)
h )

nazivamo lokalna pogreska diskretizacije.

A(x; h) =
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Lokalna pogreska diskretizacije (nastavak)

Za razumne jednokoracne metode zahtjevat ¢cemo da je

lim 7(x; h) = 0.
h—0

U tom slucaju je

0= lim (A(z;h) — (z,y(2), h)) = f(,y) — lim ©(z, y(2), h),
t].
lim ®(z, y(x),h) = f(z,y).

h—0
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Konzistentnost jednokora¢ne metode
.

Definicija. Jednokorac¢nu metodu zovemo konzistentnom ako
za svaki f € Fi(a,b), z € [a,b] i y € R lokalna pogreska
diskretizacije T zadovoljava

lim 7(x; h) = 0.
h—0

Ukoliko je jos f € F,(a,b) i
T(2;h) = O(R?)
kazemo da je metoda reda p.

Sto je veéi p metoda je tocnija.
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Tocnost jednokoracne metode
D

Pod to¢noscéu metode podrazumijevamo ponasanje pogreske
@ Zbog jednostavnosti promatrat ¢emo pogresku u

fiksiranoj tocki b.

@ Ako je jednokoracna metoda reda p, tada se moze
pokazati (teorem kasnije)

y(b) = yn = O(R").
tj. lim, oo (y(b) —yn) =0 zasve x € [a,b] 1 f € Fy(a,b),
te kazemo da je jednokoracna metoda konvergentna.
@ Uocimo da je h = (b — a)/n te da je y, uvijek (za svaki
n) aproksimacija za y(b).
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Definicija Runge—Kutta metoda

Najpoznatije jednokoracne metode su svakako Runge-Kutta
metode. Kod njih je funkcija ® oblika

d(x,y, h ij (x,y,h

a k; su zadani s

kj(xayah) :f(x—l—cjh,y+hZa]lkl($,y,h,f)>, ]: 17

=1

Broj r zovemo broj stadija Runge—Kutta (RK) metode, i on
oznacava koliko puta moramo racunati funkciju f u svakom
koraku.
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Definicija Runge—Kutta metoda (nastavak)
T ——

Razlicit izbor koeficijenata w;, ¢; 1 a;; definira razlicite metode.

@ Ovi koeficijenti se najéesc¢e biraju tako da red metode
bude sto je moguce veci.

@ Iz definicije vidimo da se k; nalazi na lijevo] 1 na desno]
strani jednadzbe, tj. zadan je implicitno te govorimo o
implicitno] Runge—-Kutta metodi.

@ U prakst se najvise koriste metode gdje je a;; = 0 za
[ > j. Tada k; mozemo izracunati preko ki, ..., k;j_1,
t]. funkcije £; su zadane eksplicitno. Takve RK metode
nazivamo eksplicitnima.

@ Nadalje, obi¢no se dodaje uvjet (objasnjenje kasnije)

E a1 — Cj.

[=1
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Odabir koeficijenata u Runge—Kutta metodi
————

Primjer odabira koeficijenata prikazat ¢emo na RK metodi s
dva stadija:

O(z,y,h) = wiki(x,y, h) + woko(x,y, h),
kl(x7 Y, h) — f(x7 y)’
ko(x,y,h) = f(x +ah,y + ahky).
Razvojem k9 u Taylorov red po varijabli i dobivamo
k2(337 Y, h) =/ + h(fxa - fyaf)_l_

+ %(fma2 +2fuy@® [ + fyya® [?) + O(h?),

gdje su f, i f, prve parcijalne derivacije funkcije f = f(x,y)
po x, odnosno vy, a fiz, fay 1 [y 0dgovarajuce druge parcijalne
derivacije.
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Odabir koeficijenata u Runge—Kutta metodi (n.)
L —

Razvoj rjeSenja diferencijalne jednadzbe y(z) ima oblik
y(x +h) =y(z )+hf+ (f:v"|_fyf)
h3
i E[f:c:c + 2fayf + fyyf2 + fy(fe + Fy )]+ O(n*).

Ovdje smo iskoristili da je y(x) rjesenje diferencijalne
jednadzbe:

y' () = f(z,y) = f,

te pravila za deriviranje

”( ) — fzc + fyf
y" (€)= fao + 2fenf + S+ Lo(fa + Su ).

NumAnal 2012, 24. predavanje — p. 30/1¢



Odabir koeficijenata u Runge—Kutta metodi (n.)
I —

Sada je lokalna pogreska diskretizacije jednaka

y(x +h) —ylz)
h

— ®(x,y(x),h) =

Y
r+h)—ylx
— y( f)z y( ) — (wlkl(x,y, h) +w2k2($,ya h)
1

— (1=~ 4 B+ ) (5 e

+ h? [(fm + 2fay [+ fiuf?) - (é - w2a2>+

b bl 1)
+ O(h?).
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Odabir koeficijenata u Runge—Kutta metodi (n.)
L —

Da bi metoda bila reda 1 koeficijente treba odabrati tako da
se ponisti prvi ¢lan u gornjem razvoju:

1—(4}1—(,&}2:0.

Ukoliko je zadovoljeno 1
1
5~ woa = ()
metoda ¢e biti reda 2. Uvodenjem slobodnog koeficijenta ¢
rjesenje ove dvije jednadzbe mozemo napisati u obliku:
1
=5
Uoc¢imo da ¢t ne mozemo odabrati tako da ponistimo 1 ¢lan uz
h? tako da metoda bude reda 3. Ukoliko je wy = 0, radi se o

metodi s jednim stadijem, 1 to upravo o Eulerovoj metodi.

wyo=1t#0, wi=1—t, a
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Runge—Kutta metode s 2 stadija

@ Zat = 1/2 dobivamo Heunovu metodu:
1
(I) — 5 (]fl —|— ]fz),

kl — f(xay)a
ko = f(x + h,y + hky).

@ Zat =1 se dobiva modificirana Eulerova metoda:

h h
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Runge—Kutta metode s 4 stadija

Najrasirenije su metode sa cetiri stadija. Odgovarajuce
jednadzbe koje moraju zadovoljavati koeficijenti RK-4 metoda

Su:

w1 + wo + w3 + wy= 1,

1

WoC2 + W3C3 + WyCqy = 57

5 1

wacs + w303 + wycy= 3

1
wW3Ca032 + W4(02a42 + 63&43) 67
5 1

w202 + w303 + WaCy= 1

2 2 2 1

wW3C5a32 + W4(CQCL42 + 03a43) Ea

1

W3C2C3032 + w4(62a42 + 03&43)04— é
1

W4C2a32043=—

DO
e~

NumAnal 2012, 24. predavanje — p. 34/1°¢



Runge—Kutta metode s 4 stadija (nastavak)
I —

gdje je
c; =0, Co = d21,

C3 = a31 + A32, Cq4 = Qg1 + Qg2 + Q43.

@ 1. uvjet treba biti zadovoljen da bi metoda bila reda 1,
@ 2. uvjet za red 2,
@ 3. 14. uvjeti za red 3,
@ 5., 6., 7.18. uvjeti za red 4.
Ukupno imamo 10 koeficijenata i 8 jednadzbi ukoliko je
metoda reda 4. Metoda s cetiri stadija moze posti¢i najvise

red Cetiri, tj. ne mozemo dva stupnja slobode iz sustava
jednadzbi iskoristiti da red metode podignemo na pet.
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Klasi¢na Runge—Kutta metoda (RK-4)
D,

Evo nekoliko primjera RK-4 metoda.

Najpopularnija je “klasi¢cna” Runge-Kutta metoda, koja se u
literaturi najcesée naziva Runge—Kutta ili RK-4 metoda (iako
je to samo jedna u nizu Runge-Kutta metoda):

1
b = 6(/lc1 + 2ko + 2k3 + ky),

(
:f(:,;
=
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3/8-ska Runge—Kutta metoda

Spomenimo jos i 3/8-sku metodu:

3
ki = f(x+h,y+ h(ki — ks + k3))

2 h
ZIZ—F—h,y—gkl—l—hkz),
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Gillova metoda

...1 Gillovu metodu:

o — é(k1—|—(2—\/§)k2+(2—|—\/§)k3+k4)7

ki = f(z,y),

kng(a:Jrg,ergkl),
k3f<x+g,y+hﬁ2_1k1+h2_2ﬂk2>,
k4f<x+h,yh§k2+h2+2\/§k3>.
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Odnos broja stadija i reda RK metode
D,

Opcenito, za metode

@ s 1, 2, 314 stadija najvec¢i moguci red metode odgovara
broju stadija,

@ s 5, 61 7 stadija najveci moguci red je 4, 51 06, tj. za
jedan manji od broja stadija,

@ s 81 vise stadija najvec¢i moguci red barem za dva manji
od broja stadija.

To je razlog zasto su metode s cetiri stadija najpopularnije.

@ Red je 4, a da bismo postigli red 5 trebamo povecati broj
stadija barem za dva, Sto povecava slozenost metode.
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Generalizacija za sisteme
D,

Ako rjesavamo sistem diferencijalnih jednadzbi

y'(r) =f(z,y(z)), y(a)=yo,

gdje su
y:[yla"'ayn]T 1 f:[fla"'afn]Ta

tada se Eulerova metoda vrlo jednostavno generalizira za taj
problem tako da se skalarne veli¢ine zamjene vektorskim:

YZ—|—1ZYZ_|_hf(:Ezayz)7 L = 177m

ili po komponentama
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Generalizacija za sisteme (nastavak)
L —

Y1i+1 = Y14 T hfi (% Yiiy - - - 7yn,i)7
Y2.i+1 = Y2 T hf2($7 Yiiy - - - 7yn,i)7

Ynitl = Yni + o2, 914, oy Ynii)-

Slicno se generaliziraju i Runge—Kutta metode, gdje sada i
parametri £, 1 funkcija prirasta ® postaju vektori. Na primjer
za Klasi¢cnu Runge-Kutta metodu i, radi jednostavnosti,

n = 2, po komponentama imamo (kod dva indeksa prvi se

uvijek odnosti na komponentu u vektoru y):
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Generalizacija za sisteme (nastavak)
L —

ki1 = fi(®iy14,Y24)
ko1 = fo(xi,y1.4,Y2.4)

h h h
kio= filvi+ =,y1i+ =ki11,y2: + =ko1)
2 2 2
h h h
koo = folws + =, y1:+ k1.1, Y25 + =ko1)
2 2 2
h h h
kis = filxi + =, 910+ k12,925 + =ko2)
2 2 2
h h h
ka3 = fa(w; + o YL + §k1,2,y2,i + 5762,2)

k14 = fi(x; +h,y1s + hk1 3, Y2 + hka3)
koa = folx; +h,y1s + hk1 3, Y25 + hka3)

h
Yli+1 = Y14+ g(kl,l + 2k 9+ 2k13+ k14)

h
Y2, + E(k2’1 + 2kao + 2ka 3 + k2.4)

<
N
+
[t

I
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JosS o koeficijentima za RK metode

U prijasnjem smo poglavlju pokazali da za RK-2 1 RK-4
metode treba vrijediti
D wi=1
J

da bi ove bile konzistentne s redom vec¢im od 1. To vrijedi i
opc¢enito za sve RK metode, sto ¢emo pokazati u sljedecem
teoremu.

Teorem. Runge-Kutta metoda sa s stadija ima red
konzistencije veéi ili jednak 1 ako i samo ako je

i(ﬂj = 1.
j=1
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Jo$ o koeficijentima za RK metode (nastavak)

Dokaz. Teorem srednje vrijednosti daje nam ocjene

y(z + h) = y(z) + hy'(z) + O(h?)

ki = f(az + cih,y + hz aﬂkl) = f(z,y) + O(h),
l
pa lokalna pogreska diskretizacije

T(x; h) = y(x + h ij

zadovoljava

7(x;h) =y (x) + O(h) — ij f(z,y) + O(h)].
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Jo$ o koeficijentima za RK metode (nastavak)

Buduéi da je y rjesenje diferencijalne jednadzbe 3’ = f(x,y),
vrijedi

T(z;h) = f(z,y) — ijf(iv, y) + O(h)

= f(z,y) (1 = ij) +O(h),

J

odakle lagano slijedi tvrdnja teorema.
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Jo$ o koeficijentima za RK metode (nastavak)

Slijedeca zanimljivost vezana je uz odredivanje koeficijenata
c¢;. U definiciji metode smo spomenuli da je uobicajeni izbor

Cj = E Q.
[

Medutim, ostaje pitanje da li mozemo povecati red
konzistencije drugacijim izborom koeficijenata c;. Odgovor je
ne, i to nam pokazuje sljedeci teorem.
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Jo$ o koeficijentima za RK metode (nastavak)

Teorem. Neka je RK metoda zadana s

yi—l—lzyi—'_hzlgj? lzj:f<x—|—5j,y—|—h2aﬂl%l) (*)

j=1 =1

reda konzistencije p, te neka je p red konzistencije metode

yi+1:yi+hzkja kj:f(x+cj,y+h2ajlkl>, (**)

J=1

S

gdje je ¢; = Zaﬂ. Tada je p > p.
=1
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Jo$ o koeficijentima za RK metode (nastavak)
L —

Dokaz. Neka je y rjesenje diferencijalne jednadzbe

y = flz,y).
Tada je -
1Y
y_
x
rjesenje jednadzbe
v || )
v V][9] 2o

Neka je y; aproksimacija za y(z;) dobivena prvom metodom
(*). S y; 1 T; oznacit ¢emo komponente vektora y;:

~ | Y
Yy = -
X
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Jo$ o koeficijentima za RK metode (nastavak)

Bududi da je red metode p, vrijedi (to ¢emo pokazati kasnije)

|y —y ()] = O(hﬁ)-

Uoc¢imo da je

=y + Y anka) -
[

1

1

k;

1

) f(x+h2ajl,y+h2ajll~fl) |
l [

) f($+03h,y+ hZaﬂfcl) |
[

gdje k, oznacava prvu komponentu vektora k;.
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Jo$ o koeficijentima za RK metode (nastavak)

Uocimo da je l~cj = k;, a k; je definiran drugom metodom (),

te vrijedi

Yit1 =Yi+ hzwjf{j =

j
i yi‘|_hZijj ]

fi+hJZCUj
J

Yi
T

—i—thj
J

k;

1

Iz ij = 1 izlazi da je ;.1 = x; + h, a upotrebom

J

matematicke indukcije zaklju¢imo da je z; = x; = xg + 1h.
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Jos o koeficijentima za RK metode (nastavak)

Sada je

_ ng . gz -+ thjkj
] .

Li+1 Tit
- - )

Ukoliko s y; oznacimo aproksimaciju rjeSenja jednadzbe
y' = f(x,y) dobivenog drugom metodom (x*x), zbog istih

pocetnih uvjeta slijedi da je y; = y;. Ova ¢injenica povlaci

~ Yi Y\ &y Yi — YLy
yi—ylz)=1| _ | — (@) = (:)
X T 0
te za bilo koju od uobicajenih normi || ||1, || ||2 ili || ||ee Vrijedi
lyi — y(@) |l = ||y — y (@)l = O(hP),
pa je druga metoda (xx) reda barem p, tj. vrijedi p > p. O
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Konvergencija jednokoracnih metoda

Od sad pa na dalje pretpostavit ¢emo da je f € Fi(a,b), asy
¢emo oznaciti egzaktno rjeSenje inicijalnog problema

y = f(x,y), ylxe) =vo, xo0 € [a,b], yo€R

Uocimo da pretpostavka f € Fi(a,b) povlaci egzistenciju i
jedinstvenost rjeSenja y na intervalu |a,b] (V. Teorem s
pocetka ovog predavanja). Neka ®(x,y; h) definira
jednokorac¢nu metodu

Yir1 = Y + h®(x;,yh), 1=0,1,2,...
gdje je x;.1 = x; + h. Zanima nas ponasanje pogreske

ei = i — y(;).
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Konvergencija jednokora¢nih metoda (nastavak)
D,

Za fiksirani x € |a, b] definiramo korak

X — Xy

Ry, =

n
1 globalnu pogresku diskretizacije

6(513; hn) = Yn — y(.fl?)
Sada za svaki n € N vrijedi z,, = x, te mozemo promatrati
globalnu pogresku diskretizacije kada n — oo.

Definicija. Jednokoracna metoda je konvergentna ako

lim e(z;hy,) =0

n—oo

za sve x € |a,b] isve f € Fi(a,b).
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Konvergencija jednokora¢nih metoda (nastavak)
.

Pokazat ¢emo da su metode reda p > 0 konvergentne, i
Stovise, da vrijedi

e(x; h,) = O(hP).
Red globalne pogreske diskretizacije je dakle jednak redu

lokalne pogreske diskretizacije. Prvo ¢emo dokazati sljedecu
lemu.

Lema. Ako brojevi &; zadovoljavaju ocjenu oblika

& | < (14+0)&|+B, 6>0, B>0, i=0,1,2,...

tada je

n5_1

n &
|€n| Se 6|§0|+ 5 B.

NumAnal 2012, 24. predavanje — p. 54/1°¢



Konvergencija jednokora¢nih metoda (nastavak)
D ———,,

Dokaz. Iz pretpostavke direktno slijedi

€] < (1+9)|6] + B,
&2 < (1+0)*[éo| + B(1 +0) + B,

G S A+l +BA+A+8)+ A+ + -+ (1+6)"
(1+0)"—1

= (1+9)"é| + B 5

n5_1
5 )

jerje0<1+d6<e’zad>0.

e
<e™|¢|+ B
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Konvergencija jednokora¢nih metoda (nastavak)
.,

Teorem. Za xg € |a, b, yo € R, promatramo inicijalni problem

y' = f(z,y), y(zo) = wo,
koji ima jedinstveno rjesenje y(x). Neka je funkcija @
neprekidna na

G = {(x,y,h) | (S [a7b]7 |y —y(a:)l <, |h| < hO}?

za hg > 0, v > 0 1 neka postoje pozitivne konstante M 1 N
takve da je

P(z,y15h) — (@, y2; )| < Myr — 2
za sve (x,y;,h) € G,1=1,2,1i
7(x; h)| = |A(x;h) — @(z,y(x); R)| < NIAPP, p>0
za sve x € |a,b], h < hy.
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Konvergencija jednokora¢nih metoda (nastavak)
.,

Tada postoji h, 0 < h < hy, takav da globalna pogresgka
diskretizacije zadovoljava

M|x—xo| _ 1

M
za sve x € [a,b] i hy, = (v — o) /n, n=1,2,...,uz |h,| < h.
Ako je v = oo, tada je h = hy.

€

e(x; hn)| < [hnPN

Dokaz. Funkcija

@(x, Y; h), za (x,y,h)EG,

Q(x,y;h) = D(x,y(x) +v;h), zazclab], [hl<ho, y>y(z)+7,
(I)(CE, y(CE) — 7 h)a za xC|a,b], |h|<ho, y<y(xz)—y

je o¢ito neprekidna na G = {(z,y,h) | z € [a,D], y € R, |h| < ho}i. ..
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Konvergencija jednokora¢nih metoda (nastavak)
.,

... zadovoljava uvjet

~

D (, y1; h) — D(x, yo; h)| < Mlys — w2
za sve (z,y;,h) € G, i=1,2. Zbog

~

O(x,y(x);h) = ®(x,y(x); h) takoder vrijedi

~

[A(z;h) =z, y(x); k)| < NI, za 2 € la,b], [h] < ho.

Neka jednokoracna metoda generirana s ® definira
aproksimacije v; za y(x;), r; = xo + ih:

Jir1 = Ui + h® (i, Gis ).
Zbog

Y(Tiv1) = y(2;) + hA(x;; h),
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Konvergencija jednokora¢nih metoda (nastavak)
.

za pogresku €; = y; — y(x;), oduzimanjem, dobivamo
rekurzivnu formulu

€ix1 = €; + h[&)(%‘a Ui h) — (T)(fu y(:l?z), h)}*‘
+ h[® (2, y(a;); h) — Alwi; h)].

Zbog uvjeta koje zadovoljava 5(3}, y; h) imamo

~ ~

D (i, Jis h) — @i, y(@i); h) < My — y(x;)| = Mé,
te dobivamo rekurzivnu ocjenu

Ei1] < (14 [RIM)|E] + N|R[PT
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Konvergencija jednokora¢nih metoda (nastavak)
e

Koristenjem €y = 3o — y(xo) = 0, iz prethodne leme slijedi

M|xp—z0| _ 1

M
Neka je sada x € [a,b|, © # xy, fiksiran i h = h,, = (v — xg)/n,
n > 0. Tada zbog xz, = z¢ + nh = x i zbog é(x; h, ) = é, slijedi

&] < NS

M|x—xo| __ 1

M

za sve x € |a,b] i h, za koje je |h,| < hy.

Buduéi da je |z — x| < |b—al i~y > 0, postoji h, 0 < h < hg
takav da je |é(x;h,)| < v za sve x € [a,b], |hn| < D, tj. za
jednokora¢nu metodu generiranu s :

Yir1 = Yi + h®(z;, yis h)

€

€(; hn)| < N|RJ"
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Konvergencija jednokora¢nih metoda (nastavak)
e

imamo za |h| < h, zbog definicije za @,

~

~

Ui =Yi, € =¢e; 1 P(x,y;h)=P(x;yi;h)
Tvrdnja teorema dakle slijedi za sve x € |a, b] i sve
hy=(x—x9)/n,n=1,2,...,uz |h,| < h. O

Iz prethodnog teorema posebno slijedi da je metoda reda
p > 0, koja u okolini rjeSenja zadovoljava Lipschitzov uvjet,
konvergentna.

@ Uoc¢imo da je ovaj uvjet ispunjen ako (%(I)(CE, y; h) postoji
i neprekidna je u domeni G danoj u teoremu.

@ Teorem, takoder, daje 1 gornju ogradu za globalnu
pogresku diskretizacije, koja u principu moze biti
izracunata ako znamo M i1 N. To je u praksi neprakticno.
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Runge—Kutta—Fehlbergove metode
N

Kod prethodno opisanih jednokorac¢nih metoda pretpostavili
smo da je korak integracije h konstantan tijekom cijelog
postupka rjesavanja diferencijalne jednadzbe, oc¢ito je da se h
moze mijenjati u svakom koraku integracije, pa jednokoracnu
metodu mozemo pisati u obliku:

Yir1 = Yi + hi® (i, yi, hy).
Prvo ¢emo pokazati kako se odreduje duljina koraka h; tako

da bude postignuta neka unaprijed zadana tocnost €.

Neka su s ® i ® zadane dvije metode reda p i p+ 1. Tada
racunamo aproksimacije

Viv1 = Ui + hi®(x;, y5, hy),
Yiv1 = Y; T+ hz'(i)(xia Vi, hi).
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Runge—Kutta—Fehlbergove metode (nastavak)
I —

Znamo da iz definicije reda konzistencije slijedi:

y(xi + hi) = y(z:) + hi®(z, y(z:), hi) + C(xi)hfﬂ T O(h€+2)>
y(z; + hi) = y(x;) + hi@(xz‘, y(x:), hs) + O(h?+2)-

Cilj je da pogreska u i-tom koraku bude manja od . Stoga
¢emo pretpostaviti da je aproksimacija y; za y(x;) tocna,

tj. v; = y(x;). Sada oduzimanjem gornje dvije jednadzbe
slijedi

Iz prve dvije jednakosti oduzimanjem slijedi

hi[q)(il?z', Yi, hi) - (I)(xia Yi, hz)] = Yi+1 — Yit1-
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Runge—Kutta—Fehlbergove metode (nastavak)
I —

Kombiniranjem prethodnih izraza dobit ¢emo

Q

Cla)h™ + O™
Cla)h™ + O(h™)

Yit1 — Yit1

Q

y<xi+1) — Yi+1

Zanemarivanjem visih ¢lanova u razvoju pogreske, dobivamo

Yir1 — Yip1 = O(mi)hfﬂ

Ui — yi = C(m-1) )
Uz pretpostavku da se ¢lan C'(z) u pogresci ne mijenja brzo,

tj. C(x;) =~ C(x;_1), uvjet da pogreska u i-tom koraku bude
manja od € sada glasi:
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Odabir koraka

e > y(wiy1) — Yiqa| = |O(fﬁi)hf+1| ~ |O(Ii—1)hf+1|
Ui — Vi

p+1
hi—l

Y
Y

p+1
h; ",

odnosno
€

R < WP — .
) 1—1 |y7, . yzl
Iz ovoga slijedi da za novi korak trebamo izabrati

£

i — yil

Ukoliko je prethodni korak bio uspjesan, tada je zadovoljeno
i — yi| < e,

te je stoga h; > h;_;. Ako gornja nejednakost ne vrijedi,
(2 — 1)-vi korak treba ponoviti uz manji h;_.

NumAnal 2012, 24. predavanje — p. 65/1°



Odabir koraka (nastavak)
L —

Mnogi iz prakse preporucaju izbor koraka

£
% — yil
gdje je a pogodno odabran korigirajuci faktor, koji sluzi da
ispravi pogresku nastalu odbacivanjem visih ¢lanova u ocjeni
pogreske. Obicno je a = 0.9.

hi = Ozhz'_l ptl

@ Cim izra¢unamo h; najbolje je odmah provijeriti da li ée
biti ispunjeno |y; 11 — yi+1| < €, i ukoliko to nije ispunjeno
izracunati novi h’°V" iz starog hi'™ = h;

hnom’ _ ah§tari p—l—\l/ 3 .
7 7 —
|?J7;+1 — ?/z'+1|

na isti nacin kao sto se h; racuna iz h,;_.
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Odabir parametara RK-Fehlbergove metode
D

Prikazani izbor koraka vrijedi za bilo koji par jednokoracnih
metoda reda p1p—+ 1.

@ Primjena Runge-Kutta metoda zahtijevala bi jednu
metodu sa s stadija i jednu sa s + 1 stadija, Sto opcenito
znaci da bismo u svakom koraku funkciju f iz
diferencijalne jednadzbe trebali racunati 2s + 1 puta.

@ Postupak se moze pojednostavniti ako prvih s stadija
ki,..., ks, ksrq koriStenih za racunanje funkcije prirasta @
iskoristimo za rac¢unanje funkcije D

(x,y, h sz (,y, h
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Odabir parametara RK-Fehlbergove metode

Sada u svakom koraku funkciju f racunamo samo s + 1 puta.

Ovu ideju ¢emo ilustrirati na paru Runge-Kutta metoda reda
2 1 3. Promatramo metode s 3 1 4 stadija:

(z,y, h sz (,y, h
(x,y, h sz (,y, h

@ Da bi metoda definirana s ® bila reda 3 trebaju biti
zadovoljena prva cetiri uvjeta za odabir parametara RK
metode, sto je ukupno 4 jednadzbe i 10 koeficijenata.
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Odabir parametara RK-Fehlbergove metode

Q

Nadalje, metoda reda 2 s 3 stadija ima 3 dodatna
koeficijenta (wy, we 1 w3) i treba zadovoljavati 2 dodatna
uvjeta (prva dva uvjeta za odabir parametara RK
metode).

Sveukupno, 13 koeficijenata u ovom paru metoda treba
zadovoljavati 6 uvjeta.

Preostalih 7 stupnjeva slobode iskoristit ¢emo za
smanjivanje broja ra¢unanja funkcije f.

Naime, zahtijevat ¢emo da ky(z;, y;, hi, ), zadnji stadij iz
racunanja ¢ u :-tom koraku, iskoristimo kao

]{1 (Ii_|_1, Yitr1, hi_|_1, f), pI'Vi stadu u (’I, + 1)—om koraku:
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Odabir parametara RK-Fehlbergove metode
.

f(x + cahi,yi + hi(agky + asoks + assks) = f(Tii1, yis1)
= f(x; + hi,yi + hi®(xs, yi, iy f))
= f(x; + hi, yi + hi(wiky + woks + wsks)

Odavde slijede dodatna 3 uvjeta:
g1 — Wi, Q42 = W2, 443 — Ws.
Uvjet ¢4 = 1 automatski je ispunjen zbog

Wy + wy + wg = 1.

Jedno od rjesenja ovog sustava jednadzbi je prikazano u
sljedecoj tablici.
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Odabir parametara RK-Fehlbergove metode

CLij
i e | g=1 =2 =3 | wi Wi
214
! 0 214 533
891 | 2106
1 1 1
2| = - — | 0
4 4 33
SE AN 650 | 800
40 800 800 891 1053
A | 214 1 650 1
891 33 891 78
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Implicitna trapezna metoda
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Metode za ODJ iz integracijskih metoda
D

Jednokoracne metode mozemo shvatiti kao primjenu
integracijskih metoda na integraciju ODJ

y'(x) = flz,y(x),  ylzo) = %o

Integracijom prethodne jednadzbe slijedi

Li4+1

Y(zinn) — () / F(w,y(@))dz = T.

Dakle, vrijednost y(x;.1) mozemo izracunati iz prethodne
vrijednosti y(x;) ako znamo izracunati integral Z;.
Koristenjem integracijskih metoda dobivamo:

@ formula lijevog ruba — Eulerova metoda

T, = hf(zi,y(z;))
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Metode za ODJ iz integracijskih formula (n.)
L —

@ formula desnog ruba — implicitna Eulerova metoda

I = hf(zit1,y(Tit1))

@ formula srednje tocke — modificirana Eulerova metoda

h h
Z;=~h i T 5 i Ty ;
f(x+2y(az+2))

pri cemu se koristi aproksimacija

h

y(; + h/2) = y(z;) + 59/(%) = y(z;) + gf(33i7 y(;)).

@ trapezna formula — Imlicitna trapezna metoda ili
Crank—Nicolsonova metoda

h

1; = §(f(513¢,y($¢)) + f(rip1, y(2i41)))
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Imlicitna trapezna metoda
D

Dakle, primjenom trapezne formule na integraciju ODJ dobit
¢emo metodu oblika

h
Yir1 = Yi + §(f(37z', yz) T f(l“i+1> yi+1))'

Bududi da se y;1 javlja i na lijevoj 1 na desnoj strani
jednadzbe, radi se o implicitnoj metodi.

@ U svakoj iteraciji rjeSava se gornji problem nekom od
metoda za numericko rjesavanje nelinearnih jednadzbi,
npr. Newtonovom metodom sa fiksnim brojem iteracija.

@ Implicitna trapezna metoda je reda 2, buduc¢i da je takva
toCnost 1 trapezne integracijske formule.
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Zasto koristiti implicitne metode?

Zasto koristimo implicitne metode, kada kod njih u svakom
koraku moramo rjesavati nelinearnu jednadzbu?

Zato sto su one puno efikasnije kod rjesavanja krutih (“stiff”)
jednadzbi.
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Apsolutna stabilnost i
krute jednadzbe

012, 24. predavanje — p. 77/1°



Problemi za eksplicitne metode
D

U mnogim primjenama rjeSenje incijalnog problema

v = flz,y),  ylzo) = yo

priblizava se stacionarnom rjeSenju y = ¥y za koje je
f(x,y) =0 za sve .

Numericke aproksimacije rjeSenja mogu biti vrlo netocne u
slucaju kada se priblizavaju stacionarnom rjeSenju.

,’172

Primjer. Rjesenje y(x) = e~ inicijalnog problema

, —

y'=—2yx,  y(0)=1
priblizava se stacionarnom rjesenju y = 0. Na sljedecoj slici

prikazana je aproksimacija dobivena Eulerovom metodom za
korak h = 0.2.
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Primjer nestabilnosti Eulerove metode

3
=05
_1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
-1.5 ‘ — .
egzaktno rjesenje :
aproksimacija Eulerovom metodom|
-2 1 1 1 1 1 i i
2 4 6 8 10 12 14

Slika ilustrira problem — nestabilnost na koju nailaze mnoge
numericke metode za rjesavanje diferencijalnih jednadzbi sa
fiksnim korakom.
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Apsolutna stabilnost Eulerove metode

Da bismo bolje razumjeli uzrok ovakve nestabilnosti,
razmotrimo jednostavniji problem: primjena Fulerove metode

na inicijalni problem
y'=Ay,  y(0) = wo,
gdje je A konstanta. Za Fulerovu metodu je
Yir1 = Ui + hAy; = (1 4+ hA\)y;.
Zbog toga 1mamo
Yo = Yo (inicijalni uvjet)

y1 = (1 + hX\)yo
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Apsolutna stabilnost Eulerove metode (nast.)
S —

Kada je A < 0, egzaktno rjesenje y(x) = ype* priblizava se
stacionarnom rjesenju y = 0.

@ Aproksimacija rjesenja dobivena Fulerovom metodom
y; = (1 4+ Ah)"yy takoder se priblizava ka y = 0 samo ako

) 1+ | <1, tj. M€ (=2,0).
@ Kada je 1 + \h < —1, aproksimacija ¢e ispoljiti rastuce
oscilacije oko y = 0.

Sljedeca slika prikazuje aproksimacije rjeSenja dobivene
Fulerovom metodom inicijalnog problema y" = —5y, y(0) = 1,
za h =0.251h = 0.5.
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Apsolutna stabilnost Eulerove metode (nast.)
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Apsolutna stabilnost Eulerove metode (nast.)
I —

Opcenitije, pretpostavimo da se rjesenje inicijalnog problema
priblizava stacionarnom rjesenju y = 0. Tada iz Taylorovog
teorema slijedi

af

f(@.y) = f(2,0) + 5 (2, 0y + O(ly|*)
0
— S @0y + O(uP).
jer je f(x,0) = 0. Inicijalni problem
0
/=S @Oy ) =

nazivamo linearizirana forma polaznog problema. Kada je

%(w, 0) # 0 ocekujemo da ¢e, u grubo, Fulerova metoda biti

stabilna kada je h%(x, 0) unutar intervala stabilnosti (—2,0).
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Interval apsolutne stabilnosti
.

Na temelju prethodnih razmatranja mozemo dati sljedec¢u
definiciju.

Definicija. Interval apsolutne stabilnosti numericke metode je
interval vrijednosti Ah za koje se aproksimacija y; rjesenja
y(x;) = yoe i jednadzbe iy = Ay, y(0) = yo priblizava nuli
kada 7 — oo.
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Apsolutna stabilnost Runge—Kutta metoda
.

Interval apsolutne stabilnosti za Runge-Kutta metode moze se
naci na slican nacin kao kod Eulerove metode.

Nadimo interval absolutne stabilnosti za RK metodu sa 2
stadija: modificiranu Eulerovu metodu

h
Yir1 = Yi + §[f<xia Yi) + (i + h,y + hf(xi,v:))].

Kako je f(x;,y;) = \y; imamo
1
Yi+1 = (1 + hA + 5712)\2) Yi

1 ()
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Apsolutna stabilnost Runge—Kutta metoda (n.)
L —

Prema tome aproksimacija se priblizava y = 0 kada je

1
‘1+h)\+ §h2>\2 < 1.

Bududi da je 14+ hA + $h?A% = Z(hA + 1) + £ gornji uvjet na
Ah je ekvivalentan |Ah 4+ 1] < 1, odakle slijedi da je interval
apsolutne stabilnosti za modificiranu Eulerovu metodu jednak

Ah € (=2,0),

kao 1 za Eulerovu metodu.

Iz definicije iteracija bilo koje Runge—Kutta metoda, jasno je
da ¢e njihova primjena na problem 3’ = Ay, y(0) = yo dati
jednadzbu oblika

Yir1 = P(h\)y;, P polinom.
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Apsolutna stabilnost Runge—Kutta metoda (n.)
L —

Za prethodno opisane metode imali smo:

Eulerova metoda ‘ Pz)=1+=2
Modificirana Eulerova metoda ‘ P(z) =1+ z+ 12

Bududéi da iz y;.1 = P(h\)y; slijedi y;11 = P(hA\)'yo uvjet na
apsolutnu stabilnost je

|P(hA)| < 1.

Moze se pokazati da je polinom P(z) jednak za sve metode
koje imaju isti red globalne greske diskretizacije.

U sljedecoj tablici nalaze se intervali apsolutne stabilnosti za
eksplicitne Runga—Kutta metode sa globalnim greskama
diskretizacije reda 1 do 4.
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Intervali apsolutne stabilnosti Runge—Kutta m.

Red gl. greske P(z) Interval aps. stab.
1 1+ 2 (—2,0)

2 14z + 322 (—2,0)

3 1424 32° 4 £2° (— 251 ,0)

4 14+ 2z4 32° 4+ :2° + 572°  (—2.78,0)

NumAnal 2012, 24. predavanje — p. 88/1°¢



Apsolutna stabilnost implicitne trapezne metode
————

Uvrstavamo f(x,y) = Ay u jednadzbu implicitne trapezne
metode:

h
Yig1 = Yi + 5()\%: + A\Yit1)

1 1
odakle slijedi

1 1
(1 - 5h>\> Yi+1 = (1 + §h>\> Y.

Bududi da je hA < 0 izraz uz y;.1 u prethodnoj jednadzbi je
razlicit od nule, 1 njime mozemo podijeliti cijelu jednadzbu.
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Apsolutna stabilnost implicitne trapezne metode
D,

Dobivamo

2+ hA
Yi+1 = 5 _ h)\yi+1

(24 R\
“\2—m/)

Dakle, aproksimacija se priblizava y = 0 ako je
| 24+ hA

<1

?

2 — hA
a to je ispunjeno za sve A\h < 0. Znaci, interval apsolutne
stabilnosti za implicitnu trapeznu metodu je

Ah € (—00,0).
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Krute jednadzbe (sustavi)
I

Implicitne metode su efikasnije za rjesavanje krutih (“stiff”)
jedadzbi (sustava).

@ Primjenom numericke metode na krutu jednadzbu veci
utjecaj na velicinu koraka h; ima interval apsolutne
stabilnosti nego uvjet na odrzavanje male lokalne
pogreske diskretizacije.

@ Takve jednadzbe se tesko rjesavaju pomocu eksplicitnih
Runge-Kutta metoda jer zahtijevaju puno vrlo sitnih
koraka (kao npr. za jednadzbu ¢y’ = Ay, A < 0 kada je |\
velik), dok za implicitnu trapeznu metodu to nije slucaj.
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Primjer apsolutne stabilnosti metoda
I

Rjesavamo inicijalni problem
y'(x) = —100(y(x) — cosx) —sinz, x € [0,1],
y(0) =1,

Ako napravimo transformaciju varijable:

z =1y — cos(x)

tada se gornji problem transformira u:

Z(x) =—100z, x€]0,1],

Egzaktno rjeSenje ovog problema je z = 0, a rjesenje
originalnog problema je y = cos(z).
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Primjer apsolutne stabilnosti metoda (nastavak)
L —

Originalni problem rjesavat ¢emo
@ klasicnom Runge-Kutta metodom (RK-4)
@ implicitnom trapeznom metodom

Vidimo da na transformirani problem (pa onda i na originalni)
mozemo primijeniti prethodna razmatranja, Sto znaci da

@ klasicna Runge—Kutta metoda ¢e biti apsolutno stabilna
za 100h = 100/n < 2.78

@ 1mplicitna trapezna metoda ¢e biti apsolutno stabilna za
sve h, odnosno n.

Sljedece slike nam potvrduju ove pretpostavke.
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Primjer apsolutne stabilnosti metoda (nastavak)
T —

n=30
2
15
1
0.5
0 -
-0.5
_1 -
-15F egzaktno riesenje
' implicitna trapezna m.
RK-4
_2 1 | 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Aproksimacije dobivene RK-4 metodom i implicitnom

trapeznom metodom za n = 30. U ovom slucaju je
100/30 = 3.33 > 2.78 pa RK-4 nije stabilna.
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Primjer apsolutne stabilnosti metoda (nastavak)
T —

n=40
2
15
1
0.5
0 -
-0.5
_1 -
-15F egzaktno riesenje
' implicitna trapezna m.
RK-4
_2 1 | 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Aproksimacije dobivene RK-4 metodom i implicitnom

trapeznom metodom za n = 40. U ovom slucaju je
100/40 = 2.5 < 2.78 pa je RK-4 stabilna.
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Linearne visekoracne metode
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Ponovo ODJ metode iz integracijskih metoda
D

Kod jednokoracnih metoda je za aproksimaciju ;.1 u tocki
x;y+1 bilo potrebno poznavanje samo aproksimacije y; u tocki
Xj.

Promatrajmo ponovno diferencijalnu jednadzbu

y, — f(:lj"y), y(CCO) — Yo-
Integracijom, te primjenom formule srednje tocke za
aproksimaciju integrala, slijedi da je

y(@iv1) — y(wi1) = 71?/(56) dr = 71f(x,y(x)) dx

~ 2hf (x5, y(x:)).
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Ponovo ODJ metode iz integracijskih metoda
.

Gornja formula vodi na rekurzivno definiranu aproksimaciju
Yir1 = Yi—1 + 2hf (2, ys).

@ U ovoj metodi za odredivanje vrijednosti y; 1 trebamo
poznavati prethodne vrijednosti vy; 1 y;_1, a buduci da je
se radi o dvije tocke, govorimo o dvokoracnoj metodi.

@ Aproksimacija y;,1 zadana je eksplicitno s izrazom na
desnoj strani, pa govorimo o eksplicitnoj metodi.

Ako umjesto formule srednje tocke pri ra¢unanju integrala
primijenimo Simpsonovu formulu, dobivamo drugu
aproksimaciju:
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Ponovo ODJ metode iz integracijskih metoda
D ———

Li+1

Y(2ie) — y(air) = / F(,y(@)) da

h
~/ g [f(xi—17 y(CCZ'_1)) + 4f(513z‘, y(xz)) T f(xi+1a y(xH—l))]v
Sto vodi na metodu
h
Yiv1 = VUi + g [f(xz'—la yz‘—1) + 4f(513z'7 yz) =+ f(xi—H.) y¢+1)]-

Ovdje se 4,41 javlja i na lijevoj strani i na desnoj strani kao
argument funkcije f. Dakle, y;.1 je zadan implicitno, pa
govorimo o implicitnoj dvokoracnoj metodi.

Uoc¢imo da gornjim formulama ne mozemo odrediti y;, pa za
njegovo odredivanje treba upotrebiti jednu od jednokoracnih
metoda.
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Definicija opcCe visekoraéne metode

Opcenito, linearne visekorac¢ne metode su oblika

T T
E :Oéjyz'+1—j =h E 5jfz'+1—ja
j=0 5=0

gdje je fi = f(vr,yr), a0 # 01 || +[Br] # 0.
@ Ovu metodu zovemo r-koracna metoda.
@ Ukoliko je 8y = 0 metoda je eksplicitna,
@ a za [y * 0 metoda je implicitna.

Uocimo da prikaz viSekoracne metode pomocu koeficijenata «;
1 B, nije jedinstven jer npr. koeficijenti 2av, ..., 2q;, 1

260, ..., 20, definiraju istu metodu. Cesto se koristi
normalizacija ag = 1 te je zapis metode oblika:

Yi+1 + Z AjYi+1—5 = Bof(wiv1, yiv1) + hz B fiv1—j-
j=1

j=1
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Definicija opée visekoracne metode (nastavak)
T —

Primjenom razli¢itih integracijskih metoda mozemo dobiti
cijeli niz visekoracnih metoda. Integracijom jednadzbe
y' () = f(z,y(x)) na nekom zadanom intervalu |x,_;, z, ]

dobivamo
Tp+k

aper) ~ylap) = | fty(®)de

Ukoliko podintegralnu funkciju f(¢,y(t)) zamijenimo
interpolacijskim polinomom F, stupnja ¢ koji interpolira
f(t,y(t)) u tockama z;, tj. ako je

Py(z:) =y (x:) = f(ws,y(z:)), i=pp—1,...,p—¢q

koristenjem interpolacijskog polinoma u Lagrangeovoj formi
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Definicija opée visekoraéne metode (nastavak)

Py(x) =D flap-sy(a-)), ) = [ ——2",

. . o
dobivamo izraz
q Tp+k
) = 9(ps) = D Fapeiyla-) [ o)
1=0 Lp—j
q
— hZﬁqif(xp—za y(xp—z))a
1=0
gdje smo s f3,; oznacili
| Lp+k k q l
S +
i 7 ;(t) dt = ds, — Y )
ﬁqh/() /H—stzo 1
Tp—j ARE?;
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Definicija opée visekoraéne metode (nastavak)

Zamjenom vrijednosti y(x;) aproksimacijama y; dobivamo
visekoracnu metodu oblika

q
Yp+k = Yp—j T h Z 5qz‘fp—7;-
i=0

Najpoznatiji primjeri visekora¢nih metoda ovog tipa su
@ Adams—Bashforthova metoda 1

@ AdamsMoultonova metoda.
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Adams—Bashforthova metoda

U Adams—Bashforthovoj metodi je k =11 7 = 0 te metoda

glasi:

Yp+1 = Yp + W(Boofp + Br fo—1+ -+ + BagSp—a)-

Sljedeca tablica prikazuje koeficijente [, za ovu metodu,
izracunate prema prethodnoj formuli.

0
By | O 1 2 3 A
Boi 1
2051 3 —1
128, | 23 —16 5
2455, 5 —59 37 —9
72084 | 1901  =2774 2616 —1274 251
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Adams—Moultonova metoda
e

Izborom k£ =01 7 = 1 dobijamo Adams—Moultonove metode:

Yp+1 — Yp -+ h(ﬁqup%—l + 6q1fp T 6qqu+1—q)-

Za razliku od eksplicitnih Adams—Basforthovih metoda, ove

metode su implicitne. Koeficijenti su im prikazani u sljedecoj
tablici.

;1 0 1 2 3 4
Boi 1
201 1
123 D 8 —1
28, | 9 19 -5 1
72034 201 646 —264 106 —19
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- Ostale visekoraéne metode

Od ostalih visekora¢nih metoda izvedene iz ovih formula,
poznatije su Jos

@ Nystromove (k=11ij5=1)1i
@ Milneove metode (k=01 j = 2).
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Metode za ODJ iz formula za deriviranje

Niz metoda mozemo dobiti i pomoc¢u formula za deriviranje.
Neka je P(x) polinom koji interpolira y(x) u tockama x,,_;:

P(xn_) =y(rny), 1=0,... k.

Koristenjem interpolacijskog polinoma u Lagrangeovoj formi,
polinom P(x) mozemo prikazati u obliku

k k
= li(@)y(ra), H ——
i=0 j=0 Ln—i
75

Deriviranjem u ¢voru x,,_, dobivamo

(Tn-r) = th’ T )Y(Tn—i).
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Metode za ODJ iz formula za deriviranje (nast.)

Supstitucijama vy, _; ~ y(x,_;) i
foer = f(Xn_r,Yn_r) = P'(x,_,) dobivamo metodu

k
Z AYn—i — hfn—r'
1=0

Uvodenjem oznake p = (x — z,,)/h, vidimo da koeficijenti

k . koo
d yrrty 1 j—r
dpj:O]—z p=r T T g T

JF JFLT

a; = hl(x,_,) =

ne ovise o ¢vorovima z,,_; 1 koraku mreze h.
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Metode za ODJ iz formula za deriviranje (nast.)

Za r = 1 dobivamo eksplicitnu metodu

k
Z AiYn—i — hfn—la
1=0

dok je za izbor r = 0 metoda implicitna:

k
Z O‘;,'kyn—i — hfn
1=0

Zbog alternativnog nacina izvoda ovih metoda koriStenjem
podijeljenih razlika unazad, ove metode poznate su pod
nazivom BDF metode (engl. backward difference formulas).

Koeficijenti za eksplicitne i implicitne BDF metode su
prikazani u sljede¢im dvjema tablicama.
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Metode za ODJ iz formula za deriviranje (nast.)
I

k U 03] 8% a3 8% ar 875 Q7
1 1 1
2 2 0 1
3 1
3 3 —— 3 ——
2 2
a4 10, 10l
3 3 3
65 5 1
i 1 _ — i
. . 12 X : 3 4
77 3 1
N 1 —1 - -
6 6 10 5 0 30 5 :
203 35 35 21 7 1
S 21 i _ — — i
/ / 20 2 3 4 5 6
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Metode za ODJ iz formula za deriviranje (nast.)

O O e S S T T
1 1 1
2 4 1
9 - - _ -
3 3 3
s 0 189 2
11 11 11 11
2o s 6 8
25 25 25 25 25
. 60 300 300 200 75 12
137 137 137 137 137 137
6 60 360 450 400 225 72 10
W 14T 147 147 147 147 A
. 140 20 1470 4900 1225 H&& 490 20
363 3063 363 1089 363 363 1089 363
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Konzistentnost visekora¢ne metode

Kao i kod jednokoracnih metoda, prvo ¢emo promatrati koliko
dobro rjesenje diferencijalne jednadzbe

y/ — f(xay)a y(ﬂi'o) = Yo, ToE [aa b]7 Yo € R
zadovoljava rekurzivnu formulu

T T
E QjYi+1—5 — h E :ﬁ%jXﬁ%+l—jayﬁ+1—j)a
j=0 j=0
koja definira visekoracnu metodu. U gornju ¢emo rekurziju

umjesto y,; uvrstiti rjeSenje diferencijalne jednadzbe y(z,), a
zatim dobiveni izraz razviti u Taylorov red:

Z O{yy(ﬂjz—kl—]) —h Z 6jf(xz—|—1—ja y(xz—kl—])) — Z C]h]
7=0 7=0 7=0
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Konzistentnost visekoraéne metode (nastavak)
I —

Rekurzivna formula biti ¢e toc¢nija Sto je vise prvih ¢lanova u

razvoju jednako nuli. Opéenito, ukoliko je
Co=Cy=---=C0C,=01Cp;41 #0, kazemo da je metoda reda
p. Ukoliko je p > 1 kazemo da je metoda konzistentna.

Primjer. Tako za metodu

Yir1 = Yi—1 + 2hf (25, y;)
uvrstavanje tocnog rjesenja i razvoj u red oko tocke x; daje

>0 Jh]
y(@ir1) — y(zio1) — 2hy (2 Zy(") Zy(” 1)~ — 2Ry

> . 2 . y(S) T
= >y )y = —3( i o) = o),
j=1 |
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Konzistentnost visekoraéne metode (nastavak)
L —

te je ova metoda reda 2. Uo¢imo da smo iskoristili da je y
rjesenje diferencijalne jednadzbe, tj. da vrijedi

Y (z;) = f(z;,y(x;)). Pretpostavili smo da je y € C*°(a,b), no
o¢ito je dovoljno zahtijevati da y ima neprekidnu trecu
derivaciju, tj. y € C*(a,b).

Dakle, prethodni izraz pokazuje kvalitetu aproksimacije
viSekoracne metode. U daljnjem tekstu koristiti ¢emo malo
promijenjen izraz za pogresku, tzv.lokalnu pogresku
diskretizacije:

T(x;h) = %Z%y( (1=27)h Zﬁjy (L=3)h),

gdje je y egzaktno rjesenje dlferencualne jednadzbe.
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Konzistentnost visekoraéne metode (nastavak)
L —

Uoc¢imo da je lokalna pogreska diskretizacije dobivena
uvrstavanjem tocnog rjesenja u rekurziju metode uz zamjenu
r = x;. Sada mozemo definirati konzistenciju metode.

Definicija. ViSekora¢nu metodu zovemo konzistentnom ako za
svaki f € Fi(a,b) i x € |a,b] lokalna pogreska diskretizacije 7
zadovoljava

lim 7(x; h) = 0.
h—0

Ukoliko je
7(x; h) = O(R”)

kazemo da je metoda reda p.
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Red (r + 1)-koraténe Adams—Bashforthove m.

Pokazimo da je red (r + 1)-kora¢ne Adams-Bashforthove
metode jednak r + 1.
Iskoristimo li rekurziju za Adams—Bashforthovu metodu
uvrstavanjem to¢nog rjesenja y(x), dobivamo

1

/’4

m(w;h) = +(y(x + 1)) = y()) - ; By (x — ih).
Rad1 jednostavnosti, oznacimo z,4; =« + jh, j = —r,..., L.

Sada je lokalna pogreska diskretizacije jednaka

(3 h) = 3 (y(pi)) - Zﬁmy )

Uvrstavanjem izraza za koeficijente [3,;, doblvamo
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Red (r + 1)-kora¢ne Adams—Bashforthove m.

Lp+1

1 —~ (1
T(z;h) = - / y'(t) dt — ; (E / i (t) dt) Y (z,_;)
Tp+4+1 Lp+1 Lp+1

_ ] / () di — 2 / P(t) dt — /[ () — P.(0)] dt

)’ ) TRV A
gdje je P. polinom koji interpolira 3" u tockama x,_, ..., x,.
Primjenom ocjene za pogresku interpolacije

(r+2)
: o yTTIER)
/1) = Pt) = () S €0) € (o),

W(t) = (t = 2pr)(t = Tprya) -~ (t = 1),

NumAnal 2012, 24. predavanje — p. 117/1°



Red (r + 1)-kora¢ne Adams—Bashforthove m.
N

dobivamo

Tp+1

1 y @)
h) = — t dt.
rl@;h) h/M)w+m
Buduc¢i da su z,_,, ..., x, sve nultocke polinoma w, w ne
mijenja predznak na intervalu |x,, x,,1] pa vrijedi
Lp+1
r+2
y"(n) 1 /
h) = - t)dt.
rah) = L5 [ i)

Supstitucijom u = (¢t — x,,) /h dobivamo

t—axp, j=hu+j) i wt)=hr"uu+1) - (u+r),

pa gornji integral prelazi u
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| Red (r +1)-koratne Adams—Bashforthove m.

te je red (r 4+ 1)-koracne Adams—Bashforhove metode jednak
r+ 1.
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Red r-kora¢ne Adams—Moultonove m.
s

Razmatranjem analognim onom u prethodnom primjeru
pokazuje se da je red r-koracne Adams—Moultonove metode za
jedan vec¢i od broja koraka i iznosi r + 1.

Za r-koracne eksplicitne metode 1 r-kora¢ne implicitne metode
izvedene iz formula za deriviranje, red metode odgovara broju
koraka.
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Konzistentnost = konvergencija?

Koristenjem iste ideje kao kod Runge-Kutta metoda,
koeficijente u r-koracnoj metodi

Z AjlYi+1—5 — h Z 5jf($7;+1—j7 yz’—l—l—j)
5=0 7=0

mozemo odredivati tako da red metode bude Sto je moguce
vecl, tj. da ponistimo Sto vise prvih ¢lanova u Taylorovom
razvoju.

@ Fiksiranjem oy = 1 imamo 2r slobodnih koeficijenata za
eksplicitnu metodu.

@ Koeficijenti C; u Taylorovom razvoju zavisit ¢e o
koeficijentima o; 1 ;.
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Konzistentnost = konvergencija? (nastavak)
R

@ Nije tesko pokazati da je ta zavisnost linearna, te s 2r
slobodnih koeficijenata mozemo ponistiti prvih 2r
¢clanova razvoja: Cop =C1 =+ = Cy_q.

@ Takoder, moze se pokazati da ¢e vrijediti C5, # 0, pa na
taj nac¢in mozemo konstruirati metodu reda 2r — 1.

©

Slicno vrijedi i za r-kora¢ne implicitne metode.

©

Ovdje imamo jedan koeficijent vise (), te mozemo
ponistiti jedan ¢lan vise u Taylorovom razvoju i dobiti
metodu reda 2r.

Prirodno se namece pitanje zaSto bismo koristili navedene

metode, ako postoje metode dvostrukog reda s istim brojem
koraka?!
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Konzistentnost = konvergencija? (nastavak)
D

@ Za razliku od jednokoracénih metoda gdje je kozistentnost
metode bio dovoljan uvjet za konvergenciju,

@ kod visekoracnih metoda, da bi aproksimacija
konvergirala k to¢nom rjesenju, uz konzistentnost treba
biti zadovoljen jos jedan dodatni uvjet, a to je stabilnost.

Primjer. Konstruirajmo dvokoracnu eksplicitnu metodu:

Yir1 + a1y; + agyi—1 = hlbi f (2, ;) + baf(2iz1, Yiz1)]
tako da red konzistencije bude sto je moguce veci.
Razvojem lokalne pogreske diskretizacije u x = x;

1

T(z;h) = A y(z + h) + ary(z) + axy(xr — h)|

— [0y () + boy/(z — h)]
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Konzistentnost = konvergencija? (nastavak)
I —

u Taylorov red, dobivamo

r(esh) = 3 y(@)(1+ a4 a) + 9/ (2)(1 — az — by — by)

1 1 1 1 1
+ hy" () (5 +5az + bz) + h*y" () (6 — 52 = §b2)
+ O(h?).
Koeficijente ay, as, by 1 by odredimo tako da ponistimo sto je

moguce vise pocetnih ¢lanova u Taylorovom razvoju. To nas
vodi na sljedeci sustav jednadzbi.
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Konzistentnost = konvergencija? (nastavak)
I —

1l +a;+ as =0

1 — as—b;— by=0

1 1

5 —|‘§CL2 -+ bQZO
Rjesenje ovog sustava je a; = 4, ay = —5, by = 4, by = 2, te je

metoda definirana rekurzijom

Yig1 +4y; — 5yi—1 = h(4fi +2fi-1).
Ova metoda je reda 3 (jer je 7(x;h) = O(h?), a moze se
provjeriti da je clan uz h® razlicit od nule).
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Konzistentnost = konvergencija? Ne!
e

Promatrat ¢emo numericko rjesavanje diferencijalne jednadzbe

y'=—y, y(0)=1,
s egzaktnim rjeSenjem y = e *. Uz korak h = 107 % i egzaktne
pocetne vrijednosti yo = 11 y; = e dobivamo tablicu:

2  —0.164-1078 96 —0.101-10°°
3 40.501-10"° 97  +0.512-10°°
4 —0.300-10"" 98 —0.257-10°°
5 +0.144-107° 99  +0.129 - 10%

100  —0.652 - 10%

Iz tablice je jasno da metoda divergira. O
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Stabilnhost visekora¢ne metode

Visekoracna metoda

Z jYir1—j = h Z B f (®it1-5, Yit1-;)
j=0 7=0

definira dva polinoma

px) =D a1 ax)=) B
j=0 J=0

Ujedno, ova dva polinoma odreduju jednu visekoracnu
metodu, pa se cesto umjesto visekoracne metode koristi
naziv (p, o)-shema.
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Stabilnost visekoratne metode (nastavak)
L —

Definicija. Za visekoracnu metodu kazemo da je stabilna ako
nultocke z; polinoma p(z) zadovoljavaju

1. Sve nultocke su po apsolutnoj vrijednosti manje od 1
(2] < 1).

2. Ako je |z;| =1 tada je z; jednostruka nultocka
('(z) # 0).

Zajedno uvjete 11 2 zovemo uvjet stabilnosti.

Za metodu iz proslog primjera je

p(z) = 2* + 4z — 5.

Nultocke su mu z; = 11 29 = —5. Bududi da je |25 > 1, p ne
zadovoljava uvjet stabilnosti, tj. metoda nije stabilna.
Sljedeci teorem objasnjava razlog divergencije ove metode.
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Stabilnost visekoratne metode (nastavak)

Teorem. Linearna visekorac¢na metoda je konvergentna ako i
samo ako je konzistentna 1 stabilna. O

Moze se pokazati da stabilna r-korac¢na metoda ima red

r+ 1, ako je r neparan,
p <

r+ 2, ako je r paran.
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Konvergencija viSekora¢nih metoda
N

Kao i kod jednokoracnih metoda, kada govorimo o
konvergenciji metode mislimo na ponasanje globalne pogreske
diskretizacije:

e(w; h) = yn — y(z),
gdje je x € {(a,b), h =h, = (x — a)/n.

Jasno je da globalna pogreska diskretizacije ovisi o lokalnoj
pogresci diskretizacije. Medutim, to nije jedini izvor pogreske.
@ Da bismo startali r-koracnu metodu, prvo je potrebno

izracunati r pocetnih vrijednosti yg, ..., yr_1.

@ Dok yy mozemo odrediti iz pocetnog uvjeta diferencijalne
jednadzbe, ostale vrijednosti moramo odrediti nekom
drugom, najcesée jednokorac¢nom, metodom.
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Konvergencija visekora¢nih metoda (nastavak)
D

@ U svakom slucaju, pri njihovom odredivanju javit ¢e se
odredena pogreska ¢;.

y(%)zyﬁ-% i:O,...,T—l.

@ Ova pogreska ne ovisi o promatranoj visekoracnoj
metodi, ve¢ o nac¢inu na koji odredujemo pocetne
vrijednosti.

@ Ocito je, da ako zelimo da globalna pogreska
diskretizacije tezi nuli kada n — oo, pogreske pocetnih
vrijednosti trebaju zadovoljavati

lime; =0, +=0,...,r—1.
n—oo

Sada mozemo izrec¢i definiciju konvergencije viSekoracne
metode.
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Konvergencija visekoratnih metoda (nastavak)
I —

Definicija. Visekora¢nu metodu zovemo konvergentnom ako je

r — a

lim e(z;h,) =0, h, = o o n=12 ...
n—00 n
za sve x € |a,b], sve f € Fi(a,b)isvey;,i=0,...,7r—1 za

koje je
lim (y(x;) —y;) =0, +=0,...,7r—1.

n—oo

Pokazimo sada vezu izmedu stabilnosti 1 konzistentnosti te
konvergencije linearne viSekoracne metode.
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Konvergencija visekoratnih metoda (nastavak)
I —

Teorem. Stabilne 1 konzistentne linearne visekora¢ne metode
su konvergentne.

Dokaz. Neka je y egzaktno rjesenje jednadzbe

y' = [flzy), ylzo) =vo, [ € Filab).
Fiksirajmo = € [a, b] i za n € N definirajmo
h=h,=(x—x9)/n. Sy; oznacit ¢emo aproksimaciju
dobivenu linearnom visekoracnom metodom

yi t+ oaryion + o+ ey =0(Bofi + Bifica + -+ Brfior),

r=nr,r+1,...,
uz

yZ:y<$Z)—|—€@, iZO,...,T—l,
gdje je lim ¢; = 0.

n—oo
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Konvergencija visekora¢nih metoda (nastavak)

Uvjet lim ¢; = 0 znaci da postoji funkcija (h) takva da je

n—oo

leil <e(h)zai=0,...,r—11ilime(h) =0. Zbog
h—0

konzistentnosti metode, lokalna pogreska diskretizacije kada
racunamo tocku x;

rlaih) == 1 [ow) + Y alei)| = 3 sl

zadovoljava

lim 7; = 0,
h—0

tj. 7; mozemo omediti nekom funkcijom t(h), |7;| < t(h), koja

zadovoljava lim t(h) = 0.
h—0
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Konvergencija visekoratnih metoda (nastavak)
I —

Oduzimanjem jednakosti za lokalnu pogresku diskretizacije
pomnozene s h od rekurzije metode dobivamo rekurziju za

pogreske e; = y; — y(x;):
e, +aei_ 1+ +aoe_r=c, 1=rr+1 ...

uz
€, — &q, ’é:O,...,T—l

= hz& (@ijs yimg) = J(@izj  y(@izj))] — i
Bududi da je f € Fi(a,b), postoji konstanta m > 0 takva da je

of

8y( y)‘gm Vx € la,b] 1 Vy€R,
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Konvergencija visekoratnih metoda (nastavak)

te vrijedi
0
(@ uk) — foe, y(ze))| = ‘a_§($kan)(yk —y(xr))| < mlexl.

Iskoristivsi ovu nejednakost, dobivamo da c; zadovoljava

al < hMS Jews| + [Blt(h),

7=0

gdje je
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Konvergencija visekoratnih metoda (nastavak)

Pomocu vektora

Ci—r41 0
Ci—r
e, = - ., b= e R,

0

€; 1

1 matrice
0 1 0
A =
0 0 1
— Oy —Q
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Konvergencija visekora¢nih metoda (nastavak)
e

rekurziju za pogreske mozemo zapisati u ekvivalentnom
vektorskom zapisu

e, — Aei_l -+ Cib, €y —

@ Uoc¢imo da polinom p, definiran visekoracnom metodom,
je ujedno i svojstveni polinom matrice A (matrica
pratilac polinoma p).

@ Stabilnost metode povlac¢i da su sve nultocke od p, tj.
svojstvene vrijednosti od A, po apsolutnoj vrijednosti
manje od 1, a ako su jednake 1 tada su jednostruke.
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Konvergencija visekoratnih metoda (nastavak)

@ To znaci da postoji vektorska norma || | na C" takva da
za induciranu matriécnu normu vrijedi ||Al < 1.

@ Bududi da su sve norme na C" ekvivalentne, postoji
konstanta k£ > 0 takva da je

—_

1 —
clleill = ) leisl = lleills < klled]]
J

I
o

Podsjetnik. Za sve A i sve € > 0 postoji operatorska norma
| ||« takva da je

1Al < p(A) +e.

Norma || ||+ ovisiio A, 10 e.
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Konvergencija visekora¢nih metoda (nastavak)

Ako svaka svojstvena vrijednost A od A takva da je |\| = p(A)
ima geometrijsku kratnost 1, tada postoji takva norma za

koju je

Al = p(A).
(Ovaj dio tvrdnje se dokazuje pomocu dokaza prvog dijela za
e = p(A) — i, gdje p jednaka apsolutnoj vrijednosti druge po

veli¢ini svojstvene vrijednosti od A.) O

Uocivsi da je
.
i <) leiy] < kllei|
1=1

iz. nejednakosti za |¢;| slijedi
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Konvergencija visekoratnih metoda (nastavak)
I —

il < [P ME(|leill + [leiall) + [n[t(h).

Iskoristivsi vektorski zapis rekurzije za pogresku i ¢injenice da
je

[b]] < k|[bl[, = &,
slijedi da je
leill < [R|ME|[e]| + (1 + R ME?)|leiall + k[h[t(h), §=0,1,.
odnosno
(1 — [BIMI)les]l < (14 [RIME?) e | + kIRIER), j=0,1,...
1

leol| < Klleolls < kre(h).
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Konvergencija visekoratnih metoda (nastavak)

Z.a
1
<
U= 2M k2
je
5 1
1 —|h|ME 25
1
1+ |h|MFE? )
< 1+4|h|MEk-.
T (parz = AN

Sada prethodna nejednakost za ||e;|| prelazi u

ledl < (1+ 4[| ME?) e, 1| + 2Kk|A[(R), j=0,1,...
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Konvergencija visekora¢nih metoda (nastavak)
e

Iz leme koja prethodi teoremu o konvergenciji jednokoracne

metode slijedi
4nlh|ME? _

2MFE
tj. za x # x9, h = hy, = (x — 29)/n, |ha| < 1/(2ME?*) vrijedi
64Mk2|:13—:130| 1

2M K
Dakle, postoje konstante C 1 Cy, nezavisne o h, takve da je

le(z; h)| = len| = |yn — y(2n)| < Cre(hn) + Cot(hy)

za, dovoljno veliki n. Konvergencija metode sada slijedi iz
¢injenice da je

len| < e*™MME Lre(h) + t(h)

len| < e*M*lz=20lkre(h,) + t(hy,)

lim e(h,) = lim 7(h,) = 0.

n—00 n—00 B
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Konvergencija visekoratnih metoda (nastavak)
I —

Iz zadnje ocjene u dokazu prethodnog torema dobivamo
sljedeci korolar.

Korolar. Neka je linearna visekoracna metoda stabilna 1
konzistentna reda p, te f € F,(a,b). Tada globalna pogreska
diskretizacije zadovoljava

e(x; h,) = O(h?)
za sve h, = (x — x¢)/n ¢im pogreske ¢; zadovoljavaju
le;| <e(hy), 1=0,...,r—1
uz e(h,) = O(h?) za n — oo.
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Konvergencija visekora¢nih metoda (nastavak)
D

Ovaj korolar ujedno kazuje koju metodu moramo izabrati za
odredivanje pocetnih vrijednosti yg, ..., 9yr_1.

@ Da bismo postigli da se pogreska ponasa kao O(h?), tako
se mora ponasati i pogreska pocetnih vrijednosti.

@ Ukoliko za njihovo odredivanje koristimo jednokoracnu
metodu reda p, iz teorema o konvergenciji jednokoracnih
metoda slijedi da pogreska pocetnih vrijednosti
zadovoljava

6M|azi—x0| —1 ) 6M7,|h| 1

e(x;; h)| < |h|PN = |h|PN
M

Primjenom teorema srednje vrijednosti dobivamo da postoji
0 € (0,h) takav da je

eMihl 1 = Mi|h|eM® < Mi|h|eMinl,
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Konvergencija visekoratnih metoda (nastavak)
I

pa je
le(xs; h)| < |h|PNi|h|eMIM,

Kako je za pocetne vrijednosti r-kora¢ne metode
0<7<r—1, vrijedi

e(ai; h)] < [RPFIN (r — 1)U,

te mozemo izabrati metodu reda p = p — 1 da bi se pogreska
visekoracne metode ponasala kao O(hP).
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RjeSavanje implicitne metode

Dosad je ostalo otvoreno pitanje kako izracunati y;,1 u
implicitnoj metodi (korektor)

k k
Yiv1 + Z @;yz+1—j = Bohf(@it1, yiv1) + 1 Z 5}'kfi+1—j-
j=1

j=1

Ako oznac¢imo

k k
C= = Z O Yiv1-j+h Zﬁ;fﬂ—l—ja p(y) = Bohf(zit1,y) +
j=1 j=1

y;+1 je rjesenje nelinearne jednadzbe y = ¢(y).
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RjeSavanje implicitne metode (nastavak)
I —

Budu¢i da mozemo izabrati dovoljno malen korak integracije h
takav da je nejednakost
Of(Tiv1,Y)

/ _ h *
)] = bl |~
zadovoljena, slijedi da jednostavne iteracije

y[mH] — gp(y[m]), m=20,1,2,...

konvergiraju prema rjesenju jednadzbe. Za odabir pocetne

<1

aproksimacije y!% koristi se neka od eksplicitnih metoda
(prediktor)

k k
Yiv1 + Z OjYit1—5 = h Z Bjfiv1—j-
j=1 J=1
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Prediktor—korektor par

Sada mozemo zapisati cijeli algoritam:

k k
0
C%[+]1 - = Z OjYir1—j + h Z Bifit1—s
j=1 j=1

[m—+1]

Yivr1 — 50hf Lit1, yz—{—l Za Yit1—y =+ hZﬁ fz—l—l —7

yi+1=yz[f1]. m=0,..., M —1

Broj iteracija (M) moze biti unaprijed zadan ili se iteracije
provode dok se jednadzba ne rijesi do na neku unaprijed
zadanu tocnost. U primjeni, broj iteracije nije velik, uvijek se
radi o nekoliko iteracija.
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Odabir prediktora i korektora
I

Znamo da jednostavne iteracije konvergiraju linearno prema
rjeSenju jednadzbe. Konvergenciju mozemo ubrzati primjenom
Newtonove metode.

JoS nam je ostalo za promotriti kako odabrati
korektor—prediktor par.

@ Tocnost metode definirana je s toénoscu korektora, tj.
implicitne metode.

@ Ako je red prediktora, eksplicitne metode kojom
odredujemo pocetnu aproksimaciju ygl, za jedan veci od
reda korektora pocCetna ¢e aproksimacija biti pretocna.
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Odabir prediktora i korektora (nastavak)
L —

@ S druge strane, ako je red prediktora manji od reda
korektora, poc¢etna aproksimacija je preslaba, te bi
trebalo previse iteracija korektora da se nelinearna
jednadzba rijesi na zadovoljavajuc¢u tocnost.

@ Stoga je uobic¢ajeno da se za prediktor—korektor par
uzimaju eksplicitna i implicitna metoda istoga reda.

@ Cesto koristen par je k-kora¢na Adams-Bashforthova
metoda kao prediktor i (k — 1)-kora¢na
Adams—Moultonova metoda kao korektor.

@ Uz ovakav odabir prediktor-korektor para govorimo o
Adams-Bashforth—Moultonovim metodama.

@ Isto tako, eksplicitna 1 implicitna k-koracna metoda
izvedena iz formula za numericko deriviranje koristi
se kao prediktor-korektor par.
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Apsolutna stabilnost visekora¢nih metoda

Zelimo pronadi interval apsolutne stabilnosti za visekoraénu
metodu oblika

Yiy1 + Z Yit1—j = Bof(Tit1, Yit1) + 1 Z Bif (Tiv1—j, Yir1—5)-

j=1 j=1
1 to ponovo radimo primjenom metode na problem
vy =2y, y(0)=y, A<O.

Umetanjem f(xz;,1;) = Ay; dobivamo da aproksimacije y;
generirane visekoractnom metodom zadovoljavaju linearnu
homogenu diferencijsku jednadzbu

(1= BohN)yirs + Y (o = BihN)yir1—; = 0.
j=1
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Apsolutna stabilnost visekora¢nih metoda (n.)

Dakle, trazimo vrijednosti produkta hA takve da rjesenje
prethodne diferencijske jednadzbe teze ka nuli kada 7 — oo.

Karakteristi¢ni polinom metode je u tom slucaju dan sa

m(z;hA) = (1= BohA)z" + ) (a; — BjhA)2" .
j=1

Korijeni z; ovog polinoma mogu biti kompleksni, 1li mogu
imati kratnost ve¢u od 1. 1z teorije diferencijskih jednadzbi
znamo da je rjesenje homogene diferencijske jednadzbe dano sa

.
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r1 ¢emu je m. kratnost korijena z,, a ¢;, su konstante.
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Apsolutna stabilnost visekoraénih metoda (n.)

Prema tome, uvjet da rjesenje diferencijske jednadzbe tezi ka
nuli se svodi na

|Zj|<]., r=1,...,7

Npr. intervali apsolutne stabilnosti Adamsovih metoda dani
su u sljedecoj tablici

Br. koraka Bashforth Moulton prediktor—korektor

2 (—1,0)  (—00,0) (=2, o>

3 (—0.55,0) (—6.0,0) (—1.8,0)
4 (—0.3,0) <300> <130>
5 (—0.2,0)  (—1.8,0) (—0.95,0)
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Apsolutna stabilnost visekora¢nih metoda (n.)
L —

@ Primijetimo da osim dvokoracne Adams—Moultonove
metode, niti jedna od implicitnih Adams—Moultonovih
metoda nije apsolutno stabilna (na cijelom intervalu

(—00,0)).

@ Takoder, za razliku od Runge-Kutta metoda, intervali
apsolutne stabilnosti za prediktor—korektor metode se
suzavaju kako se red metode povecava.

@ Medutim, ako nemamo problema sa apsolutnom

o o o0

upotrebu jer ima manji broj izvrednjavanja funkcije f,
neovisno o redu metode.
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