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Sadrzaj predavanja
I — _-_-

@ Interpolacija splajnovima:

©

Uvod u polinomnu spline interpolaciju.

Linearni spline i ocjena greske.

Numeri¢ko deriviranje.

Kubni spline.

Linearni splajn i ocjena greske (ponavljanje).

Po dijelovima kubicna interpolacija — uvod.

Po dijelovima kubic¢na Hermiteova interpolacija.
Ocjene pogreske za kubi¢nu Hermiteovu interpolaciju.
Po dijelovima kubicna kvazihermiteova interpolacija.
Kubic¢ni splajn 1 neprekidnost druge derivacije.
Razne vrste rubnih uvjeta.
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Ocjene pogreske za kubicni splajn.
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Demo primjeri
I

Na molbu Sanje Singer i Vedrana Novakovi¢a, za goste je
otvorena i web stranica kolegija Matematika 3 1 4 na FSB-u.

Tamo mozete nac¢i dodatne materijale za neke dijelove NM,
@ posebno — vjezbe 1 demo primjere.

Pocetna stranica je
http://e-ucenje.fsb.hr/

Zatim potrazite “Katedra za matematiku” 1 onda:
@ odete (kliknete) na kolegije Matematika 3 i 4,
@ Kkliknete na gumb “Prijava kao gost”,
@ na stranici potrazite blok 3 “Numericka matematika”.

Iskoristite! Naravno, smijete pogledati i ostalo!
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Interpolacija splajnovima
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Interpolacija polinomima — zakljucci

.

Polinomna interpolacija visokog stupnja
@ moze imati vrlo losa svojstva,

@ u praksi se ne smije koristiti.

Umjesto toga, koristi se

@ po dijelovima polinomna interpolacija, tj. na svakom
podintervalu koristi se polinom fiksnog, niskog stupnja.

Pretpostavka: ¢vorovi interpolacije (rubovi podintervala)
interpolacije su uzlazno numerirani,

a=x0< 11 <+--<x, =0>.
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Po dijelovima polinomna interpolacija
e,

Na svakom podintervalu |x;_1, xx] koristimo polinom fiksnog
stupnja m, tj. trazimo da je

QY = Pk, kzl,...,n,

[xK—1,2K]

gdje je pr € P
Svaki polinom pj, (stupnja m)
@ odreden je s m + 1 koeficijenata, i

@ moramo odrediti koeficijente n polinoma (na svakom
intervalu po jedan).

Ukupan broj koeficijenata koje treba odrediti je
(m+1) - n.

NumAnal 2012, 15. predavanje—dodatak — p. 6/99



Po dijelovima polinomna interpolacija (nast.)
o —————

Interpolacijski uvjeti su

gp(xk):fka k:()a"'ana

Sto za svaki polinom daje po 2 uvjeta

pk(ivk—l) = fr-1

=1,...,n,
pk(xk) — fk?
odnosno, ukupno imamo 2n uvjeta interpolacije.

Digresija. Uvjetima interpolacije osigurali smo neprekidnost
funkcije ¢, jer je

s (@ht) = pelznss), k=2, n.
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Po dijelovima polinomna interpolacija (nast.)

Zakljucak.
@ Uvjeta interpolacije je 2n, a

@ treba naci (m + 1) - n koeficijenata.

Bez dodatnih uvjeta to je moguce napraviti
@ samo za m = 1,

@ tj. za po dijelovima linearnu interpolaciju.

Zam > 1

@ dodaju se uvijeti na glatkocu interpolacijske funkcije ¢ u

(unutarnjim) ¢vorovima interpolacije.
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Po dijelovima linearna interpolacija

Osnovna ideja po dijelovima linearne interpolacije je:
@ umjesto jednog polinoma visokog stupnja,

@ koristi se vise polinoma, ali stupnja 1.

Na svakom podintervalu |x;_1, xx], polinom p; je stupnja 1
@ 1 jedinstveno je odreden iz uvjeta interpolacije.

Zapisujemo ga relativno obzirom na pocetnu tocku intervala
(stabilnost) u obliku

pr() = cok + crp(® — x)—1),

Za T < [ka_l,xk], k=1,...,n.
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Po dijelovima linearna interpolacija (nastavak)
T —"_ 5 5

Interpolacijski polinom zapisujemo u Newtonovoj formi
pr(®) = flog—1] + flor—1, o) - (x — 2p-1),
pa je ocClto
Cok = f[iUk—ﬂ = fr—1,
fio— feer  k=1,...,n.

9
L — Tk—-1

Cl1,k = f[l"k:—h Cl?k] =

Za aproksimaciju vrijednosti funkcije f u jednoj tocki
r € |a,b|, treba

@ prvo pronaci indeks k£ takav da vrijedi 1 < x < 7y,

@ a onda izracunati koeficijente pripadnog linearnog
polinoma.
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Po dijelovima linearna interpolacija (nastavak)
I ————

Za trazenje tog intervala koristimo binarno pretrazivanje.
Binarno pretrazivanje

low = 0;
high = n;
dok je (high - low) > 1 radi {
/* U sljedecoj liniji cjelobrojno dijeljenje */
mid = (low + high) / 2;
ako je x < x[mid] onda
high = mid;
inace
low = mid;

+;

Trajanje ovog algoritma je proporcionalno s log,(n).
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Greska po dijelovima linearne interpolacije
I am—aa

Ako je funkcija f klase C*?[a, b], onda je pogreska takve
interpolacije zapravo

@ maksimalna pogreska od n linearnih interpolacija.

Na svakom podintervalu |x;_1, x;] pogreska je

@ greska linearne interpolacije

7(2) — pelo)] < S ()]

pri cemu je

w(z) = (z —p-1)(@ —2r), My = omax ()]
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Greska po dijelovima linearne interpolacije (n.)
e

Ocijenimo w(x) na |rx_1, Tg], tj. nadimo njezin maksimum po
apsolutnoj vrijednosti.

Funkcija w moze imati maksimum samo na otvorenom
intervalu (xy_1,rr) — u rubovima je greska 0.

Deriviranjem dobivamo da je lokalni ekstrem funkcije
wr)=(r—xp_1)(x — x),
tocka x., = (z,_1 + x)/2 (parabolal).

Vrijednost funkcije w u lokalnom ekstremu je

(flik — flik—1)2
4

wW(xe) = (e — 1) (Te — 1) = —
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Greska po dijelovima linearne interpolacije (n.)
i
Za bilo koji x € (z_1,xk) je w(x) <0, pa je x.
@ tocka lokalnog minimuma za w, odnosno,
@ tocka lokalnog maksimuma za |w|,
(xk - xk—1)2
w()] < fw(ze)| < 0 ,

Neka je h maksimalni razmak ¢vorova po svim podintervalima

Va € [xp_1, Tkl

him (= 1 — i),

i neka je My maksimum apsolutne vrijednosti f” na cijelom
intervalu |a, 0]
My := max My = max |f"(z)|.

1<k<n x€la,b]
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Greska po dijelovima linearne interpolacije (n.)
.

Na cijelom intervalu [a, b|, onda mozemo pisati

2 h2 2
@) — (o) < 22 7 Ly e

ol 4 8

Zakljucak. Ako ravnomjerno povecavamo broj ¢vorova, tako
da maksimalni razmak ¢vorova h — 0,

@ onda 1 maksimalna greska tezi u 0, tj.

@ dobivamo uniformnu konvergencijul!

Na primjer, za ekvidistantne mreze, za koje je

b_
th=a+kh h=-—2
T

ooreska je reda velicine h?. odnosno n 2.
9
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Komentar na po dijelovima linearnu interpolaciju
.

Mane po dijelovima linearne interpolacije.

@ Potrebno je dosta podintervala da se dobije umjerena
tocnost aproksimacije.

@ Na primjer, za h = 0.01, tj. za n = 100, greska
aproksimacije je reda veli¢ine 10™4.

@ Funkcija ¢ nije dovoljno glatka — samo je neprekidna.
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Po dijelovima parabolicka interpolacija
.

Ako stavimo m = 2, tj. na svakom podintervalu postavimo
kvadratni polinom,

@ moramo naci 3n koeficijenata,

@ a imamo 2n uvjeta interpolacije.

Zahtijevamo da aproksimacijska funkcija ¢ u unutarnjim
¢vorovima interpolacije xq, ..., r,—1 Ima

@ neprekidnu prvu derivaciju, pa smo dodali jos n — 1 uvjet.
@ dakle, treba nam jos jedan uvjet!
Taj uvjet ne moze se postaviti simetricno, ali se aproksimacija
moze naci.
Ona se uobi¢ajeno ne koristi, jer kontrolu derivacije mozemo
napraviti samo na jednom rubu.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija
.

Primjer. Funkciju

f(x) =1Inz
na intervalu |1, 100] aproksimiramo po dijelovima linearnom
interpolacijom, s toénoséu € = 1074, koju trazimo na cijelom
intervalu.

Nadite broj ¢vorova interpolacije n + 1 potrebnih da se
postigne ta tocnost €, uz

(a) ekvidistantnu mrezu na cijelom intervalu,

(b) interval [1,100] podijelimo na tri podintervala [1, 2], [2, 7],
7,100] i na svakom od njih koristimo posebnu
ekvidistantnu mrezu.

Po obje metode nadite aproksimaciju za In 2.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

Rjesenje. Za po dijelovima linearnu interpolaciju ¢ vrijedi

sljedeca ocjena pogreske

pri cemu je n broj podintervala interpolacije.

Trazimo li to¢nost ¢, onda mora biti

[f(z) = p(z)] <e.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

Da bi se to postiglo, dovoljno je zatraziti da je

1 1 /b—a\”
§h2M2:§( na> MQSS.

Odatle odmah slijedi da mora biti

nz(b—a)\%.

Sada joS samo treba izracunati M,. Deriviranjem dobivamo

Fa) ==

332
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija
L,

Bududi da je f” negativna, strogo rastuca funkcija, onda je
maksimum njezine apsolutne vrijednosti na lijevom rubu, tj.

1

Mo = max
12

x€la,b]

Rjesenje za (a). Na intervalu |1,100] je My = 1. Dobivamo

1 9900

pa je n = 3501, dok je broj ¢vorova n + 1 = 3502.

Da bismo odredili aproksimaciju za In 2, moramo naci u kojem
podintervalu se 2 nalazi.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija
O OECeem————

Ako je T u podintervalu |zj_1, xx|, mora biti

b—a b—a
<z<a-+k- .
n n

a+(k—1)-

U naSem slucaju je £ = 2. Onda dobivamo

99 99
1+ (k—1) — <2<1+k - ——
+ ) 3001 — i 3001
99 99
(k—1) — <1<k -—
3001 3001
3001
(k—1) < — <k
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija
L,

Prema tome, £ = 36, 235 ~ 1.9897172240, 135 ~ 2.0179948590,
pa imamo tablicu podijeljenih razlika

Tk flzk] Sk, Tpa]

1.9897172240 | 0.6879925301

0.4990461264
2.0179948590 | 0.7021043744

Interpolacijski polinom na tom podintervalu onda glasi:
p1(x) = 0.6879925301 + 0.4990461264(x — 1.9897172240),
pa je
p1(2) = 0.6931241097, |In(2) — p1(2)| = 0.0000230709.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

Rjesenje za (b). Na intervalu [1,2] je My = 1, pa je

1 100

pa je np = 30.

1
Na intervalu [2,7] je My = 1 P je

1
ny > (7 — 21| —3— = 2% g8 388834765
2= 8-10~%  24/8 ’
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

1
Na intervalu [7,100] je My = 19’ P2 je
L 9300
> (100 — 7 9 _— T ~469.7209334
ns = ( ) 8 ] 10_4 7\/g .

pa je ny = 470.

Ukupan broj podintervala je n = n; + ny + n3 = 595, Sto je
skoro 6 puta manje nego u (a). Broj ¢vorova je 596.

Buduci da je 2 ¢vor interpolacije, onda nemamo sto racunati, i
vrijednost u ¢voru je upravo In2 ~ 0.693147181.
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Po dijelovima kubicna
interpolacija
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Po dijelovima kubi¢na interpolacija
TGS,

Kod po dijelovima kubi¢ne interpolacije, restrikcija
aproksimacijske funkcije ¢ na svaki podinterval [zy_1, 2] je
kubi¢ni polinom

© =, k=1,...,n,

[xr—1,Tk]

gdje je pi € Ps.

Ove polinome p;, obic¢no zapisujemo relativno obzirom na
pocetnu tocku intervala x,_1, u obliku

pr(x) = cop + c1p(x — x)—1)

+ con(T — 2p1) + ez (v — 251)°,

za v € |xp_ 1,11, 1iza k=1,...,n.

NumAnal 2012, 15. predavanje—dodatak — p. 27/99



Broj nepoznatih parametara 1 broj uvjeta
L,

Ukupno imamo n kubi¢nih polinoma,
@ od kojih svakome treba odrediti 4 koeficijenta,

@ dakle, ukupno moramo odrediti 4n koeficijenata.

Uvjeta interpolacije je 2n, jer svaki kubi¢ni polinom p;

@ mora interpolirati funkciju f u rubovima svog
podintervala |xj_1, ),

tj. mora vrijediti
Pr(Tr—1) = fr-1,

pr(rr) = [fx,
Ovi uvjeti automatski osiguravaju neprekidnost funkcije .
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Dodatni uvjeti interpolacije na derivaciju
.

Obicno zZelimo da interpolacijska funkcija ¢ bude glada:

@ barem klase C''[a, b], t.

@ da je i derivacija funkcije ¢ neprekidna i u ¢vorovima.
Dodavanjem tih uvjeta za svaki kubi¢ni polinom p;., dobivamo
tocno jos 2n uvjeta “interpolacije”

P(Th—1) = Sp—1,
p;-c (Ik) — Sk,
pri cemu su S neki brojevi.

Njihova uloga moze biti viseznacna, pa ¢emo je detaljno
opisati kasnije.

@ Ideja — brojeve s mozemo birati/zadati na razne nacine.
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Neprekidnost derivacije interpolacijske funkcije
e,

Zasad, mozemo zamisljati da su brojevi s
@ neke aproksimacije derivacije funkcije f u ¢évorovima.

Oznaka s, dolazi od engleske rijeci “slope” = nagib.

Primijetite da je takvim izborom dodatnih uvjeta

@ osigurana neprekidnost prve derivacije funkcije ¢ u svim
unutrasnjim cvorovima,

jer je
p;c—l(xk—l) — P;(lﬁk—l) = Si_1, k=2, ....n.

Ako pretpostavimo da su s, nekako zadani brojevi, dobivamo
problem Hermiteove interpolacije za svaki polinom py.

Nadimo koeficijente interpolacijskog polinoma py.
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Zapis po dijelovima kubiéne interpolacije
L,

Za ova] problem Hermiteove interpolacije

@ najzgodnije je koristiti Newtonov oblik interpolacijskog
polinoma py,

@ s tzv. dvostrukim ¢évorovima x,_1 1 7.

Razlog. U oba ¢vora x;_; 1 x; zadajemo po dva podatka:

@ vrijednost funkcije i derivacije.

Razmak susjednih razlicitih ¢vorova oznacavamo ovako:

hkizﬂfk—ﬂfk_l, k:1,...,’n.

Ponovimo §to, zapravo, znaci da je x; dvostruki ¢vor.
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Dvostruki €vorovi u podijeljenim razlikama
D

Ako se u podijeljenoj razlici f[zy, xx + h| ova dva ¢vora
priblizavaju jedan drugom, onda na limesu kad A — 0
dobivamo

tmn fla. i+ ] = lim LR ZIE)

naravno, pod uvjetom da f ima derivaciju u tocki x;. Drugim
rijecima, vrijedi

flzr, wi) = f(zn).

U nasem slucaju, ako u tocki zy
@ derivaciju f'(xy) zadajemo ili aproksimiramo sa s,
onda je

f[%, xk] — Sk-
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Tablica podijeljenih razlika za polinom p;
N

Tablica podijeljenih razlika za Hermiteov interpolacijski
polinom p;. koji ima dva dvostruka ¢vora xy_1 1 x; je

te | flte]  fltestioed]  flt, ey, teso] [tk tog1s toga, thys)
Lk—1 fk:—l
Sk—1
Lk—1,Tk| — Sk—
Lk—1 fk—l f[ ! hz] i
Sk + Sp—1 — 2f|xK—1, Tk
fler—1, 2k 7o
2
sk — [lrr—1, k]
rr | Jk
i,
Sk
rr | fx
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Newtonov oblik

polinoma p;.

Newtonov oblik Hermiteovog interpolacijskog polinoma p; koji
ima dva dvostruka ¢vora x,_; 1 x) je

pe(x) = flag—] + f
+f
+

uz uvazavanje da je

Tro1, Tt - (T — Tp1)

:ij—la Lk—1, xk] ' ($ — Zl?k-1)2

:xk—la Li—1, Lk, xk] ) (CE — xk—l)Q(x — xk))

f[xk—la xk—l] — Sk—1,

f[xk—b Lk—1, xk] =

f[xk—ly Lk—1y Lk, xk] —

f[lb“k—h xk] — Sk—1
hi ’
Sp+ Sp—1 — 2f|[Tp—1, Tp|
h? '
k
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Newtonov oblik polinoma p; (nastavak)
T —_

Uvrstavanjem ¢vorova zj_; 1 3 u prethodnu formulu za py,
odmah mozemo provjeriti da je

pk(iﬂk—ﬁ = fk—-1, Pk(xk—ﬁ = Sk—1,
pk(iﬂk) = [k, pﬁc(l‘k) = Sk

Drugim rijecima, nasli smo trazeni polinom p, na svakom
podintervalu [xg_1, 2], z2a k=1,...,n.

Za nalazenje koeficijenata c; ; u standardnom zapisu, treba jos

@ Newtonov oblik polinoma p, “preurediti” tako da bude
napisan po potencijama od (x — xp_1).
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Standardni oblik polinoma p;
N

Posljednji ¢lan Newtonovog oblika polinoma p; mozemo
napisati kao

*(x — Tp—1 + Tp—1 — Tp)

(# = xp1)* (v — ap) = (x — 231
= (2 — xp1) (2 — 21 — D)

= (v — 2p_1)° — hi(v — 251)°.
Zapis polinoma p; sada glasi

pr(®) = flega] + flop—1, pa] - (v — 2p1)
+ (flwe—1, o1, 2] — hi flTr-1, Tpo1, Tp, T3))
(= xp_1)?

+ f[mk—hxk—l)mk;mk] . (iE — .Tk_l)g.
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Standardni oblik polinoma p; (nastavak)
T —"_ 5 5

Usporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuce potencije od
(x — xp_1), dobivamo

Cok — pk(xk—l) — fk—la

Cl,k — p;f(ﬂfk—ﬂ — Sk—1,

(2

Cok = 4 > ) = flop—1,Tk—1, k| — hi flor—1, Tp_1, Tk, Tk,
p/// xk_

C3,k = b (6 1) = f[CUk—lail?k—thk,fI?k]-

Promotrimo li posljednje dvije relacije, otkrivamo da se isplati
@ prvo izracunati koeficijent cs g,

@ a zatim ga upotrijebiti za racunanje cg k.
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Standardni oblik polinoma p; (nastavak)
o ———————————————

Na kraju, dobivamo sljedece relacije
@ za koeficijente ¢; ; u standardnom zapisu polinoma py,

napisane redom kako se racunaju:

Co.k — fk—la
Cl.k — Sk—1,

Sk + Sp—1 — 2f|xp_1, Tp|
C3.k — h2 )

k

f[CUk—b ZUk] — Sk—1

Cof = — hiCsa i,
hi,
za k=1,...,n.
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Po dijelovima kubiéna interpolacija — komentar
L,

Drugim rijecima, ako znamo sj, onda

@ nije problem naci koeficijente po dijelovima kubic¢ne
interpolacije.

Ostaje nam samo pokazati kako bismo mogli birati brojeve sy.

Tu postoje dva bitno razli¢ita nacina.

@ s, su “prave” vrijednosti derivacije funkcije f u
¢vorovima, tj. s, = f'(xk).

@ s, su neke aproksimacije za f'(xy). Takve aproksimacije
mozemo naci numerickim deriviranjem.
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Po dijelovima kubicna
Hermiteova interpolacija
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Po dijelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija
e,

Vrijednosti s, mozemo izabrati tako da su one bas jednake
derivaciji zadane funkcije u odgovarajucoj tocki, tj. da vrijedi

s = f(xp).

U tom slucaju je kubi¢ni polinom

@ odreden lokalno, tj. ne ovisi o drugim kubi¢nim
polinomima,

@ razlog — na rubovima zadane 2 funkcijske vrijednosti i 2
vrijednosti derivacija.

Takva se interpolacija zove po dijelovima kubi¢na Hermiteova
interpolacija.
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Greska po dijelovima kubi¢ne Hermiteove interp.
S

Neka je funkcija f € C*[a,b]. Za svaki podinterval [z)_q, 7]
vrijedi ocjena greske za Hermiteovu kubicnu interpolaciju

£(@) — pile)] < T ()],

pri cemu je

w(zr) = (r — xk_l)z(a: — xk)2, Mf — E[max ] |f(4)(aj)\.
TE|TK_1,Tk

Ostaje samo jo§ pronaci u kojoj je tocki intervala |zj_1, z]
maksimum funkcije |w|.

Dovoljno je naci sve lokalne ekstreme funkcije w, jer je na
rubovima greska 0.
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Greska po dijelovima kubi¢ne Hermiteove interp.
S

Deriviranjem izlazi da se ekstrem (i to lokalni maksimum)
dostize u x, = (rp_1 + x1) /2.

Vrijednost u x. je kvadrat vrijednosti greske za po dijelovima

linearnu interpolaciju na istoj mrezi ¢vorova

W(re) = (2o — wp1) (20 — 21)° = < —1?_1) .

Prijelazom na apsolutnu vrijednost, slijedi da je z. tocka
lokalnog maksimuma za |w| i

w(@)] < wla)] < k= k=)

< < T , Va € |xp_1, 28]
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Greska po dijelovima kubi¢ne Hermiteove interp.
S

Definiramo li, ponovno, maksimalni razmak ¢vorova

h = max {hy = x5 — Tp_1},
1<k<n

onda, na ¢itavom |a, b], mozemo pisati

_ <720 T ot

pri cemu Je

M, = max {My} = max fO ()],

Drugim rije¢ima, ako ravnomjerno pove¢avamo broj ¢vorova,
tako da h — 0, onda 1 maksimalna greska tezi u 0.
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Greska po dijelovima kubi¢ne Hermiteove interp.

Neka je f € Cta, D] i pretpostavimo da

@ f ima ogranicenu i integrabilnu ¢etvrtu derivaciju na
svakom podintervalu [xy_q, xg|.

Tada je
17@) ~ 9@l < g B 1D

|W@wwmwm<%gmu%w

1/ (z) = (@) |0 < E P2 (| £ o,

119() ~ 6D @l < 5 b1/

VAN
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Primjer — po dijelovima Hermiteova interp.
I,

Primjer. Nadite po dijelovima kubi¢nu Hermiteovu
interpolaciju za podatke

Je || 1] 2
o1

Ocito, treba povuéi dva kubiéna polinoma
@ p; na intervalu [0, 1],

@ po na intervalu |1, 2].
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Primjer — po dijelovima Hermiteova interp.
N,

Za polinom p; imamo sljedecu tablicu podijeljenih razlika

te | fltel  fltestira]  fltes ot toge]  fltes - s thgs)
0 1
0
0 1 1
1 —1
1 2 0
1
1 2

Iz nje dobivamo

pi(x)=1+(14+1)(x—0)*—1(z —0)° =1+ 22" — a°.
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Primjer — po dijelovima Hermiteova interp.
N,

Na slican nacin, za ps dobivamo tablicu podijeljenih razlika

te | fltel  fltetea]  FlEe tean, tego]  FlEe, s trrs)
1 2
1
1 2 —3
—2 6
2 0 3
1
2 0
pa je

po(z) =24+ (x — 1)+ (=3 —6)(z — 1)+ 6(x — 1)°
=2+ (x—1)—9(x —1)*+6(x — 1)°.
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Demo — po dijelovima kub. Hermiteova interp.
—————,,

Pokazati kako izgleda po dijelovima kubic¢na Hermiteova
interpolacija na primjeru funkcije Runge:

1

fa) = 1

r € |—5, 5],

na ekvidistantnim mrezama s parnim brojem podintervala.

@ approx\interp\comp_her\gnuplot\herrung.plt
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Po dijelovima kubicna
kvazihermiteova interpolacija
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Po dijelovima kubi¢na kvazihermiteova interp.
————

Sad se mozemo vratiti problemu kako napraviti po dijelovima
kubi¢nu Hermiteovu interpolaciju, ako nemamo zadane
derivacije.

U tom slucaju
@ derivacije mozemo aproksimirati na razli¢ite nacine,

@ a samu Interpolaciju zvat ¢emo kvazihermiteova po
dijelovima kubi¢na interpolacija.

Napomena. U slucaju aproksimacije derivacije, greska po
dijelovima kubi¢ne interpolacije ovisi o tome

@ koliko je “dobra” aproksimacija derivacije.
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Podijeljene razlike unaprijed
N,

Najjednostavnije je uzeti podijeljene razlike kao aproksimacije
derivacija u ¢vorovima. One mogu biti

@ unaprijed (do na posljednju), ili

@ unazad (do na prvu).

Ako koristimo podijeljene razlike unaprijed, onda je

,
k+1 — Jk
L f, zak=0,...,n—1,
; L+l — Tk
Sk —
\xn_xn—l7
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Podijeljene razlike unazad

a ako koristimo podijeljene razlike unazad, onda je

( _
h fo) za k =0,
< 1 — Lo
S —
Je — Je—1 B
ak=1 n
kxk—xk_f A (3

Medutim, greska koju smo napravili takvom aproksimacijom
derivacije je reda velicine

@ O(h) u derivaciji,

@ odnosno O(h?) u funkcijskoj vrijednosti,
Sto je dosta lose.
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Simetri¢ne razlike kao aproksimacije derivacije
S

Ako su tocke x, ekvidistantne, mozemo korisititi simetri¢nu
razliku (osim na lijevom i desnom rubu, gdje to nije moguce).
Uz oznaku h = x;, — x)_1, imamo

( —_—
S hfo’ o k=0,
fre1 — fro
— —1.. —1
Sk < 29, ) k ) y T )
\ In _hfn_l, za k =n.

Greska obzirom na obi¢ne podijeljene razlike
@ ce se popraviti tamo gdje se koristi simetri¢na razlika, ali

@ najvece greske ostaju na prvom i zadnjem podintervalu.
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Besselova aproksimacija derivacija
.

Postoje 1 bolje aproksimacije derivacija, a pripadni
kvazihermiteovi kubi¢ni polinomi obi¢no dobivaju ime po
nacinu aproksimacije derivacija.

Ako derivaciju u tocki x; aproksimiramo tako da povucemo
@ kvadratni interpolacijski polinom kroz xj_1, xp 1 Tpi1,
@ a zatim ga deriviramo.

Pripadna kvazihermiteova interpolacija zove se Besselova po
dijelovima kubi¢na interpolacija.

U prvoj i posljednjoj tocki ne mozemo postupiti tako (jer
nema lijeve, odnosno, desne tocke).
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Besselova aproksimacija derivacija — sredina
e,

Derivaciju u xy aproksimiramo tako da povucemo
@ kvadratni interpolacijski polinom kroz xg, x1 1 29, 1
@ njega deriviramo u x.
Slicno, derivaciju u x,, aproksimiramo tako da povucemo
@ kvadratni interpolacijski polinom kroz x,_2, x,—1 1 x,, 1

@ njega deriviramo u x,,.

U unutrasnjim ¢vorovima x, za k= 1,...,n — 1, dobivamo

Pak(®) = froo1 + flor—1, vi) (z — Tp—1)

+ flog—1, Tk, Tor1] (2 — 2p—1) (x — %),
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Besselova aproksimacija derivacija — sredina
O e——.

a zatim, deriviranjem 1 uvrstavanjem xy
Sk — plzk(flfk) — f[CUk—h ZUk] - f[CUk—h Lk, CUk+1] (CUk — Jik—l)-

Uz oznaku hy, =z, — 2,1, k = 1,...,n, prethodna se formula
moze napisati i kao

f[xka $k+1] — f[xk—h $k]
hi + hk_|_1

Sk = [lrr—1, Tk + hy

_ P flep—1, 2] + hi flog, Tpi]
hy + gy

)

tj. si je tezinska srednja vrijednost podijeljene razlike
unaprijed 1 unatrag.
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Besselova aproksimacija derivacija — pocetak
e I—————

Za k = 0 pripadni polinom je

p21(r) = fo+ flxe, w1 (x — o)

+ flxo, x1, x| (x — x0) (2 — 271).
Deriviranjem, pa uvrstavanjem z, dobivamo
S0 = P’2,1($0) = flzo, 1] + flzo, 21, T2 (X0 — 1)

f[ﬂfh 1132] - f[fUO, 371]

_ (2h1 + ha) flzo, 1] — b1 flx1, 2]
hi + ho '
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Besselova aproksimacija derivacija — kraj
L,

Za k = n pripadni polinom je
Pan-1(2) = foeo + flTn—2, Tn_1] (z — Tp_2)
+ flrn_2, Tn 1, xp] (x — 2p_9)(x — 2p_1).
Deriviranjem, pa uvrstavanjem z,, dobivamo
0 = P (20) = fleaz, @nca] + FlEn 2. a1, @a] (2 — 2ams)

=+ f[xn—Qv Ln—1, xn] (xn _ xn—l)

f[xn—la xn] _ f[xn—% xn—l]
hn—l =+ hn

_hn f[xn—% xn—l] + (hn—l + 2hn) f[ajn—la xn]
hn—l =+ hn .

= flen_2,Tn_1] + (hn_1 + 2hy)
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Besselova aproksimacija derivacija — gresSka
TGS,

Dakle, za Besselovu po dijelovima kubi¢nu interpolaciju

stavljamo
( (th + h2) f[3307371] — Iy f[llﬁ, x2] k=10
h1 + h2 | |
Sk = 4 g1 flan—, o] + P fl2n: T k=1 n—1
k hk + hk-|-1 | | | |
—hn flon—2, @n1] + (hn1 + 2hn) flzn—1, 2] k=mn
\ B 1+ |

Greska
@ u derivaciji je reda velicine O(h?),

@ $to znaci da je greska u funkciji reda velicine O(h?).
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Akimina aproksimacija derivacija — sredina

Jos jedna varijanta aproksimacije derivacija “s imenom” .
Akima je 1970. godine dao sljede¢u aproksimaciju koja

@ usrednjava podijeljene razlike,

@ s ciljem da se sprijece oscilacije interpolacijske funkcije :

Wi flTr_1, Tr] + wi_1 flog, Trp1]

S = , k=0,...,n,

Wi+1 T Wi—1
uz

W = ’f[il?k, $k+1] — f[ajk—la xk”

Ww—_1 — Wy — Wy, Wp—1 — Wy — Wn41-
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Akimina aproksimacija derivacija — pocetak
e,

Za k =01k = n, formule se ne mogu direktno iskoristiti, bez
dodatnih definicija.

Kracenjem svih tezina w; u formuli za £ = 0 dobivamo da je

flr—1, o] + flzo, 21]
5 .

So —

Treba jo$ definirati sto je flr_1, xq]. Podijeljenu razliku
flxo, r1] mozemo interpretirati kao sredinu dvije susjedne
podijeljene razlike, tj.

fle—1, o] + flx1, 2]
; .

flxo, 1] =
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Akimina aproksimacija derivacija — kraj
e I—————

Odatle slijedi da je

f[ﬂf—h 930] — 2f[:1:0, 331] — f[$1; xz],
odnosno

3f (w0, 21] — flan, 2
: |

Za hi = hy dobivamo isto kao 1 kod Besselove aproksimacije.
Inace — nel

So —

Na slican nacin, mozemo dobiti i relaciju za s,

Sf[xn—la xn] - f[xn—Qa xn—l]
9 .

Sn —
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Akimina aproksimacija derivacija — greska
.
Akimin algoritam je
@ popularan u praksi,

@ nalazi se u standardnim numerickim paketima, poput
IMSL-a, iako je to¢nost ovih formula za aproksimaciju
derivacije relativno slaba.

Za neekvidistantne tocke, greska

@ u derivaciji je reda velicine samo O(h),

@ a to znaci samo O(h?) za funkcijske vrijednosti.
Ako su tocke ekvidistantne, onda je greska

@ reda velicine O(h?) za derivaciju,

@ a O(h?) za funkciju, tj. kao i kod Besselove po dijelovima
kvazihermitske interpolacije.
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Akimina aproksimacija derivacija — osnovni cilj
I

Slabija tocnost je potpuno u skladu s osnovnim ciljem
Akimine aproksimacije derivacija. U mnogim primjenama

@ zelimo dobiti geometrijski ili vizuelno pozeljan, oblik
aproksimacijske funkcije ¢,

@ tipican primjer je (priblizno) crtanje grafova funkcija.
Ostaje jos pitanje kako postié¢i vizuelnu “glatkocu”?

@ Heuristika — izbjegavanje naglih promjena u derivaciji.

@ Dobivene podatke za derivaciju moramo “izgladiti”.

@ Problem izgladivanja podataka je klasi¢ni problem
numericke analize.

@ Najjednostavniji pristup je zamjena podatka srednjom
vrijednosc¢u podataka preko nekoliko susjednih tocaka.
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Druge aproksimacije derivacija
e,
Aproksimacija derivacije mogla bi se napraviti jos i bolje, ako
@ povucemo interpolacijski polinom stupnja 3 koji prolazi
tockama x, ri_1, Tr41 1 jednom od tocaka x_o ili zp o
(nesimetricnost!)
@ i njega deriviramo u xy (uz pazljivo deriviranje na
rubovima).

Takvim postupkom mozemo dobiti gresku

@ u funkcijskoj vrijednosti O(h*).

Primijetite da bolja aproksimacija derivacija nije potrebna, jer
je greska kod po dijelovima Hermiteove kubicne interpolacije

takoder reda velicine O(h?).
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Zakljuéak

Kvazihermiteova po dijelovima kubi¢na interpolacija je,
takoder,

@ lokalna, tj. promjenom jedne tocke promijenit ¢e se samo
nekoliko susjednih kubi¢nih polinoma.

Tocno koliko, ovisi o tome koju smo aproksimaciju derivacije
izabrali.
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Kubicna splajn
interpolacija

NumAnal

120
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Kubi¢na splajn interpolacija
.

Brojeve sg, ..., s, mozemo odrediti 1 iz zahtjeva da

@ ¢ ima neprekidnu drugu derivaciju u unutarnjim
¢vorovima Ty, ...T,_1, tj. da je klase C?[a, b).

Takva se interpolacija zove kubi¢na splajn interpolacija.

Iz tih uvjeta ne mozemo jednoznac¢no izracunati splajn, jer
@ treba odrediti 4n koeficijenata kubi¢nih polinoma,

@ a imamo 2n uvjeta interpolacije (svaki polinom mora
interpolirati rubne tocke svog podintervala),

@ uvjeta ljepljenja prve derivacije u unutarnjim tockama
ima n — 1 (toliko je unutarnjih tocaka),

@ 1n —1 jeuvjeta ljepljenja druge derivacije.
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Broj nepoznatih parametara i broj uvjeta
I am—aa

Zakljucak. Ukupno imamo
@ 4n — 2 uvjeta,
@ a moramo odrediti 4n koeficijenata,

@ pa vidimo da nedostaju 2 uvjeta da bismo te koeficijente
mogli odrediti.

Za pocetak, prva derivacija se lijepi u unutarnjim tockama ¢im
postavimo zahtjev da je

o' (Tr) = sk

u tim tockama, bez obzira na to sto je sy.
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Ljepljenje druge derivacije
.

Ostaje postaviti uvjete ljepljenja druge derivacije u
unutarnjim ¢vorovima. Zahtjev je

p%(%) ZPZH(CL’/@), k=1,...,n—1.

Ako polinome p; piSemo u formi relativno obzirom na pocetnu
tocku podintervala, tj. ako je

pr(x) = cop + c1p(x — x)—1)

+ cop(x — $k—1)2 + cs(x — 561:—1)3,

onda je
/"

pr() = 2co + 6cs (@ — T—1)

Prar (@) = 2¢o k11 + 6¢3 k1 (T — x1).

NumAnal 2012, 15. predavanje—dodatak — p. 71/99



Ljepljenje druge derivacije (nastavak)
G

Uvrstavanjem xj 1 dijeljenjem s 2 izlazi uvjet ljepljenja

Co + 33 k(T — Tp—1) = Copt1-

Ostaje samo ispisati koeficijente c; ; u terminima fj 1 sg.
Ponovimo, za kubi¢ni polinom s 2 dvostruka ¢vora, imali smo

Sk + Sp—1 — 2f|[Tp—1, Tp)
h? ’
f[xk:—ly Cl?k] — Sk—1

hiy,

C3.k —

Cok —

Sada jos treba uvrstiti ove dvije relacije u uvjet ljepljenja
druge derivacije.
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Linearni sustav za kubi¢nu splajn interpolaciju
L,

Sredivanjem izlazi

_3f[33k—17 xk] + Sp—1 + 284 B 3f[33k7 33k+1] — 28k — Sk+1

hiy, Ryt

Pomnozimo li prethodnu relaciju s Aghgyq i
@ prebacimo li sve s, na lijevu stranu,
@ a Clanove koji nemaju s, na desnu stranu,

za k=1,...,n— 1, dobivamo

hit1Sk—1 + 2(hg + Piy1) Sk + DSkt
— S(hk+1f[il7kz—1, CI?k] =+ hkf[flfk, $k+1])-
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Linearni sustav za kubi¢nu splajn interpolaciju
TGS,

Ovo je linearni sustav
@ s (n+ 1)-om nepoznanicom i (n — 1)-om jednadzbom.

Ako zadamo nagibe sq 1 s,,, ostaje toéno n — 1 nepoznanica.
Matrica tako dobivenog linearnog sustava je tridijagonalna

" 2(h1 + ho) h1 |
hs 2(]’&2 + hg) ho

hn—l Q(hn—Q + hn—l) hn—Q
hn 2(hn—1 + hn) a

1 strogo dijagonalno dominantna po recima, jer je

2(hi + higg1) > hg + higa,
pa je 1 regularna.
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RjeSenje linearnog sustava za splajn interpolaciju
e

Ovaj linearni sustav sigurno ima jedinstveno rjesenje

S1y...8n—-1-

Za rjeSavanje sustava mozemo koristiti Gaussove eliminacije ili
LR faktorizaciju bez pivotiranja.

Za tridijagonalnu matricu

dl €1
Co dz €9

Cn—1

dn—l

Cn

€n—1

dy,

pretpostavimo da postoji LR faktorizacija bez pivotiranja.
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RjeSenje linearnog sustava za splajn interpolaciju
O OOCeem—_———————

Tada nije tesko pokazati da su matrice L 1 R oblika

1
(o 1

'n—1 €En-—-1
'n

Matrice A1 R imaju jednake dijagonale iznad glavne.
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RjeSenje linearnog sustava za splajn interpolaciju

Ostale elemente matrica L i R racunamo po sljedeé¢im
rekurzijama

ledla
zal1=2,...,M:
&:Ci/”'”z'—la

ri=d; —Lie;q.
Primijetite, sada sy,

@ nisu nezavisni, nego ovise jedan o drugom.

@ To znaci da aproksimacija vise nije lokalna, jer se
promjenom jedne tocke mijenjaju svi polinomi.
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Dva dodatna uvjeta
G

Posljednje otvoreno pitanje je kako mozemo izabrati sg i s,
(nedostaju 2 uvjetal)?

@ Oni se ne zadaju direktno,

@ uobicajeno se zadaju rubni uvjeti na funkciju ¢ iz kojih
se odreduju sg 1 s,.

Postoji nekoliko tradicionalnih nacina zadavanja rubnih
uvjeta, odnosno jednadzbi koje nedostaju.
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Potpuni (kompletni) splajn

D,
(a) Potpuni (kompletni) splajn
Poznato:

@ derivacija funkcije f u rubovima, (recimo kod rjesavanja
rubnih problema za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu).

Zadaje se:

S0 = f/(xO)v Sp = f/(xn)

Greska aproksimacije u funkcijskoj vrijednosti je O(h*).
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Zadana druga derivacija u rubovima

(b) Zadana druga derivacija u rubovima

Poznato:

@ druga derivacija funkcije f u rubovima.

Zadaje se:

[ (o) = " (o) = pi (o), f' () = ¢"(xn) = p(n).

Treba jos izraziti
@ pY(zg) preko sg, s,

@ p/(x,) preko s,_1 1 s,.
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Zadana druga derivacija u rubovima — pocetak

Zmnamo da je

pi(zo) (o) |

L

Iz 1zraza za co 1zlazi

3f|xo, x1] — 250 — 51 _ " (xo)
hq 2

ili, ako sredimo, dobivamo

hi
250 + 51 = 3 f|xo, x1] — éf’(xo).

Ovu jednadzbu treba dodati kao prvu u linearni sustav.
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Zadana druga derivacija u rubovima — kraj
L,

Slicno, koriStenjem da je
Pp(Tn) = 2¢am + 6C3,5f0,

te uvrstavanjem lizraza za co,, 1 C3,,, 1zlazi 1

hn /!
Sn_1+ 28, = 3f|wn_1,1n] + Ef ().

Tu jednadzbu dodajemo kao zadnju u linearni sustav.

Dobiveni linearni sustav
@ ima (n + 1)-u jednadzbu i isto toliko nepoznanica,
@ a moze se pokazati da ima i jedinstveno rjesenje.

Greska aproksimacije u funkcijskoj vrijednosti je O(h*).
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Prirodni splajn
D,

(¢) Prirodni splajn
Poznato: tzv. slobodni krajevi,

2

©"(x0) = ¢"(zn) = 0.
Dodatne jednadzbe: kao u (b), samo se stavi
f'(xo) = f"(xn) =0
250 + s1 = 3f|xo, T1], Sn_1+ 28, = 3f|xn_1, x4

Greska aproksimacije:

@ Ako f nema druge derivacije na rubu 0, onda je greska u
funkcijskoj vrijednosti O(h?),

@ ako ih ima, onda je (kao u (b) slucaju) greska O(h*).
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Numeri¢ka aproksimacija derivacija
.

(d) Numericka aproksimacija derivacija

Nepoznato: ponasanje derivacije funkcije f na rubovima.

Preostala dva parametra mogu se odrediti tako da
@ numericki aproksimiramo ¢’ ili " ili "' u rubovima.

@ Kao aproksimaciju koristimo odgovarajucu derivaciju
kubic¢nog interpolacijskog polinoma koji prolazi tockama,
xg, ..., X3, odnosno x,_s, ..., T,.

Greska za bilo koju od ovih varijanti je reda O(h*) u
funkcijskoj vrijednosti.
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Not-a-knot (nije €vor) splajn
o —————
(e) Not-a-knot (nije ¢vor) splajn

Nepoznato: ponasanje derivacije funkcije f na rubovima.

Umjesto neke aproksimacije derivacije, koristimo tzv.
“not-a-knot” (nije ¢vor) uvjet.
@ Parametre sg 1 s,, biramo tako da su prva dva i posljednja
dva kubicna polinoma jednaka, tj. da je
P1 = P2, Pn—1 = Pn-
To znaci da se u ¢voru
@ 1, zalijepi 1 treca derivacija polinoma p; 1 ps,

@ 1,1 se zalijepi treca derivacija polinoma p,,_1 1 p,.
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Not-a-knot (nije €vor) splajn — pocetak

Te zahtjeve mozemo pisati kao

11 11 i

Py (z1) = py (1), Pr1(Tn-1) = Pp (Tn-1).

Zahtjev p!"(x1) = p5(x1) znaci da su vodeci koeficijenti
1 2

polinoma p; 1 py jednaki,
C3,1 — C3.2.
Pridruzimo li taj zahtjev zahtjevu ljepljenja druge derivacije,
Co.1 + 3cg1hy = ca9,

dobivamo. ..
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Not-a-knot (nije ¢vor) splajn — pocetak (nast.)

...prvu jednadzbu

flro, x1) —so . s1+ so — 2f[xo, 21]
+ 2
hl hl

_f[5131,$2]—81 L s1+ so — 2f|xo, 1]
— — hs .

ho h?

Sredivanjem, izlazi

hQSO + (hl + h2)81

(h1 +2(h1 + ha))hy flwo, 21] + hT fl21, 22)]
hi + ho '
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Not-a-knot (nije €vor) splajn — kraj
GGG

Na slican nac¢in dobivamo i zadnju jednadzbu
(hn—l + hn)sn—l + hn—lsn

(hn =+ 2(hn—l =+ hn))hn—l f[xn—la xn] =+ h721 f[xn—Qa xn—l]
hn—l =+ hn |

Greska aproksimacije za funkcijske vrijednosti je O(h*).

Porijeklo naziva “not-a-knot”:

@ kubi¢ni splajn uobicajeno ima neprekidne druge
derivacije u unutarnjim ¢vorovima, Iy, ..., Z,_1.

@ Treca derivacija funkcije ¢, op¢enito, “puca’.

@ Kod “not-a-knot” splajna, u x; 1 x,,_1 ne puca treca
derivacija, pa to nisu “pravi’ ¢vorovi splajna.
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Ostali rubni uvjeti
D ———

(f) Ostali rubni uvjeti

Svi dosad opisani nacini zadavanja rubnih uvjeta “cuvaju”

@ tridijagonalnu strukturu linearnog sustava za nepoznate
parametre Sg.

Za aproksimaciju periodickih funkcija (na intervalu koji
odgovara periodu) zahtijeva se periodi¢nost prve i druge
derivacije u rubovima

!

0 (20) = ' (xn), 0" (w0) = " (1),
Sto vodi na jednadzbe
pi(zo) = pp(@n),  pi(x0) = Pp(an).

Dobiveni linearni sustav viSe nije tridijagonalan.
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Greska kubic¢ne splajn interpolacije

Neka je f € C*?[a, D] i pretpostavimo da

@ f ima ogranicenu i integrabilnu ¢etvrtu derivaciju na
svakom podintervalu [xy_q, xg|.

Tada je
1£@) = p@)lle < g B 1D e
17/(@) ~ @l < 5 517
17(2) = @ @)l < 5 02111 @)

1/1
1F90) = 9 @)l < 5( 5+ 8) BTV

gdje je f := (maxy hg)/(ming hy) mjera neuniformnosti mreze.
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Greska kubi¢nog splajna i rubni uvjeti
e,
Ove ocjene greske, naravno, vrijede samo uz pretpostavku
@ da su i rubni uvjeti dovoljno toc¢ni,
@ tj. 1 oni zadavoljavaju odgovarajuc¢u ocjenu greske.

U protivnom, gubimo to¢nost pri rubovima.

Napomena.

@ Dozvoljeno je kombinirati razne oblike rubnih uvjeta u
jednom 1 drugom rubu.

Postoji cijela teorija splajn funkcija — ne samo polinomnih.

@ Vektorski prostor, “lokalna” baza — B—splajnovi, itd.
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Demo — Not-a-knot kubi€na splajn interp.
I,

Pokazati kako izgleda Not-a-knot kubi¢na splajn interpolacija
na primjeru funkcije Runge:

1

fa) = 1

r € |—5, 5],

na ekvidistantnim mrezama s parnim brojem podintervala.

@ approx\interp\comp_spl\gnuplot\splrung.plt
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Primjer — prirodni splajn
D

Primjer. Neka je
f(x) = sin(mx).

Nadite prirodni splajn koji aproksimira funkciju f na [0, 1] s
¢vorovima interpolacije x;, = 0.2k, za £k =0,...,5.

Izracunajte vrijednost tog splajna u tocki 0.55.

Budu¢i da su tocke ekvidistantne s razmakom h = 0.2,
“srednje” jednadzbe linearnog sustava za splajn su

hsk_1 + 4hsk + hskyr = 3(hf|xg_1, zi] + hflog, xra]),
k=1.... .4
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Primjer — prirodni splajn (nastavak)
T —_—

Dodatne jednadzbe (prva i zadnja) za prirodni splajn su

259 + s1 = 3f|xg, 1], Sy + 255 = 3f |14, x5].
Za desnu stranu sustava trebamo prve podijeljene razlike

tr flte] flte, thgt]

0.0 | 0.0000000000
0.2 | 0.5877852523
0.4 | 0.9510565163
0.6 | 0.9510565163
0.8 | 0.5877852523
1.0 | 0.0000000000

2.9389262615
1.8163563200
0.0000000000
—1.8163563200
—2.9389262615
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Primjer — prirodni splajn (nastavak)

Iz svih ovih podataka dobivamo linearni sustav

0.4 0.2
0.2 0.8 0.2
0.2 0.8 0.2
0.2 0.8 0.2
0.2 0.8
0.2

0.2

0.4

1.7633557569 |

2.8531695489

1.0898137920
—1.0898137920
—92.8531695489
—1.7633557569

Rjesenje tog linearnog sustava za “nagibe” je
—s5 = 3.1387417029,

—84 = 2.5392953786,
Sg = —83 = 0.9699245271.

So —

S1 —
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Primjer — prirodni splajn (nastavak)
I —_

Buducdi da se tocka r = 0.55 nalazi u intervalu
(9, x3] = [0.4,0.6], restrikcija splajna na taj interval je
polinom p3, kojeg nalazimo iz tablice podijeljenih razlika

th fltx] fltestes1]  flteotegs thoye]  flte, .- tegs]

0.4]0.9510565163
0.9699245271
0.4]0.9510565163 —4.8496226357
0.0000000000 0.0000000000
0.6 | 0.9510565163 —4.8496226357

—0.9699245271
0.6 | 0.9510565163

Odavde odmabh slijedi da je ps, zapravo, kvadratni polinom
p3(x) = 0.9510565163 + 0.9699245271(x — 0.4)
— 4.8496226357(x — 0.4)°.
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Primjer — prirodni splajn (nastavak)
I SS——

Pogledajmo jos aproksimacije za funkciju, prvu i drugu
derivaciju u tocki 0.55.

funkcija prva derivacija druga derivacija
j =0 j=1 j=2

£U)(0.55) | 0.9876883406 —0.4914533661 —9.7480931932
P (0.55) | 0.9874286861 —0.4849622636 —9.6992452715
oreska | 0.0002596545 —0.0064911026 —0.0488479218

Aproksimacije su vrlo tocne, iako je h relativno velik, jer
funkcija sin(mx) zadovoljava prirodne rubne uvjete.

Greska aproksimacije funkcije je reda velicine O(h?), prve
derivacije O(h?), a druge derivacije O(h?).
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Usporedba raznih vrsta
interpolacije
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Demo — Interpolacija izmjerenih podataka
L,

Pokazati kako izgleda usporedba raznih vrsta interpolacije:
@ interpolacija polinomima,

@ Akimina po dijelovima kubicna kvazihermiteova
interpolacija,

@ interpolacija Not-a-knot kubi¢nim splajnom,
na skupu izmjerenih podataka u praksi,
@ s raznim izborima ¢vorova interpolacije.

Ovo je poznato “tezak” primjer za interpolaciju!

@ approx\interp\razne_ interp\gnuplot\intp.plt
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