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Demo primjeri
I

Na molbu Sanje Singer i Vedrana Novakovi¢a, za goste je
otvorena i web stranica kolegija Matematika 3 1 4 na FSB-u.

Tamo mozete nac¢i dodatne materijale za neke dijelove NM,
@ posebno — vjezbe 1 demo primjere.

Pocetna stranica je
http://e-ucenje.fsb.hr/

Zatim potrazite “Katedra za matematiku” 1 onda:
@ odete (kliknete) na kolegije Matematika 3 i 4,
@ Kkliknete na gumb “Prijava kao gost”,
@ na stranici potrazite blok 3 “Numericka matematika”.

Iskoristite! Naravno, smijete pogledati i ostalo!

NumAnal 2012, 15. predavanje — p. 3/86



Polinomna splajn interpolacija
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Po djelovima polinomna interpolacija
.

Polinomna interpolacija visokog stupnja
@ moze imati vrlo losa svojstva,
@ u praksi se ne smije koristiti.
Umjesto toga, koristi se

@ po djelovima polinomna interpolacija, tj. na svakom
podintervalu koristi se polinom fiksnog, niskog stupnja.

@ Funkcija je jednostavnija koja daje
@ dobru aproksimaciju, a

@ tocCnost se povecava ne poveCavanjem stupnja polinoma.
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B-splajn
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Po djelovima polinomna funkcija
I

Neka je dan strogo rastuéi niz tocaka (¢vorova) X := (z;)5_g:

a=xpg<r1<---<xp=0>

i neka je k € N. Ako je po, ..., ps—1 bilo koji niz od ¢ polinoma
reda k (stupnja k — 1), tada definiramo odgovaraju¢u po
djelovima polinomnu (polinomnu splajn) funkciju f sa

f(z) =pi(z) za z € |, Tiy1), 1=0,...,0—1.

Dakle, po dogovoru
@ f je neprekidna s desna,

@ a obicno se zadnji podinterval prosiri i na xr,, pa imamo

f(x) :=po_1(x) za x € [xp_1, 24|
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Prostor polinomnih splajnova
I

Prostor ovakvih funkcija oznacavamo sa Py x, on je linearan i
dimenzija mu je k - £. Ipak se jos trazi i neka glatkoca splajna,
i to tako da se definiraju uvjeti glatkoée u évorovima:

f(J)(gj:_):f(])(gj_) Zaj:O,--°7Vi_17 221,,6—1

7

{—

v; zovemo broj uvjeta neprekidnosti u x; i v = (14);Z;. Prostor

takvih splajnova oznacavamo sa Py x v, a

l—1
dimPrxpy =k-L—» v, v <k

1=1

Postavlja se pitanje odabira dobre baze za taj prostor.
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B-splajn

Definicija. Neka je T := (¢;)™*" nepadajuéi niz ¢orova, tada
i-ti (normalizirani) B-splajn reda k za niz ¢vorova T

oznacavamo s B; , r 1 definiramo sa

Bi,k:,T(x) = (—1)]{(?5@4_]{; — tz)(CIZ — t)ﬁ__l[ti, c e 7ti—|—k]7
za Vo € R, i =1,...,n, gdje se odsjecena potencija (-)%
definira sa

. 0 <0
x) =
( )+ { ' x>0
zar=1,2,...,azar=20sa
0 <0
0
), =
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Prosirena particija

Neka je T dan sa:

1 <+ Sty = 29 = a,

tk—l-l < <tk—|—M:xla"'7:617'"7:65—17"'7336—17
W .

m1 my_1q

b=xp=1tprp+1 < < Lokt

gdje su m;, 0 < m; < k, multipliciteti ¢vorova,

m = (mqy,...,mg_1),1 M := Zz , m;. Nadalje, neka je
vi=k—m;1n=%k+ M, tada se prostor razapet
B-splajnovima oznacava sa Sy T, dimenzija mu je n, i moze se
pokazati da je

Skt =Prxuv.
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Prosirena particija (nastavak)
v —————

Niz ¢vorova T zove se prosirena particija particije X. Najcesce
se uzima

ti==ty=aitp = =typ =0b.

Moze se jos prosiriti definicija B-splajnova na slucaj kada je
t, =--- =t tada je

Bi,k,T =

Kada je jasno na koju se prosirenu particiju B-splajnovi
odnose, mozemo skratiti oznaku:

Bz’,k = Bz’,k,T-

B-splajnovi se racunaju pomocu rekurzije, koja koji put sluzi
. kao alternativna definicija B-splajnova:
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de Boor—Cox-ova rekurzija
e I—————

Teorem (de Boor—Cox-ova rekurzija).

a) Zat; < Tit1 je

I, akojet; < x <t;41
1(2) { 0, 1nace, ()

b) Neka je k > 21it; < t; 1, tada za svaki x € R vrijedi

Bz k — Wi, sz k—1 + (1 — Wi+1 k)Bz'—l—l,k—la (2)
{ =t ako je t; # titr—1

ti-l—k— 1—t;’

w; k() = L
0, inace,
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de Boor—Cox-ova rekurzija (nastavak)
o —————

Dokaz. Dio a) slijedi direktno iz definicije. Za k = 1, uz
t; < tii1, ona daje

Bii(x) = —(tiys — ti)(x — )5 [ti, tig]
= —(x —tiy1)L + (. — )2,
pa za x < t; 1Imamo
Bi,l(x) — —O + O — O,
za t; < o < ;51 1mamo
Bz',l(ZL') — —O —+ 1 = 1,
dok je za x > t;14
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de Boor—Cox-ova rekurzija (nastavak)
T —"_ 5 5

Za b) primjetimo da je
(x =) = (@ —t) (z - )],

pa ako primjenimo Leibnizovu formulu za podijeljenu razliku
produkta funkcija dobivamo

(z — t)i‘;[ti, cotivn] = (=)@ = )57 [ty - b

- Z(x — [t te] - (@ = 5Pt i

= (x =)t (@ — )5 [ti, ... tiss]
+(z = t)[ti, tia] - (2 — O [, -, il
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de Boor—Cox-ova rekurzija (nastavak)

jer je (x —t) polinom prvog stupnja pa je (x —t)|t;,...,t.] =0
za r > 1+ 2. Odatle, uz pomo¢ rekurzije za podijeljene razlike,
slijedi:

Bin(x) = (=) (tive — t:) (@ — )" ty, o tins]
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de Boor—Cox-ova rekurzija (nastavak)
T —_—

= () (@ =)@ = 052t

F(tionot — 2)(@ — )5 by, . ,mk])

X — tz
= B;i_
tivkr —t; (@) +

bivk — T

z‘+1,k—1(37)-

bivk — tix1

U zadnjem redu zapravo pretpostavljamo t; < ;151 1

tir1 < tiyr. Ako jedna od nejednakosti ne vrijedi, onda je
jedan od B; ;1 ili B;y; ;-1 jednak nul funkciji pa se koristi
“de Boor-ova maksima” koja kaze da bilo sto pomnozeno s
nulom daje nulu.
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Svojstva B-splajnova
e,

Neka vazna svojstva:
Teorem. B-splajnovi za t; < t;1; su nenegativni, malog nosaca
1 ¢ine particiju jedinice, tj.

a) Bip(x)=0,zax <t;ix >ty

b) Bir(x) >0, zat; <x <ty iz cega slijedi

supp Bir C [ti, tivk)-
¢) >, Big(z) =1, za svaki x € [a,]].

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati a).

@ Iz definicija “plus” funkcije i podijeljenih razlika, jasno je
da je B; =0 za x < t;, jer je (v — t)’_‘f1 = 0, Sto vrijedi i
za njegove derivacije, za svakit =t;, j =1,...,1+ k.
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Svojstva B-splajnova (nastavak)
o —————

@ Sa druge strane, za x > t;,, imamo k-tu podijeljenu
razliku polinoma (x — ¢)*!, koja je jednaka nuli.

Dokaz za b) ide indukcijom po k.
@ Zak=1it; <t;y; imamo ().

@ Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za B-splajnove reda
k—1. Tada za t; < x < t;1 iz rekurzije (2) B, se
dobiva linearnom kombinacijom s pozitivnim
koeficijentima (u slucaju kada je t; < t;yp_1 1 tiv1 < tivr)
dvaju nenegativnih B; ;11 By ,—1, od kojih je barem
jedan pozitivan. Dakle, tvrdnja vrijedi 1 za B, .

Dokaz za c) takoder ide indukcijom po k.

@ Tvrdnja je trivijalna za k = 1.
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Svojstva B-splajnova (nastavak)

@ Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za B-splajnove reda
k — 1. Tada iz rekurzije (2) i a) za « € [t;,t;41) imamo

1 1=7+1—k
J T — T
_ tik —
= E Bir-1(z) + E Bit1p-1(x)
—it1—k tz—l—k 1 — t =it 1—k z—l—k - tz—|—1
J J+1
B T —1; bivk—1 — X
= Bik-1(z) + Bik-1(x)
i=j+1—k bitk—1 — i i=j+2—k bith—1 — i

I
T-
]
&
a
L
=
|
p—
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Svojstva B-splajnova (nastavak)
I SS——

@ B-splajn za koji vrijedi B; (t;) > 0 ili B; g (t;1x) > 0 je
onaj kojem je prvi ili zadnji ¢vor maksimalnog
multipliciteta, tj. multipliciteta £. U najces¢em slucaju,
kada jet; =--- =t 1 t,p1 = -+ = t4k, tO Ce vrijediti za
prvi i zadnji B-splajn.

@ Tada, iz de Boor—Cox-ove rekurzije, ili iz vrijednosti
B-splajna i njegovih derivacija u krajnjim tockama,
1maimo

(kg1 — x )it

1Lk =
(

try1 — bR

1 za njega, vrijedi

Bl,k(tk) = 1, B%])g(tk—l—l) — O, zZa 1 = O, Ceey k— 2.
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Svojstva B-splajnova (nastavak)
o —————

@ Analogno je

te
BU(t,) =0, zai=0,....k—2, Byup(tar1) = 1.

Teorem. Ako niti jedan od ¢vorova iz nosaca B-splajna B,
nije multipliciteta k, B, je unimodalan, tj. postoji tocno
jedan ekstrem, na (t;,t; ).
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B-splajnovi reda 4
D,

1 T T T T B
cvorovi +
B14
B24 ——
0.8 | oo
B54
B64 ——
4 _—
0.6 B84 ——
B94\ ——
B104
04
0.2 j
0 N 1
0 1 2 3 4 5
Figure 1: B-splajnovi reda 4
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Svojstva B-splajnova (nastavak)
T —_

Korolar. Ako je
a) t € (tj,t;41), tadaje Big(t) >0zai=j—k+1,...,7;
b) t; multipliciteta m < k, tj.

tj—l < tj = .= tj—l—m—l < tj—i—m;

tada je Bip(t;) >0zat=7—k+m,...,5 — 1.

Dokaz. 1z prethodna teorema znamo da je nosac od B, x
sadrzan u [t;, t;ix|.

a) Akojet; € {t;,tix1,. .., tizg—1} 1t; <t;i1q1, tada je
Bip(t) >0zate (tjtj41). Dakle
i=ji—1,... . j—k+1.

b) Neka su [; i r; takvi da je
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Svojstva B-splajnova (nastavak)
o ———

ti ="1ti1 =" ="1it1,—1
bitkt1—r, = " = tixg—1 = litk,
onda je
Bz,k(t])>0 zaj:z—l—lz,,z—l—k—m

Ako krenemo od ¢ = 1, povecavamo ¢ za jedan i gledamo
koji je prvi ¢ za koji je B;x(t;) > 0. Takav ¢ mora
zadovoljavatl ¢4, = t;1m, dakle © = 7 — k +m. Zadnji ¢
za koji to vrijedi je 7 =7 — 1.
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Ekvidistantni ¢vorovi

I —_—  —
Primjer. Neka je (¢;)52__ definiran sa t; := z¢ + ih za neku

1=—00

tocku o € R i korak h > 0, i neka je k € N.

@ Tada je pridruzeni prostor splajnova reda k translatorno
invarijantan, pa je

Biyjr(z) = Bix(r — jh)
za sve 1, € 4.
@ B-splajn B;j je simetrican s obzirom na tocku

% = 2 + (z - g) h, tj. s obzirom na poloviste svog

nosaca, gdje postize i maksimum, dakle, za svaki x € R je
B;p(x) = Bip(ti + tizx — 7).

@ Zbog toga dovoljno je znati izracunati jednu polovicu
jednog B-splajna da bi mogli izracunati sve.
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Marsdenov identitet

Posto se 1 polinomi nalaze u prostoru splajnova, zanimljivo je
vidjeti koji su koeficijenti u rastavu po B-splajnovima
potencija, koji naravno ¢ine bazu za polinome odredenog

stupnja:

Teorem (Marsdenov identitet). Za proizvoljan 7 € R vrijedi

ZC—T szk

gdje je
ig(7) = (tigr —7) -+
Stovige za 3 =1,2,....k je

-1 _ ZgiJ)B

(),

(tz‘+k—1 — T)-
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Marsdenov identitet (nastavak)

gdje su

&) = (-1y™ vir”(0).
Dokaz. Promotrimo poseban niz

Z a;B; ., gdje je a; := ¢z‘,k(7')a za Vi.

Tada iz de Boor-Cox-ove rekurzije
Bir =wirBik—1+ (1 —wiy1k)Biv1k-1
slijedi

Z a;B; = Z Bi k-1 ((1 — W )i + wz’,kai)-

(
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Marsdenov identitet (nastavak)
o ———

Ako je B;p—1 # 0, tj. t; < t;1x—1 onda je

(1 —w;k(z))a;—1 +wik(x)a; = ((1 — wip(x))(t; — 7)
+w; () (Ligk—1 — T))%‘,k—l(T)
= (7 — T)wi,kz—l(T)a
posto je
(1 —wig)f(t:) +wirf(tivk—1)

jedinstveni pravac koji prolazi kroz f(t;) i f(ti1x_1), pa mora
biti jednak f ako je isam f pravac. Tada se indukcijom dobiva
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Marsdenov identitet (nastavak)

Zsz JWir(T) = (x — 7 Zsz 1 ()i p—1(T)

N——
=1

= (93 — 7! Z Bii(x) i1 (7) = (x — 7)1,

Rastav za 277! se dobiva deriviranjem prethodne jednakosti
k — 7 puta s obzirom na 7 i uvrstavanjem 7 = 0.

]
B-splajnovi se daju lagano derivirati:
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Derivacijska formula
.

Teorem (Derivacijska formula). Neka je t; < t;,, i neka je
D derivacija s desna. Tada je

D, B;p(x) = (k—1) ( Biga() B’i“”“(“)) . (3)

bivk—1 — b tigk — i
Dokaz. Opet se samo koristi rekurzija za podijeljene razlike:

D Binl() = (=) (tisr — 1) (Dol — /57" fir- - fisal
= (= 1)*(tipr — ) (k= D& = 052) [fir-. tigal
(k -

= (D~ 1)tk )
( — 8 ity tin) — (@ — )5 Pty ]
bivk — 1 7
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Derivacijska formula (nastavak)

Sto daje trazenu jednakost. U slucaju da ¢; ili ¢, ima
multiplicitet %, desnu stranu od (3]) tretiramo kao i u dokazu
za, de Boor—Cox-ovu rekurziju.

]
Korolar. Neka je f € Sk, f(x) =>." ,a;Bjk, x € [a,b], i

j=1
multipliciteti svih ¢vorova nisu vec¢i od k. Tada je

D_|_f(513) — Za’;BJ k—l(x)v
j=2
gdje je
a; = (k—1) R , ako je t; < tjyr-1,
tjvk—1 — 1
za ] = 2,...,mM.
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Racunanje vrijednosti splajna u tocci

Dokaz. Koristi se derivacijska formula na D, f(x), te ¢injenica
da je Big_1(x) = Byy1x-1(x) =0 za x € [a, b].
]

Nadalje, neka je
f — Z a’iBi,ka
i=1

i zelimo naci efikasan algoritam za rac¢unanje vrijednosti danog
splajna u to¢ci . Primjetimo da, zahvaljujuéi
de Boor—Cox-ovoj rekurziji, je

Z a;B; , = Z((l — Wik )Gi—1 + Wi ki) B k—1.

() ()
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Racunanje vrijednosti splajna u tocci (nastavak)
G

Ako oznaéimo
@7[;1] = ((1 — wik)ai—1 + w; ki),

1 gy L .. .
a,g I se racuna kao konveksna kombinacija originalnih
koeficijenata, sto se, numericki gledano, rac¢una vrlo stabilno.

Nastavimo iteracije, pa nakon k — 1 iteracija imamo
f= Z ayc_l]Bi,l,

1z Cega slijedi

f(z) = alF 1 (x) za svaki x € [t;,t;11),

7

ako je t; < t;41.
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de Boor-ov algoritam
I —S———_—_‘,|—ss
Preciznije:
Algoritam (de Boor-ov algoritam). Neka je x € [t;,,41). Za

dane konstantne polinome a,EO] =a;,t=7—k+1,...,7, koji
odreduju f :=>" | a;B; na intervalu [t;,¢;11), generiraju se
[r]

polinomi a; ', r =1,..., k — 1 rekurzijom

a,ETH] — (1—wi,k_r)agﬂl—l—wi,k_ray], J—k+r+1<i<j. (4)

Tada je f = agk_l] na [t;,t,41). Sto vise, ako je t; < o < tj41,

za tezine w; () u (@) vrijedi
0 < wip—r(z) <1,

pa se racunanje f(x) = a;k_l]

od konveksnih kombinacija.

(x) pomoc¢u rekurzije (4) sastoji
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Interpolacija splajnom
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Interpolacija splajnom
.

Ovdje éemo pretpostavljati da je T = (¢;)"" nepadajuéi niz

¢vorova, kod kojeg je t; < ;41 za svaki 7. Problem koji zelimo
rijesiti je slijedeci: za dane 7 = (7;)"_, i funkciju f trazi se
splajn s € Sk 1, takav da je

S(Ti):f(Ti)a izl)"'an)

jer je, naravno, dim S = n. Ako je
S = ZOéij,k i fi=f(m),
j=1

onda interpolacijski uvjeti kazu da zapravo trazimo (a;)?"_,
takve da je
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Interpolacija splajnom (nastavak)

Zaij,k(Ti) :fi7 = 1,
g=1

Uz oznake o := (ay, ..., an)", A= (a;;)} ) = (Bjx(n))i—
f=(f1,..., fa)', nas problem postaje rjesavanje linearnog
sustava

Aa = f.

Dakle, problem trazenja jedinstvenog interpolacijskog splajna
s sada je pretvoren u problem ispitivanja da li je matrica A
regularna, na sto nam odgovor daje slijedeéi torem:

;1.
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Regularnost interpolacijske matrice

Teorem (Schoenberg—Whitney). Neka je 7 strogo rastudéi niz
tocaka za kojiiz a < t; = --- = t;4, = 7; < b slijedi da je
r < k—1. Tada je matrica A := (B, x(7;)) regularna ako i

samo ako je

Napomena. To zapravo znaci da za regularnost treba biti
. -~ . ~ . . L _|_ . L -
t; < 7 < tiyk, osim Sto se jos dozvoljavaim =t] 17, =1 .

Napomena. Jedan smjer ekvivalencije iz teorema se lagano
vidi. Neka je A regularna i pretpostavimo da ne vrijedi (5).

B; k(1) # 0,

i=1,...,n. (5)
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Interpolacijska matrica je vrpcasta
O

@ Ako je za neki 7, t,, < 7;, tada prvih ¢ stupaca matrice
A ima nenul elemente samo u prvih ¢ — 1 redova. Prema
tome tih ¢ stupaca je linearno zavisno, pa A ne moze biti

regularna.

@ Ako je 1; < t;, tada stupci ¢, ...,n imaju nenul elemente
samo u redovima ¢+ 1,...,n, pa A opet ne moze biti
regularna.

Pretpostavimo sada da je n x n matrica (B;(7;)) regularna.
Tada je glavna prednost koriStenja B-splajnova ¢injenica da
matrica (B;x(7;)) mora biti vrpcasta (trakasta) matrica Sirine
k. tj. matrica sa manje nego k dijagonala iznad 1 manje nego
k dijagonala ispod glavne dijagonale.
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Interpolacijska matrica je vrpcasta (nastavak)
v —————

Zbog malog nosaca B-splajnova, i B; x(7;) # 0, vrijedi
Bik(mi) # 0= [j — 1| <k,

odnosno
Bik(r,) =0zal|j—i| > k.

@ Posebnim odabirom (7;) Sirina vrpce moze se jos smanjiti.

@ Kod programiranja sa vrpcastim matricama, za njihovo
spremanje u memoriju racunala moze se korsititi tzv.
“vrpcasto spremanje’ matrice za koju treba spremiti
onda maksimalno (2k — 1) - n elemenata matrice (nule se
ne pamte) umjesto n x n.
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Totalna pozitivnost interpolacijske matrice
L,

Slijedece vazno svojstvo interpolacijske matrice je totalna
pozitivnost. Za danu matricu A = (a;;)7;—, i za zadan niz

11y s lpyJ1y--.,]s SA

7;17...77/7» r S
A - " (aiqu)

. =1’ g=1
]17"'7]8 p d

definirana je podmatrica dobivena od A odabirom odredenih
redova 1 stupaca.

Definicija. Matrica A reda n je totalno pozitivna ako su sve
njezine minore nenegativne, tj.
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Tot. pozitivnost interpolacijske matrice (nast.)

det A

Za SVE

1<y << <, <n
N<gp<--<Jpr<n

1r=1,2,3,...,n.

jla”'?j?“

WV

Teorem (Karlin). Matrica (B;x(7;)) je totalno pozitivna za

sve 71 < To <« < Ty

Napomena. Linearni sustav sa regularnom totalno pozitivnom
matricom moze se rjesavati pomocu Gaussovih eliminacija bez

pivotiranja.
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Hermiteova interpolacija splajnom
.

Postoji takoder i varijanta Schoenberg—Whitney-evog teorema
za, Hermiteovu interpolaciju:

Teorem (Karlin & Ziegler). Neka je dan nepadajuéi niz
T = (71;)i, za koji je 7; < ;1 za svaki i. Pretpostavimo da je

by <Tig1 =" = Tigr = ljp1 = - =tjgs <lpp1 > r+s <k

Tada za svaku glatku funkciju f postoji jedinstven s € Si 1
koji se slaze s f na 7 ako i samo ako je B; x(7;) # 0 za svaki i.
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Ocjena greske interpolacijaskog splajna
.

Za Lagrangeovu interpolaciju navest ¢emo 1 ocjenu greske.
Neka je I (interpolacijski) projektor s nekog skupa glatkih
funkcija G, I : G — Sg T,

s € St = Is=s,
1 neka je

g]| := max |g(x)|

a<x<b

za neki fiksni interval |a, b].

Lema. Za svaku neprekidnu funkciju g na [a, b] interpolacijska
pogreska je ogranicena s

lg = Igll < (1 + ||7])dist(g, Sk,x),

NumAnal 2012, 15. predavanje — p. 44/86



Ocjena greske interpolacijaskog splajna (nast.)
.

gdje je
i
HIH - max H 9“7
geCla,p\{0} || g]|
dist(g, Sk, r) := min ||g — s][.
SES}.C,T
Dokaz.

lg =19l = llg =5 = I(g = s)ll < llg = sl + [[L]l]lg — s]]
= (L+[[LDllg — sl

za svaki s € S 1. Ako vrijedi za svaki, onda vrijedi i za onaj
za koji se postize minimum, tj.

lg — Igll < (1 + [[7]])dist(g, Sk.r)- -
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Ocjena greske interpolacijaskog splajna (nast.)
TGS,

Nedostatak ove ocjene je da ne znamo ||I||, a to ovisi o |t| gdje
je
t] := max (tiy1 — 1),

ali 1 o 7. Moze se pokazati:

Lema. Postoji pozitivna konstanta const; takva da je norma
interpolacijskog procesa I ogranicena odozdo sa

min {tj—l—k—l — tj . <tj, tj—|—k—1> M <7_7l7 T’i—|—1> 7é (D}
Ti+1 — T4 |

|7]| > consty max
1

[z ove leme se vidi da ||I|| moze biti proizvoljno velik ako dvije
interpolacijske tocke priblizimo.
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Ocjena greske interpolacijaskog splajna (nast.)
I

Dakle, mora se posvetiti paznja odabiru interpolacijskih

tocaka. Cak se moze pokazati da veliki ||I]| moze uzrokovati i
vece greske tijekom floating—point ra¢unanja.

O dist(g, Sx. ) pak mozemo joS nesto reci. Definirajmo jos
modul neprekidnosti:

w(g; h) :==max{|g(x) —g(y)| : |z —y| < h,z,y € [a,b]}.

Teorem. Za 7 =0,...,k — 1 postoji konstanta consty ; takva
da za sve T = (¢t ,L)”Jrll‘C uz

1=

b= =tp=a<tpy < <ty <b=tyy = =los,

i za svaki g € CV]a, b),
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Ocjena greske interpolacijaskog splajna (nast.)
TGS,

dist(g, Sp.r) < consty |t w(gW; |t]).

Posebno za 5 = k£ imamo

dist(g, Se.1) < consty|t|*|l g™,

ako g ima k neprekidnih derivacija.
Za kubicni splajnove mozemo biti joS precizniji:

Teorem. Neka je s kubicni splajn klase C? koji interpolira
funkciju f u ¢évorovima i zadovoljava rubne uvjete

a) s'(a) = f'(a), s'(b) = f'(b),
b) s"(a) = f"(a), s"(b) = f"(b),

c) s (a) = fU)(b), zar = 0,1 (periodicki rubni uvjeti).
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Ocjena greske interpolacijaskog splajna (nast.)
I aE—C"C__m——

Tada pogreska interpolacije zadovoljava

s — £ < R,

gdje je R, dan u tablici:

klasa f-je | Ry Ry Ry
Ca,b] | Shw(f';h) 4w (f's h) -
C?[a,b] | geh*w(f";h) | sho(f"h) | dw(f";h)
C2,CL | i (f"sh) | 2h2w(f"h) | (5 + 29 ) hw(f"; h)

2
I3

(14 228) w(F™;h)
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Interpolacija u Greville-ovim tockama
.
gdje su

max h;

he=|[t], hi=tq—1t, p:=— )
min h;

a Xa znaci da je tunkcija po djelovima klase X.

Ako postoji sloboda odabira interpolacijskih tocaka (7;) za
danu prosirenu particiju T, tada se preporucaju Greville-ove
tocke:

big1 &tk
k—1 '

Za njih vrijedi

1=1
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Interpolacija u Greville-ovim to¢kama (nast.)

Ako sa I} oznacimo interpolacijski operator koji interpolira
splajnom reda k£ u Greville-ovim tockama, moze s pokazati da
je

LI =1, [l <2, |Gl <27

Pa, posto je
lg — Ligll < (L4 |1z ]])dist(g, Sk,r),

po svoj prilici, za “umjeren” k (a sigurno za k < 4), I} je skoro
najbolja moguca aproksimacija funkcije g u prostoru Sy r.
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Primjeri interpolacije
B-splajnom
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C? kubiéna interpolacija u €vorovima
e ——

@ Zelimo interpolirati C? kubi¢nim splajnom, pa unutarnji
¢vorovi moraju bit jednostruki.

@ Dakle, prosirena particija T je definirana sa

Lo, j:1727374
tj: ij_4, ]:5,,€+3
z, Gl A 0 +5 0 +6,0+T

@ Dimenzija prostora splajnova je n = £ + 3.
@ Splajn kojim interpoliramo je oblika

n

s(x) = Z a;Bj4(x).

j=1
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C* kubi€na interpolacija u &vorovima (nastavak)
T —

@ Za njega zahtjevamo da je
s(x;) = pi, i =0,1,...,¢.

@ Budud¢i da imamo ¢ + 1 = n — 2 interpolacijskih tocaka, a
moramo odrediti n koeficijenta a;, ostaje nam 2 stupnja
slobode.

@ Postoji nekoliko nacina kako da postavimo uvjete na ta
dva dodatna stupnja slobode.

1. Zahtijevamo da je s"(z¢) =01 s"(z,) = 0. Ova vrsta
interpolanta zove se interpolant prirodnim splajnom.

2. Zahtijevamo da je interpolant klase C° u z; 1 z/_;.
To se zove uvijet bez ¢vora, jer prva dva segmenta
g, 23] 1 zadnja dva segmenta [x,_o, xy] Cvorova
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C? kubi¢na interpolacija u &vorovima (nastavak)
o ——————

specificiraju jedan kubi¢ni polinom kao da x; 1 xy_; i
nisu CvOrovl.

3. Zahtijevamo da su zadane tangente u krajnjim
tockama krivulje, tj. s'(z¢) = py i §'(x¢) = pj. Ova
vrsta interpolanta zove se kompletan interpolant
kubiénim splajnom i on se najcesc¢e koristi.
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C? kubi¢na interpolacija u &vorovima (nastavak)

@ Mi ¢emo traziti kompletan interpolant kubi¢nim
splajnom takav da vrijedi

n

p; =s(x;) = Z%Bz',zl(ﬂij) J=0,...,¢
i=1

p; =s'(z;) = Zai ia(z5) j=0,¢
i=1

@ Bududi da su prvi i zadnji ¢vor maksimalnog
multipliciteta, mora biti

ao = Po, Ap = Po-
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C* kubi€na interpolacija u &vorovima (nastavak)
T —_

@ Dalje, uxg =1, =--- =14 samo B; 41 By 4 Imaju
derivacije (s desna) razli¢ite od nule.
@ Bi4 je klase CY u g (ima prekid u xq).
@ By, je klase C° u xy.
@ DB, 4 je barem klase Cluzgzai>3i Bis =0 za
r < xg, pa je B; 4(xg) = 0.
@ Bududidaiz ) ;| Bi4(z) = Lslijedi > | Bj,(z) =0 za
sve x, Imamo
1,4(1'0) = _B§,4(1’0)°
@ Sli¢no
B’;L—l,ll(xE) = _B;LA(W)-
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C? kubi¢na interpolacija u &vorovima (nastavak)
L ———

@ Vec¢ smo prije odredili koji su sve B-splajnovi razli¢iti od
nule u nekom x; =t,.4,1=1,...,¢f — 1. Posto je z;
jednostruki ¢vor, to je

Bj,4(xi) — Bj,4(t7;_|_4) > () zaj =1+ 1,Z—|— Q,Z—I— 3.

@ Dakle slijedi
i+3

Di; = Z CLijA(ZEi).

j=i+1
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C? kubi¢na interpolacija u &vorovima (nastavak)

@ Dobivene zakljucke mozemo iskoristiti za dobivanje

sustava

Po
/

Po
P1

Pr—1
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C? kubi¢na interpolacija u &vorovima (nastavak)

Q@ Za bi,j = Bi,4(33j) 1 b;,j

1

/
1,0
0

0

/
2,0

b2 1

0
0

bs,1

0
0

ba 1

— B’

1

bp—3.0—1
0
0

br—2.0-1
0
0

4(7;), matrica B je oblika

0 0 |
0 0
0 0
bp—16-1 O
br_10 by
0 1 ]

@ Rjesenje ovog n X n sustava linearnih jednadzbi daje

koeficijente B-splajnova.
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C? kubi¢na interpolacija u &vorovima (nastavak)
. o ———

@ Ova matrica moze biti velikih dimenzija, ali je
tridijagonalna pa za nju postoji mnogo efikasnih
numerickih metoda.
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Po djelovima kubi¢éna Hermiteova interpolacija
R,

@ I dalje je £ = 4 1 pretpostavimo da je zadano m + 1 trojki
koji se sastoje od interpolacijske tocke, zadane tunkcijske
vrijednosti i derivacije {(x;, pi, @)}

@ Ponovo konstruiramo prosirenu particiju T sa

X0, 1 =1,2,3,4
ti =14 Tj, 1=274+3,29+4, 7=1,...,m—1
T, 1=2m—+3,2m+4,2m+ 5,2m + 6

@ Prostor Syt je klase C' za svaku vrijednost ¢vora x;,
1 =1,...,m — 1, jer je multiplicitet svakog unutarnjeg
¢vora jednak 2.
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Po djelovima kubi¢éna Hermiteova interpolacija

@ T ima 2m + 6 = n + 4 elemenata, pa je dimenzija
prostora jednaka n = 2m + 2.

@ S druge strane moramo rijesiti sustav od 2m + 2 linearnih
jednadzbi za nepoznate koeficijente:

2m—+2
pj =s(x;) = Z a;B;a(x;) 7=0,....m
1=1
2m-+2
d; :S/(xj) = Z a@-Bz‘A(xj) 17=0,...,m
1=1
Q PrlmljetlmO da je BZ'A(QZ]') ?é 01 Bz{,4(xj) # 0 za
i =27 4+1,25+2.
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Po djelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija

@ x; = ty;13 = tg;14, pa su jedini B-splajnovi (klase C!)
za koje je z; unutar nosaca Baji14 1 Bajio.4.

@ Dakle slijedi

2j+2

p; = E - a;Bia(x;),
i=2j+1
242

95 = Z a; B; 4(;).

i=2j+1

za 7 =0,1,...,m.
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Po djelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija
I,

@ Dobivene zakljucke mozemo iskoristiti za dobivanje

sustava ) i ) )
aj Po
a do
as P1
H : = | Q1
Ap—2 :
Ap—1 Pm
- An - dm |
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Po djelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija
G

@ Opcenito, elementi matrice H su oblika

hyi = Bialw),  t=2j+1 i=1.....2m+2
! B (), (£=2j+2 o |

17 =0,...,m, pri cemu je matrica H blok dijagonalna
matrica, sa 2 X 2 blokovima na dijagonali
Byjr1,4(x;) Bajioalz))

B§j+1,4(5’5j) B§j+2,4(xj)

H; =
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Po djelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija
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Obje interpolacije

\ /e

(a) (b)

Figure 2: (a) Podaci; (b) podaci, po dijelovima Her-
miteov interpolant 1 kompletan interpolant kubi¢nim

splajnom.
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Numericko deriviranje
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Numeri€¢ko deriviranje
———

U praksi, cesto derivacije funkcije nisu dostupne, veé

@ treba aproksimirati derivaciju diferencijabilne funkcije f
na nekom skupu tocaka, koriStenjem samo vrijednosti
funkcije f u zadanim tockama.

Ideja. Aproksimacija derivacije = derivacija aproksimacije.

Koristimo interpolacijski polinom. Uz pretpostavku da je f
klase C""!a, b], funkciju f mozemo napisati

f(@) = pn(x) + en(z),
gdje je p,(z) interpolacijski polinom

pn(z) = flzo] + flwo, 1] (2 — 20)

+ o+ flro,x1, .. xp] (T —20) - (X — 2p1),
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Derivacija funkcije = derivacija interp. polinoma
D

a e,(x) greska interpolacijskog polinoma
w()

1 FrD (),

Deriviranjem p,,, a zatim uvrStavanjem r = ry dobivamo
aproksimaciju za f'(xg)

en(x) =

Py, (z0) = flzo, 1] + flxo, x1, x2] (0 — 1)
+ -+ flro, 21, o x0) (ko — 21) -+ (0 — 1),

Ako f ima joS jednu neprekidnu derivaciju, tj. ako je f klase
C"™*2[a, b], onda je pogreska aproksimacije

: ()
€n(%0) = (n+4+1)!

(xg —x1) -+ (xg — ).
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Greska = derivacija greske interp. polinoma

Dakle, p/ (xg) je aproksimacija derivacije funkcije f u tocki xg

i vrijedi
f(w0) = p,(w0) + €, (x0).
Ako oznac¢imo s

H = m]?x|:1:0 — X,

onda je, za H — 0, greska e/ (xg) reda veli¢ine

e, (xg) = O(H").

To nam pokazuje da aproksimacijska formula za derivaciju
moze biti proizvoljno visokog reda n, ali takve formule s

velikim n imaju ogranicenu prakticnu vrijednost.

NumAnal 2012, 15. predavanje — p. 72/86



Numericko deriviranje — linearni polinom
N,

Pokazimo kako se ta formula ponasa za niske n.
n=1.

Aproksimacija derivacije je

fi—f  Ji—Jo
/ L - _
pl(xO) - f[x()?xl] - T, — T - h )
pri cemu smo napravili gresku
(2) (2)
oy 2'<£> o o) — S 2(s) .

uz pretpostavku da je f € C°[xg, x1]. Greska je reda velicine

O(h) za h — 0.
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Numeri¢ko deriviranje — simetri¢na razlika

L,
n = 2.
Za n = 2, tocke x1, ro mozemo uzeti na vise raznih nacina.

1. Simetrican izbor tocaka
[zaberemo 7 1 5 simetricno oko xg

5131:330—|—h, CCQZZCO—h.
Sugestivnija oznaka je

L1 = X2,
jer se tocke pisu u prirodnom redosljedu: x_q, g, x1. U tom
slucaju je

P,2(5L'0) = flzo, z1] + flwo, x1, 2-1] (2 — 21).

NumAnal 2012, 15. predavanje — p. 74/86



Numericko deriviranje — simetri¢na razlika (n.)
L —

Izracunajmo potrebne podijeljene razlike.

te | flte]  flteotesr]  fltes ther, trgo]
L1 J-1
Jo— J-1
h
J1—=2f0+
L0 Jo oh2
J1— Jo
L1 fl "

Uvrstavanjem dobivamo

/ ~h—fo h—=2fo+f1  hi—Ja
Pal@o) = === — h T o
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Numericko deriviranje — simetri¢na razlika (n.)
L —

Prethodnu formulu zovemo simetri¢na (centralna) razlika, jer
su tocke x1 1 x_1 simetriéne obzirom na x,.

Takva aproksimacija derivacije ima bolju ocjenu greske nego
obi¢ne podijeljene razlike, tj. vrijedi

1)
6

1)
:

€5 (o) = (w0 — 21) (w9 — x_1) = —h°

2. Slucaj x1 1 x5 s iste strane z
Rasporedimo, na primjer, r; i r9 desno od =z,

$1:CI30—|—}L, ZCQZSU()—FQ}L.
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Numericko deriviranje — drugi izbor tocaka
OO,

Iako su 1 u ovom slucaju tocke ekvidistantne, deriviramo u
najljevijoj, a ne u srednjoj tocki.

Pripadna tablica podijeljenih razlika je

Uk

flte]  flte, ter]  Sle, trt, trre]

X0

Jo
fi—Jfo
h
Jo—2f1+ fo
J1 572
fo—fi
h
2
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Numericko deriviranje — drugi izbor tocaka (n.)
o ———

Konac¢no, aproksimacija derivacije u g je

plg(xo) — f[foaﬁl] T f[l'o, L1, xz] (xo — $1)

_Ji—Jo _hf2—2f1+f0
- h 2h?
 —Jat+4f1—3)o
B 2h ’
dok je greska jednaka
(3) (3)
eh(o0) = T8 (o — ) (g — ) = 2 28,

tj. greska je istog reda velicine O(h?), medutim konstanta je
dvostruko veca nego u prethodnom (simetricnom) slucaju.
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Numeri€ko deriviranje — zakljucci
D ———

Formula za derivaciju

@ postaje sve tocnija sto su blize toc¢ke iz kojih se derivacija
aproksimira, tj. Sto je h manji.

To vrijedi samo teoretski.

U praksi, mnogi podaci su mjereni, pa nose neku pogresku, u
najmanju ruku zbog gresaka zaokruzivanja.

Osnovu numeri¢kog deriviranja ¢ine podijeljene razlike,

@ ako su tocke bliske, dolazi do kracenja. Do kracenja mora
doci, zbog neprekidnosti funkcije f.

Problem je to izrazitiji, Sto su tocke blize, tj. sto je h manji.

Dakle, imamo dva oprecna zahtjeva na veli¢inu h. Manji h
daje bolju ocjenu greske, ali ve¢u gresku zaokruzivanja.
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Numericko deriviranje — ilustracija problema
e

[lustrirajmo to analizom simetricne razlike,

= fi= ) + e5(xq), eh(xg) = —h?

F3E)
2h, 2 ‘

6

f'(xo)

Pretpostavimo da smo, umjesto vrijednosti f_; i fi, uzeli malo
perturbirane vrijednosti

Ji=J1+e, Jo1=f-1+¢e_q, e1], le—1| < e.

Ako odatle izrazimo f; i f_; i uvrstimo ih u formulu za
derivaciju, dobivamo

_fl—f—1_€1—5—1

oh o T ().

f'(xo)
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Koliko malen smije biti h?
D

Prvi ¢lan s desne strane je ono Sto smo mi zaista izrac¢unali
kao aproksimaciju derivacije, a ostalo je greska.

Zbog jednostavnosti analize pretpostavimo da je
@ A prikaziv u racunalu,

@ greska pri racunanju kvocijenta u podijeljenoj razlici
zanemariva.

U tom je slucaju napravljena ukupna greska

Ogradimo erry po apsolutnoj vrijednosti. Greska u prvom
¢lanu je najveca ako su €7 1 €_; suprotnih predznaka,
maksimalne apsolutne vrijednosti .
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Koliko malen smije biti 2?7 (nastavak)

Za drugi ¢lan koristimo ocjenu za e} (x), pa zajedno dobivamo

lerry| < — 4+ —=h?, Ms; = max [f®(z)].
h § r€[r_1,71]

Lako se vidi da je ocjena na desnoj strani najbolja moguca, t;.
da se moze dosti¢i. Oznac¢imo tu ocjenu s e(h)

M
e(h) = - + —=2h

Ponasanje ove ocjene 1 njezina dva ¢lana u ovisnosti od h
mozemo prikazati sljede¢im grafom.
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Koliko malen smije biti 2?7 (nastavak)
o ——————

Legenda:

@ plava boja — prvi ¢lan €/h oblika hiperbole, koji dolazi
od greske u podacima,

@ crvena boja — drugi ¢lan oblika parabole, koji
predstavlja maksimalnu gresku odbacivanja kod
aproksimacije derivacije podijeljenom razlikom,

@ zelena boja — oznacava zbroj gresaka e(h).
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Optimalni Ay
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Optimalni h (nastavak)
o ———

Odmah vidimo da e(h) ima minimum po h. Taj minimum se
lako racuna, jer iz

E M3
6/(h) — _ﬁ + ?h =0

izlazi da se lokalni, a onda (zbog €”(h) > 0 za h > 0) i globalni
minimum postize za
g\ 1/3
ho = <—5> .
M3

Najmanja vrijednost funkcije je

3 /M 1/3
e(ho) = 3 (?3) 2/3
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Ukupna greska koju ne ocCekujemo
e,

To pokazuje da je ¢ak i u najboljem slucaju,

@ kad je ukupna greska najmanja, ona je reda velicine
O(£2/?), a ne O(e), kao §to bismo Zeljeli.

To predstavlja znacajni gubitak tocnosti.
Posebno, daljnje smanjivanje koraka h samo povecava gresku!

Isti problem se javlja, 1 to u jos ozbiljnijem obliku, u
formulama viseg reda za aproksimaciju derivacija.
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