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Sadrzaj predavanja

@ Aproksimacija i interpolacija (nastavak):
@ Hermiteova interpolacija.
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Hermiteova polinomna interpolacija
.

Osim interpolacije funkcijskih vrijednosti funkcije f u
cvorovima Iy,

@ mozemo traziti da interpolacijski polinom h interpolira i
derivaciju f’ u ¢vorovima xj,.

Dakle, zahtijevamo da je

h(ﬂ?k) = f(ZUk), h,($k> — f/(l“k), k = O, N2

Takva vrsta interpolacije zove se Hermiteova interpolacija.

Ipak, treba odgovoriti na nekoliko vaznih pitanja:
@ postoji li takav interpolacijski polinom:;
@ ako postoji je i jedinstven;

@ ako postoji, kojeg je stupnja.
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Hermiteova polinomna interpolacija (nastavak)
o ———

Problem egzistencije i jedinstvenosti konstruktivno rjesava
sljedeci teorem.

Teorem. Postoji jedinstveni polinom hs, 1 stupnja najviSe
2n + 1, koji zadovoljava interpolacijske uvjete

th—I—l(CEk) — fk7 l2n—|—1(xk) — flga k = 07 ey T

gdje su x; medusobno razlicite tocke i fx, f, zadani realni
brojevi.

Dokaz.

Ideja: konstrukcija baze nalik na Lagrangeovu.
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Hermiteova polinomna interpolacija (nastavak)
o ——

Trazimo “bazicne polinome” hy o 1 hg 1 za koje vrijedi

0, za1+#k,
hio(i) = T @) =0,
1, za1=k,
) 0, za1+#k,
ha(2:) =0, () = 7
’ 1, za1=k.

Ako nademo hyo 1 hy 1, onda je

n

hont+1(x) = Z (fkhko(x) T f/;hkl(x))

k=0
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Hermiteova polinomna interpolacija (nastavak)

Deriviranjem polinoma ho, () izlazi

n

N1 (1) = Z (fk ko) + [ 21(5'3))7

k=0
pa lako vidimo da su ispunjeni svi uvjeti interpolacije

n

hont1(;) = Z (fkhk,o(%) T f];hkl(xz)) = Jk;
k=0

n

hl2n+1(xi) = Z (fk ;c,o(xi) + fl; 2:1(51%)) = flé

k=0

Ostaje jos konstruirati polinome hy o 1 hg ;.
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Hermiteova polinomna interpolacija (nastavak)
T —_

Tvrdimo da se Ao 1 Ay mogu definirati kao
hio(2) = [1 = 2(x — 2k ) G (2x)] G ()
i () = (z — o) (2),

gdje je ¢, odgovarajuci polinom Lagrangeove baze.

Provjera da vrijednosti hy o(xi), Ny, o(@:), i (2s) 10y (75)
zadovoljavaju trazeno vrsi se direktno, uvrStavanjem.

Bududi da je ¢, polinom stupnja n, onda
@ su hgo 1 hg, stupnja 2n + 1,

@ pa je ho,.1 stupnja najvise 2n + 1.
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Hermiteova polinomna interpolacija

(nastavak)

Primijetite da funkcija pogreske

e(r) = hapsr(x) — f(x)

ima dvostruke nultocke u ¢vorovima xg, ..., x,,
e, 1 njezina derivacija €' imaju nultocke u x;, tj.

e(x;)) =0, €(x;)=0.

Ostaje jos pokazati jedinstvenost.

Neka je go,41 bilo koji drugi polinom koji ispunjava uvjete

teorema. Tada je

p(x) = honi1(2) = qanta ()

= (hant1(z) — f(2)) — (gant1(x) —

jer i funkcija

f(x)).
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Hermiteova polinomna interpolacija (nastavak)
o ———

Polinom p
@ je stupnja ne veceg od 2n + 1.

@ p ima dvostruke nultocke u x;, + =0, ..., n, odnosno
ukupno ima barem 2n + 2 nultocaka.

Zakljucak. Polinom stupnja najvise 2n + 1 koji ima barem
2n + 2 nultocke je nul-polinom, pa je hs,1 jedinstven. ]

Zbog toga sto greska Hermiteovog interpolacijskog polinoma
ima dvostruke nultocke u xg, ... z,, polinom ¢vorova wy,
jednak je

wa(w) = (¥ — @) (x — 21)" - (2 — )" = (),

pri cemu je w polinom ¢vorova Lagrangeove interpolacije.
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Pogreska Hermiteove interpolacije
e,

Gresku Hermiteove interpolacije dobivamo na slican nac¢in kao
1 kod Lagrangeove interpolacije, samo moramo iskoristiti

@ ho,yq je stupnja 2n + 1,

@ oblik polinoma ¢vorova wy,(z) = w?(x).

Teorem. Greska kod interpolacije Hermiteovim polinomom
hont funkcije f € C*" 2200, Tmax] U 1+ 1 medusobno
razlicitih ¢vorova x, ..., x, ima oblik

B D A (I
e(x) _ f(x) o h2n—|—1(x) — (272, I 2)| W (37),

gdje su £ 1 w kao u teoremu o pogresci Lagrangeove
interpolacije.
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Hermiteova interpolacija — Newtonova forma
L,

Hermiteov interpolacijski polinom moze se zapisati i u
Newtonovoj bazi.

@ Tocke interpolacije su xg, xg, 1,21, ..., Ty, Tn, t]. svaka je
dvostruki ¢évor.

@ Pitanje: Sto je podijeljena razlika u dvostrukom ¢voru?

Neka su xy 1 1 = xg + h dva ¢vora 1 pustimo da h — 0. Tada
je

flzo, xo] = lim flzo, zo + I

h—0
_ lim f(xo+Nh) — f(xo)
h—0 h

= f'(x).

Uz tu modifikaciju, podijeljene razlike racunaju se na
uobicajeni nacin.
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Podijeljene razlike
————

Tablica svih potrebnih podijeljenih razlika ima ovaj oblik:
v | flew]  flow, 2pe1]  flow, Trar Trge] 0 flro, .o, )
xo | flxol
f' (o)

ro | flwo] flzo, zo, z1]

f[.ﬁCo, xl]

X1 f[xl] f[w(),ﬂfl,ilfl]
f'(z1)

L1 f[xl] f[xhxl?xQ]

Ln f[xn] f[xn—la Ln, xn]
f,(xn)
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
D

Konacni izgled Hermiteovog interpolacijskog polinoma u
Newtonovoj bazi

hon1(z) = flwo] + f'(20) (# — 20) + flxo, 1o, 1] (2 — 0)°
+ flxo, xo, x1, 21] (x — 20)* (1 — 1) + - - -
+ flwo, o, - .o Ty, Tn] (2 — 20)° - - (2 — Tpe1) 2 (T — T0).
Naziv “Hermiteova interpolacija” koristi 1 za opcenitiji slucaj]
tzv. prosirene Hermiteove interpolacije
@ interpoliraju se i1 vise derivacije od prvih;

@ bitno je samo da se u svakom ¢voru x; redom
interpoliraju funkcijska vrijednost i prvih nekoliko
(uzastopnih) derivacija.
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Prosirena Hermiteova interpolacija
e,

I za prosirenu Hermiteovu interpolaciju postoji jedinstveni
interpolacijski polinom.

Primjer. Nadite interpolacijski polinom koji interpolira redom
f?f,a"'af(n) u Xro.

U ovom primjeru, xg je (n + 1)-struki ¢vor interpolacije. Za
podijeljene razlike viseg reda s istim ¢vorovima vrijedi

(k)
f[x())"'ax()]:f (xO)a k:()a y T,
(k+ 1) puta

pa je interpolacijski polinom p,, jednak Taylorovom polinomu
stupnja n oko tocke xy.
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Preskakanje derivacija u interpolaciji
L,

Ako dozvolimo “preskakanje” nekih derivacija u nekim
tockama,

@ problem interpolacije ne mora uvijek imati rjesenje.

Primjer. Nadite nuzne i dovoljne uvjete za egzistenciju i
jedinstvenost interpolacijskog polinoma p € Ps, za kojeg

vrijedi
) p(zo) = fo, (1) =fl, plas) = fo,

gdje su (o, fo), (@1, f1) 1 (22, f2) zadane tocke, uz
pretpostavku da je g # xo.

Rjesenje. Mora biti x1 # (g + x2)/2.
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