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Sadrzaj predavanja
e I—————

@ Lokacija svojstvenih vrijednosti:
@ (Gersgorinov teorem.
@ (Cassinijevi ovalli.
@ Varijacijske karakterizacije svojstvenih vrijednosti
hermitskih matrica:
@ Rayleigh—Ritzov teorem.
@ Courant—Fischerov teorem.
@ Weylov teorem.

@ Multiplikativne perturbacije hermitskih matrica:
@ Sylvesterov teorem.
@ Teorem Ostrowskog.
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Lokacija svojstvenih vrijednosti
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Gersgorinov teorem
G

Neka je A kvadratna matrica. Ako je mozemo napisati kao

A=D+eB,
pri cemu Je
@ D dijagonalna,
@ B ima nul-dijagonalu,
@ a ¢ je neki mali broj,

onda se svojstvene vrijednosti matrice A nalaze u maloj
okolini oko dijagonalnih elemenata matrice D.

Ovakovo razmisljanje moze se formalizirati Gersgorinovim
teoremom.
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Gersgorinov teorem (nastavak)

Teorem (Gersgorin). Neka je A kvadratna matrica reda n i
neka je

j#i
R!(A) je suma apsolutnih vrijednosti elemenata u i-tom retku,
bez dijagonalnog.

Sve svojstvene vrijednosti matrice A nalaze se u uniji od n
diskova

G(A) = J{z € C| |z — au| < Ri(A)}.
i=1
Nadalje, ako unija £ tih diskova tvori povezano podrucje koje
nema presjeka s ostalih n — k diskova, tada se tocno k

svojstvenih vrijednosti nalazi unutar tog podrucja.
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Gersgorinov teorem (nastavak)
e

Dokaz. Neka je A bilo koja svojstvena vrijednost od A i neka
je Ar = Axz. Medu elementima svojstvenog vektora x postoji
najveci element po apsolutnoj vrijednosti, takav da je

[y > ||, i=1,...,n,

i mora biti x,, # 0, zbog = # 0. Pretpostavka Az = Az daje

Ao, = [Mal, = [Az], =) ayu;,
=1
ili, ekvivalentno, J

n

Tp(A — app) = Z ApjLy-

j=1
i
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Gersgorinov teorem (nastavak)

Iz ove jednadzbe, koristenjem nejednakosti trokuta, dobivamo

n

n
D s <Y apirl = laglla;

j=1 j=1 J=1
J#DP J#Dp J#Dp

n

|xp||>‘ - app| —

< |y Z ap;| = ‘xp‘R;(A)'
e
Zbog w, # 0, slijedi da je |A — a,,| < R (A), za taj indeks p.
Drugi dio teorema bavi se lokacijom nultocaka, ako postoji
presjek vise krugova (v. Horn—Johnson, Matrix Analysis). B
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Gersgorinov teorem (nastavak)

Gersgorinov teorem moze se primijeniti i na matricu A’
Definiramo

C’;(A) je suma apsolutnih vrijednosti elemenata u j-tom
stupcu od A, bez dijagonalnog.

Korolar. Sve svojstvene vrijednosti kvadratne matrice A leze
u uniji od n diskova

GAT) = J{zeC||z—ay| <Cj(A)}.
j=1
Ako je unija od k diskova povezana i odvojena od ostatka,
unutar nje se nalazi tocno k svojstvenih vrijednosti. O
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Gersgorinov teorem (nastavak)
e aaE _—_—_-.-.-

Iz prethodnih rezultata slijedi da se sve svojstvene vrijednosti
matrice A nalaze u presjeku G(A) N G(A?).

Postoji nekoliko poboljsanja ovog rezultata. Prvi od njih se
dobiva koristenjem sli¢nosti:

@ Za regularan S, matrice A i S71AS imaju jednake
svojstvene vrijednosti.

@ Za S je najbolje/najlakse uzeti dijagonalnu matricu

S:D:dlag(plap%)pn)) Di > 0.
@ Elementi slicne matrice su (D™*AD);; = ay; - pj/pi-

@ Primijenimo Gersgorinov teorem na D~ 1AD.
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Gersgorinov teorem (nastavak)

Korolar. Neka je A kvadratna matrica i neka su pq, ...
pozitivni realni brojevi. Sve svojstvene vrijednosti matrice A

leze u podrucju

D'AD) :=| |
1=1
1u
" 1
G((D~'AD)" U{Z€C||Z—ajj|§29jz]7|az‘j|

J=1

{ ec\|z—am|<—zpj|aw|}
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Cassinijevi ovali

Teorem (Cassinijevi ovali). Svaka svojstvena vrijednost
matrice A lezi unutar barem jednog od n(n — 1)/2 Cassinijeva
ovala

X — aiel A — auel < RL(A) - RY(A) = (Z \am) - (Z \am),
1 unutar barem jednog ovala
X — apl]A — aue] < CL(A) - CY(A) = (Z |az-k|) - (Z |az-e|),

=1

gdjejel <k, /<nik#/L. O
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Varijacijska karakterizacija
svo]jstvenih vrijednosti

hermitskih matrica
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Rayleigh—Ritzov teorem
T ——

Prisjetimo se, hermitske matrice
@ 1maju samo realne svojstvene vrijednosti,
@ mogu se dijagonalizirati unitarnim slicnostima,

@ bez obzira jesu li svojstvene vrijednosti razlicite ili ne,
uvijek postoji ortogonalna baza svojstvenih vektora.

U ovom i sljede¢em poglavlju, svojstvene su vrijednosti bilo
koje hermitske matrice A, reda n, uvijek poredane tako da
vrijedi:

)\min L= )\1 < )\2 < - < )\n —. )\max'
Najmanja 1 najveca svojstvena vrijednost lako se mogu

karakterizirati kao rjesenje problema uvjetne minimizacije,
odnosno, maksimizacije.
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Rayleigh—Ritzov teorem (nastavak)

Teorem (Rayleigh—Ritz). Neka je A hermitska matrica sa
svojstvenim vrijednostima poredanim od najmanje do najvece.

Tada je
J Mrtr < ztAx < \, 27z,

za sve x € C". Nadalje,

¥ Ax

Amax = A, = max — max x" Az,
r£0 T*X r*r=1
. ¥ Ax L
Amin = A = min — min x"Azx.
x£A0 x*x r*r=1
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Rayleigh—Ritzov teorem (nastavak)

Dokaz. Buduéi da je A hermitska, postoji unitarna matrica U
koja dijagonalizira A

A=UAU*, A=diag(\,...,\).
Za proizvoljni x € C" vrijedi
v Az = (" U)ANU"z) =Y N|(U™z)if.
1=1

U ovoj linearnoj kombinaciji svojstvenih vrijednosti A;, za
koeficijente vrijedi |(U*x);|* > 0. 1z Apin < A < Apax slijedi

Amin Z [(U*x);]? < 2" Az < Mnax Z [(U*x);]°.
i=1

1=1
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Rayleigh—Ritzov teorem (nastavak)

Budu¢i da je U unitarna, onda je
Z| (U*x);|” = («U)(U*x) = ™.

Dakle, dokazah smo da je
AinZ & < 25 Ax < A\paxZ T.

Primijetite da je ocjena ostra (tj. ne moze se poboljsati) i
dostize se ako je x svojstveni vektor matrice A za Ay,
odnosno, Ay ax. ]

Rayleigh—Ritzov teorem daje varijacijsku karakterizaciju dvije
rubne svojstvene vrijednosti. Sto je s ostalima?

NumAnal 2011, 11. predavanje — p. 16/42



Courant—Fischerov teorem

Ideja. Promatrajmo sve vektore x koji su ortogonalni na
svojstveni vektor uq.

Za takve x-ove, zbog ujr = 0, vrijedi sljedeca modifikacija:

r*Ar = iM(U*x)iF =Y Nuix)P = N\uizf.
1=1

Zbog nenegativnosti ove linearne kombinacije vrijednosti
Ao, ..., \, 1 njihovog poretka, imamo

mn mn n
Z&-IUISCF > Ay Z uj z]* =\, Z (U x)i]* = Npa™a.
i=2 i=2 i=1

Nejednakost ¢e postati jednakost, ako izaberemo = = wus.
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Courant—Fischerov teorem (nastavak)

Dakle, dobili smo varijacijsku karakterizaciju za drugu
najmanju svojstvenu vrijednost As:

*
o ¥ Ax ,
min = min 2FAx = \s.
x#0 x*x z*r=1
rluq rluq

Dodatno, ako na lijevoj strani ovog izraza,
@ umjesto svojstvenog vektora u; za vrijednost Aq,
@ uzmemo bilo koji vektor w; € C”,
onda se taj izraz moze samo smanjiti, tj. njegov maksimum se

dotize bas za w; = uy. Dokaz ide projekcijom wy na u;.

Na slican se nacin mogu izvesti i opéenitije karakterizacije.
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Courant—Fischerov teorem (nastavak)

Teorem (Courant—Fischer). Neka je A hermitska matrica sa
svojstvenim vrijednostima A;, poredanim od najmanje do
najvece

M <A <<

Neka je k cijeli broj za koji vrijedi 1 < k£ < n. Tada je

, ¥ Ax
min max = A\,
W1, W,y Wy — o EC™ x7#0,0€Cn xrro
rlwq,wg,..., Wy, L
, ¥ Ax
max min = \g.
w1,W,...,w_1€C™ z7#0,2€Cn Tr*r [ ]

rlwq,wg,..., WL _ 1
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Courant—Fischerov teorem (nastavak)
S |

Courant—Fischerov teorem mozemo iskazati 1 na alternativan
nacin. Uoc¢imo sljedece:

@ Kod prve karakterizacije svojstvene vrijednosti A, biramo

xr L wi,wo, ..., w,_; koji daje maksimalan Rayleighev
kvocijent xxff’;
@ Ako definiramo potprostore N' = span{ws, ..., w,_p} i

M = N+, tada biramo x € M.

@ Dalje, vrijedi dim(N) <n — ki
dim(M) =n —dim(N) >n—(n—k) = k.

@ Ako su wy,...,w,_; linearno nezavisni, tada skup po
kojem trazimo maksimalni Rayleighev kvocijent ima

dimenziju dim(M) = k.
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Courant—Fischerov teorem (nastavak)
o ————

@ Ako su wy,...,w,_; linearno zavisni, tada skup po kojem
trazimo maksimalni Rayleighev kvocijent ima dimenziju
dim(M) > k. U tom slu¢aju maksimalni Rayleighev
kvocijent po takvom skupu je veci ili jednak
maksimalnom Rayleighevom kvocijentu po bilo kojem
njegovom k-dimenzionalnom podskupu.

@ Budud¢i da mi trazimo maksimalne Rayleigheve kvocijente
za sve moguce izbore skupa N, i onda medu njima
trazim najmanji, isplati se uzimati samo linearno
nezavisne wi, ..., Wy_k.

@ Osim toga, odabir skupa N pa biranje z € M = N7 je
ekvivalentno direktnom odabiru skupa M, takvog da po
prethodnim razmatranjima ima dimenziju dim(M) = k, i
onda opet biramo xr € M.
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Courant—Fischerov teorem (nastavak)
o ———————————

@ Za drugu karakterizaciju svojstvene vrijednosti A
mozemo napraviti analognu analizu.

Ovime smo dobili alternativan iskaz teorema.
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Courant—Fischerov teorem (nastavak)

Teorem (Courant—Fischer). Neka je A hermitska matrica sa
svojstvenim vrijednostima A;, poredanim od najmanje do

najvece
AL < A < <A
Neka je k cijeli broj za koji vrijedi 1 < k£ < n. Tada je
, x* Ax
min  max = Ap,
McCC" e M,x#0 xT*XT
dim(M)=k
. Az
max min = \g.
mMcen reEM, x40 x¥o

dim(M)=n—k+1
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Courant—Fischerov teorem (nastavak)
T —"_ 5 5

Ako sa uq,...,u, oznacimo svojstvene vektore matrice A koje
redom odgovaraju svojstvenim vrijednostima
A < Ay < - <\, tada mozemo uociti sljedece.

@ Kod prve karakterizacije svojstvene vrijednosti Ay
minimum se postize za M = span{uy, us ..., us}.

@ Kod druge karakterizacije svojstvene vrijednosti Ay
maksimum se postize za M = span{ug, up1 ..., Uy}
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Primjene varijacijske karakterizacije
e,

Teorem (Cauchyev teorem ispreplitanja). Neka je A n x n
hermitska matrica sa nepadajuc¢im svojstvenim vrijednostima

M(A) < Ag(A) < - < A (A).

k x k matrica B, gdje je k < n, naziva se kompresija od A ako
postoji n X k ortonormalna matrica () takva da je B = Q*AQ).
Tada, ako sa \;(B) ozna¢imo nepadajuce svojstvene
vrijednosti od B

za sve 1 < k vrijedi

M(A) € X(B) < Nieni(A).
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Primjene varijacijske karakterizacije (nastavak)
D,

Dokaz. Neka su sa vy, ..., v, oznaceni svojstveni vektori
matrice B koje redom odgovaraju svojstvenim vrijednostima
AM(B),...,  \(B). Neka je za i < k definiran i-dimenzionalni
potprostor M; = span{vy,...,v;}. Tada prema
Courant—Fischerovom teoremu znamo da vrijedi

v*Bx r*Q*AQx y* Ay
Ai(B) = max = max =  max
TEM; A0 TFT zeMiz#A0 TFQF*QT yeQMiy#0 y*y
¥ Ax

— \i(A).

> min max
McC? e M,x#£0 T*T

dim(M)=1
Ako za 1 < k definiram k£ — 7 + 1-dimenzionalni potprostor
M1 = span{v;, ..., v, }. Tada opet prema
Courant—Fischerovom teoremu znamo da vrijedi
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Primjene varijacijske karakterizacije (nastavak)

. r*Bx , r*Q*AQx
A\i(B) = min = min

SUEM;C_H_l,SU;éO x*x QZEM]g_H_l,SU#O CE'*Q*QZU
_ . y" Ay
= min

YEQMy_iyr1,y70 Y*Y

. o Ax

<  max min = Nitn_r(A),

Mccn rteM,z£0 T*X
dim(M)=k—i+1

jerjek—i+1=n—(+n—k)+ 1. O

NumAnal 2011, 11. predavanje — p. 27/42




Primjene varijacijske karakterizacije (nastavak)
e

Teorem (Weyl). Neka su A i B hermitske matrice istog reda
n, i neka su \;(A), \i(B), \i(A + B) svojstvene vrijednosti u
rastucem poretku. Za svaki £ =1,...,n vrijedi

Me(A)+ M (B) < M (A+ B) < A\(A) + M\ (B).
Dokaz. Krenimo od Rayleigh—Ritzovog teorema za matricu B.
Za proizvoljni x € C", x # 0, imamo ogradu

v Bx

xrx*x

M(B) < < M\ (B).

Sad iskoristimo Courant—Fischerov teorem za matricu A + B.
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Primjene varijacijske karakterizacije (nastavak)

Za bilo koji k =1,...,n, iz prve karakterizacije imamo redom
, **(A+ B)x
M(A+ B)= min max ( )
MCC" gz M, x#0 Tr*a
dim(M)=k
, v*Ar x*Bx
— min max +
McCC?  zeM,z#0 \ x*x Tr*x
dim(M)=k
: x*Ax
> min  max + A\ (B)
Mcenr  geMax#0 \ TFT
dim(M)=k

= \e(A) + M (B).

Na isti nacin dobivamo i gornju ogradu.
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Multiplikativne perturbacije
hermitskih matrica
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Kongruencija i inercija
e

Definicija. Neka su A i B n X n hermitske matrice i neka je S
regularna matrica, takva da je B = SAS*. Kazemo da je B
kongruentna sa A. Kongruencija je relacije ekvivalencije.

Definicija. Definiramo inerciju od hermitske matrice A kao
1(A) = (14(A),10(A),i-(A)),
gdje su

i, (A) = broj pozitivnih svojstvenih vrijednosti od A
io(A) = broj svojstvenih vrijednosti od A jednakih 0

i_(A) = broj negativnih svojstvenih vrijednosti od A
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Inercija hermitske matrice
e

Za hermitsku matricu A napiSimo njenu spektralnu
dekompoziciju (svojstvene vrijednosti u rastu¢em poretku)

A=UAU", A =diag(\, ..., \,), U'U=UU"=1.

Dijagonalnu matricu A dalje raspisemo kao

A = |A[PI(A)A[V2,

gdje je
~I 4y O 0
I(A) = 0 Oiay O
0 0 L |

pri cemu je [, matrica identitete dimenzije k, a O, nul-matrica
dimenzije /.
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Inercija hermitske matrice (nastavak)
T ——

Matricu A tada mozemo napisati kao produkt
A=ZI(AZ*,  Z=U|AY2

Ako umjesto |A|'/? definiramo dijagonalu matricu
L = diag({y,...,0,) sa

) NV N A0

tada A ponovo mozemo napisati kao produkt

A=SI(A)S", S=UL.
pri cemu je S regularna. Dakle mozemo zakjuciti da je A
kongruentna sa I(A). Stovise, ako je matrica A kongruentna
sa nekom dijagonalnom matricom D, tada je broj negativnih i
pozitivnih dijagonalnih elemenata u D uvijek jednak, o c¢emu
govori Sylvesterov teorem.
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Sylvesterov teorem
TGS,

Teorem. Neka su A 1 B hermitske matrice. Tada A 1 B su
kongruentne ako i samo ako je i(A) = i(B).

Dokaz.

@ Pretpostavimo da je i(A) = i(B). Tadasu Ai B
kongruentne sa I(A) = I(B), pasui A i B medusobno
kongruentne (relacija ekvivalencije).

@ Neka su A 1 B kongruentne, tj. neka je A = SBS* za
regularnu matricu S. Odmabh slijedi da je
rang(A) = rang(B), sto povlaci ig(A) = io(B).
@ Neka su A\(A) <--- <\ (4) < 0 negativne
svojstvene vrijednosti od A, 1 vq,...,v;_(4) pripadni
ortonormirani svojstveni vektori.
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Sylvesterov teorem (nastavak)

@ Oznacimo S_(A) = span{vi,...,v; (4)} sa
dim(S_(A)) =i_(A).

@ Tada za proizvoljni x € S_(A), x # 0 slijedi da je
xr = ZZ;&A) &;v;, Sto povlaci

*

i (A) i (A)
v Ar = Z ivi Z Ai&ivi | = Z A&7 < 0.
i—1 i—1 '

@ Zay = S*x dalje slijedi
y "By =2"SBS"r = 2" Az < 0,

pri cemu je y € S*S_(A) proizvoljni element
potprostora dimenzije i_(A).
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Sylvesterov teorem (nastavak)
T —_

@ Dakle, mozemo zakljuciti da je

y* Ay
Imax
yES*S_(A),y#0 Y*Y

<0

pa mora vrijediti 1 za minimum po svim
potprostorima dimenzije 7_(A). Prema
Courant—Fischerovom teoremu imamo

*A
Ni_a)(B) = min nax : B ’
dim(M)=i_ (A) yeMy70 Yy

<0

gdje su A (B) < X\(B) < --- < \,(B) svojstvene
vrijednosti od B.
@ Napokon mozemo zakljuciti da je i (B) > i (A).
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Sylvesterov teorem (nastavak)

@ Analogno se dokazuje i (B) < i (A) odakle slijedi
jednakost.

@ Jednako se dokazujeii. (B) =1i.(A).
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Teorem Ostrowskog
S

Teorem (Ostrowski). Neka su A n X n hermitska matrica i S
n X n regularna matrica. Tada za svaki £ =1,...,n postoji

0 € [A1(55%), A, (SS*)] takav da je
A(SAS™) = 0 e (A),

pri cemu se uzima da su svojstvene vrijednosti svih matrica
uredene u nepadajucem poretku.

Napomena. Sto je S bliza unitarnoj matrici, to je ) blizi 1.
Dokaz. Promotrimo matricu A — A\g(A)I. Ocito je
Me(A— X (A)) = 0.
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Teorem Ostrowskog (nastavak)
o ———

Zbog Sylvesterovog teorema je
Ae(S(A = Ap(A)I)S™) =0,

jer se sacuvao broj pozitivnih, negativnih 1 nula svojstvenih
vrijednosti. Dakle, vrijedi

Ae(SAS™ — A\ (A)SS™) = 0.
Dalje, iz Weylovog teorem slijedi

Ae(SAS) N (—A(A)SS) < Ap(SAS* — M\(A)SS*) = 0
< M(SASH) 4+ A (=As(A)SS).
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Teorem Ostrowskog (nastavak)
o —————

Iz donje ograde prethodne nejednakosti slijedi
A(SAS™) < = A (=X (A)SS™) = N\, (A (A)SS™)
B { Me(A) - M(SS¥),  M(A) >0

Me(A) - A (SS%),  A(A) <0
a 1z gornje ograde slijedi
Me(SASH) > — A (= Ae(A)SS*) = M (Ae(A)SS?)
B { Me(A) - M (SSH),  M(A) >0

Ae(A) - An(557),  M(A4) <0
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Teorem Ostrowskog (nastavak)
o ———————————————

Za A\,(A) > 0 imamo

A(A) - A (957) < A (SAS™) < Ae(A) - A\, (S57),
aza \,(A) <0

Ae(A) - A (S5™) < M (SAS™) < A(A) - A (S57),

pa u oba slucaja za \i(A) # 0 vrijedi (za A\, (A) =0 je i
A (SAS*) = 0)

Me(SAS)
Ak(A)

A(SS%) < < M (SS7).
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Teorem Ostrowskog (nastavak)
L m—_—_

Korolar. Neka su A n X n hermitska matricai S n X n
regularna matrica. Neka su svojstvene vrijednosti svih matrica
uredene u nepadajucem poretku. Tada za svaki k=1,...,n
vrijedi

AR(SAST) = A(A)] < [[S57 = Tl2[Ae(A)].

Dokaz. Iz teorema Ostrowskog je Ay (SAS*) = O \i(A) i
0r € [A1(55%), A\, (S5%)], odakle je

A(SAS™) — M(A) = (0 — DAL(A), A (SS*)—1<0,—1<A0(SS*)—1.

Jednostavno mozemo zakljuciti da je

0, — 1] < max{|\(SS*) — 1|, ]A,(SS*) — 1| = [|SS* — I|s.
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