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Sadrzaj predavanja

@ Algoritmi za racunanje svih svojstvenih vrijednosti
simetricnih matrica:

@ Jacobijev algoritam.
@ Algoritam “podijeli pa vladaj”.
@ Algoritam za svojstvene vrijednosti simetricnih matrica u
zadanom intervalu.
@ Algoritam bisekcije i inverzne iteracije.
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Jacobijev algoritam
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Dijagonalizacija rotacijom u ravnini

Simetricnu 2 X 2 matricu

Uiz Qi
A= ’
Qij  Qjj

mozemo dijagonalizirati koriStenjem jedne rotacije R(f),

A= % Y| = Ro)AR ),
i 0 jj |

gdje je

cosf) —sinb

sin 6 cos 6
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Racunanje kuta
D,

Uz krace oznake c:= cosf, s:=sinf, t := tgf, mnozenjem
dobivamo:

C —S Qi Agj cC S

S C Qi QAjj —S C

a;;¢* — 2a8c+ a;;8* (¢ — s*)ay + (ay; — ajj)sc

(c* — s%)ai; + (ay; — ajj)sc  ays® + 2a;8¢ + aj;c°

Da bismo ponistili element na mjestu (1,2) (istovremeno, i
element na mjestu (2, 1)), moramo naci sinus i kosinus kuta za
koji je

(¢* — s%)ay + (ay — aj;j)sc = 0.
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Rac¢unanje kuta (nastavak)
L —

Primijetimo da je cos(26) = ¢* — s* i sin(20) = 2sc, pa
prethodnu jednadzbu mozemo napisati kao

1
cos(20)a;; + 5 sin(26)(a; — aj;) = 0.
Odatle mozemo izracunati ¢ := ctg(26) (bolje od tg(20) = 1/()

Ajj — Qi

¢ :=ctg(20) =

QCLZ'J'
Sada prvo treba izracunati ¢, pa zatim ci s. Idemo redom:

te(26) cos(20)  *—s*  F—s & 1—t?
C — — — : — .
5 sin(260) 2¢s 2cs 2 2t
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Racunanje kuta (nastavak)

Budu¢i da ¢ znamo, treba rijesiti kvadratnu jednadzbu po ¢

t2+2(t—1=0.

Njezina rjeSenja su

oy = —zgi\/4g2+4:_Ci e

2

Po apsolutnoj vrijednosti manji od dva (tangensa) kuta, tj.
1| <1 (to ¢e nam poslije trebati kod dokaza konvergencije), je

T _C+\/C2—|—17 ZaCZOa
| ==/ F1, za <0,
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Racunanje kuta (nastavak)

Sto mozemo pisati kao

t=—(+sign({)v/(?+1= sign(C)(—m + /(% + 1).

Jedino, ne smijemo tako racunati,

@ doci ¢e do katastrofalnog kracenjal

Katastrofalno kracenje ¢emo izbjeéi deracionalizacijom izraza

/ /2 1 :
=) (-I0 + VD) e = e

Posljednji izraz se stabilno racuna.

Autor algoritma: H. Rutishauser.
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Racunanje kuta (nastavak)
N —

Sad mozemo izrac¢unati c¢i s. Iz ¢? + s? = 1. dijelieniem s 2
b b

dobivamo 1 + t* = 1/¢*, odnosno,
1
— .
1 + 2
Budu¢i da smo izabrali manji od dva kuta, onda je njegov
kosinus pozitivan, pa je

1
V1+t2

Konacno, s ¢emo izracunati kao

C =
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Dijagonalni elementi
N

I formulu za dijagonalne elemente mozemo “poljepSati”:

, _— 2 o o o 2
a; = QiC° — 204;SC + A48
= ;C° + a;s° — ayS” — 2a4;5¢ + a;;8°
2 2
= a; + s7(aj; — a;;) — 2a;;5¢ = a; + 2a;;5° ctg(20) — 2a,;sc
c? — s°
= a;; + 2a4;8° — 2a;;5¢ = ag + ai;t(c® — s°) — 2a;;5c
Sc
2 2 2
— Qi — CLijt(S — "+ 2c ) — QAj; — Cl,z'jt,
;= a;s° + 2a;;5¢ + a;;ct = aj; + a;t
% i ij 7J 7J ijl-
Drugu relaciju dobijemo, ili na isti na¢in kao i prvu, ili
koristenjem svojstva da slicnosti ne mijenjaju trag matrice.
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Ravninske rotacije
D

Tehniku koju smo primijenili za dijagonalizaciju simetri¢nih
matrica reda 2, zelimo primijeniti 1 na simetricne matrice
reda n > 2.

@ Problem: Konstrukcija n-dimenzionalnih rotacija?

@ Postoje 3-dimenzionalne rotacije (Eulerovi kutovi).
Bojanczyk 1 Lutoborski su ih iskoristili za svoju
modifikaciju Jacobijevog algoritma.

@ Uobicajeno — umjesto rotacija u n dimenzija, koristiti
“puno”’ ravninskih rotacija.

Definicija. Ravninska rotacija R(%,j,6) u ravnini (z,7) je
jedinicna matrica, osim na presjecima i-tog 1 j-tog retka i
stupca, gdje je jednaka R(6).
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Ravninske rotacije — Jacobijev algoritam
]

Ideja Jacobijevog algoritma: Nekim redom prolaziti po
gornjem (ili donjem trokutu) simetri¢ne matrice i

@ ponistavati elemente na mjestima (¢, 7) koristenjem
ravninskih rotacija.

Sto ¢e se promijeniti obzirom na 2 x 2 algoritam?
@ Algoritam je nuzno iterativan.
@ Formule za transformaciju elemenata a;; 1 a;; ostaju iste.

@ Mijenjaju se i-ti i j-ti redak i stupac. Za k # 7,7 imamo

/ /
aik:c-aik—s-ajk, CLM:C'OJM—S'Cij,

/
ajkzs-aik+c-ajk, akj:s-aki+c-akj.
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Ravninske rotacije — transformirani elementi
D

Ipak, treba pamtiti samo polovinu tih promjena (simetrija).
Obicno se pamte samo one u gornjem trokutu — kao na slici.

Konacno, primijetimo da prije i poslije transtormacije vrijedi

(alp)? + (ay)? = a2, + a2, 0.j # k.

NumAnal 2011, 10. predavanje — p. 13/63



Ravninske rotacije — transformirani elementi
D

Ipak, treba pamtiti samo polovinu tih promjena (simetrija).
Obicno se pamte samo one u gornjem trokutu — kao na slici.

Konacno, primijetimo da prije i poslije transtormacije vrijedi

(alp)? + (ay)? = a2, + a2, 0.j # k.

NumAnal 2011, 10. predavanje — p. 13/63



Ravninske rotacije — transformirani elementi
D

Ipak, treba pamtiti samo polovinu tih promjena (simetrija).
Obicno se pamte samo one u gornjem trokutu — kao na slici.

Konacno, primijetimo da prije i poslije transtormacije vrijedi

(alp)? + (ay)? = a2, + a2, 0.j # k.

NumAnal 2011, 10. predavanje — p. 13/63



Redoslijed obilaska i konvergencija algoritma
I

Mozemo li elemente gornjeg trokuta obilaziti bilo kojim redom
da bismo postigli konvergenciju prema dijagonalnoj formi?

Na zalost, odgovor je ne mozemo. Za neke strategije moze se
dokazati konvergencija:

@ strategija koja poniStava najveci vandijagonalni element,

@ strategija koja ciklicki poniStava sve elemente po retcima
(1,2), ..., (1,n), (2,3), ..., (2,n), ..., (n—1,n),

ili po stupcima
(1,2), (1,3), (2,3), ..., (L,n), ..., (n—1,n),

@ strategije koje su ekvivalentne prethodnim dvjema, tzv.
“wavefront” strategije, ...
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Konvergencija — ponisti najveci element
e

Prvo, prisjetimo se da je Frobeniusova norma unitarno
invarijantna, tj. za unitarne matrice U 1 V' vrijedi

|UAV* || = [|Allr.
Posebno, to vrijedi i za svaku ortogonalnu matricu (), tj.
QAQ"|[r = [|AllF.

Umjesto same norme ||A||r, mozemo promatrati kvadrat
norme ||Al|%. Njega mozemo rascijepiti u dva dijela:

n

n—1 n
d(A) = Zazzz‘a 20ff(A) = S: S: a?j’

i=1 i=1 j=i+1
tzv. dijagonalni i1 vandijagonalni dio.
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Konvergencija — ponisti najveéi element (nast.)
o —

Dakle, vrijedi
|A||% = d(A) + 20ff(A).

Za bilo koju ravninsku rotaciju R(p,q,0) u ravnini (p, q) je
d(R(p,q,0) AR (p,q,0)) = d(A) + 2 (aﬁq — (novi apq)Q) .

Ako se radi o Jacobijevoj rotaciji, tj. onoj koja djeluje i
ponistava u (i, ) ravnini, onda je zbog unitarne
invarijantnosti Frobeniusove norme

d(R(i,j,0) AR (i, 4,0)) = d(A) + 2a;;
off (R(i, ,0) AR*(i, j,0)) = off (A) — ;.

To pokazuje da vandijagonalna norma monotono pada, tj.
sigurno konvergira, samo je pitanje

@ je li njezin limes jednak 0 ili ne.
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Konvergencija — ponisti najveéi element (nast.)
L —

Ako se tzv. pivotni elementi a;; (to su oni za poniStavanje) u
svakom koraku uzimaju tako da je

20ff(A)
n(n—1)

2 : 2
aj; > prosjek {a’ | p < q} =
onda izlazi

oft(R(3, 7,0) A R*(i, ,0)) < (1 - (n2_ 1)) off(A),

pa off (A) sigurno konvergira u nulu.

Prethodna relacija osigurava konvergenciju Jacobijevog
algoritma prema dijagonalnoj formi.

Treba jos pokazati da ta dijagonalna forma predstavlja bas
svojstvene vrijednosti matrice A.
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Teorem Wielandt—Hoffman

Teorem (Wielandt—Hoffman). Neka su D i E kvadratne
matrice reda n 1 neka su matrice D 1 D + E obje normalne.

Neka su Aq,..., A, svojstvene vrijednosti od D 1 neka su
A, ..., A\, svojstvene vrijednosti od D + £, u nekom poretku.
Tada postoji permutacija indeksa 7, takva da vrijedi

no 1/2
(Z St — w) < ||
1=1
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Primjena teorema Wielandt—Hoffman

Ako za D uzmemo dijagonalu od A, a za E izvandijagonalne
elemente od A, tako da je D + E = A, prethodni teorem daje

M) — aiil® < Z M) — ari|® < 20fF(A).
=1

Dakle, kad off(A) — 0, dijagonalni elementi od A konvergiraju
prema nekoj permutaciji svojstvenih vrijednosti od A.

Taj poredak 7 se nece mijenjati u kasnijim fazama algoritma,
kada je

1
off(A) < 1 min |\, — A\,|* =: %,

pri cemu se minimum uzima po razlicitim svojstvenim
vrijednostima. Dakle, imamo “pravu” konvergenciju.
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Kvadrati¢na konvergencija
e

Jacobijev algoritam (asimptotski) kvadraticno konvergira za
jednostruke svojstvene vrijednosti. Sto to znaci?
Kada je max;.; |a;;| < n, za neki n < o (v. prethodnu foliju za
definiciju separacije o), onda vrijedi

n°(n— 1)

max [novi a;;| < = O(n?), kadn — 0.
i#] o

I za visestruke svojstvene vrijednosti moze se postici
kvadraticna konvergencija. Uvjet za to je da

@ iste svojstvene vrijednosti moraju biti poredane jedna za
drugom na dijagonali (tj. “u bloku”).

NumAnal 2011, 10. predavanje — p. 20/63



Drugi Jacobijevi algoritmi
N

Osim za simetricne (realne) matrice, Jacobijev algoritam moze
se napisati i za hermitske (kompleksne) matrice, samo je
kljuéna 2 x 2 podmatrica tada jednaka

cos 6 —sinf - e~

N cos @

Postoji 1 Jacobi-nalik algoritam za parove matrica, od kojih su
obje simetri¢ne, a jedna je joS i pozitivno definitna. U tom
algoritmu se koriste i1 hiperbolicke rotacije

_chH Sh<9_
shfd cho |
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Jos o Jacobijevom algoritmu

Zanimljivosti:

Q

Q

Algoritam je dugo vremena bio “zaboravljen”, kao
prespor, obzirom na QR algoritam.

“Revoluciju” izazvao clanak J. W. Demmela i K. Veselica
1992. godine, u kojem pokazuju da svojstvene vrijednosti
izracunate Jacobijevim algoritmom mogu imati visoku
relativnu to¢nost, sto QR algoritam (u nacelu) nema.

Jacobijev algoritam se lako paralelizira, svodenjem na
tzv. jednostrani algoritam (bit ¢e jos govora o tome kod

singularnih vrijednosti).
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Algoritam

“podijeli pa vladaj”
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Osnovno o algoritmu
D ———

Algoritam “podijeli pa vladaj” (engl. “divide and conquer”)
autora J. J. M. Cuppena, objavljen je 1981. godine.

@ Algoritam rekurzivno nalazi svojstvene vrijednosti
tridijagonalnih matrica.

@ Nakon toga koristi korekciju dobivenog rezultata
matricom ranga 1.

@ Tek 1995. su M. Gu i S. Eisenstat rijesili kako taj]
algoritam treba stabilno racunati svojstvene vektore.

@ Algoritam se (uz diferencijalni qd algoritam) smatra
najbrzim algoritmom za racunanje svojstvenih vrijednosti
matrica.
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- Konstrukcija algoritma

Neka je T' tridijagonalna matrica oblika
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Konstrukcija algoritma (nastavak)

Matricu 1" mozemo napisati kao
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Konstrukcija algoritma (nastavak)
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Konstrukcija algoritma (nastavak)
T —

odnosno, kao

T=|-----| +b,vv’,

pri cemu Je
v =10,...,0,1]1,0,...,0].
Trazenje svojstvenih vrijednosti metodom podijeli pa vladaj]
sastoji se od
@ dva tridijagonalna svojstvena problema, za 1} 1 15, i
@ njihovog efikasnog azuriranja matricama ranga 1.

Neka su T; = QA Q7 i Ty, = Q,A,Q2L svojstveni rastavi
matrica 17 1 15.
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Konstrukcija algoritma (nastavak)

Svojstvene vrijednosti matrice 1T' mozemo izracunati ovako

T —

QA QT

+ bov! = + b, vv!

] A, _
A,

posljednji stupac matrice Q7

Q20,03 ]

- _
—I—bmuuT> @ :

prvi stupac matrice Q3
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Konstrukcija algoritma (nastavak)
L —

Problem: nalazenje svojstvenih vrijednosti A matrice oblika

AN

D = D + puu’,
pri cemu je D dijagonalna, p = b,,, a u je poznati vektor.

Prvo pretpostavimo da je matrica D — Al regularna za sve
svojstvene vrijednosti A od D, pa karakteristicni polinom
matrice D glasi

det(D + puu’ — N) = det[ (D — X)) (I + p(D — ) tuu')].

Iz pretpostavke o regularnosti D — A izlazi da mora biti
det(I 4+ p(D — M) tuu®) = 0

kad god je A\ svojstvena vrijednost matrice D.
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Konstrukcija algoritma (nastavak)
I

Nadalje, matrica I + p(D — AI) " tuu?’ je jedini¢na matrica
plus matrica ranga 1, za koju se lako racuna determinanta.

Lema. Ako su z iy vektori iz R", onda vrijedi
det(I +ay’) =14y .

Dokaz. Determinanta je produkt svih svojstvenih vrijednosti
matrice, pa je

n

det(I + xy’) = H (L +ayh).

1=1

S druge strane, I + zy! je polinom u matrici 2y, pa vrijedi

NI +ay') =1+ N(xy'), i=1,...,n
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Konstrukcija algoritma (nastavak)

Dobivamo da je

det(I + xy") H 1+)\ (zy?)
1=1

Treba jo$ naéi svojstvene vrijednosti matrice xy? .

Akojex =01iliy =0, onda je zy’ =0 (uR") i y’z =0, pa

tvrdnja ocito vrijedi.

Za x,y # 0, matrica zy’ ima rang jednak 1 (zato sto je
N(zy?) = {y}+, a dim N (zy?) = n — 1). Neka je )\ jedina

svojstvena vrijednost matrice xy! razlicita od 0. Onda imamo

det(I 4+ zy') =1+ Xo.

Svojstvenu vrijednost \g nalazimo iz traga matrice.
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Konstrukcija algoritma (nastavak)
T —

Trag matrice xy! jednak je

@ s jedne strane, zbroju svih dijagonalnih elemenata te
matrice,

@ s druge strane, zbroju svih svojstvenih vrijednosti te
matrice = \g.

Odavde slijedi

do = ta") = Y = o7

Kad to uvrstimo u formulu za determinantu, izlazi

det(I +ay’) =14+ =1+y'z.
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Konstrukcija algoritma (nastavak)

Iz prethodne leme, jer je D — AI dijagonalna, izlazi

det(I 4+ p(D — X)) tuu’) =14 pu' (D — M) tu

n 2

U*
:1 C =. )\
+p;di_A f()

Jednadzba f(A) = 0 obicno se zove sekularna jednadzba, a
vrijednosti A za koje je f(A) = 0 su svojstvene vrijednosti.

U najjednostavnijem slucaju su svi d; razliciti, a svi u; # 0.
Buduéi da je f monotona (f’i f” fiksnog predznaka), onda

@ Newtonova metoda za nalazenje nultocaka konvergira, ali

@ konvergencija moze biti vrlo spora, ako su d; vrlo maleni.

NumAnal 2011, 10. predavanje — p. 34/63




Svojstveni vektori

T

Lema. Ako je a svojstvena vrijednost matrice D + puu”, onda

je (D — al)~'u svojstveni vektor za tu svojstvenu vrijednost.
Dokaz. Provodi se direktno po definiciji svojstvenih vektora. B
Nazalost, prethodna formula za racunanje svojstvenih vektora

je numericki nestabilna, pa svojstveni vektori mogu biti
neortogonalni. Zato se oni racunaju na drugi nacin.

NumAnal 2011, 10. predavanje — p. 35/63



Deflacija
D

U prethodnoj konstrukeiji algoritma smo pretpostavili da su
svi d; medusobno razli¢iti, i svi u; # 0.

Ako to nije slucaj, tada sekularna jednadzba ima k < n
nultocaka. Ali tada se preostalih n — £ svojstvenih vrijednsoti
moze vrlo “jeftino” dobiti.

@ Ako je d; = d;1 tada je d; svojstvena vrijednost od Di
odgovarajuci svojstveni vektor je u; 1€; — u;€;11.

@ Ako je u; = 0 tada je d; svojstvena vrijednost od Di
odgovarajuci svojstveni vektor je e;.

Ovdje vidimo da su to ujedno i sluc¢ajevi kada D — A nije
regularna.
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Algoritam
e

Za simetricnu tridijagonalnu matricu 7' svojstvene vrijednosti
i vektori T'= QAQ?! dobivaju se rekurzivnim algoritmom.

Algoritam (“Podijeli pa vladaj”).
proc dc_eig (T, @, A)
ifn=1return Q =1, A=T
else

form 7' = diag(7},T5) + bvvl
call proc dc_eig (T, Q1, A1)
call proc dc_eig (T3, Q2, As)

form D = D + puu! from Q;, A;, Qs, Ao

find eigenvalues A and eigenvectors ()’ of D

form @) = diag(Q,Qs) - Q'
return () and A

end if
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Bisekcija 1 inverzne iteracije
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Osnovno o algoritmu
D

Metoda bisekcije sluzi za nalazenje svojstvenih vrijednosti
hermitskih matrica

@ u nekom zadanom poluotvorenom intervalu [a, b).

Teorem koji se koristi je Sylvesterov teorem o inerciji.

Definicija. Inercija hermitske/simetricne matrice A je trojka
brojeva (n, z,p), pri ¢emu je n broj negativnih, z broj nula, a
p broj pozitivnih svojstvenih vrijednosti matrice A.

Teorem (Sylvesterov teorem o inerciji). Neka je A simetri¢na
matrica, a X regularna. Onda matrice A1 X1 AX imaju istu
Inerciju. H

Transformacija A — X1 AX zove se kongruencija.
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Konstrukcija algoritma
D

Na drugi nacin, inerciju matrice A — wl mozemo izraziti i
ovako:

@ n je broj svojstvenih vrijednosti matrice A manjih od w,

@ =z je broj svojstvenih vrijednosti matrice A jednakih w,

@ p broj svojstvenih vrijednosti matrice A vec¢ih od w.

Neka je

@ n, = broj svojstvenih vrijednosti od A manjih od b, tj.
broj negativnih svojstvenih vrijednosti matrice A — b1,

@ n, = broj svojstvenih vrijednosti od A manjih od a, tj.
broj negativnih svojstvenih vrijednosti matrice A — al.

Iz prethodnih razmatranja odmah slijedi da je broj svojstvenih
vrijednosti matrice A u intervalu [a, b) jednak n, — n,.
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Konstrukcija algoritma (nastavak)
T —

Kako se taj broj n, — n, moze izracunati?’

Napravimo li LDL! faktorizaciju matrice A — wI, gdje je L
donjetrokutasta matrica s jedinicama na dijagonali,

@ odmah “Citamo” inerciju matrice A — wl,
@ jer ona “piSe’ na dijagonali matrice D — u predznacima
tih elemenata (Sylvesterov teorem).
Oznacimo s neg_ev(A,w) = n,. Onda je neg_ev(A,w) = broj
negativnih dijagonalnih elemenata matrice D.

Primijetite da bi racunanje s punim matricama bilo skupo, pa
se, umjesto toga,

@ brzo racuna za tridijagonalne matrice, uz uvjet da se ne
pivotira u LDL? faktorizaciji.
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Algoritam bisekcije — ideja
i e ————————

Ideja algoritma: Algoritam se sastoji u prebrajanju
svojstvenih vrijednosti na intervalu, koji se svaki puta
smanjuje na polovinu svoje prethodne duljine.

@ Ako na intervalu |a, b) ima svojstvenih vrijednosti, on se
raspolovi, 1 prebroji se koliko je svojstvenih vrijednosti
ostalo u svakoj polovini intervala.

@ Ako je duljina (raspolovljenog) intervala veca od
tolerancije, 1 on sadrzi svojstvene vrijednosti, stavljamo
ga u listu za daljnje raspolavljanje.

@ Ako je duljina intervala manja od zadane tolerancije, a
on ima svojstvenih vrijednosti, izbacujemo ga s liste, a
sredinu intervala proglasimo svojstvenom vrijednoscu.

@ Postupak ponavljamo dok lista intervala nije prazna.
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Algoritam bisekcije
D

Metoda bisekcije za danu simetriénu matricu A nalazi sve
svojstvene vrijednosti unutar intervala |a,b), s tim da se

@ sve svojstvene vrijednosti koje se razlikuju za manje od
tol smatraju jednakima.

Algoritam (Bisekcija).
/* work_list je lista intervala za bisekciju */
n, = neg_ev(A, a)
n, = neg_ev(A,Db)
if n, = n, quit  /* nema sv. vrijednosti unutar */
else
put |a,n,, b, ny| onto work_list
end if

while work_list # () do
remove [low, Ny, Up, Ny, from work_list
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Algoritam bisekcije (nastavak)

if up — low < tol then
print “n,, — nj,, sv. vrijednosti u [up, low)”
else
mid = (up + low) /2
Nmiqg = neg_ev(A, mid)
if Nmid = Nlow
put [low, Ny, Mid, Nyg] onto work_list
end if
if Nup = MNmid
put [mid, N4, up, Ny, onto work_list
end if
end if
end while
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Bisekcija za tridijagonalne matrice

Ako je A — wI tridijagonalna, onda je njezina LDL*
taktorizacija bez pivotiranja

_al——cu bl

bl Ao — W

A—wl = = LDL',
bn—l
i bp_1 Gp — W |
gdje je
g _ o _
L = h , D =

ln—l 1 dn
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Bisekcija za tridijagonalne matrice (nastavak)
e

Usporedivanjem elemenata, dobivamo pocetak rekurzije

dl — a1 — W,
a zatim

2
i (dioy +dy = a; —w, di—ili—1 = bj—1,
za 1 =2,...,N.

Supstituiramo li [;_; iz druge jednadzbe u prvu, dobivamo
rekurziju
b2
di: a;, —wW) — Z_l,
( )=
Iako se ¢ini opasnim, ova rekurzija je, zbog tridijagonalnosti
matrice, vrlo stabilna.

1=2,...,Nn.
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Metoda potencija
D

Sada kada imamo izra¢unate svojstvene vrijednosti, potrebno
je naci odgovarajuce svojstvene vektore. Za to se koristi
inverzne iteracije, jedna od najjednostavnijih metoda. Ona se
temelji na metodi potencija, pa ¢emo prvo re¢i nesto o njoj.

Algoritam (Metoda potencije).
ro zadan sa ||zglls = 1;

k= 0;
while dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja do
Ykt1 = Axy;
— _Yk+1
YEHL = Tyl
k=Fk+1;

end while
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Konvergencija metoda potencija
D,

@ Postavlja sa pitanje, kada ova iterativna metoda
konvergira 1 kako brzo.

@ S obzirom da svakoj jednostrukoj svojstvenoj vrijednosti
pripada cijeli jednodimenzionalan svojstveni potprostor,
prirodnije je kao mjeru konvergencije promatrati kut
izmedu potprostora.
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Konvergencija metoda potencija (nastavak)
T —

Teorem. Neka je A € C"*" dijagonalizabilna matrica, ¢ije su
svojstvene vrijednosti A; ¢ = 1,...,n uredene na nacin

A > Ao = = A,
neka su svojstveni vektori definirani kao

A?Ji :>\7;’U7;, H’U@HQ = 1, = 1,...,71.
Pretpostavimo da zapis od xy u bazi svojstvenih vektora ima
netrivijalnu komponentu u smjeru vy, tada niz x; linearno
konvergira ka

lim z, = vy,
k— o0

a konvergencija ovisi o 1zrazu

B
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Konvergencija metoda potencija (nastavak)
D

Napomena. Iz prethodnog teorema vidimo da ako je
jedinstvena dominantna vrijednost dobro izolirana od ostatka
spektra, tada ¢e metoda potencija brzo konvergirati. U
suprotnom, konvergencija je spora.

Dokaz.
@ Bududi da je A dijagonalizabilna, tada je A = VAV !
gdje je A =diag(A,..., ) iV =1v, - v, ]

regularna matrica svojstvenih vektora.
@ Prema tome {vy,...,v,} ¢ini bazu prostora.

@ Napisimo vektor xy u toj bazi:

To = §101 + Zfﬂ%-
i=2
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Konvergencija metoda potencija (nastavak)

@ Bududéi da je prema pretpostavci teorema &; # 0, mozemo
napisati

AkIO :flAIfUl -+ Z 52)\f?]z
1=2

~ & (AN

@ Zbog toga $to je x; € span{Afxy} kut izmedju
potprostora razapetih sa v; 1 x; je jednak kutu izmedu
potprostora razapetih sa v, i A*zy. (Kut izmedu
potprostora je definiran na segmentu [0, 7/2].)
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Konvergencija metoda potencija (nastavak)

@ Vrijedi,
|U1 Ak$0|

| ARl
N
L+ i (—) Vi
N
U1 _I_ Zz 2 51 (_) Uj

cos(ZL(xy,v1)) = cos(L(A¥zg, v1)) =

ISeY

ISM"“I

k
odakle je zbog ||/\Z|| <lzai1=2,...,nlimy (;\—1) = 0,

lim cos(Z(zg,v1)) =1 = lim Z(xg,v1) = 0.

k— 00 k— 00

@ Dakle, mozemo zakljuciti da x; konvergira ka jedini¢nom
svojstvenom vektoru od ;. O
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Rayleighev kvocijent

P

Kada zaustaviti iteracije?

Pretpostavimo da smo izracunali aproksimaciju
svojstvenog vektora w 1 aproksimaciju svojstvene
vrijednosti © matrice A, tada je razumna ocjena
aproksimacije dana normom reziduala

r = Aw — pw.
Ako imamo samo aproksimaciju svojstvenog vektora w,

kao u slucaju metode potencija, zanima nas koji p daje
najmanju normu reziduala ||r||s.

Za w # 0 definiramo Rayleighev kvocijent
w* Aw

0 = Q(A,’LU) —

1 promatramo pripadni rezidual

?

w*w

r, = Aw — pw.
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Rayleighev kvocijent (nastavak)

@ Vrijedi sljedece:
1. r, je okomit na w:
w*Aw
ww = 0.

wr, = w Aw —
w*w
2. 7, Ima najmanju normu od svih reziduala sa
vektorom w, pa je p najbolja aproksimacija

svojstvene vrijednosti:
Irll2 =l Aw — pw|lz = |[Aw — ow + ow — pwlf3
=[ro+ (0= pwlly (wr,=0 =)

=Iroll5 + [0 — pllwllz > lI7,ll5.

@ Primijetimo da ukoliko je w = v; svojstveni vektor tada je

* *
B ’UiAUi B )\ﬂ)i’l}i Y
Q _ * _ * _ 7;7

Rayleighev kvocijent jednak svojstvenoj vrijednosti A;.
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Teorija perturbacije
e

@ Promatrajmo sada matricu A — —w*.

@ Za nju vrijedi sljedece:

(A— To w*) w =Aw —

w*w

*

w w

e = Aw —r,

=Aw — Aw + ow = ow,
odnosno (p,w) je njen svojstveni par.
@ Ako dalje definiramo

A= ——2 y,
w*rw
tada je njena norma jednaka
row™ r w r
Ty
W W 4 Jw|3 Jw|2

@ Na ova razmatranja mozemo primijeniti sljedec¢i teorem.
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Teorija perturbacije i kriterij zaustavljanja
D

Teorem (Bauer—Fike). Neka je A dijagonalizabilna,
A= VAVt Ako je u svojstvena vrijednost matrice A + 6A
onda je

min [ — g < VIV 6AlL, p=1,2,00.
Korolar. Neka je A dijagonalizabilna, A = VAV =11 ||w|s =1,
i neka je p = w* Aw Rayleighev kvocijent sa pripadnim
rezidualom r, = Aw — pw. Tada je

min A — of < V||V fa]lrl2.

1=1....,n

@ Odavde vidimo da je uvjet ||r,||2 < tol uglavnom dobar
kriterij zaustavljanja metode potencija.
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Inverzne iteracije
D

@ Metoda potencija je racunala svojstveni vektor koji
pripada najvecoj po modulu svojstvenoj vrijednosti.

@ A sto ako zelimo izracunati neki drugi svojstveni vektor?
@ Primijetimo sljedece:
1. AUZ' = )\Z‘Ui, tJ )\7, & O'(A)

2. Pomnozimo prethodnu jednakost sa A™! slijeva i

dobit ¢emo

1 1
A_lvi — )\—i?]i, tJ )\—Z < O'(A_l).
3. (A—pul)v; =N —p)v;, tj. Ay — € o(A— ul).

4. Iz prethodne jednakosti ponovo slijedi

1 1
A— pl) t, = v;, 1] co((A—pul)™).
(A= ul) = =i 1 g € o((A— D))

1 u svim slucajevima imamo isti svojstveni vektor.
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Konvergencija inverznih iteracija
I

@ Neka je A dijagonalizabilna matrica kojoj su svojstvene
vrijednosti uredene na nacin
M| > Ao = > (A > || >0,
pri cemu je najmanja po modulu svojstvena vrijednost

razlicita od nule 1 dobro odvojena od preostalih
svojstvenih vrijednosti.

@ Ako metodu potencija primijenimo sada na A~! koja ima
svojstvene vrijednosti uredene na nacin

1
)\n—l

1

A2

1
> |
> |+

> >

)

1
An
ona ¢e ona konvergirati ka svojstvenom vektoru koji
1

— |, a to je v,.

pripada ™
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Konvergencija inverznih iteracija (nastavak)
e

@ Ovim postupkom dobivamo svojetveni vektor najmanje
po modulu svojstvene vrijednosti od A.

@ Zbog koristenja inverza matrice A~! u ovoj metodi ona se
zove 1nverzne 1teracije.

@ U svakoj iteraciji inverznih iteracija racunamo
Ypr1 = A txy, odnosno rjesavamo linearni sustav

Aykz—|—1 — Tk
@ Brzina konvergencije je odredena kvocijentom
AL A
AT Al

@ Bududi da u svakoj iteraciji moramo rjeSavati linearni
sustav, postavlja se pitanje mozemo li konvergenciju
nekako ubrzati?
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Konvergencija inverznih iteracija (nastavak)
e

@ Mozemo li na taj nacin izracunati i ostale svojstvene
vektore koji ne pripadaju A; ili A7

@ (Odgovor na ova pitanja je primjena inverznih iteracija na
matricu A — ul, pri ¢emu je 1 pogodno odabrani skalar.

@ Ako je p puno blizi svojstvenoj vrijednosti A,, od bilo
koje druge svojstvene vrijednosti, tada je brzina
konvergencije odredena kvocijentom

|)‘n o ,LL|
‘)‘n—l - N‘ ’
koji moze biti puno manji od |/\|)‘—7_”|1|
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Konvergencija inverznih iteracija (nastavak)
D

@ Ako je p puno blizi nekoj drugoj svojstvenoj vrijednosti
A; od bilo koje druge svojstvene vrijednosti, onda je
A; — 0 najmanja svojstvena vrijednost od A — pl i
inverzne iteracije ¢e konvergirati ka svojstvenom vektoru
v; koji pripada A;.

@ Brzina konvergencije odredena je tada kvocijentom

A — pf
min{|Ai—1 — pl, [Aiy1 — pf}

@ Dakle, za vrlo tocnu aproksimaciju svojstvene vrijednosti
imamo vrlo brzu konvergenciju.
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Algoritam inverznih iteracija

Algoritam (Inverzne iteracije).

1t zadan;

ro zadan sa ||xglls = 1;

k= 0;

while nije zadovoljen kriterij zaustavljanja do
rijesi sustav (A — pl)ypr1 = x;

_ Yk+1
L+l = Tyesilla’
k=Fk+1;

end while
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Problemi inverznih iteracija
D

Eventualni problemi:

@ Ako je p vrlo blizu svojstvene vrijednosti, tada je A — uf
blizu singularne matrice i1 rjesavanje linearnog sustava s
tom matricom je lose uvjetovan problem.

@ Kada izracunamo nekoliko bliskih aproksimacija
svojstvenih vrijednosti, odgovarajuci svojstveni vektori
ne moraju biti ortogonalni.

@ U tom slucaju potrebna je reortogonalizacija.

@ Od toga je bolje koristiti potprostorne iteracije.
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