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Sadrzaj predavanja

@ Svojstveni problem i kanonske forme:
@ 'Trokutaste i blok-trokutaste forme.

@ Sli¢nosti matrica, Jordanova forma i dijagonalizabilne
matrice.

@ Unitarna sliénost, Schurova i realna Schurova forma.

@ Svodenje na Hessenbergovu i tridijagonalnu formu:
@ Numericko rac¢unanje Schurove forme
@ Racunanje Hessenbergove forme

@ Osnovni QR algoritam bez i sa pomacima

@ Nesimetricni QR algoritam:
@ Svojstva Hessenbergove forme
@ “Gonjenje izbocine” za jednostruki pomak
@ “Gonjenje izbocine” za dvostruki pomak
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Svojstveni problem 1 kanonske
forme
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Svojstvene vrijednosti
D

Prvo uvedimo malo netipiénu definiciju svojstvenih vrijednosti
matrice, koja ne ukljucuje svojstvene vektore.

Definicija. Neka je A kvadratna matrica reda n. Polinom
p(N\) = det(A — AI)

zove se karakteristicéni polinom matrice A.

Nultocke (korijeni karakteristicnog polinoma) su svojstvene
vrijednosti matrice A.

Standardna definicija ukljuc¢uje samo desne svojstvene
vektore, dok ova definicija omogucava i definiciju lijevih
svojstvenih vektora.
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Svojstveni vektori
I

Sad mozemo definirati i svojstvene vektore.

Definicija. Vektor x # 0 koji zadovoljava
Ar = Az

je desni svojstveni vektor matrice A za svojstvenu vrijednost
A, a vektor y # 0 koji zadovoljava

je lijevi svojstveni vektor matrice A za svojstvenu vrijednost .

Ove definicije nisu u suprotnosti sa standardnom definicijom.
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Standardna definicija
D

Standardna definicija. Za par (A, x), re¢i ¢emo da je svojstveni
par (tj. x je svojstveni vektor, a A je svojstvena vrijednost)
matrice A ako vrijedi

Arz =z, x#0.

Jednostavnim prebacivanjem desne strane na lijevu dobivamo
(A= X)x =0,

pa Ce taj linearni sustav imati netrivijalno rjesenje x, ako i
samo ako je matrica sustava singularna, sto mozemo provjeriti
racunanjem determinante.

NumAnal 2011, 9. predavanje — p. 6/115



JoS malo o svojstvenim vrijednostima
e

Uoc¢imo neke ¢injenice vezane uz svojstvene vrijednosti:

@ svaka matrica A reda n ima tocno n svojstvenih
vrijednosti (osnovni teorem algebre);

@ realna matrica moze imati kompleksne svojstvene
vrijednosti 1 takve uvijek dolaze u
konjugirano-kompleksnim parovima.

Primjer. Matrica

R
—1 0

A:

je realna, ali su njezine svojstvene vrijednosti =-.
Desni 1 lijevi svojstveni vektori mogu biti jednaki. Na primjer,
jednaki su za hermitske matrice.
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Kako racunati svojstvene vrijednosti i vektore?
I

Iz uvodnih definicija nije jasno kako treba racunati svojstvene
vrijednosti, ni svojstvene vektore.

@ Naizgled jednostavno rjeSenje je rjesavanje nelinearne

jednadzbe
p(A) = 0.

Medutim to se nikad tako ne radi, jer umjesto realnih
svojstvenih vrijednosti mozemo dobiti kompleksne.

Primjer. Pokusajte numericki izracunati nultocke polinoma
p(z) =(x—1)-(x=2)---(z—19) - (z - 20),

napisanoga po potencijama od x.
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“Dobre” forme
e

Postavlja se pitanje u koju formu treba dovesti matricu A da
joj lako procitamo svojstvene vrijednosti.

Najjednostavnija forma je dijagonalna forma, ali ne mogu se
sve matrice dijagonalizirati. Na primjer, matrica

A:

sigurno se ne moze dijagonalizirati, jer bi njezina dijagonalna
forma trebala biti
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“Dobre” forme (nastavak)
I

Ipak i matrica A je u “dobroj formi”!

@ Svojstvene vrijednosti trokutastih matrica piSu na
dijagonali!

Ideja. Treba pronaci transtormacije, koje opcenitu matricu
@ dovode u trokutastu formu,

@ ne mijenjaju joj svojstvene vrijednosti.

Cak ni to nije dovoljno za “sreéu”:

@ Ako matrica ima kompleksnih svojstvenih vrijednosti,
one ¢e morati pisati na njezinoj dijagonali.

@ Moramo koristiti kompleksne transformacije za realne
matrice!

NumAnal 2011, 9. predavanje — p. 10/115



Blok-gornjetrokutasta forma
e

Umjesto trokutaste forme, matrica se moze dovesti i na realnu
blok-gornjetrokutastu formu koja ima

@ 1 x 1 blokove na dijagonali za realne svojstvene
vrijednosti,

@ 2 x 2 blokove na dijagonali za konjugirano-kompleksne
parove svojstvenih vrijednosti.

Takva blok-gornjetrokutasta matrica izgleda ovako:

Ay A - Ap
T Az - 14.219
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Sliénosti

Determinanta blok-gornjetrokutaste matrice 1" je

b
det(T — AI) = | [ det(Ag, — AD),
k=1
pa smo izbjegli koristenje kompleksne aritmetike.

Osnovne transformacije kojima se matrice dovode na takve
kanonske forme su slicnosti.

Definicija: Neka je S proizvoljna regularna matrica, a A i B
su takve da vrijedi

B=S"1AS.

Matrice A 1 B zovemo slicnim matricama, a S slicnoscu.
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Svojstva sli€nosti
I

Propozicija. Ako su matrice A i B sli¢ne, tj. ako je
B=S51A4S,
matrice A 1 B imaju jednake svojstvene vrijednosti.

Vektor x je desni svojstveni vektor matrice A, ako i samo ako
je S71x desni svojstveni vektor matrice B.

Nadalje, y je lijevi svojstveni vektor matrice A, ako i samo ako
je S*y lijevi svojstveni vektor matrice B.
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Svojstva sliénosti

Dokaz. Za kvadratne matrice vrijedi Binet—Cauchyjev teorem
det(X - Y) =det X - detY,
pa 1mamo
det(B — M) = det(S™tAS — AS™19)
= det(S7'(A - \I)S)
(
(

= det(S™ 1) det(A — M) det S
= det(A — \I).

Time smo pokazali da A 1 B imaju isti svojstveni polinom, pa
im 1 svojstvene vrijednosti moraju biti jednake.
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Svojstva sli€nosti
I

Pokazimo jos i vezu svojstvenih vekora. Ako je
Ax = Az,
onda iz B = S~1AS izlazi da je A = SBS™!, pa mora vrijediti
SBS™ 'z = \z.

Mnozenjem prethodne relacije slijeva sa S™t, dobivamo

Citanjem “natragke” dobivamo i drugu implikaciju.

Za lijeve svojstvene vektore rezultat se dobiva na slican nacin.
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Svojstva sliénosti
B

Neka ]
eka je A =\

Tada je i} 1 .
Yy SBSTT = Ay,

Mnozenjem zdesna sa S dobivamo
(y*S)B = A(y*S),
pa zakljucujemo da je S*y lijevi svojstveni vektor za B.

Obratnim ¢itanjem dobijemo drugi smjer dokaza. O
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Vrijedi li obrat?
I

Problem. Jesu li matrice koje imaju iste svojstvene vrijednosti
slicne, tj. vrijedi li na neki na¢in obrat gornjeg teorema?

Obrat ne vrijedi! Na primjer, matrice

A= 1 B =

imaju dvostruku svojstvenu vrijednost 1.

@ A ima samo jedan desni svojstveni vektor e; i samo jedan
lijevi svojstveni vektor es.

@ B ima dva desna (e; i ey) i dva lijeva svojstvena vektora
(61 1 62).

Zakljucak. Matrice A1 B ne mogu biti sli¢ne.
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Jordanova forma
e

Jedan od osnovnih teorema koji daje kanonsku strukturu
matrice je Jordanov teorem, koji, gotovo u potpunosti,

@ karakterizira formu matrice najblizu dijagonalnoj,

za matrice koje se ne mogu dijagonalizirati.

Teorem (Jordanova forma). Neka je A kvadratna matrica reda
n. Tada postoji regularna matrica S, takva da je

STTAS = J,
pri cemu je J tzv. Jordanova forma, tj. J je blok-dijagonalna,
J = diag( Jn, (M), Jny(A2)y - vy In (Ak) ),

gdje je J, (\;) matrica reda n;, ...
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Jordanova forma (nastavak)
L —

... oblika DY .
Ao 1
Jn;(Ni) =
A1
n >\Z -
Matrica J je jedinstvena, do na permutaciju dijagonalnih
blokova. O

Svaki J,, zove se Jordanov blok i njegova svojstvena
vrijednost A; ima algebarsku kratnost n;.

Zbroj svih redova n; za iste vrijednosti \; zove se algebarska
kratnost svojstvene vrijednosti A = A;.
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Dijagonalizibilnost, defektne matrice, ...
S

Navedimo joS neke ¢injenice koje proizlaze iz Jordanove forme.

@ Ako jen; =11 \; se pojavljuje u samo jednom bloku,
onda je \; jednostruka svojstvena vrijednost.

@ Ako su sve svojstvene vrijednosti u matrici J jednostruke,
onda je J dijagonalna, tj. A se moze dijagonalizirati.

@ Ako postoji barem jedan blok J,, reda barem 2, A je
defektna matrica.

@ Bitno svojstvo defektnih matrica je da nemaju punu bazu
svojstvenih vektora.

@ Broj svojstvenih vektora za svojstvenu vrijednost A zove
se geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti.
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Koje se matrice mogu dijagonalizirati?
L,

Ipak, mnoge se matrice mogu dijagonalizirati.

Posljedica Jordanovog teorema je da se sigurno mogu
dijagonalizirati

@ matrice koje imaju samo razlicite svojstvene vrijednosti.
Nadalje, postoje 1 matrice, koje mozda imaju iste svojstvene
vrijednosti, a joS uvijek se mogu dijagonalizirati.

@ Najsira klasa takvih matrica su normalne matrice, tj.
matrice za koje vrijedi

N*N = NN~.
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Primjer

Za matricu

7 s 1 _1 _1 1
1 1 4 4 i 1
0 2 0 0 0 0
L 1 5 1 _1 1
2 2 2 2 2 2
A =
L 1 1 5 11
2 2 2 2 2 2
L1 1 _1 1 1
1 4 4 4 4 1
B O | 1 17
2 2 2 2 2 2 |

Su. ..
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Primjer (nastavak)

. matrice J i S jednake

| 3 1

1
1

J = | o, S = !
1

1

| 2 1111 11

Primijetite da 2 nije jednostruka, nego trostruka svojstvena
vrijednost matrice A.
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Puna baza svojstvenih vektora

Propozicija. Jordanov blok J,.()\;) ima

@ samo jedan desni svojstveni vektor, i1 to je eq,

@ 1 samo jedan lijevi svojstveni vektor, 1 to je e,..

Dokaz se provodi racunanjem x iz

(Jo,(N) = M)z =0

za, desni svojstveni vektor. Na slican nacin se dobije 1 za lijevi

svojstveni vektor.

Prema prethodnoj propoziciji odmah slijedi da se,
Jordanov blok veli¢ine barem 2, matrica ne moze
dijagonalizirati!

clm posto]i
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Jordanova forma — da ili ne?
e

Ipak, Jordanova forma je nekorisna u numeri¢kom racunanju.

@ Neka je J,(0) Jordanov blok reda n za svojstvenu
vrijednost 0,

0 _
0 1
Jn(0) =
0 1
L O .
Ako, za 1 =1,...,n, na i-tom mjestu na dijagonali

dodamo 7 - €, pri ¢emu je 0 < ¢ < 1, onda smo tom malom
perturbacijom potpuno promijenili karakter matrice.
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Jordanova forma — da ili ne? (nastavak)

@ Umjesto J,(0), imamo

Jordanova forma te malo perturbirane matrice je

dijagonalna,

J,(0) = diag(e, 2e, ...

Q. Zasto?

, (n—1)e, ne).
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Jordanova forma — da ili ne? (nastavak)
S

Drugi razlog sto se ne koristi Jordanova forma je:

@ ona se ne moze stabilno izracunati, tj. kad zavrsimo s
racunanjem S i J, ne moze se garantirati da vrijedi

STHA+AA)S=J
za neki mali AA.

Umjesto Jordanove forme, u numerickom se ra¢unanju koristi
Schurova forma. Glavno svojstvo:

@ Umjesto regularne matrice S, koja moze biti proizvoljno
lose uvjetovana,

@ koristi se unitarna matrica (), samo dobivena forma vise
nije kompaktna.

NumAnal 2011, 9. predavanje — p. 27/115



Schurova forma
.

Teorem. Neka je A € C"*" 1 neka su A\,..., A, svojstvene
vrijednosti od A u proizvoljnom poretku. Tada postoji

@ unitarna matrica U 1
@ gornje trokutasta matrica 7' = [t;;]

takve da je

Ako je A € R™" i ako su sve svojstvene vrijednosti od A
realne, onda je 1" takoder realna i U se moze odabrati da bude
ortogonalna.

Definicija. Dekompoziciju A = UTU* zovemo Schurova
dekompozicija od A, a matrica 1" zove se Schurova forma od A.
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Schurova forma (nastavak)
L —

Dokaz. Dokaz se provodi matematickom indukcijom po n.

Baza n=11A=1-A-1" pri ¢emu skalar A mozemo
smatrati degeneriranom 1 X 1 gornje trokutastom
matricom, a 1 je unitarna 1 X 1 matrica.

Korak Neka je A € C"*"™ i pretpostavimo da tvrdnja teorema
vrijedi za svaku (n — 1) x (n — 1) matricu.
@ Promatramo svojstvenu vrijednost A; 1 pripadni
svojstveni vektor u; tako da je

Au1 = )\11&1, ||u1||2 = 1.

@ Skup {u;} nadopunimo sa {us,...,u,} do
ortonormirane baze u C".
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Schurova forma (nastavak)
I —

@ Definirajmo ortonormiranu matricu
‘/2 — [ u2 o o un ] - (Cnx(n—l).

@ Tada je matrica Uy = [ u; V5 | € C™*™ unitarna matrica

za koju vrijedi

Ur AU = | [ Auy AV )= | 5 | [y AVs ]
Vy Vy
_ )\1 UTA‘/Q ’ A2 _ ‘/2*14‘/2 c C(n—l)x(n—l).
0 Ao

@ Iz ¢injenice da je
det(A — A,) = (A — A) - det(As — A1),

slijedi da su Ag, ..., A\, svojstvene vrijednosti od As.
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Schurova forma (nastavak)
I —

@ Po pretpostavci indukcije postoji unitarna matrica
Uy, € Cn=Ux(n=1) { oornje trokutasta matrica
T, € Cln=x(n=1) ga N\, ... \, na dijagonali, takve da

AQ — UQTQUQ*
@ Definirajmo sada
o
U=U;- e Ccv,
0 U,

za koju vrijedi sljedece

1 0 1 0 10
UU = U:U; = =1,
0 U 0 Us 0 Uzl
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Schurova forma (nastavak)
T —

pa je U unitarna matrica sa svojstvom

1 0 1 0
U*AU = U AU,
0 U; 0 U,
lr oo [y o wAan |1 o0
0 U; 0 Ao 0 Us
B _ )\1 ’UJTA‘/QUQ ] B i )\1 ”U,TA‘/QUQ _
N O UQ*AQUQ N O T2
A WAV
0 Ao * -+ x
=10 0x - x | =T
0 0 0 . x
L0 0 0 .. A - [
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Schurova forma (nastavak)
L —

Napomena.

@ Uoc¢imo da Schurova forma nije jedinstvena, jer
svojstvene vrijednosti se na dijagonali mogu pojaviti u
bilo kojem poretku.

@ Konstrukcija opisana u dokazu prethodnog teorema nije
jako prakticna jer direktno koristi svojstvene vrijednosti i
vektore.

@ Numericko rac¢unanje Schurove dekompozicije svodi se na
beskonacan niz transformacija slicnosti koje sustavno
reduciraju elemente ispod glavne dijagonale 1 osiguravaju
trokutastu formu tek u limesu.
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Schurova forma normalnih matrica
s

Korolar. Trokutasta matrica I’ u Schurovoj dekompoziciji
A =UTU* je dijagonalna ako i samo ako je matrica A
normalna. Specijalno vrijede sljede¢i spektralni teoremi:

@ Schurova forma hermitske matrice je realna dijagonalna
matrica.

@ Schurova forma antihermitske matrice je dijagonalna sa
¢isto imaginarnim dijagonalnim elementima.

@ Schurova forma unitarne matrice je dijagonalna sa
‘)\z‘ = 1,@2 1,...,71.
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Schurova forma normalnih matrica (nastavak)
I —

Dokaz.
@ Neka je AA*=A*"A1 A=UTU".

@ Bududi da je T unitarno slicna matrici A, ona nasljedjuje
njena svojstva poput normalnosti, hermiticnosti,
antihermiti¢nosti 1 unitarnosti:

@ A je normalna
T =UAUUA™U = U AAU =UAAU = U A" UUTAU =TT
@ A je hermitska

T*"=UA"U=U"AU =T
@ A je antihermitska

T =U"A"U = -U"AU = -T
@ A je unitarna

T°T =UA"UU AU = UAAU =UU =1
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Schurova forma normalnih matrica (nastavak)
I —

@ Dakle, T je gornje trokutasta i 771 = T™T pa moramo
jos provjerit da je T zaista dijagonalna.

@ Dokazujemo matematickom indukcijom po n.

Baza n =1 pa je tvrnja trivijalna (skalar mozemo shvatiti i
kao trokutastu i kao dijagonalnu matricu).

Korak Neka je A € C"*™ i pretpostavimo da tvrdnja teorema
vrijedi za svaku (n—1)x(n—1) matricu.
@ Prikazimo matricu T kao

t11 15

0 Ty |’

T —

pri ¢emu je Ty € C»~Ux(=1 gornje trokutasta.
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Schurova forma normalnih matrica (nastavak)
L —

@ Vrijedi
T _ t;1 0 ti1 15 t11]? t1ts
to T2* 0 715 t1119 tgt; -+ T;TQ
T t11 15 tin 0 [t |? + tity 5Ty
0 ||t T3 oty T3

@ Iz jednakosti T1™ = T™*T slijedi

Q@ |[t11|* = |t11]? + tity odakle zakljucujemo da je
tits = |[taf[3 =01ty = 0.

@ 1ot5 + 1515 = 1575, odnosno zbog prethodnog
zakljucka je 15Ty = T5T5 .

@ Kako je Ty € Cn=Dx(»=1) po pretpostavei indukeije
ona je dijagonalna Ty = diag(tag, ..., twn), pa
napokon imamo
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Schurova forma normalnih matrica (nastavak)
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VisSestruke svojstvene vrijednosti
I ————

Visestruke svojstvene vrijednosti su visestruko problematicne:

@ Svojstveni vektor jednostruke svojstvene vrijednosti je
odreden do na mnozenje netrivijalnim skalarom —
pripadni svojstveni potprostor je jednodimenzionalan

@ Svojstvenoj vrijednosti algebarske kratnosti 2

@ pripada jedan takav svojstveni vektor ako je njena
geometrijska kratnost jedan,

@ ili je svaki netrivijalni vektor iz dvodimenzionalnog
potprostora svojstveni vektor — geometrijska
kratnost te svojstvene vrijednosti je onda jednaka
dva.

@ ViSestrukost svojstvene vrijednosti je osjetljivo svojstvo i
lako ga je izgubiti.
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ViSestruke svojstvene vrijednosti (nastavak)
I —

Primjer. Neka je

A= , det(M — A) =X — (a+ b)) +ab—cd

sa svojstvenim vrijednostima

\ a+b++/(a+b)?—4(ab— cd)
1,2 = :
’ 2

@ Matrica A ¢e imati dvostruku svojstvenu vrijednost
A1 = Ao = (a+b)/2 ako i samo ako je
A= (a+b)?—4(ab— cd) =0, tj. ako je diskriminanta
svojstvenog polinoma jednaka nuli.
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VisSestruke svojstvene vrijednosti (nastavak)
L —

@ Jasno je da se proizvoljno malim promjenama
koeficijenata a, b, ¢, d diskriminantu A moze iz trivijalne
A = 0 pretvoriti u netrivijalnu vrijednost, uslijed npr.
gresaka zaokruzivanja u aritmetici konacne preciznosti.

@ Zmamo da je u slucaju kada su sve svojstvene vrijednosti
razlicite matrica dijagonalizabilna.

Napomena. MATLAB-ova funkcija eig() za svaku matricu A
vraca regularnu matricu V' i dijagonalnu matricu D takve da
je AV = VD, tj. A~ VDV~ iako matrica A ne mora biti
dijagonalizibilna. Kako je to moguce? Odgovor na ovo pitanje
daje sljedeci korolar.
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Matrice s jednostrukim svojst. vrijednostima
D,

Korolar.
@ Matrice sa jednostrukim svojstvenim vrijednostima su
ogust podskup u C**™. U proizvoljnoj € okolini svake

matrice A nalazi se matrica A sa jednostrukim
svojstvenim vrijednostima.

@ Specijalno su dijagonalizabilne matrice gust podskup u
(C’I’LX’I’L.
@ Pri tome, ako je A normalna, hermitska, antihermitska,

ili unitarna, matrica A moze se odabrati tako da bude
redom, normalna, hermitska, antihermitska, ili unitarna.

NumAnal 2011, 9. predavanje — p. 42/115



Matrice s jednostrukim svojst. vrijednostima
————

Dokaz.
@ Neka A ima s razlicitih svojstvenih vrijednosti Aq, ..., A
sa algebarskim kratnostima nq,...,ng, 1 neka je

v =min |\ — A
]
@ Zanima nas netrivijalan slucaj kada je s < n.

@ Neka je € > 0 proizvoljan.

@ U Schurovoj dekompoziciji A = UT'U* svih n;
dijagonalnih elemenata matrice T = |t;;] za koje je
tj; = A;, malim promjenama:

- . e
tj; = tj; + 0j, \5j\<mm{%,§}

mozemo pretvoritl u n; razlicitih elemenata ¢;;.
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Matrice s jednostrukim svojst. vrijednostima

@ Ovim postupkom za sve \; 1 = 1,....,s dobit ¢emo n
medusobno razlicitih vrijednosti fjj 7=1,....n.

@ Neka je T matrica dobivena iz T zamjenom t;; s t;,
1=1,...,n.

@ Tada vrijedi

|T — T||r =||diag(dy, ..., 8,)||r =

-
\;H

<\/ﬁ%:5

@ Ako definiramo A = UTU*, onda A ima n medusobno
razlicitih svojstvenih vrijednosti i

A= Allr =T - T|lr <=
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Matrice s jednostrukim svojst. vrijednostima

Q

Q

Postoji beskonaéno mnogo matrica A koje zadovoljavaju
ovu konstrukciju.

Ako je A normalna, onda su 7' i T dijagonalne, pa je i A
normalna.

Ako je A hermitska (antihermitska), onda je T
dijagonalna sa dijagonalnim elementima na realnoj
(imaginarnoj) osi i opisana varijacija dijagonalnih
elemenata se o¢ito moze provesti tako da T bude
dijagonalna hermitska (antihermitska) sa dijagonalnim

elementima na realnoj (imaginarnoj) osi i A hermitska
(antihermitska).

@ U tom slucaju biramo realne (imaginarne) d;.
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Matrice s jednostrukim svojst. vrijednostima
E

@ Ako je A unitarna, onda, zakljucujuéi na isti nacin,
vidimo da A moze biti odabrana da bude unitarna.
@ U tom slucaju je |t;;| =1tj. t;; =€%, j=4i,...,ni
biramo §; = ¢,;(e"% — 1) za neke kuteve 0;.
@ Tada vrijedi

Lj = by + 15(e% — 1) = t;e" = "0rt%),

pa je |t~jj| = 1.
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Realna Schurova forma

Q

Q

Nadalje, Schurova forma moze voditi na kompleksnu
gornjetrokutastu matricu 7', ¢ak i onda kad je A realna.

U primjenama se vrlo ¢esto koriste realne matrice koje
opc¢enito imaju kompleksne svojstvene vrijednosti, ali se
¢esto ocekuje da svojstvene potprostori budu realni.

Zbog toga je pozeljno da sve operacije kao 1 sama
dekompozicija budu realne, jer su kompleksne operaciju
puno “skuplje” od realnih.

Kako kompleksne svojstvene vrijednosti realne matrice
dolaze u parovima kompleksno-konjugiranih brojeva,
onda svaki kompleksno—konjugirani par mozemo prikazati
kao spektar realne 2 x 2 matrice na dijagonali od 7'
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Realna Schurova forma (nastavak)
T —

@ Provjerimo spektar realne 2 X 2 matrice

a f

B, —
2 —6&

@ Vrijedi
det(By — M) = (a— N2+ 82 = X2 — 20\ + o? + 2,

pa su svojstvene vrijednosti matrice By

200 £ +/4a? — 4(a? 2
Alg = . \/@2 = +5)=@iiﬁ,

par konjugirano kompleksnih brojeva.
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Realna Schurova forma (nastavak)

@ Lako se moze provjeriti da je npr.

1
1+

svojstveni vektor od a4 103, i

14
1 —

S
|

svojstveni vektor od o — 0.
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Realna Schurova forma (nastavak)
S

Teorem. Neka je A € R*"™*"™. Neka A ima r realnih svojstvenih
vrijednosti 1 £ kompleksno konjugiranih parova. Tada postoji

realna ortogonalna matrica U 1 blok gornje trokutasta matrica
T, blok dimenzije (r + k) x (r + k), tako da je

i Tryg Tpo Thgy o+ o djgas ]
ooy Tpoz) -+ -+ dloryi
Ul'AU =
Tug - Tirgn
I Ll tkotk]

Pri tome r dijagonalnih blokova Tj;; ima dimenzije 1 X 1, a k£
dijagonalnih blokova ima dimenzije 2 X 2.
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Realna Schurova forma (nastavak)
I —

@ 1 x 1 blokovi su realne svojstvene vrijednosti od A,

@ a svojstvene vrijednosti svakog 2 x 2 bloka su jedan par
kompleksno konjugiranih svojstvenih vrijednosti od A.

Dokaz. Dokaz ide matematickom indukcijom po &.

Baza Za k = 0 sve svojstvene vrijednosti su relane, matrica
T je trokutasta 1 dokaz je analogan kao kod kompleksne
Schurove dekompozicije.

Korak Neka A ima k£ > 0 parova konjugirano kompleksnih
svojstvenih vrijednosti i pretpostavimo da postoji realna
Schurova dekompozicija za j < k parova.
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Realna Schurova forma (nastavak)
L —

@ Neka je A = a + 15 kompleksna svojstvena vrijednost od
A, tada postoje vektori y, z € R" takvi da je

Aly+12) =(a+18)(y +12)
=(ay — Bz) +i(By + az)
odakle slijedi

Ay=ay—pz,  Az=pPy+az,
Sto skra¢eno mozemo napisati

Aly z]=ly =]

@ Dakle, span{y, z} predstavlja dvodimenzionalni realni
invarijantni potprostor od A.
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Realna Schurova forma (nastavak)

@ Neka je

Ly 2]

U

=U,(;,1:2)R, U, € R™*" R c R***

QR faktorizacija matrice [ y =z |.

@ Tada vrijedi

odnosno

AU,

U AU,

_ R a [ |
0 —0 «
R] |R 0‘55
o | | L7 .
. i O |
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Realna Schurova forma (nastavak)

@ Za particiju

UT AU, =

1z prethodne jednakosti slijedi

_ IR _

T21R

R

@ Kako je T51 R = 0, zbog regularnosti matrice R slijedi

T21 — 0
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Realna Schurova forma (nastavak)
S

@ Dakle, mozemo zakljuciti

Ty, Ty
11 12 Ty =R a O
O T22 —5 8

U AU, =

pri cemu je o(T1;) = {a+i8,a —i83}.

@ Zbog toga sto Ty, ima k£ — 1 parova konjugirano
kompleksnih svojstvenih vrijednosti, po pretpostavci
indukcije postoji unitarna matrica Uy € R(®=2)x(n=2) §
blok gornje trokutasta matrica Thy € R(=2x(n=2) gq

dijagonalnim blokovima dimenzija 1 x 1 ili 2 x 2, takve

da je
Ty = UsTooUs .
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Realna Schurova forma (nastavak)

@ Definirajmo sada

za koju vrijedi sljedece

U'U =

0 UL

Iy

U

0

UlU,

U -

I, 0

0 Us

pa je U ortogonalna matrica.

E ]:R’I’LX’I’L7

Iy

0 U,
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Realna Schurova forma (nastavak)
T —

@ U jos ima svojstvo

I, 0 I, 0
’ Ul AU, | 2

U AU =
0 UT 0 U,

-]2 0 T T12_ I, 0
0 Ui 0 T3 0 Us

Tll T12 U2
0 ULTyUs

Ty Thi2Us
0 15

¢ime je U? AU blok gornje trokutasta matrica sa
dijagonalnim blokovima dimenzija 1 x 1 1ili 2 x 2. O

NumAnal 2011, 9. predavanje — p. 57/115



Realna Schurova forma (nastavak)
I

Korolar. Matrica A € R™™" je normalna ako i samo ako
postoji realna ortogonalna matrica U 1 blok dijagonalna
matrica 1" tako da je

Iy
Ul AU =

Tl korvi]

Pri tome r dijagonalnih blokova Tj;; ima dimenzije 1 X 1, a &
dijagonalnih blokova ima dimenzije 2 X 2.

@ A je simetricna, A = A”, ako i samo ako su svi
dijagonalni blokovi 1 x 1, tj. A = UAU?Y, gdje
A = diag(Ay, ..., \,) sadrzi svojstvene vrijednosti, a
odgovarajuci stupci od U su svojstveni vektori.
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Realna Schurova forma (nastavak)
L —

Korolar. U proizvoljnoj € okolini svake realne matrice A nalazi
se realna matrica A sa jednostrukim svojstvenim
vrijednostima. Pri tome, ako je A normalna, simetricna,
antisimetricna, ili ortogonalna, matrica A moze se odabrati
tako da bude redom normalna, simetri¢na, antisimetricna, ili
ortogonalna.
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Citanje svojstvenih vektora
————

Ako smo matricu doveli u Schurovu formu, kako ¢emo pronaci
njezine svojstvene vektore?

Iz slicnosti znamo da su svojstveni vektori matrica 71 A
jednostavno vezani, tj. ako je

Tx = Az,

onda je

AUxr =UTz = \Ux,

pa je Ux svojstveni vektor matrice A.

Ostaje nam samo procitati svojstvene vektore matrice 1" iz
njezine trokutaste forme.
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Citanje svojstvenih vektora (nastavak)
L —

Jednostavnosti radi, pretpostavimo da trazimo svojstveni
vektor za jednostruku realnu svojstvenu vrijednost A = ¢;;.

Linearni sustav za svojstvene vektore glasi (T'— A\ )z = 0,
odnosno, u blok formi

i Ty — A Ty JAT: 11 X1 ]
O = O O T23 X2 9
i 0 0 T33 — A/ 1 L X3 1

pri cemu je
@ 77 matrica reda 7 — 1,
@ 15 = 0 reda 1,
@ T33 reda (n —1).
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Citanje svojstvenih vektora (nastavak)

Blok vektori x1, 9 1 r3, redom, odgovaraju dimenzijama

matrica TM, T22 1 T33.

Budu¢i da je A jednostruka, onda su matrice T35 — A 1
171 — A regularne, pa iz posljednje blok-jednadzbe slijedi da

mora biti
X3 = Oa

a 1z prve blok jednadzbe slijedi da je

(Tll — )\])331 — —T12$2.

Broj rs mozemo proizvoljno odabrati, tako da vektor x nije

nul-vektor.
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Citanje svojstvenih vektora (nastavak)
I

Recimo, uzmimo zo = 1. Tada izlazi da je

T1 — —(TH — )\])_1T12.

Prema tome, svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost A je
—(TH — )\])_1T12

Tr = 1
0

Drugim rije¢ima, da bismo dobili svojstveni vektor x, moramo
rijesSiti trokutasti linearni sustav za x.

Racunanje svojstvenog vektora za kompleksnu svojstvenu
vrijednost zahtijeva rjesavanje blok-gornjetrokutastog sustava.
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Svodenje na Hessenbergovu

1 tridijagonalnu formu
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Podjela svojstvenog problema
D,

Ima mnogo podjela algoritama prema vrsti svojstvenog
problema. Navedimo neke od njih. Postoje algoritmi za:

@ (puni) simetri¢ni svojstveni problem,
@ (puni) nesimetri¢ni svojstveni problem,

@ za matricne parove (engl. matrix pairs, pencils)
Kx =AMz,

(najcesce je jedna od matrica, M, pozitivno definitna),

@ svojstveni problem za velike rijetke matrice (i simetri¢ne i
nesimetricne),

@ matrice sa specijalnom strukturom (antisimeticne,
palindromne, hamiltonovske, ... ).
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Podjela svojstvenog problema (nastavak)
.

Nadalje, algoritmi se dijele 1 prema tome

@ koliko svojstvenih vrijednosti zelimo izracunati.

Postoje algoritmi koji racunaju:
@ sve svojstvene vrijednosti,
@ najmanju/najvecu svojstvenu vrijednost,

@ ili nekoliko najmanjih/najveé¢ih svojstvenih vrijednosti
(po apsolutnoj vrijednosti),

@ te svojstvene vrijednosti najblize nekom zadanom broju.

Za hermitske matrice:

@ sve svojstvene vrijednosti iz nekog intervala — tipi¢na
primjena je na matricama u tridijagonalnoj formi.
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Svojstveni problem za pune matrice
I

Algoritmi i za (puni) simetri¢ni i za nesimetri¢ni svojstveni
problem, najceSce, zbog efikasnosti

@ rade na matricama u “kondenziranoj” formi.
Iznimka je

@ Jacobijev algoritam u hermitskom slucaju, odnosno,
norm-reducirajuc¢i algortimi tipa Eberlein u
nesimetri¢cnom slucaju.

Kondenzirana forma za nesimetri¢ni problem je
@ Hessenbergova forma,
koja se u simetricnom slucaju svodi na

@ tridijagonalnu formu.
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Numeric¢ko racunanje Schurove dekompozicije
D,

Algoritam se sastoji od 2 koraka:

1. Nekom jednostavnom transformacijom unitarne slicnosti
baziranom na konac¢no elementarnih koraka, prebacujemo
proizvoljnu matricu A u matricu H = Q*AQ koja je
jednostavnije strukture i pogodna za racunanje Schurove
forme.

2. Primjena iteratvne metode za rac¢unanje Schurove forme
matrice H .
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Hessenbergova forma
.

Definicija. Za n X n matricu A ¢emo rec¢i da je u gornjoj
Hessenbergovoj formi ako vrijedi

CLijZO, Za ’L>]—|—1,

tj. matrica A je gornjetrokutasta i ima josS jednu sporednu
dijagonalu ispod glavne.

O O O *x *
OO *x ¥ *
O ¥ ¥ * %
* X ¥ X ¥
* X ¥ X ¥

Za Hessenbergovu matricu H kazemo da je nereducirana
Hessenbergova ako je h;11,;, #0zasve j =1,...,n— 1.
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Hessenbergova forma (nastavak)
L —

Svodenje na Hessenbergovu formu provodi se

@ koristenjem unitarnih slicnosti, tj. trazi se unitarna
matrica () takva da je QAQ* gornja Hessenbergova.

@ Ideja redukcije vrlo je slicna QR tfaktorizaciji, samo se
norma stupca, s jedne strane, umjesto na dijagonalni
element, “nabacuje” na element ispod glavne dijagonale.
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Kako do Hessenbergove forme?
]

Primjer. Pokazimo to na primjeru realne 4 x 4 matrice A:

Koristenjem Householderovog reflektora H;

1

Ql — Hl )

mozemo ponistiti elemente prvog stupca u matrici A, od
mjesta 3 do n (ovdje je n = 4),
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Kako do Hessenbergove forme? (nastavak)

pa 1mamo

A=

aqq

1
aé1)

0
0

9

1
aéQ)

1
a’:(32)

1
a,fu)

aq3

1
aés)

1
aés)

1
0513)

Ay

1
a,§4)

1
a,§4)

(1)

A4y

Nakon toga primijenimo matricu Q7 zdesna, pa dobijemo

Q1AQT —

11
ayy
0
0

9
a§2)

9
agz)

9
a:(%z)

9
az(u)

9
ag?))

9
ag:s)

9
a:(%:s)

9
az(13)

p
a§4)

9
ag4)

9
a:(%4)

9
az(m)
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Kako do Hessenbergove forme? (nastavak)

Nakon toga biramo ortogonalnu matricu

Q2 =

Iy

Hy

takvu da ponisti elemente drugog stupca koji se nalaze od
mjesta 4 do n (ovdje je n = 4),

Q2Q1AQ{ —

19

1
@51)

0
0

9
agz)

2
@gz)

3
a,é2)

0

9
a§3)

2
@53)

3
a,é?))

3
aig)

9
a§4)

2
ag4)

3
a’éél)

3
a,EM)
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Kako do Hessenbergove forme? (nastavak)
T —

Transformaciju @2 moramo primijeniti i zdesna

2 4 4
aqq a§2> a,§3) a,§4)

ay) aly) ay) ab)

T AT

Q01 AQT @y = 0 4O LB
Q3o U33 U3y

0 0 ay ay

Time smo zavrsili postupak.

Postupak smo mogli, umjesto Householderovim reflektorima,
provesti 1 Givensovim rotacijama.
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Hessenbergova forma za racdunanje Schurove
e

Najprije nam treba sljede¢a propozicija.

Propozicija. Svojstvene vrijednosti nereducirane
Hessenbergove matrice H imaju geometrijsku kratnost jedan.

Dokaz. Za svaku svojstvenu vrijednost A od H je rang matrice
H — \;I barem n — 1 jer su prvih n — 1 stupaca od H — \;1
linearno nezavisni. To znaci da je defekt najvise 1, i
odgovarajuci svojstveni potprostor je najvise
jednodimenzionalan. O

@ U kontekstu racunanja Schurove dekompozicije,
numericki algoritmi uvijek rade na nereduciranim
Hessenbergovim matricama.
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Hessenbergova forma za racunanje Schurove
e

@ Jer, ako je neki h;4; ; = 0 onda se problem razbija na dva
problema manje dimenzije:

Xk ok Hpy Hpg
0  Hpy

S SR S

O O OO Xk ¥
o O O ¥ Xk X
S O O % x %

¥

¥

*

0 *x =

@ Nakon racunanja Schurovih dekompozicija matrica od
Hpqy 1 Hpgg) Schurova dekompozicija od H moze se
jednostavno sastaviti.
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Simetricna Hessenbergova forma
|

Ako je matrica A bila simetri¢na, onda je simetri¢na i njezina
Hessenbergova forma

Qn—z T QlAQiF T Qg—Qa

pa je svodenje na Hessenbergovu formu, zapravo,
tridijagonalizacija.

Definicija. Kazemo da je n X n matrica 7' tridijagonalna ako je

tij:O Za|’l/—]‘>1

* ¥ ¥ OO
* ¥ O O O

O OO % *

OO ¥ ¥ %
O % % % O
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Osnovni QR algoritam
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Osnovni QR algoritam
D ———

QR algoritam je

@ jedna je od najpoznatijih metoda za rac¢unanje
svojstvenih vrijednosti matrica,

@ otkrili su je nezavisno John Francis i Vera Kublanovskaja
1961-1962.

Algoritam (QR algoritam bez pomaka).

zadana nesimetriZna matrica Ay = A;

1 =0;

ponavljaj {
faktoriziraj A; = Q;R; /* QR faktorizacija */;
Aq;+1 = R;(Q);;
1 =1+ 1;

} do konvergencije
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QR algoritam i sliénost

Propozicija. Matrice izracunate QR algoritmom imaju
sljedeca svojstva:

@ Za svaki je
H—l Q A, Qu
tj. algoritam generira niz unitarno slicnih matrica.

@ Za svaki 1 je
A1 = (Qo- - Qi)"A(Qo - - Q).

Dokaz.

@ Bududi da je QF A, = R,, uvrstavanjem u relaciju za A;.4
dobivamo

z—|—1 Q A, Qz
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QR algoritam i sli€nost (nastavak)
I —

@ Induktivno, koristec¢i prethodnu tvrdnju, imamo:

Aipr = Q7 AQ;
— Q:Q:—lAi—lQi—lQi — ..
= (Qo-+- Qi) " Ao(Qo -+ Q;)

QR algoritam je “najsretniji” kad mu damo singularnu
matricu, jer je QR faktorizacija otkriva u jednom koraku.
Nakon toga radi deflaciju.

Algoritmu dodati pomake (engl. shifts) za ubrzanje
konvergencije. O konvergenciji govori sljedeci teorem.
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Konvergencija QR algoritma
e

Teorem. Neka je A € C"*" regularna matrica sa svojstvenim
vrijednostima

A1] > (Ao > > | A2q] > | M| > 0.

Tada niz matrica A; izracunat QR algoritmom konvergira u
sljede¢em smislu: Postoje dijagonalne unitarne matrice @,

takve da je za () = lim;_,o Qo - - - Q;P;

Al % ok eee %
0 X % -0 %
lim (®;)" AP, = | : = Q"AQ.
o 0 O A1 %
0 0 0 A

NumAnal 2011, 9. predavanje — p. 82/115



QR algoritam s pomacima
I ————

Ako su svojstvene vrijednosti matrice A jednake \;, onda su
svojstvene vrijednosti matrice A — o/ jednake \; — o.

Ideja: pomak o birati “blizu” svojstvenim vrijednostima.

Posljedica. Ubrzavanje konvergencije!

Algoritam (QR algoritam s pomacima).

zadana nesimetriZna matrica Ay = A;

1= 0;

ponavljaj {
izaberi pomak oj; /* blizu svojstvene vrijednosti */;
faktoriziraj A; —o;,l = Q;R; /* QR faktorizacija */;
Aip1 = RiQ; + o4l
1=1+4+1;

} do konvergencije
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QR algoritam s pomacima i slicnost
——————,,

Propozicija. Matrice A; 1 1 A; dobivene QR iteracijama s
pomakom su unitarno sli¢ne.

Dokaz. Iz

QiR = A; — oil

dobivamo da je

R; = Qi (A; — i),

pa onda izlazi

Aip1 = RiQ; + ol = (QF (A — 0y1))Q; + 0,1 = Q7 AiQ;.
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Problemi QR algoritma
- e

Problemi koje treba uociti:

@ QR faktorizacija pune matrice traje O(n®) operacija po
faktorizaciji. Ako napravimo pomak jednak svojstvenoj
vrijednosti, mozemo ju otkriti u jednom koraku — ukupno
trajanje QR iteracija bilo bi O(n*).

Rjesenje: raditi na matrici u Hessenbergovoj formi.

@ Kako treba izabrati pomak o; da bi se ubrzala
konvergencija u slucaju kompleksne svojstvene
vrijednosti, ako je matrica bila realna? Kompleksni
pomak nije dobar izbor!

©

Kako treba birati pomak u slu¢aju hermitskih matrica?

©

Kako prepoznati konvergenciju prema realnoj Schurovoj
formi?
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Nesimetricni QR algoritam
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Svojstvo Hessenbergove forme

Propozicija. Neka je H = QR QR faktorizacija Hessenbergove

matrice H. Vrijedi:
@ Matrice () i R() su takoder Hessenbergove.

@ Ako je H nereducirana Hessenbergova i singularna, onda

jerm,=01ir;; #0zaj=1,...,n—1.

Dokaz. Dokaz ¢emo ilustrirati na 5 X 5 matrici

vk % ok %
X ok ok k%
H=1]10 % % % x
0 0 % % =x
0 0 0 % =x

u kojoj treba ponistiti elemente oznacene s .
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Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)
.

@ Za poniStavanje elementa na poziciji (2,1) koristimo
Givensovu rotaciju G, i definiramo HY) = (GW)*H

cit s1 0 0 O * % ok x %k x %k ok %k

—s1 ¢ 0 0 O & ok ok k% 0 * *x x x

0 0 1 0 0 0 * * * * |=]0  x x | =HW
0 0O 0 1 0 0 0 x *x x 0 0 *x x =

0 0 00 1 ][0 00 x x| 00 0 x =
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Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)
.

@ Za poniStavanje elementa na poziciji (3,2) u H
koristimo Givensovu rotaciju G?, i definiramo

H?) — (G(2))*H(1>

10 0O 0 O ko ok ok ok X X ok k k%

0 ¢ s9 0 O 0 % * *x % 0 *x * * x*

0 —S9 ¢co 0 O 0O ® *x *x *x [ =10 0 * =*x =« — H®,
0 O 0 1 0 0 0 % =x x 0 0 *x x =

0 0 0 0 1 ][0 0 0 % x| 00 0 % x
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Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)
.

@ Za poniStavanje elementa na poziciji (4,3) u H (2)
koristimo Givensovu rotaciju G®, i definiramo
HG) — (G(3))*H(2>

o o o o =

0 O 0 O ko ok ok ok X X ok k k%

1 0 0 0 0 x *x % 0 *x * % =%

0 ¢3 s3 0 0O 0 * x % | =10 0 x % % [ = H®.
0 —s3 ¢3 O 0 0 ® =x =x 0 0 O x =

0 0 0 1 0 0 0 0 * ko
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Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)
L —

@ Za poniStavanje elementa na poziciji (5,4) u H (3)
koristimo Givensovu rotaciju G, i definiramo

R= H®W — (GW)*H®)

1 0 0 O 0 kook ok kX Xk k k%
0O 1 0 O 0 0 *x x *x 0 *x * % =%
001 0 0 00 % % % |=[00 % % * |=HY
0O 0 O c¢q4 84 0O 0 0 x = 0O 0 0 x =x
0 0 0 —s4 04__0()0@*_ _OOOO*_

@ Opcenito trebamo n — 1 rotaciju, i QR faktorizacija je
oblika

H=cW...qn-1)p

N

Q
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Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)
e

@ Dalje, u nasem 5 X 5 primjeru je

¢, -5, 00 0][1 0 0o 0 0]
s ¢ 0 0 O 0 ¢ —s9 0 O
Q=10 0 1000 & e 00
0 0 010|000 0 10
0 0 00 1]|l0O 0 0 01
100 o0 o|l[l1 00 0 o
010 0 o|lo10 0 o0
00 ¢35 —s3 0|0 01 0 0
00 & ¢ 0000 ca —s4
00 0 0 1[[000 & e
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Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)
e

i C1 —S1C2 S5152C3 —S515253C4 51525354 ]
8_1 C1Co —S2C1C3 5253C1C4 —S5285354Cq1
Q=10 S2 C2C3 —S3C2C4 $354C2
0 0 S3 C3C4 —54C3
0 0 0 S4 Cy4

odavde se lako vidi da je za svaki n > 2 matrica ()
Hessenbergova.

@ Lako se provjeri da je produkt R() gornje trokutaste i
Hessenbergove matrice nuzno Hessenbergova matrica.
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Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)
L —

@ U slucaju nereducirane Hessenbergove matrice mora biti
ri; #0zaj=1,...,n—1.

@ 7;; moze biti 0 ako 1 samo ako je u j-tom stupcu
matrice HY~Y) i dijagonalni i ispoddijagonalni
element jednak 0.

@ Ako je matrica jos i singularna, onda je nuzno i R

singularna, pa je 7, = 0.

Korolar. Ako QR iteracije Hz = QZRZ, Hz'—|—1 — RZQZ
primijenimo na Hessenbergovu matricu A, onda su sve
matrice H;, (); Hessenbergove.
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SloZzenost QR algoritma na Hessenberg. matr.

PP

Razmotrimo jos sada slozenost ovakvog algoritma.

Pocetna redukcija matrice A na Hessenbergovu formu H
zahtijeva O(n?) operacija (samo jednom!).

Kako QR iteracije cuvaju Hessenbergovu formu, svaka
QR faktorizacija H; = Q;R; se racuna sa O(n?) operacija.

To je bitno brze od QR faktorizacije A; = (); R; opcenite
kvadratne matrice za koju je potrebno O(n’) operacija.

Kako je (); produkt od n — 1 Givensovih rotacija, a svaku
od njih se moze primijeniti s O(n) operacija, onda

H;, 1 = R;Q); pokazuje da je prijelaz sa H; na H; 1 moguc
sa samo O(n?) aritmetickih operacija.
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Implicitni Q teorem
D

Za implementaciju pomaka u QR metodi i za simetricne i za
nesimetri¢ne matrice, potreban nam je sljedeci teorem.

Teorem (Implicitni @ teorem). Neka je QT AQ = H
nereducirana gornja Hessenbergova matrica. Stupci matrice
(), od drugog do n-tog, jedinstveno su odredeni (do na
predznak) prvim stupcem matrice Q). [

Nereducirana = H nema nula na najdonjoj dijagonali.

Dokaz teorema, recimo, pogledati u knjizi: J. W. Demmel,
“Applied Numerical Linear Algebra” (str. 168).

Prethodni teorem kaze kako se racuna matrica (J; u QR
algoritmu.
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Implicitni Q teorem — primjena
D

Iz A, se izrac¢una sljedeca iteracija A, , = Qi A,Q; ovako:
@ prvi stupac matrice (); je paralelan s prvim stupcem
matrice A; — 0,1, jedino mu je norma jednaka 1, tj.
@ treba samo normirati prvi stupac od A; — o;1;

@ ostali stupci matrice (); racunaju se tako da (); bude
ortogonalna, a A;y; je nereducirana Hessenbergova.

Prema implicitnom () teoremu, tada znamo da smo A; 4
korektno izracunali, jer je (); jedinstvena do na predznak
stupaca.
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Jednostruki pomak
D,

Ako su svojstvene vrijednosti jednostruke, onda bismo mogli
raditi tzv. jednostruke pomake (engl. single shift).

Promotrimo algoritam na realnoj matrici reda 6. Neka je,
zasad, ()1 rotacija

le )

i neka je A gornja Hessenbergova.

NumAnal 2011, 9. predavanje — p. 98/115



Jednostruki pomak — “gonjenje izbocine”

Djelovanjem s Q7 slijeva i Q1 zdesna, transformirana matrica
A, u oznaci Ay, poprima sljedeci oblik

A = Q{AQl —

*x X X X

O R S

x X X X X X

*x Xk X KX X K

Pritom, = oznacava element koji je prije transtormacije bio 0,
medutim, djelovanjem transformacije prestao je biti 0.
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Jednostruki pomak — “gonjenje izbocine”
I

“Izboc¢inu” (engl. bulge) * treba “istjerivati” (engl. chasing the
bulge) izvan matrice i to tako da slijeva uzmemo rotaciju Q4
u (2, 3) ravnini, koja ¢e ponistiti taj novostvoreni element.

Naravno, istom rotacijom (samo transponiranom) moramo
djelovati i zdesna. Novi ()5 izgleda ovako

1

Q2
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Jednostruki pomak — “gonjenje izbocine”

Nakon djelovanja s Q2 slijeva, dobivamo

X %k ok ok kX

X %k ok ok kX
A2:§A1: X ko ok ok Ok
* ko ok Xk

* ok Xk

I
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Jednostruki pomak — “gonjenje izbocine”

Medutim, nakon primjene ()5 zdesna, imamo

>k

*

Ay = Q§A1Q2 —

D e R TR
* KX K X
x Xk X KX X

x X X X X X

x X X X X X

Sto znaci da se “izbocina” pomaknula jedno mjesto dolje i

desno.
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Jednostruki pomak — “gonjenje izbocine”
]

U sljede¢em koraku, ponistimo tu izboc¢inu koristenjem
Givensove rotacije u ravnini (3,4),

Qs =

Algoritam ponavljamo dok posljednje izbocenje ne izbacimo
izvan matrice. To ¢e se dogoditi djelovanjem rotacije ()5 u
(5,6) ravnini i matrica A; = Q! A,Q- ¢e ponovno biti u
gornjoj Hessenbergovoj formi.
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Jednostruki pomak (nastavak)
I —

Primijetimo da je djelovanje na matricu A bilo ovim redom

Q" AQ = (Q1Q2Q3Q4Q5)" AQ1Q2Q3Q4Qs,

i da je dobivena matrica Q1 AQ opet gornja Hessenbergova.
Uoc¢imo jos i izgled konacne matrice (),

C1 X % * B

S1 X % * kX

So9 X X B

Q B S3 X k ook
Sq X X

Sy k
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Jednostruki pomak (nastavak)
N

Prvi stupac od () odreduje, do na predznak, sve ostale stupce
u ) (implicitni Q teorem). Prvi stupac matrice ) izabrat
¢emo tako da je

@ proporcionalan s prvim stupcem A — o/.

To znaci da je nas () jednak onome koji bi bio dobiven QR
faktorizacijom od A — ol.

Ipak, u praksi se obi¢no ne koriste jednostruki pomaci, jer
dvostruki pomaci imaju bolja svojstva (brza konvergencija).
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Dvostruki pomak
e

Ako je matrica A = Aj realna, a ima kompleksnih svojstvenih
vrijednosti, treba napraviti pomak za o1 o

Ay — ol = 1 Ry,

A =RQ1 +o0l,
Al — 5.] — Q2R27

AQ — RQQQ —|—5']

Odatle odmah izlazi da je A; = Q2 Q1 A,Q,Q,.
Lema. Matrice ()1 i ()2 mozemo izabrati tako da vrijedi
@ ()1(Q)- je realna, pa je i A, realna,

@ prvi stupac matrice ()15 se lako racuna.
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Dvostruki pomak (nastavak)
L —

Dokaz. Redom, iz prve dvije transformacije izlazi

Q1Q2Ro Ry = Q1(A1 — 6I)Ry = Q1(R1Q1 + (0 — ) ) Ry
= Q1 RQ1Ry + (0 — 7)1 IRy
= (Ag—ol)* + (0 — 7)(Ag — o)
= A2 — (0 +0)Ag + |o]*] =: M.

/Zbog 0 + 0 = 2Reo € R, prethodna matrica M je realna.

@ Onda je Q1Q2RsR; QR faktorizacija realne matrice.
Zato ()1()> 1 Ry Ry mozemo izabrati kao realne matrice.

@ Prvi stupac matrice ()1()2 je proporcionalan prvom
stupcu matrice M, a ostali stupci se racunaju
koristenjem implicitnog () teorema. N
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Dvostruki pomak (nastavak)
L —

I ovaj algoritam natjerava “izbocinu”, samo je ona, zbog
dvostrukog pomaka, 2 x 2 izbocina.

Razlog: matrica M = (A — oI)* + (0 — 7)(A — oI) ima jednu
donju sporednu dijagonalu vise od A, zbog kvadriranja.

Na primjer, za matricu A reda 6, to izgleda ovako:

* k  k %k ok Xk * %k =k 3k X 3k
* k% %k ko Xk * %k %k 3k X 3k
* %k sk kX * %k =k %k X 3k
A= M =
* %k sk k * %k sk kX
% ko ok * %k ok Xk
% ok % ko ok
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Dvostruki pomak — “gonjenje izbocine”
e

Ovdje zahtijevamo da je prvi stupac od ()1()2 proporcionalan
prvom stupcu matrice M (lako se racuna iz A).

Neka je A ponovno matrica reda 6. Prvu ortogonalnu

transformaciju éf biramo tako da je njezin prvi stupac
proporcionalan prvom stupcu matrice M (isto kao i ranije).

Dobivam - .
obivamo x k% sk %k %
x k% ok %k %
@T_******

T A=
x ok k%
x k%
%k
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Dvostruki pomak — “gonjenje izbocine”
E

i - -

TR S S
% % %
toRE CHEE G

@?A@1 —

O S S
* X K KX KX X
O S R

Sljedeé¢a transformacija QQT ponistava elemente (3,1) i (4, 1),
“nabacuju¢i” njihovu normu na element (2,1).

Ona mijenja samo retke 2, 3 1 4 u gornjoj matrici.
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Dvostruki pomak — “gonjenje izbocine”
E

Transformaciju Q2 mozemo realizirati kao
@ par Givensovih rotacija, ili

@ “kratki” Householderov reflektor (netrivijalni elementi u
vektoru w su weq, ws 1 wy).

Dobivamo - -
*

*

@g@r{Aél —

* ¥ ¥ %
X ¥ ¥ X
R A T v

*x X X K K K
*x X X KX K K
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Dvostruki pomak — “gonjenje izbocine”
D,

Nakon primjene ()7 zdesna, izlazi
* %

*

Q3 QTAQ,Q, =

D o N TR S O
*x X X X X

b D S L

* Xk X K K K
* Xk X K K K

Dakle, trokutasta 2 x 2 “izboc¢ina” se pomaknula jedno mjesto
dolje 1 desno.

Sada, vrlo slicno kao u jednostrukom pomaku, “izboé¢inu”
Y Y
pomicemo prema kraju matrice, sve dok ju ne izbacimo.
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Izbor pomaka
D,

Najcesce se pomak (engl. shift) bira kao svojstvene vrijednosti
1 x 1ili 2 x 2 podmatrice u donjem desnom kutu matrice A:

@ ako imamo jednostruki pomak, onda uzmemo o = a,,,,

@ ako imamo dvostruki pomak, onda uzmemo tzv.
Francisov pomak, tj. o0 1 ¢ su svojstvene vrijednosti
matrice
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Izbor pomaka (nastavak)

Nazalost, ovakav dvostruki pomak, iako je izvrstan u praksi,
moze ne raditi. Na primjer, matricu

ostavlja na miru.
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Izbor pomaka za simetricni tridijagonalni QR

Za simetricni tridijagonalni QR algoritam, pomak se bira kao

@ a,, (kubi¢na konvergencija, ali ne konvergira uvijek),

@ svojstvena vrijednost bloka

p—1,n—1

an—Ln

an—Ln

n,n

koja je najbliza a, ,. Taj izbor pomaka zove se
Wilkinsonov pomak. Moze se pokazati da su simetricne
QR iteracije s tim pomakom kubicno konvergentne za
gotovo sve matrice A.
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	OliveGreen {Sadrv {z}aj predavanja}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Svojstvene vrijednosti}strut 
	OliveGreen {Svojstveni vektori}strut 
	OliveGreen {Standardna definicija}strut 
	OliveGreen {Jov {s} malo o svojstvenim vrijednostima}strut 
	OliveGreen {Kako rav {c}unati svojstvene vrijednosti i vektore?}strut 
	OliveGreen {``Dobre'' forme}strut 
	OliveGreen {``Dobre'' forme (nastavak)}strut

	OliveGreen {Blok-gornjetrokutasta forma}strut 
	OliveGreen {Sliv {c}nosti}strut 
	OliveGreen {Svojstva sliv {c}nosti}strut 
	OliveGreen {Svojstva sliv {c}nosti}strut 
	OliveGreen {Svojstva sliv {c}nosti}strut 
	OliveGreen {Svojstva sliv {c}nosti}strut 
	OliveGreen {Vrijedi li obrat?}strut 
	OliveGreen {Jordanova forma}strut 
	OliveGreen {Jordanova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Dijagonalizibilnost, defektne matrice,,ldots }strut 
	OliveGreen {Koje se matrice mogu dijagonalizirati?}strut 
	OliveGreen {Primjer}strut 
	OliveGreen {Primjer (nastavak)}strut

	OliveGreen {Puna baza svojstvenih vektora}strut 
	OliveGreen {Jordanova forma --- da ili ne?}strut 
	OliveGreen {Jordanova forma --- da ili ne? (nastavak)}strut

	OliveGreen {Jordanova forma --- da ili ne? (nastavak)}strut

	OliveGreen {Schurova forma}strut 
	OliveGreen {Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Schurova forma normalnih matrica}strut 
	OliveGreen {Schurova forma normalnih matrica (nastavak)}strut

	OliveGreen {Schurova forma normalnih matrica (nastavak)}strut

	OliveGreen {Schurova forma normalnih matrica (nastavak)}strut

	OliveGreen {Schurova forma normalnih matrica (nastavak)}strut

	OliveGreen {Viv {s}estruke svojstvene vrijednosti}strut 
	OliveGreen {Viv {s}estruke svojstvene vrijednosti (nastavak)}strut

	OliveGreen {Viv {s}estruke svojstvene vrijednosti (nastavak)}strut

	OliveGreen {Matrice s jednostrukim svojst. vrijednostima}strut 
	OliveGreen {Matrice s jednostrukim svojst. vrijednostima}strut 
	OliveGreen {Matrice s jednostrukim svojst. vrijednostima}strut 
	OliveGreen {Matrice s jednostrukim svojst. vrijednostima}strut 
	OliveGreen {Matrice s jednostrukim svojst. vrijednostima}strut 
	OliveGreen {Realna Schurova forma}strut 
	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Realna Schurova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {v {C}itanje svojstvenih vektora}strut 
	OliveGreen {v {C}itanje svojstvenih vektora (nastavak)}strut

	OliveGreen {v {C}itanje svojstvenih vektora (nastavak)}strut

	OliveGreen {v {C}itanje svojstvenih vektora (nastavak)}strut

	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Podjela svojstvenog problema}strut 
	OliveGreen {Podjela svojstvenog problema (nastavak)}strut

	OliveGreen {Svojstveni problem za pune matrice}strut 
	OliveGreen {Numeriv {c}ko rav {c}unanje Schurove dekompozicije}strut 
	OliveGreen {Hessenbergova forma}strut 
	OliveGreen {Hessenbergova forma (nastavak)}strut

	OliveGreen {Kako do Hessenbergove forme?}strut 
	OliveGreen {Kako do Hessenbergove forme? (nastavak)}strut

	OliveGreen {Kako do Hessenbergove forme? (nastavak)}strut

	OliveGreen {Kako do Hessenbergove forme? (nastavak)}strut

	OliveGreen {Hessenbergova forma za rav {c}unanje Schurove}strut 
	OliveGreen {Hessenbergova forma za rav {c}unanje Schurove}strut 
	OliveGreen {Simetriv {c}na Hessenbergova forma}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Osnovni QR algoritam}strut 
	OliveGreen {QR algoritam i sliv {c}nost}strut 
	OliveGreen {QR algoritam i sliv {c}nost (nastavak)}strut

	OliveGreen {Konvergencija QR algoritma}strut 
	OliveGreen {QR algoritam s pomacima}strut 
	OliveGreen {QR algoritam s pomacima i sliv {c}nost}strut 
	OliveGreen {Problemi QR algoritma}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Svojstvo Hessenbergove forme}strut 
	OliveGreen {Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)}strut

	OliveGreen {Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)}strut

	OliveGreen {Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)}strut

	OliveGreen {Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)}strut

	OliveGreen {Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)}strut

	OliveGreen {Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)}strut

	OliveGreen {Svojstvo Hessenbergove forme (nastavak)}strut

	OliveGreen {Slov {z}enost QR algoritma na Hessenberg. matr.}strut 
	OliveGreen {Implicitni Q teorem}strut 
	OliveGreen {Implicitni Q teorem --- primjena}strut 
	OliveGreen {Jednostruki pomak}strut 
	OliveGreen {Jednostruki pomak --- ``gonjenje izbov {c}ine''}strut 
	OliveGreen {Jednostruki pomak --- ``gonjenje izbov {c}ine''}strut 
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