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Sadrzaj predavanja
S

@ Rjesavanje linearnih sustava: iteracije iz Krylovljevih
potprostora:

@ Aproksimacije iz Krylovljevih potprostora i

prekondicioniranje.
@ Metoda konjugiranih gradijenata (CG):

@ Metoda najbrzeg silaska 1 njena konvergencija.

@ Metoda konjugiranih smjerova i njena konvergencija.

@ Metoda konjugiranih gradijenata (CG) i njena
konvergencija.

@ Prekondicionirana metoda konjugiranih gradijenata

@ Numericka stabilnost metode konjugiranih
gradijenata
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Sadrzaj predavanja (nastavak)
D,

@ GMRES metoda:
@ Arnoldijeva metoda

@ Izvod GMRES metode
@ Svojstva GMRES metode i njena konvergencija

@ Primjeri konvergencije metoda:
@ Primjer konvergencije CG metode.
@ Primjer konvergencije GMRES metode.
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Rjesavanje linearnih sustava:
iteracije 1z Krylovljevih
potprostora
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Krylovljevi potprostori
v ———

Prisjetimo se najprije rezultata iz linearne algebre, koji tvrdi

da:

@ svaka matrica ponistava svoj karakteristi¢ni 1 minimalni
polinom.

Za A e C"™ibe C" tomozemo zapisati na sljedeé¢i nacin

gdje je pa(A) = det(A — AI) = > ", a; A" karakteristicéni
polinom matrice A.
@ Slicno mozemo napisati da je ua(A) = 0, gdje je pa(A)
minimalni polinom stupnja manjeg ili jednakog n.
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Krylovljevi potprostori (nastavak)
I ————

@ Linearni sustavi najcesc¢e se rjesavaju kada je matrica
sutava regularna, jer je tada rjeSenje jedinstveno.

@ U tom slucaju nula ne moze biti korijen karakteristicnog
polinoma, pa je ag # 0.

@ Odavde jednostavnim racunom mozemo dobiti da vrijedi

1
— —(a I+ F a1 A"+ a, A A

ao
1
— A (——) (a ]+ -+ a, 1 A" + anA”_l) =1,
ao
to jest,

1
Al = —a—(alf b Ay A a, AT,
0
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Krylovljevi potprostori (nastavak)
o ———

@ Bududi da rjesenje sustava Axr = b mozemo zapisati kao
r = A™'b, uz uvazavanje prethodnog zapisa za A1
mozemo zakljuciti da je

aq An—1 _ anp _
rT=——b— - — AP ?p — L An 1b,
ao ao ao

odnosno

v € span{b, Ab,..., A" b} = K, (A,b).

@ Prostor koji se pojavljuje na desnoj strani zovemo
Krylovljevim prostorom matrice A i inicijalnog vektora b.

@ Upravo odavde dobivamo ideju za metode rjeSavanja
sustava linearnih jednadzbi koje bi se temeljile na
aproksimacijama iz Krylovljevih potprostora.
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Aproksimacije iz Krylovljevih potprostora
e,

@ Naime kako je vektor b jedini vektor direktno vezan za
problem rjesavanja sutava Ax = b, ¢ini nam se prirodno
uzeti neki multipl od b kao pocetnu aproksimaciju
rjesenja, tj.

ro € span{b}.
@ Nakon toga racunamo produkt Ab i zahtijevamo da nam

je sljedeca aproksimacija jednaka nekoj linearnoj
kombinaciji od b i Ab, tj.

r1 € span{b, Ab}.

@ Taj se proces nastavlja, tako da nam aproksimacija u
k-tom koraku zadovoljava

T, € span{b, Ab,... A*b}, k=1,2....
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Aproksimacije iz Krylovljevih potprostora (nast.)
e
@ Metoda, naravno, mora odrediti kriterij po kojem biramo
vektore 1z pojedinih Krylovljevih potprostora u svakom
koraku,

@ Prije svega promotrimo jednu vrlo jednostavnu ¢injenicu.
Ako je x; aproksimacija rjesenja u k-tom koraku neke
iterativne metode za rjeSavanje linearnih sustava, 1 ako u
(k + 1)-om koraku uzmemo

T+l = Tk + A_l(b — Axk),

tada je x4+ = A7'b rjeSenje sustava.

@ Bududi da je racunanje vektora A~ (b — Axy,)
ekvivalentno problemu rjesavanja polaznog sustava,
korekciju vektora xj radit c¢emo pomoc¢u neke njegove
aproksimacije.
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Aproksimacije iz Krylovljevih potprostora (nast.)
TGS,

@ Ta aproksimacija mora
@ se lakse racunati i
@ mora nas drzati unutar Krylovljevih potprostora.

@ Zato, najprije pretpostavimo da polazimo od iteracije
jednostavnog oblika
Lr1 — Tk —+ cvk(b — Axk),
gdje je oy parametar koji odreduje tocku na pravcu koji

@ prolazi kroz tocku xy 1
@ pruza se u smjeru vektora r, = b — Axy.

@ Tada je
T1 = xo + Ty € To + span{ro},

Ty = To + QTo + aq(rg — apgArg) € xg + span{ry, Arg},
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Aproksimacije iz Krylovljevih potprostora (nast.)
L —S—S—S—S— .

@ Na temelju iteracije lako se vidi da jeza £ =0,1,2, ...

Ty € xo + span {rq, Arg, A’rg, ... ,Ak_lfro} = xo9 + Kir(A, 1g),
r, € To + span { Ar, A®rg, Adrg, . .. ,Akro} =19+ AKL(A, 1),

pri cemu je r, = b — Axy, rezidual k-te iteracije, a sa
e, = A7 lr, = A7 — 21, oznacavamo gresku.

@ Prostor koji se pojavljuje kod definiranja iteracije je
takoder Krylovljev potprostor, ali odreden matricom A i
vektorom rq, koji ne mora biti jednak vektoru 0.

@ Primijetimo da je za o = 0, ro = b, pa je x € Ki(A, D).
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Aproksimacije iz Krylovljevih potprostora (nast.)
S —
@ Medutim, ako prema uvodnom razmatranju napiSemo da
je A7t = qi._1(A), gdje je grp—1(\) polinom stupnja (k — 1)
za neki £ < n, tada
@ za bilo koji 7,
@ u prostoru xy + Kp(A, rg) mozemo naci vektor oblika
To + qu_1(A)rg = 2o + A 'rg = A71D koji je rjesenje
linearnog sustava Ax = b.

@ Opcenito, iteracija iterativne metode bit ¢e oblika
Ty = Tp—1 + 2p—1, 1 2 =20 + Wy

pri ¢emu ¢Ce z,_1 1 wi_q1 biti birani tako da

T € 1o + Ki(A,rg) 1 da zadovoljava neki uvjet
optimalnosti, najées¢e vezan uz normu reziduala ili neku
normu greske.
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Prekondicioniranje
D

@ Kao sto ¢emo kasnije vidjeti, sve metode ovakvog oblika
konvergiraju vrlo brzo ukoliko je matrica sustava A blizu
identiteti. (Jasno za iteracije oblika

L+l — Tk -+ Ozk;(b — A.Tk))

@ Naravno, to se dogada vrlo rijetko, ali mi mozemo cijeli
sustav Axr = b zamijeniti sa modificiranim sustavom

M YAzx =M% i AMYy=0b, =M1y,

¢ija bi matrica bila bliza identiteti od matrice A.

@ Ovdje se radi o lijevom odnosno desnom
prekondicioniranju.
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Prekondicioniranje (nastavak)
L —

@ Ako je M hermitska i pozitivno definitna matrica, tada
mozemo izvesti simetricno prekondicioniranje 1 rijesiti
modificirani linearni sustav

L *AL ™y =L, z=L"y,

pri cemu je M = LL*.
@ Matrica L moze biti
@ hermitski drugi korijen od M,
@ ili donje trokutasti faktor Choleskog od M,
@ 1li bilo koja druga matrica koja zadovoljava M = LL*.

U svakom sluc¢aju bitno je samo to da je racunanje M 'z
za bilo koji vektor z jednostavnije (odnosno da je
jednostavnije rijesiti sustav sa matricom sustava M).
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Prekondicioniranje (nastavak)
L —

@ Dakle, ako matricu prekondicioniranja M mozemo
izabrati tako

@ da se linearni sustav sa matricom sustava M moze
jednostavno rijesiti

@ ida M tAili AM~tili L7'AL™* aproksimiraju
identitetu,

tada primjenom iterativne metode na prekondicionirane

sustave mozemo dobiti joS bolju tehniku za rac¢unanje
rjesenja sustava.

@ Pravi smisao tvrdnje da “prekondicionirana matrica
aproksimira identitetu”, ovisi o iterativnoj metodi koju
smo koristili, 1 o njenim svojstvima.
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Metoda konjugiranih
gradijenata (CG)




Metoda najbrzeg silaska
.

@ To je iterativna metode iz Krylovljevih potprostora, za
rjeSavanje sustava Ar = b, A € R""™, b,z € R", pri ¢emu
je matrica sustava A simetricna pozitivno definitna:

@ A=A
@ ylAy >0zasvakiy € R", y #0

@ Ideja odabira parametra oy u k-toj iteraciji metode
Tri1 = T + iy je ta da se minimizira neka norma
greske ey 1 = € — Qirg.

@ Problem je sto nam je greska jednako tako nepoznata kao
i samo rjesenje, pa norma || - || ne dolazi u obzir.

@ Ono sto mozemo izracunati je rezidual
Tkl = Aek_|_1 — T — O{kA’l”k.
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Metoda najbrzeg silaska (nastavak)

@ Za simetricnu pozitivno definitnu matricu A ima smisla

definirati A-normu || - ||4
|v]|a = v/ (v,v)4 = VoI Av.
@ Uvjerite se da je || - |4 zaista norma na R"!

@ Definirajmo sada funkciju f : R — R kao

o) = egy Aerin

= a;r; Arp — 20u,1, Aey, + €3 Aey,

T T
= airy Ar, — 20y T + €, Aey,.

@ Trazenje minimuma funkcije f(ayg) je ekvivalentno
trazenju minimuma ||eg1]/4.

NumAnal 2011, 7. predavanje — p. 18/121




Metoda najbrzeg silaska (nastavak)
D |

@ Funkcija f(ag) je kvadratna funkcija po varijabli ay, i
parametar uz a: je ri Arp > 0, $to znaci da funkcija
poprima minimum u tjemenu, koje je jedina nultocka
derivacije funkcije f'.

0 = f'(a) = 201 Ary, — 211y,

odakle slijedi da se minimalna A-norma greske ej_ 4
postize za

TZTk

rl Ary

@ Zbog ovakvog odabira parametra ay vrijedi da je 7.1
okomit na 7, tj.

N —

T
T e Tk

T
T — r. Arp = 0.
g rT Ay

FiThel = TiTE — QT ATy =1
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Metoda najbrzeg silaska (nastavak)

Q

Vazno je joS primijetiti, da tako dugo dok nismo nasli
egzaktno rjesenje (1, # 0), ay je strogo veéi od nule.

Zbog okomitosti 7,1 1 1 slijedi

HekHi — €k+1A€k+1 + 2akrk Aejy1 + ozk'rk I Ar,

= llexra % + agllrells > llersall,
odakle se vidi da se A-norma greske smanjuje u svakom
koraku.

Ova metoda, zbog na¢ina odabira parametra, zove se
metoda najbrzeg silaska.

NumAnal 2011, 7. predavanje — p. 20/121




Algoritam metode najbrzeg silaska
I

Algoritam (Metoda najbrzeg silaska).
ro zadan; k= 0;

Tozb—AZEO;
dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja radi {
oL = rkTrk; .
k_rgArk,’

Tht1 = Tk T QgTk;
Tk_|_1:7“k—()ékATk;
k=k+1;
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Konvergencija metode najbrzeg silaska
R,

@ Iz iteracije mozemo dobiti rekurziju za e (ve¢ smo ju
vidjeli), koja glasi

€ki+1 — € — QT = € — a’kAGk = (I — ozkA)ek,
koju na drugaciji na¢in mozemo zapisati kao
er+1 = p1(A)ex,

pri cemu je p; polinom prvog stupnja, takav da je
p1(A) =1 — agA.
@ Prema gore navedenome, za gresku e, ; onda vrijedi
lewtalla = min ' flp(Aexlla,
gdje se minimum uzima po svim polinomima p prvog
stupnja, za koje je p(0) = 1, odnosno koji su oblika
p(A) =1 — al. — to nam je i bio uvjet za izbor ay
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Konvergencija metode najbrzeg silaska (nast.)
T —"_ 5 5

@ Za nastavak analize trebat ¢e nam joS sljedece svojstvo
A-norme za proizvoljni vektor wu:

|ulla = (uTAu)1/2 _ (UTA1/2A1/2u)1/2
= (V)T A )2 = AV

@ Vidjet ¢emo da simetri¢cnu matricu A mozemo
dijagonalizirati ortogonalnom matricom: A = UAU?,
A =diag(Ai, ..., \,), gdjeje UTU =UUT =1,i )\, €R
za 1 = 1,...,n su realne svojstvene vrijednosti.

@ Za simetricnu pozitivno definitnu matricu jos vrijedi da

suX >0za1=1,...,n,t]. sve svojstvene vrijednosti su
pozitivne.
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Konvergencija metode najbrzeg silaska (nast.)
o —————

@ Tada mozemo definirati A'/? simetri¢ni kvadratni korijen
matrice A, oblika AY2 = UAY2UT, koji komutira sa A i
bilo kojim polinomom od A.

@ Zato vrijedi
— i A2 (A
lewtalla = min A 7pr(A)ex,

—  min Upr(NUT A e, ]|,

p1E€P1,p1(0)=1

< min A e
< in [p1(A)]|2]lex] 4

= min ma A el 4.
p1€P1,p1(0):1j:1,“}fn |]91( .7)||| kHA
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Konvergencija metode najbrzeg silaska (nast.)
o —————

@ Moze se pokazati da se taj minimum postize za polinom

2
A)=1-— A
pl( ) Amin + >\ma,a:

1 1ZN0S1

>\ma,a: - )\min R2 (A) —1
)\min — >\ma,a: — — 17
1 ()| = |1 ()| = T = BT <

pri cemu je A,,;, minimalna, a \,,,, maksimalna
svojstvena vrijednost matrice A, te ko(A) = A\naz/Amin
uvjetovanost matrice A.
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Konvergencija metode najbrzeg silaska (nast.)
o ———

@ Dakle dobivamo rezultat

feweilla < (5575 ) lesla

1 kao konacni oblik

feula < (563157 ) lealla

@ Iz njega mozemo zakljuciti da za lose uvjetovane matrice

mozemo 1mati sporu konvergenciju jer je u tom slucaju
k(A)—1
k(A)+1

@ Ova metoda ¢esto dosta sporo konvergira, jer radi korake
u smjeru kojim je neki raniji korak ve¢ prosao.

~ 1.
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Konvergencija metode najbrzeg silaska (nast.)

[teracije metode najbrzeg silaska za A € R3*3.
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Metoda konjugiranih smjerova
e,

@ Da bi se izbjegla spora konvergencija metode najbrzeg
silaska, unaprijed odabiremo skup A-ortogonalnih
vektora, odnosno smjerove traganja dg, dq,..., d,_1.

@ Dva vektora d; i d; su A-ortogonalna ili konjugirana ako
vrijedi da je
(di,dj) s = dJTAdi = 0.

@ Lagano se moze provjeriti da su A-ortogonalni vektori
linearno nezavisni.

@ 7naci u svakom koraku biramo tocku
Tri1 = Tg + apdy

s minimalnom A-normom greske.
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Metoda konjugiranih smjerova (nastavak)

Q

PP

e P

Dakle, u svakom smjeru d; napravit ¢emo tocno jedan
korak, takav da ¢emo ponistiti komponentu vektora
greske e, u smjeru Ady,.

Nakon n koraka bit ¢emo gotovi!

U (k 4 1)-om koraku e, je jednak pocetnoj gresci kojoj
su odstranjene sve komponente u smjerovima

Ady,. .. Ad;,, odnosno
ex+1 je A-ortogonalan na dy,. .. ,dy.

A-ortogonalnost izmedu e, 1 i d;. je ekvivalentna
nalazenju tocke minimuma duz smjera traganja d;, kao i
u metodi najbrzeg silaska.

NumAnal 2011, 7. predavanje — p. 29/121




Metoda konjugiranih smjerova (nastavak)
L ——

@ Ponovo ¢emo derivirati po ay funkciju

glax) = ej 1 Aeri

1 izjednaciti je s nulom, samo sto je u tom slucaju 74,1
okomit na d.

@ Ako opet uvrstimo da je rp 1 = rp — aiAdy 1
Cht1 = € — Qpdy,

g(og) = aid} Ady, — 2ap,d] Aey, + €, Aey,
slijedi da je

g/(&k) = QCXkCZZAdk — derk
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Metoda konjugiranih smjerova (nastavak)

odakle ¢emo izjednacavanjem s nulom dobit izraz za oy

@ Ovako dobivena metoda naziva se metoda konjugiranih
smjerova.

@ Da je e A-ortogonalan na d,. .. ,d;, moze se sad
dokazati matematickom indukcijom:

Q dgA@l = dgAGQ — &OdgAdO = dgTO — d%gzso dgAdo =0

iz definicije parametra ay

@ Ako pretpostavimo da je d! Aep = 0 za
1 =0,...,k—1, tada imamo
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Metoda konjugiranih smjerova (nastavak)
e ——

dTTk
dTAdk.
dZA€k+1 — d;‘FAek — OzdeTAdk — O, 1= O, c ey k—1

dZAek—l—l = dZAek — adeAdk = dg’l“k dTAdk =0

iz definicije parametra oy, pretpostavke indukcije i
A-ortogonalnosti vektora d;.
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Algoritam metode konjugiranih smjerova
—————

Algoritam (Metoda konjugiranih smjerova).

To zadan;

A-ortogonalni vektori dy,dq,...,d,_ 1 zadani;

k=0;

To = b — AZIZ’O;

dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja radi {
di'r

- dgkAsk;

Tpi1 = T + apdy;

Tke1 = T — Okadk;

k=Fk+1;

093
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Svojstva metode konjugiranih smjerova

Teorem. Za metodu konjugiranih smjerova vrijede sljedeca
svojstva:

T : :
d; Ad; =0 (i # j)

T T .

djr; =d; Ae; =0 (5 <)

T T T

Skalar «; moze se zato napisati kao

d%TO

~ dTAdy

877

Dokaz. Prve dvije tvrdnje smo ve¢ pokazali, a treca slijedi iz
svojstva A-ortogonalnosti vektora d;:
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Svojstva metode konjugiranih smjerova (nast.)

T T T
d T, — dz Ti—1 — ai_ldi Adi_l

?
T T T T
— dz Tri—1 — dz Ti—9 — Cki_gdz- Adi_g = dz Ti—2

T
= ... =dl'r

Poslijedica formule za o, iz ovog Teorema je ta da se
aproksimacije r1,rs,... od r mogu izracunati bez racunanja
reziduala r1,7r5,...,. Ovisne su samo o poc¢etnom rezidualu r.
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Konvergencija metode konjugiranih smjerova
—————

Teorem. Metoda konjugiranih smjerova je m-koracna metoda
(m <n), usmislu da je u m-tom koraku aproksimacija x,,

jednaka rjesenju z = A~1b.

Dokaz. Neka je m najmanji cijeli broj takav da se eg = © — xg
nalazi u span{dy,...,d,_1}. O¢ito je m <n, buduéi da su
vektori dy,d;,... linearno nezavisni, pa ih maksimalno moze
biti n. Zatim, izaberimo skalare ag,...,a,,—1 takve da je

eo = aopdo + -+ + Am—1dm—1.
Odavde slijedi

T = 2o+ apdo + -+ Am_1dm—_1.
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Konvergencija metode konjugiranih smjerova
L,

Nadalje,
ro=0— Axg = A(x — xg) = agAdy + - -+ + a1 Ad,,_1.

Koristeci se ¢injenicom da su smjerovi trazenja d; medjusobno
konjugirani i jednakosc¢u za «;. iz prethodnog Teorema,
racunanjem skalarnog produkta d; rq dobivamo

d;-r’l“o = &Zd?Adz

odnosno
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Konvergencija metode konjugiranih smjerova

Buduc¢i da je, primjenom indukcije na iteraciju za xy
Ty = To + Qodo + +++ + Qpy_1dp—1,

mozemo zakljuc¢iti da tvrdnja x = x,, vrijedi. O
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Metoda konjugiranih gradijenata [CG]

@ Preostaje nam jos pronaci odgovarajuce vektore

d07d17 s 7dn—1-

@ Skup A-ortogonalnih smjerova {d;} mozemo dobiti
primjenom Gramm-—Schmidtove metode
A-ortogonalizacije na niz linearno nezavisnih vektora
Ug,- - - ,Up_1 sa skalarnim produktom (-, -) 4.

@ Dakle, A-ortogonalne vektore mozemo dobiti kao
k—1
dp = up+ Y Brd;,
i=0

pri cemu su koeficijenti oblika

Okt = Al
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Metoda konjugiranih gradijenata [CG] (nast.)

@ Konkretan odabir vektora uy,. .. ,u,—1 vodi nas do
metode konjugiranih gradijenata (CG).

@ Metoda konjugiranih gradijenata (CG) je, zapravo,
metoda konjugiranih smjerova za u; = r;.

@ C(Cinjenica da su vektori r; dobiveni metodom
konjugiranih smjerova linearno nezavisni, moze se
provjeriti uz pomoc¢ prethodnih teorema.

@ Ponovo vrijedi
spani{dy, dy,...,d_1} = span{ro,71,.. .,k 1},

i budu¢i da je r, ortogonalan na prethodne smjerove
traganja vrijedi

TiTszO, e
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Metoda konjugiranih gradijenata [CG] (nast.)

@ Promatramo sljedeci skalarni produkt

T T

T
Vi1l =T Tk — a;d; Ary,

@ odakle vrijedi

1
dl Arj, = ;(r?rk — ).
Za 1 < k — 1 lijeva strana ove jednakosti je jednaka 0, pa

sufy =0za1=0,1,.... k=2, aza 5, = 1 zbog
izraza za «j_1 1 prethodnih teorema vrijedi

T T
k— 7 5T — T
dk_lAdk—l @k—ldk_lAdk—l
TZ’I”k B TZ’I”k
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Metoda konjugiranih gradijenata [CG] (nast.)

@ Takoder, zbog istih teorema mozemo i1 oy, napisati u
ljepSem obliku

B iy,

B di Ady,’

odakle se vidi, da ukoliko nismo nasli egzaktno rjesenje u
k-tom koraku, oy je pozitivan.

075

@ Ovime smo u potpunosti definirali metodu konjugiranih
gradijenata.
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Algoritam metode konjugiranih gradijenata
L,

Algoritam (Metoda konjugiranih gradijenata).
To zadan;

k=0;

do — T :b—AQZQ;

dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja radi {

Tii1 = Tp + apdy;
Tk_|_1 :Tk—()ékAdk;

5 - r£+17“k:+1 .

k+1 — Tg""k: ’

di+1 = Tkr1 + Brr1di;
k=k+1;
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Svojstva metode konjugiranih gradijenata

@ Za primjenu metode konjugiranih gradijenata ne trebamo
pristupati pojedinim elementima matrice.

@ Dovoljno je znati djelovanje matrice na vektor A -y —
¢esto se zadaje kao funkcija od y.
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata
]

Teorem. Greska e, dobivena u k-tom koraku metode
konjugiranih gradijenata ima najmanju A-normu na prostoru

eo + span{Aey, A%eg, ..., AFeyl.
Dokaz. Ako gledamo kako su definirani vektori e, i d, u ovoj]
metodi, tada mozemo zakljuciti sljedece: dy = ro = Aeg, pa je

e1 = ey — agrg = eg — apAeg € eg + span{Aeg}.

Pretpostavimo da vrijedi da je e, € span{eq, Aeg, ..., Afeq} i
dr_1 € span{Aey, A%y, ..., Akeyl, tada za e, imamo

ket 1
ep1 = ex — pdy = ep — afrdi_1 — o Aey, € span{eg, ..., A" eg}.
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata
e

Matematickom indukcijom mozemo zakljuciti da je koeficijent
uz ep uvijek jednak 1, odnosno

ers1 € €9 + span{Aeg, Aeg, ..., A" leg)
1 ZbOg dk — Aek + Bkdkz—l
di, € span{Aeg, A%eq, ..., A" eyl

Odavde slijedi da je
@ span{dy,di,...,d,} = span{Aey, ..., AFTley},
@ a kako je exy1 A-ortogonalan na span{dy,dy, ..., dy},

onda slijedi da je e vektor u prostoru
eo + span{ Aeg, A%eq, ..., A* ey} sa najmanjom A-normom.
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata
e

Za k = n — 1 zbog linearne nezavisnosti vektora {dy,...,d,_1}
slijedi da je e,, = 0. O

Dakle, metoda konjugiranih gradijenata konvergira u najvise
n koraka.

Teorem. U svakom koraku metode konjugiranih gradijenata,
duljina (2-norma) vektora greske e, = x — xj se reducira, pri
cemu je A0 =z = x,,,, za neki m < n.

Dokaz. Tehnicki! ]
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata

[teracije metode konjugiranih gradijenata za A € R3*3.

x@) ° 0 X(®)
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata

Sada nas zanima kolika je totno A-norma greske u svakom
koraku metode konjugiranih gradijenata.

@ Zbog relacije ey, € ey + span{Aeg, A%ey, ..., A¥ey}, greska
u k-tom koraku metode ima oblik

k k
€L = €g + Z wiAieo = (I -+ Z wZAZ> €o.
1=1 1=1

Koeficijenti v; su u linearnoj vezi sa koeficijentima «; i
B;, a metoda konjugiranih gradijenata bira 1); takve da

oni minimiziraju ||ex|| 4.
@ Tada, izraz za gresku mozemo izraziti kao
er = pr(A)eo,

gdje je p,. polinom k-tog stupnja kod kojeg zahtijevamo
da je pr(0) = 1.

NumAnal 2011, 7. predavanje — p. 49/121



Konvergencija metode konjugiranih gradijenata
e

Kako je matrica A simetricna i pozitivno definitna, tada
matricu moZemo zapisati kao produkt matrica A = UAU?T, pri
cemu su

@ za A =diag(Ai,..., ), A\i,. .., A\, svojstvene vrijednosti
od Ai

@ U'U =UU! =T je ortogonalna.
@ A'? je simetriéni drugi korijen od A i vrijedi
A2 = UAN2UT | pa komutira sa A.
Zbog toga slijedi
lexlla = _min  lp(A)eoll
— min A2 (Aeoll

pr€P,pr(0)=1
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata
—————

lex|la = min Upe(MNUT AY 2|5

prE€P,pr(0)=1

<  min Mllolle
L EPL,pr (0)=1 pk( )HQH OHA

pkEIP];;I,lpl,ﬂo)zl 7,3117&}?” |pk( 7f)|||€0HA

@ Opcenito, polinom n-tog stupnja moze biti jednoznacno
odreden ako je zadan na n 4+ 1 tocaka.

@ Ako uzmemo da je p,(0) = 11 da u svim svojstvenim
vrijednostima od A (njih n) p, poprima vrijednost 0,
tada je to polinom koji minimizira gornju ogradu, pri
¢emu je onda e, jednak nuli.
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata
D,

@ U egzaktnoj aritmetici broj iteracija k koje su potrebne
da se izracuna egzaktno rjeSenje je manji ili jednak broju
razlicitih svojstvenih vrijednosti, jer mozemo naci
polinom stupnja £ koji je
@ u0 jednak 1,1
@ u svim razli¢itim svojstvenim vrijednostima jednak 0.

@ Za takav polinom je max;—1 . |px(Ai)| = 0, pa iz
prethodne ocjene slijedi da je e, = 0.

@ Time se vidi da je metoda konjugiranih gradijenata brza
ako A ima

visestrukih svojstvenih vrijednosti.
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata

Q

L —S—S—S—S— .
Sve svojstvene vrijednosti od A smjestene su u segmentu

[ Ainin, Amaz], Pri cemu je A\, > 0 najmanja, a A\pee > 0
najveca svojstvena vrijednost.

Bududéi da je ograda na A-normu greske manja ili jednaka
minimizaciji pa maksimizaciji po cijelom intervalu

(Aimin, Amaz|, jednostavniji pristup je minimizacija po tom
segmentu nego po konacnom broju tocaka.

Polinomi s kojima se to postize bazirani su na
Cebisevljevim polinomima.

Cebigevljev polinom stupnja k je

Th(w) = % (w4 VT + (w0 — VR Z 1)

Ti(w) = cos(k arccos(w)), w € [—1,1].
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata
D,

@ Cebisevljevi polinomi imaju sljedeéa svojstva:
T(w) <1,  wel[-11],

rapidno osciliraju izmedu —1 i1 1, odnosno

T}, (COS (%))z(—l)i, i=0,1,... k,

1 k nultocaka polinoma 7}, moraju se nalaziti izmedu
k + 1 ekstrema od T} u segmentu [—1, 1].

@ Najbitnije mu je svojstvo to da izmedu svih normiranih
polinoma stupnja k (a; = 1) polinom 2'7*T"* ima
najmanju oo-normu na intervalu [—1, 1], koja iznosi 2'7*.
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata
.

@ U ovom slucaju, polinom k-tog stupnja koji
@ 1ma vrijednost 1 u ishodistu, i1
@ ima minimalnu co-normu na [Ayin, Amaz)
je dan sa

Tk‘ ( )\maw +)\mzn —2) )

)\maw_>\min

Tk‘ ()\maw ‘|‘>\mzn )

pr(A) =

)\maw_>\min

@ Argument brojnika je takav da segment [A,in, Amaz]
prebacuje u segment [—1, 1].

@ Slijedi da za z € [Apnin, Amaz] apsolutna vrijednost
brojnika je ogranicena sa 1.

@ Nazivnik je odreden tako da zadovolji svojstvo pg(0) = 1.
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata
O e——.

@ Zmaci, imamo sljedece

\mméﬂ(

Amaaz + )\min

Ama:c — )\min

1
K
)\mmzn(
K

i nakon sto izracunamo vrijednost Cebisevljevog
polinoma, dobivamo

lerlla <2

(\//1(14) +1
VE(A) =1

)

VE(A) =1

VE(A)+ 1

4 —1

k
) leoll 4

A
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Konvergencija metode konjugiranih gradijenata

odnosno

el <2 (VAL 1) 00
k(A) +1

pri cemu je xK(A) = A\ae/Amin broj uvjetovanosti matrice

A.

@ Ovo je slabija ograda od rezultata sa visestrukim
svojstvenim vrijednostimal

@ Losa konvergencija se ostvaruje za loSe uvjetovane
matrice.
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Prekondicionirana metode konjugiranih grad.
I,

@ Kada rjeSavamo simetricni sustav, zelimo da se to
svojstvio zadrzi 1 nakon prekondicioniranja.

@ Zato biramo matricu prekondicioniranja M koja je
simetri¢na i1 pozitivno definitna.

@ Ako matricu M faktoriziramo kao M = LL', tada
algoritam mozemo primijeniti na sustav

L 'AL "z =L ',
koji 1 dalje ostaje simetri¢ni, a svojstvene vrijednosti

matrice L 1AL su iste kao i kod M1 A.

@ Matricu M takoder biramo i uz kriterij da L7'AL™! ima
@ Sto sabitije svojstene vrijednosti, 1
@ sto manju uvjetovanost.
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Prekondicionirana metode konjugiranih grad.
D

@ Ako sada oznacimo sve veli¢ine vezane uz
prekondicionirani sustav sa”, a veli¢ine vezane uz pocetni
sustav Ar = b sa standardnim oznakama, tada uz pomoc¢
relacija

vy =Ly, rp=Lr, dy=L""d,

metodu konjugiranih gradijenata primijenjenu na
prekondicionirani sustav mozemo transformirati u
algoritam, koji ne ovisi o faktorizaciji matrice
prekondicioniranja M .
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Algoritam prekondicionirane metode konj. grad.
L,

Algoritam (Prekondicionirana metoda konj. grad.).

To zadan;
k=0;
Tozb—ACEQ;

rijesi Mpy=ro; do = po;
dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja radi {

L pk
- k .
Y =TT Ady, ?

Thi1 = Tp + opdy;
Tk_|_1 :Tk—()zkAdk;
rije8i Mpry1 = riqr;

6 L T£+1pk+1 .

k+1 — Tgpk ’

di+1 = Pr+1 + Brr1di;
k=k+1;
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Numeric¢ka stabilnost metode konj. grad.
L,

Teorem. Razlika izmedu pravog reziduala b — Axy, za
izracunatu aproksimaciju xy, 1 izracunatog vektora 7y
zadovoljava nejednakost

|6 — AZy — 7k ||2

<
12 ]l l2

§0w+0w%)k+1+u+m+kuo+&w(2+wmm)r

gdje je ¢ = /nv,.
Napomena. Promotrimo sada sto se dogada kada je algoritam
blizu konvergencije,

@ bududi da u vecini slu¢ajeva mozemo ocekivati da rj tezi
k 0 kada k — oc.
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Numeri¢ka stabilnost metode konj. grad.
e,

@ Jednom kada se 7, reducira ispod odredenog stupnja,
kada je vrlo mali, aporoksimacija rjesenja 2, ostaje
priblizno nepromijenjna u odnosu na prethodnu iteraciju.

@ To je zbog toga Sto je norma izraza, koji mijenja
vrijednost aproxsimacije T u 2.1, U bliskoj vezi sa
velicinom vektora 7, kao sto se moze vidjeti iz

ard, = AP, — Praq + Mot 1 je greska zaokruzivanja.
+ +1)5 +

@ Iz ovoga slijedi da kada vektori 74, a prema tome i

ozka?k_l, konvergiraju ka nuli, 1 kada su iteracije algoritma
prosle tocku u kojoj ||[A~'7 |2 dostize O(u)||Z|2, pravi
rezidual b — Az, nece ovisiti o k, kao Sto pretpostavlja
ocjena Teorema, ve¢ Ce ostati skoro konstantan.
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Numeric¢ka stabilnost metode konj. grad.
I am—aa

@ Na zalost, svojstvo ortogonalnosti reziduala, koje se
koristi za dobivanje redukcije euklidske norme greske
moze se u potpunosti izgubiti u aritmetici konacne
preciznosti.

@ Medutim, moze se napraviti analogna analiza 1 u tom
slucaju, sto nam omogucava slican zakljucak i za
aritmetiku konacne preciznosti.
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GMRES metoda




GMRES metoda
e ———

@ GMRES metoda (Generalized minimal residual
algorithm) ili generalizirani algoritam minimalnog
reziduala koristi modificirani Gram—Schmidtov postupak
kako bi konstruirao ortonormiranu bazu za niz
Krylovljevih potprostora

Ki(A, 1) = span{rg, Arg, ..., A" trq}.

@ Kada se modificirani Gram—Schmidtov postupak
primijeni na ovakav prostor tada govotimo o Arnoldijevoj
metodi.
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Algoritam Arnoldijeve metode

Algoritam (Arnoldijeva metoda).
1 sa ||qi|]2 =1 zadan;
za j=1do n—1 radi {
dj+1 = Agj;
za =1 do j radi {
hij = ngj+1;
dj+1 -*— 4541 — hij%;

}

hjv1j = llGi+1ll2;
di+1 = At
=

! hjvij
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Arnoldijeva metoda
S —
@ Ako je (). n X k matrica cije stupce ¢ine vektori
ortonormirane baze q1,...,q:, tada se Arnoldijeva
iteracija moze napisati u matri¢cnom obliku

AQr = QrHy + hiy1 xGui1é) = Quir Hyy1 k-

@ Ovdje je H; k X k gornja Hessenbergova matrica kojoj je
(¢, 7)-ti element jednak h;; za j =1,... k,
i=1,...min{j 4+ 1, k}, a svi ostali elementi su jednaki 0.

@ Vektor & je k-ti jedinic¢ni vektor [0 ... 0 1]7.

@ (k+1) x k matrica Hy1 je matrica kojoj je gornji
k x k blok jednak Hj, a zadnji redak jednak nuli, osim na
poziciji (k + 1, k), na kojoj je element jednak hyyq k.
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Arnoldijeva metoda (nastavak)

Qr.=1a ¢ ar |
) hii hia his hig
hoi  hoo  hos hak
0 h32 h33 h3k
Hpp1p = 0 0 Jus
0 O 0 hgr—1  hik
0 0 0 0 Piet1 i
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Arnoldijeva metoda (nastavak)
o ———

@ Rekurzivna definicija za matricu ()1 moze se u
matricnom obliku napisati kao

1 AQk] = Qri1Rit1,

pri cemu je Ry.1 (k+ 1) x (k+ 1) gornje trokutasta
matrica

sz+1 — [51 Hk:+1,k:],
a & =1[1,0,...,0]T.

@ Prema tome Arnoldijev algoritam od prvog do (k + 1)-og
koraka mozemo smatrati rekurzivnom QR faktorizacijom
matrice [¢;  AQk.
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GMRES metoda (nastavak)

@ U GMRES metodi, aproksimacija rjesenja u k-tom
koraku tada ima oblik

T = o + QY

za neki k-dimenzionalni vektor v, tj.

@ 1z, se dobiva tako da se pocetnoj aproksimaciji g
doda neki vektor iz Krylovljevog potprostora.

@ Sada trazimo aproksimaciju za koju r, = rog — AQLy; ima
minimalnu euklidsku normu, i1 za nju vektor vy, mora biti
rjeSenje problema najmanjih kvadrata

min H?“O — AQkyﬂz = min HTO — Qk+1Hk+1,kyH2
yeRk yERF

= min ||Qr11(8& — Hey1,0y)|l2 = min [|[5& — Hiy1 Y2,
yERK ycERF
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GMRES metoda (nastavak)
o ———

gdje je B = ||rol|2, & prvi jedinicéni (K + 1)-dimenzionalni
vektor [10 ... 0],

@ Druga jednakost je ostvarena uz koriStenje ¢injenice da je
Qr+1&1 = ¢qq prvi vektor ortonormirane baze koji je

jednak ¢ = ry/f.

Glavni koraci GMRES algoritma su sljedeci:

@ Dana je pocetna iteracija xg, izracunaj ro = b — Axg i
¢ =r1o/l[roll2-
Q Zak=12,...
@ Izracunaj qpi1 1 hik, 2 =1,...,k+ 1 pomocu
Arnoldijevog algoritma.
@ Nadi xp = g + QrYk, gdje je yr rjesenje problema
najmanjih kvadrata min, ||8& — Hi1.1Y||2-
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GMRES metoda (nastavak)

@ Kao sto ¢emo vidjeti standardna metoda za rjesavanje
problema najmanjih kvadrata sa matricom punog ranga
je QR faktorizacija (k+ 1) X k matrice Hy 1 k.

@ U jednom od sljedecih teorema uvjerit ¢emo se da je
Hj 11 punog ranga za
@ regularnu matricu A, i
@ u slucaju kada x; jos nije rjesenje sustava.
Hj11 1 se svodi na produkt

@ (k+1) x (k+1) ortogonalne matrice G®T j
@ (k4 1) x k gornje trokutaste matrice R*).

@ Gornji k x k blok matrice R® je gornje trokutasti, a
zadnji redak je jednak nul-vektoru.
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GMRES metoda (nastavak)

Hyorp = GWTRB) — GUIT

@ Ta QR faktorizacija moze se ostvariti upotrebom
Givensovih rotacija jer imamo samo jedan netrivijalan
element ispod dijagonale.

@ Bududi da je

18& — Hipawyll = [GPT(BGME — RPy)],
= [|8GMe — REyll2,
i da je (k4 1)-a koordinata vektora R*)y jednaka nuli,

rjeSenje ;. se tada moze dobiti rjesavanjem gornje
trokutastog sustava
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GMRES metoda (nastavak)

Ry = BGWE )k,

gdje je kak gornji k x k blok od R™, a (G®E)) iy je
dio od k gornjih elemenata prvog stupca od G®.

@ Vazno je primijetiti da je u tom slucaju apsolutna
vrijednost zadnjeg elementa (k + 1)-dimenzionalnog

vektora BGM ¢ jednaka euklidskoj normi reziduala u
k-tom koraku GMRES metode jer

16— Awellz = [|BGPE — RPygll,,

a BGHRE — R%y, je jednak nuli u svim komponentama
osim u ZadnJOJ, (k + 1)-0j, koja je jednaka zadnjem

elementu od BGPE;.
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GMRES metoda (nastavak)
o ———

Promotrimo sada samu QR faktorizaciju matrice Hy 1 .

@ Ako nam je dana QR faktorizacija matrice Hj 1, tada
zelimo izracunati QR faktorizaciju sljede¢e matrice
Hj 11 sa sto manje utrosenog posla.

@ Da bismo to postigli najprije oznacimo sa G; Givensovu
rotaciju koja rotira ravninu razapetu sa jedini¢nim
vektorima &; 1 &1 za kut 6;:

gdje je ¢; = cos(6;) 1 s; = sin(6;).
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GMRES metoda (nastavak)
o ———

@ Dimenzija matrice GG; kao i dimenzija drugog identi¢nog
bloka ovisi o kontekstu u kojem se koristi.

@ Pretpostavimo da su rotacije G;, 2+ = 1, ..., k prethodno
bile upotrebljene na matrici Hy ;1 tako da je

T T

(Gr1Grg G1)Hy oy = R% Y = I
T

00 ... 0

gdje x-evi oznacCavaju netrivijalne elemente.
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GMRES metoda (nastavak)

@ Tada je
Gk=1) _ Gp 1Gr_o---G1.

@ Da bismo dobili matricu R, prvo trebamo izmnoziti
zadnji stupac od Hyy; ; sa prethodnim rotacijama, jer se

prvih k£ — 1 stupaca te matrice poklapa sa

Hiy -1
0

@ Trokutasti faktor matrice u k-tom koraku je zbog toga
jednak trokutastom faktoru matrice iz (k — 1)-og koraka,
samo kojemu je takoder dodan jos jedan stupac, pa zato
je dovoljno obraditi samo novi, k-ti stupac matrice

Hiy1 k.
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GMRES metoda (nastavak)

I ———
@ Time dobivamo

_513 X X 513-
r X

(Gk_le_Q"'Gl)sz—l—l,k:: o : )
r X
0 0 ... 0 d

00 ... 0 h_

¢iji je (k + 1, k)-i element h upravo hyy1 bududi da na
taj element ne utjecu prethodne rotacije.

@ Sljedeca rotacija GG se bira tako da eliminira taj element,
odnosno da vrijedi

—Skd + Ckh S O,
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GMRES metoda (nastavak)
I ————

a to mozemo posti¢i ako stavimo da je

4 il

= . Sp = : za d# 0, h#0,
VE+r2 Tt d 7 7

Ck

c, =0, s =1, za d = 0,
(cp =1, sp=0, za h = 0).
@ Primijetimo da ako je h = 0, tada je egzaktno rjeSenje
linearnog sustava dostignuto u k-tom koraku.
@ Naime, u tom slucaju je G, = I, pa je zadnja (k + 1)-a

komponenta vektora G ¢, ostala nepromijenjena,
odnosno jednaka nuli.
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GMRES metoda (nastavak)
I ————

@ Bududi da je apsolutna vrijednost te zadnje komponente
jednaka euklidskoj normi reziduala u tom koraku
GMRES metode, zakljucujemo da je r, = 0.

@ Prema tome, ako egzaktno rjesenje joS nije izracunato,
tada je h # 0, i k-ti dijagonalni element od R™ je razlicit
od nule.

@ Za d # 0 taj dijagonalni element je jednak

d

Vd? + h2,
d|

de + Skh =

@ dok za d = 0 on je jednak h.
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Algoritam GMRES metode

L m—_—_
Algoritam (GMRES metoda).

To zadan;
k=20;
To
ro=0—Axo; B=|roll2; ¢ = E;
¢ =11,0,...,0]";
dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja radi {
k=Fk+1;

Izratunaj qrs1 1 H(i,k)=hy za i =0,...,k+1,
koristec¢i Arnoldijev algoritam.

Primijeni Gy,...,Gr_1 na zadnji stupac od H:
za i =1 do k—1 radi {
CHGE) | | o s || HGE ]
Hi+1,k) | | —si e || HG+1,k) |’
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Algoritam GMRES metode (nastavak)

IzraZunaj k-tu Givensovu rotaciju G kako bi se
ponistio H(k+ 1,k):
B H (k. k)| |
VH(k K2+ H(k+1,k)2
ako je c¢p # 0 tada

Ck

. H(k+1k)
Sk = Ck Hk k)
inace
Sk:1;
Primijeni Gj na ¢ i na k-ti stupac od H:
k) | ] o s | k) |
g(k—l—l) B —SE  Ck 0 ,
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Algoritam GMRES metode (nastavak)
o —————

H(k,k) = cpH(k, k) 4+ s H(k+ 1,k);
Hk+1,k)=0;
}
ako je (ocjena norme reziduala [S|¢(k + 1)
dovoljno mala) tada
RijeS1 gornje trokutasti sustav
H(1:k1:k)y.=pL(1:k).
Ty = To + QrYk;
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Svojstva GMRES metode

@ Potpun GMRES algoritam moze biti nepraktican zbog
@ velikog zahtjeva za memorijom i
@ brojem operacija,
ako je broj iteracija koje su potrebne za rjesavanje
sustava velik.

@ GMRES(y) algoritam se definira tako da restartamo
GMRES svakih j koraka, koristeéi zadnju iteraciju kao
pocetnu za sljede¢i GMRES ciklus.

@ Poznati problem vezan uz GMRES sa restartom je taj
Sto on moze stagnirati.

@ Naime moze se dogoditi da pri restartanju ponovno
pretrazujemo smjerove koje smo ve¢ u prethodnom
ciklusu pretrazivali.
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Svojstva GMRES metode (nastavak)
I ——_—, .S
Teorem. Neka su G;, @ = 1,..., k matrice rotacija koje su
koristene za svodenje matrice Hy, na trokutasti oblik, te
R¥) =GR H k1 k 1 g% =BG ¢, matrica i desna strana
sustava dobivenog tokom rjesavanja GMRES metodom.
Oznacimo sa R,(f;z . k X k gornje trokutastu matricu dobivenu

iz R%) = [Rff)] brisanjem zadnjeg retka, i sa g,(cli)l

k-dimenzionalan vektor dobiven iz ¢\*) = [ggk)] brisanjem
zadnje komponente. Tada,

@ Rang od AQ)y je jednak rangu od R,({i) ... Posebno, ako je

R,ik,i = ( tada A mora biti singularna.

@ Vektor y; koji minimizira ||&; — Hyy11y||2 dan je sa

) \—1 (k
Y = (Rl(cx)k) 1915»31'
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Svojstva GMRES metode (nastavak)
L,
@ Rezidual u k-tom koraku zadovoljava

ry =0 — Axy = Qri1(8& — Hipipn) = Qk+1G("")T(g$i)1€k+1)
1, kao rezultat

k
Irellz = 116 — Azella = |9,

Dokaz.
@ Vrijedi

AQp = Qrp1Hy1 1 = Qk+1G(k)TG(k)Hk+1,k = Q1 GPTRW

Buduéi da je Qi1G™T ortogonalna, rang od AQj je
jednak rangu od R™® koji je opet jednak rangu od R,(ﬁ() ”
buduci da se te dvije matrice razlikuju samo za zadnji
nul redak od R".
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Svojstva GMRES metode (nastavak)
D

Ako je pak R,(f,i = (0 tada je rang od R,(izk manji ili
jednak k — 1, a kao rezultat je i rang od AQ);, manji ili

jednak £ — 1. Kako je (), punog ranga, to znaci da je A
singularna.

@ To je ve¢ uglavnom pokazano kod izvoda metode. Ako

smo krenuli od regularne matrice A tada je i R,({X) )
regularna, pa mozemo iracunati rjesenje

v = (Rii) ™' ghr-
@ Za bilo koji x = x¢ + Qry vrijedi
b— Ar = Qr+1(8&1 — Hir1,1Y)
= Qr1GPTGW(BE, — Hyp1 1Y)
= QG (g® — RYy)
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Svojstva GMRES metode (nastavak)
o ———————————

Za normu tada vrijedi

k k k
b — Az|2 = ||g® — R®y|2 = [¢%) 12 + |19, — BY 43

X

pa se minimum upravo postize za y; kada je drugi ¢clan
gornjeg izraza jednak nuli.
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Svojstva GMRES metode (nastavak)
e

Napomena.

@ Primijetimo da, kada vektor £¢; izmnozimo redom sa
G1,Gs, ..., GL_1, zadnja k + 1-a komponenta tako

(k,k—1)

dobivenog vektora g ostaje nepromijenjena,

odnosno jednaka nuli.

@ To znaci da je on oblika

_ k) (k k) (k-1
g =[g" g g gt 0"
@ U zadnjem koraku, kada taj vektor na kraju jos
pomnozimo i sa G, dobivamo da je

(k) _ | (k) _(K) (k) (k—1) (k—l)]j

g g1 Y92 -+ Gr_1 CkYg — SkY;
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Svojstva GMRES metode (nastavak)

PP

odnosno dobivamo korisnu jednakost za g,ﬁ)l

k k—
Gith = —segy -

Posebno, ako je s, = 0 tada norma reziduala mora biti
jednaka nuli, sto znaci da je egzaktno rjesenje dostignuto
u k-tom koraku.

Iz Algoritma se vidi da je sy = 0 samo ako je hgy1x = 0.

S druge strane, jedini mogudi slucaj kada k-ti korak
algoritma nece biti izvediv, 1 kada ¢e doci do prekida
GMRES metode, je prekid Arnoldijevog algoritma kada
je qr+1 = 0, odnosno Ay = 0.

U tom slucaju se algoritam zaustavlja jer se sljedeci
Arnoldijev vektor ne¢e moci generirati zbog dijeljenja s
nulom.
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Svojstva GMRES metode (nastavak)

@ Ali u tom je slucaju, kao Sto smo ve¢ vidjeli, rezidual je
jednak nuli, pa smo dostigli egzaktno rjesenje u tom
koraku.

@ Obrat je takoder istinit: ako se algoritam zaustavi u
k-tom koraku sa r, = b — Az, = 0, tada je hyp1 = 0.
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Svojstva GMRES metode (nastavak)
D

Teorem. Neka je A regularna matrica. Tada se GMRES
algoritam prekida u k-tom koraku (hyi1x =0, k <n) ako i
samo ako je aproksimacija zj jednaka egzaktnom rjesenju.

Dokaz. Nuznost smo ve¢ pokazali.

@ Da bismo dokazali dovoljnost tvrdnje, pretpostavimo da

je rr, = 0 1 pri tome koristimo g,(ﬁl = —skg,ik_l).

@ Bududi da smo u k-tom koraku dostigli egzaktno rjesenje,

a ne u (k — 1)-tom, znaci da je g(k’k_l) — g,(f_l) razlicito

od nule, pa onda mora biti s, = 0.
@ Ponovo iz Algoritma vidimo da onda mora biti hgiq = 0.
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Konvergencija GMRES metode

GMRES algoritam primijenjen na opceniti linearni susutav
daje u k-tom koraku rezidual koji zadovoljava, slicno kao kod

CG,

r = min A)r
rels = _min (Aol

gdje se minimum uzima po svim polinomima p; stupnja k ili

manje, uz svojstvo da je p(0) = 1.

Teorem. Neka je x; aproksimacija rjeSenja ostvarena u k-tom
koraku GMRES algoritma, i neka je r, = b — Axj. Tada
postoji q._1 € P,_; takav da je ;. oblika

T = 2o+ qr—1(A)rg

Ikl = min [|(7 — Agr—1(A))rol|2.

qr—1€PL_1
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Konvergencija GMRES metode (nastavak)
.
Dokaz.

@ Iz definicije metode u k-tom koraku bira se aproksimacija
rjeSenja xj takva da za

Ki(A, o) = span{rg, Arg, ..., Ax"try} vrijedi

16— Azills = min 16— Az||s,
r€xo+Ky(A,ro0)

(znamo da je xj oblika x, = xg + Qryk, pri Cemu stupci
od @, ¢ine bazu Krylovljevog potprostora K(A,rg)).

@ Kako je svaki a: € xo + Ki(A, rg) oblika
T =T+ Z] 0 onAJfro, tada mozemo pisati

T = xo+ qr_1(A)ro, za qr—1 € Pr_1.
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Konvergencija GMRES metode (nastavak)
L m———— —

@ U tom slucaju je

r=0—Ar =b— Axy — Agp_1(A)ro
= (I — Agr—1(A))ro = pr(A)ro,

za pp € Pr, sa pp(0) = 1.

Napomena. Za GMRES metodu ne postoji “lijepi” teorem o
konvergenciji za opcenite matrice. Ipak, nesto se moze reéi za
dijagonalizabilne matrice.
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Konvergencija GMRES metode (nastavak)
o —————————————

Teorem. Pretpostavimo da je A dijagonalizabilna matrica i
neka je A = VAV ! spektralna dekompozicija od A, gdje je
A = diag(Ay, ..., \,) dijagonalna matrica svojstvenih
vrijednosti, a stupci regularne matrice V' su svojstveni vektori
od A. Definirajmo,

= min max e ()]

Tada, norma reziduala postignutog u k-tom koraku GMRES
metode zadovoljava nejednakost

I7xll2 < K(V)exl[roll2;

gdje je £(V) = [[V]2[[V""]]2-
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Konvergencija GMRES metode (nastavak)
o —————

Dokaz. Neka je p, bilo koji polinom stupnja manjeg ili
jednakog k, koji zadovoljava uvjet pi(0) = 1, i neka je

r € xo+ IKCp(A,rg) vektor za koji je r = b — Ax = pr(A)rg iz
Kri1(A,19). Tada

b — Az[ls = [Vpe(M)V rollz < V2V lallpe(A)[2]lroll2-

Bududéi da je A dijagonalna matrica, vrijedi

.....

Kako xp minimizira normu reziduala na xq + KCr(A, rg), tada
za bilo koji polinom p; sa gornjim svojstvima vrijedi

[b— Azpllz < [Ib = Azllz < V2V lallrolla max |pi(As)].

..... n
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Konvergencija GMRES metode (nastavak)
e,
Sada mozemo u gornjoj nejednakosti uzeti polinom p; koji

minimizira desnu stranu nejednakosti, to odgovara odabiru
odgovarajuceg Tpmin € o + Ki(A,1r9). Time dobivamo zeljeni
rezultat

|6 — Azgllz < [[b— Azpminllz < V]2V l2llroll26n.

Napomena.

@ Promatrat ¢emo one matrice kojima spektar mozemo
smjestiti u neki pravilni geometrijski lik, koji je po
mogucnosti udaljen od ishodista (ne sadrzi ga).

@ Najjednostavniji slucaj je kada spektar matrice A
mozemo smjestititi unutar elipse E(c¢,d,a) sa centrom u c,
gdje je udaljenost izmedu fokusa jednaka 2d, a veca
poluos je a.
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Konvergencija GMRES metode (nastavak)

Elipsa E(c,d,a), koja ne sadrzi ishodiste.

(0,0)

—

Y

U/

A
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Konvergencija GMRES metode (nastavak)

Korolar. Neka je A dijagonalizabilna matrica, to jest neka je
A=VAV~1 gdje je A = diag(\q, ..., \,) dijagonalna matrica
svojstvenih vrijednosti. Pretpostavimo da su sve svojstvene
vrijednosti od A smjestene unutar elipse E(c, d, a) u kojoj se
ne nalazi ishodiste. Tada norma reziduala, postignutog u
k-tom koraku GMRES metode, zadovoljava nejednakost

7, (2)
YT (e)

gdje je T}, Cebisevljev polinom stupnja k.

HTOH%

Dokaz. Tehnicki! ]
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Konvergencija GMRES metode (nastavak)

e,
Napomena.

@ Buduéi da uvjetovanost (V') matrice svojstvenih vektora
V' obi¢no nije poznata 1 moze biti vrlo velika, ocjena
prethodnog Korolara ne mora biti precizna.

@ Omna moze biti korisna jedino ako znamo da je matrica A
normalna, pa je tada x(V') = 1.

@ U tom slucaju dobili smo vrlo primjenljivu ocjenu
konvergencije samo pomocu analize distribucije
svojstvenih vrijednosti.

@ U normalnom slucaju, kao 1 kod simetricnih matrica,
problem konvergencije GMRES metode opcéenito svodi se
na problem teorije aproksimacija: kako se dobro moze
aproksimirati nula na skupu kompleksnih svojstvenih
vrijednosti, koristec¢i polinome stupnja k koji u ishodistu
poprimaju vrijednost 1 (isto kao kod CG).
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Konvergencija GMRES metode (nastavak)
L ———

@ U ovom problemu moze se dobro primijeniti informacija o
tome da li su svojstvene vrijednosti dobro 1li lose
distribuirane u kompleksnoj ravnini.

@ Svojstvene vrijednosti nakupljene u uskom podrucju oko
jedne tocke ¢, daleke od ishodista daju dobru
distribuciju, buduéi da je vrijednost polinoma (1 — z/c)”
mala u svim tockama kompleksne ravnine koje su bliske
tocki ¢ (prethodni Korolar).

@ Svojstvene vrijednosti koje su rasporedene svuda oko
ishodista su lose distribuirane, jer je nemoguce naci
polinom (po principu maksimuma modula analiticke
funkcije) ¢ija je vrijednost u ishodistu jednaka 1, a u
svakoj tocki na nekoj zatvorenoj krivulji oko ishodista,
manja od 1.
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Konvergencija GMRES metode (nastavak)
o —————

@ Takoder polinom niskog stupnja ne moze biti 1 u
ishodistu, 1 malen po apsolutnoj vrijednosti u mnogim
tockama distribuiranim svuda oko ishodista.

@ Opcenito se, medutim, ponasanje GMRES metode ne
moze odrediti samo iz svojstava svojstvenih vrijednosti.

@ Zapravo, bilo koja nerastuca krivulja moze predstavljati
graf normi reziduala po broju iteracija za GMRES
metodu primijenjenu na nekom ne-normalnom problemu,
Stovise, matrica problema moze imati bilo koje svojstvene
vrijednosti.
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Konvergencija GMRES metode (nastavak)

Teorem. Neka je dan nerastuci niz

f(0)> f(1) >--- > f(n—1) > 0 pozitivnih brojeva i skup

kompleksnih brojeva razli¢itih od nule {A{, Ao, ..

., A}, tada

postoji matrica A sa svojstvenim vrijednostima Aq, Ao, ..., A, i
desna strana sustava b sa ||bl|s = f(0) takvi da reziduali r; u
svakom koraku GMRES algoritma primijenjenog na sustav

Ax = b sa z¢ = 0, zadovoljavaju [|rxll2 = f(k),
k=12 n—1.

Dokaz. Pogledajte primjere!
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Primjeri konvergencije metoda
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Primjer konvergencija CG metode
e,
@ U ovom primjeru ¢cemo pokazati konvergenciju metode
konjugiranih gradijenata primijenjenu na dva sustava.

@ Matrice oba sustava A; 1 Ay su simetricne pozitivno
definitne 100 x 100 matrice, sa svojstvenim vrijednostima
AAp) €{1,4,9,...,10000} i
A(Az) € {1,100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 900, 10000},
pri cemu 1 1 10000 imaju kratnost 5, a ostale imaju
kratnost 10.

@ Dakle, A; ima 100 prilicno razlicitih svojstvenih
vrijednosti, dok ih A5 ima 11.
@ Matrice su
@ dobivene kao produkt A4, = Q;\;QF, i = 1,2,
@ pri cemu su A; dijagonalne matrice svojstvenih
vrijednosti,
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Primjer konvergencija CG metode (nastavak)
o —"5

@ a (); slucajne ortogonalne matrice.

©

Uvjetovanost obaju matrica jednaka je x(A;) = 10%.

©

Desne strane sustava, b; odredene su tako da rjesenje oba
sustava bude jednako x = [1 1 ... 1]*, odnosno da je

@ Za pocetnu iteraciju u oba slucaja uzet ¢emo

@ Iteracije se trebaju zaustaviti kada je relativna norma
reziduala ||r¢||2/|0||2 manja od tol = 1078,

Pogledajte MATLAB program.
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Primjer konvergencija CG metode (nastavak)
I

Konvergencija metode konjugiranih gradijenata za sustave

Allli' = b1 1 AQQZ = bQZ

Konvergencija CG metode

I A/ el

w2l | 3 o L ‘ ———— |
3 3 3 3 sustav Alx b1

sustav A2x=b

2

0 20 40 60 80 100 120 140
iteracija k
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Primjer konvergencija CG metode (nastavak)
I,

@ Prema teoriji prvi sustav treba konvergirati u 100 koraka,
a drugi u 11. Odstupanja od toga dolaze zbog gresaka
zaokruzivanja.

@ U praksi se iteracije uvijek zaustavljaju kada broj
iteracija dostigne dimenziju matrice n.
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Primjer konvergencija GMRES metode
R,
Ovaj primjer ilustrira zadnji Teorem o neovisnosti
konvergencije GMRES metode o svojstvenim vrijedostima
ne-normalne matrice.

@ Norme reziduala dobivene u nizu koraka GMRES metode
su nerastuci niz, buduéi da se reziduali minimiziraju po
skupu ekspandirajuc¢ih podprostora.

@ Postavlja se sljedece pitanje: ako je dan nerastuci niz
pozitivnih realnih brojeva
f(0)> f(1)>---> f(n—1) > 0, i skup kompleksnih
brojeva {A1 ..., \,} C C, razlicitih od nule, da li tada
postoje
@ n X n matrica A sa svojstvenim vrijednostima

A1y Ap 1
@ pocetni vektor rg sa |||l = f(0),
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Primjer konvergencija GMRES metode (nast.)

PP

takvi da kod primjene GMRES algoritma na linearni
sustav Ax = b, sa pocetnim rezidualom ry, dobijemo
aproksimacije xy takve da je ||rg|l2 = f(k),
k=1,....,.n—17

Odgovor na ovo pitanje je potvrdan.

No, prije samog odgovora primijetimo da pretpostavka

f(n —1) > 0 znaci da GMRES algoritam ne konvergira k
egzaktnom rjesenju sve do zadnjeg, n-tog, koraka, kada su
dimenizije potprostora IC,,(A,rg) i AK,(A,rg) jednake n.
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Primjer konvergencija GMRES metode (nast.)

L —
Zapocet cemo najprije sa jednostavnom analizom nekih

svojstava trazenog rjesenja.

@ Bududi da su reziduali generirani primjenom GMRES
algoritma na linearni sustav Axr = b, sa pocetnom
aproksimacijom x, potpuno odredeni matricom A i
pocetnim rezidualom ry, bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti da je pocetna aproksimacija x
jednaka nuli, 1 da je vektor desne strane sustava b
zapravo pocetni rezidual.

@ Pretpostavimo da A i b predstavljaju nepoznatu matricu
1 desnu stranu sustava.

@ Neka je W = {wy,...,w,} ortonormirana baza
Krylovljevog prostora reziduala AKX, (A,b), takva da je
span{wy,...,w;} = AK;(A,b0), j =1,...,n,ineka je
W =lw, ... w,.
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Primjer konvergencija GMRES metode (nast.)

@ Prema Teoremu o konvergenciji, minimizacijsko svojstvo
reziduala mozemo preformulirati u

— mi h—
ralla = _min, [lb=ula.

odakle se vidi da je rp, L AK(A,b)za k=0,1,...,n—1
(kao kod izvoda CG metode), pa je on oblika

n

e = Z <b7 wj>wj7

j=k+1

r, je nula, a b = ry se moze raspisati kao

n

b= Z(b, wW;)w;.

g=1
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Primjer konvergencija GMRES metode (nast.)

@ Iz prethodnoga se vidi da je

b, w;)] = 3/ llr-all3 = llrs 113

@ Ako je zadan nerastuéi pozitivan niz
f(0)> f(1)>---> f(n—1) >0, definirajmo f(n) =01
nove vrijednosti g(k) sa

g(k) =V (f(k = 1) = (f(k))?, k=1,....n.

- UVJetl ||b||2 — f(0)7 HrkHQ — f(k)a k= L2,...,n—1 bit
¢e tada zadovoljeni ako su koordinate od b u bazi W
odredene sa

Wb =[g(1) ... g(n)]".
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Primjer konvergencija GMRES metode (nast.)

@ Zaista, u tom slucaju je
Tk = Z?:k+1<b7 wj)w; = Z?:k—l—l g9(J)w;, pa slijedi

Il = > 9O = 3 [(FG = 1) = (GG = (FR))

@ Neka je A = {>\17>\27~~~7)\n}7 >‘j 7& 0,7=1,2,...,n skup
tocaka razli¢itih od nule u komplesnoj ravnini.

@ Promotrimo normirani polinom

n—1

a(z) = 2" — Zozjzj =(z—M)(z—=Xg) - (2= \p).

7=0

@ Zbog toga sto su svi A, razliciti od nule, slijedi aqy # 0.
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Primjer konvergencija GMRES metode (nast.)
o —"5

@ Matricu A mozemo smatrati linearnim operatorom na
n-dimenzionalnim Hilbertovim prostorom R™.

@ Taj operator oznacit ¢emo sa A, a njegova reprezantacija
u standardnoj bazi £ = {&,...,&,}, pri cemu je &; i-ti
jedini¢ni vektor, daje trazenu matricu A:

Af = A.
@ A je jedinstveno odreden djelovanjem na bilo koji skup
vektora baze.

@ Neka je V = {vy,...,v,} bilo koja ortonormirana baza u
R™ ineka je V =[v; ... v,

@ Neka b zadovoljava
Vib=[g(1) ... g(n)]"
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Primjer konvergencija GMRES metode (nast.)
I am—aa

pri cemu
@ ukoliko je dan b sa ||bl|s = f(0), V moze biti izabran,
@ ili ako je V' zadan, b moze biti izabran.

@ Bududi da je g(n) = f(n — 1) razlizit od nule, skup

vektora B = {b,v1,...v,_1} je linearno nezavisan i
takoder tvori bazu za R™.
@ Nekaje B=1[bv; ... v,_1].

@ Tada je operator A jednostavno odreden jednadzbama

Ab:’Ul,

A?Jl — V2,
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Primjer konvergencija GMRES metode (nast.)

Avn—Q — Up—1,

Avy—1 = apb + vy + - - Q10,1

iz svojstva AK,(A,10) = K, (A, o).

@ U matri¢noj reprezentaciji u bazi B matrica

_O .. 0 07y |
AB— 1 ... 0 q
1 Qp—1

tada ima svojstvene vrijednosti koje odgovaraju skupu A.
(Izracunajte karakteristicni polinom!)
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Primjer konvergencija GMRES metode (nast.)

@ Radi se o matrici koju joS nazivamo pratilac polinoma.

@ Na kraju, matrica A je dana sa
A= A% =BA’B.

@ Za nas konkretan primjer uzet ¢emo:
@ skup svojstvenih vrijednosti
A(A) € {eto® : k=0,1,...,99},
@ niz vrijednosti f(0) = 100, f(1) = 99,
f(2)=98,...,f(99) =1, f(100) = 0.

@ Izracunajmo koeficijente polinoma

Z@z (2 = Ai(A)) - (2 — Aoo(4)),
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| Primjer konvergencija GMRES metode (nast.)
L aaaiaim—_—,

@ u naSem slucaju je a(z) = z'"Y — 1, odnosno
Of():]., &1:&2:"':&99:0,

jer se radi o stotim korijenima jedinice.

Pogledajte MATLAB program.

NumAnal 2011, 7. predavanje — p. 120/121



Primjer konvergencija CG metode (nastavak)

Konvergencija GMRES metode za sustav Ax = b:

Konvergencija GMRES metode

sustav Ax=b
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