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Sadrzaj predavanja
S

@ Numericka analiza Gaussovih eliminacija:
@ Pomocéni rezultati za greSsku unazad odredenih izraza
(supstitucija unaprijed i unazad).
@ Greska unazad po komponentama LR faktorizacije.
@ Greska unazad po komponentama (Gaussovih
eliminacija.
@ Greska unazad po normi Gaussovih eliminacija s
parcijalnim pivotiranjem.
@ Primjer nestabilnosti Gaussovih eliminacija s parcijalnim
pivotiranjem:
@ Rjesavanje linearnih sustava: iterativne metode:
@ Uvod u iterativne metode.
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Sadrzaj predavanja (nastavak)
i aononmm—h

@ Standardne iteracije, i nuzan i dovoljan uvjet
konvergencije iteracija.

@ Jacobijeva metoda i njena konvergencija.

@ (Gauss-Seidelova metoda i njena konvergencija.
@ JOR metoda i njena konvergencija.

@ SOR metoda i njena konvergencija.

@ Primjer konvergencije iterativnih metoda
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Numericka analiza Gaussovih
eliminacija
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Pomocni rezultati

Prvo ¢emo zapoceti sa nekoliko pomoé¢nih rezultata.

Lema 1. Ako imamo |§;| < u (u je jedini¢na greska
zaokruzivanja) i p; = +1zai=1,... n, pri cemu je nu < 1,

tada vrijedi

[Jx+6)" =1+6,,
1=1

uz ocjenu

1 — nu —

Dokaz. Dokaz se provodi matematickom indukcijom.
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Pomoéni rezultati (nastavak)

Baza indukcije: Za n = 1 vrijedi da je

@ akojep; =1

1

H(1+5i)pi:1+51, 01| <u < -
P I —u
@ ako je p1 = —1
1 1
1+0;)" = =1+ 64,
g( ) s 1
odakle je
1 —51 u
0, = — 1 = 0.1 <
1 1—|—61 1_|_517 ’1’— —u
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Pomoéni rezultati (nastavak)

Korak indukcije: Pretpostavimo da tvrdnja leme vrijedi za
n—1.

@ Ako je p, =1, tada

n

[J(r+6) =1 +6,1)(1+6,) =140,

i=1
odakle je
en — dn =+ (]— =+ 571)071—17
1 vrijedi
(n —1)u
0, < 1
O] < ut +u)l—(n—l)u
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Pomoéni rezultati (nastavak)

u(l—(n—1Du)+ (1+u)(n—1)u
1—(n—1)u

l—(n—1Du ~ 1—nu n

@ Ako je p, = —1, tada

|‘9n’ —

146,_

odakle je
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Pomoéni rezultati (nastavak)

1 vrijedi

(n—1)u
1—(n—1)u +u

0,] <

I —u
B (n—1Du+u—(n—1)u?
(I —u)(1—=(n—1)u)
_ nu — (n — 1)u? nu
l—u—(n—1u+(n—1)u? ~ 1—nu
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Pomoéni rezultati (nastavak)
o ———————————————

Lema 2. Pretpostavimo da se y = (¢ — Zk ~ab;) /by, racuna u

aritmetici pomicnog zareza na sljedeci nacin

sS=c

zat=1,...,k—1
S =S — a;b;

kraj]

Yy = s/bg

Tada izracunati ¢y zadovoljava
k—
brii(1 + 6)) = Z (14 6;)

gdje su |0;] < ;.
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Pomoéni rezultati (nastavak)
o —————

Dokaz. Analizirajmo prvo kako se ra¢una
§ = fl(c — 327" a;b;) korak po korak.
@ Za 1 =1 1mamo
§1 — fg(C — Clel) = (C — Cblbl(l -+ 61))(1 -+ 51)
= C(]. -+ 51) — CL1b1(]. -+ 61)(1 -+ 51),
gdje je |e1] < u greska mnozenja, a 01| < u greska
zbrajanja.
@ Za 1 = 2 imamo
§2 = fé(gl — CLQbQ) — (§1 — CLQbQ(l -+ 62))(1 -+ 52)
= (C(l -+ (51) — Cl,lbl(l —+ 61)(1 -+ (51) — CLQbQ(l -+ 62))(1 -+ (52)
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Pomoéni rezultati (nastavak)
o ———————————————

So=c(14+01)(1+0d2) —arbi(1+€1)(1+61)(1+ do)—
— agba (1 + €3)(1 + d9),

gdje je |es] < u greska mnozenja, a [dy| < u greska
zbrajanja.

@ ...1 tako nastavimo dalje. Mozemo zakljuciti da je
S = <§k’—1 — C(l -+ 51) Tt (1 -+ 6k_1)—

k—1

1=1

gdje su |¢l, |0;] < u.
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Pomoéni rezultati (nastavak)

@ Preostaje nam jos samo zadnje dijeljenje

b

y = fl(5/by) = lex] < u,

odakle slijedi dijeljenjem sa (1 + d1)--- (1 + 0p_1)(1 + €1)

1
L+01) - (14 0p_1)(1 + €x)

A

k—1
1‘|‘€7;
) ;a (1401) -+ (1+di-1)

Rezultat slijedi primjenom Leme 1.
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Pomoéni rezultati (nastavak)

Lema 3. Ako se y = (¢ — >+~ a;b;) /by ra¢una u aritmetici
pomicnog zareza bez obzira na poredak operacija, tada je

k—1
b (1+60") = c = > aibi(1+6),
=1

gdje su |¢9](:)| <~ za sve i. Ako je b, = 1, u tom slucaju nema

posljednjeg dijeljenja i vrijedi |¢9,(f)| < Yp_1 za Sve 1.
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Glavni rezultati
e

Pomoc¢ni rezultat izrazen u Lemi 3 koristit ¢emo za analizu
greSaka zaokruzivanja kod racunanja pojedinih elemenata

matrica L i R iz LR faktorizacije
@ Analizirajmo prvo racunanje elementa r;; = ag), za 1 < 7,
matrice R u egzaktnoj aritmetici.

GJS’) = Qjj

CLS) = CLS) — mﬂa%) = CLij — gilfrlj

CLS)) = CLS) — migag) == CLij — gilfrlj — &;27"2]'

= ol = af ™~y jali)
— Uy @17”1]' gi,i—lri—l,j
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Glavni rezultati (nastavak)

@ Za elemente izracunate matrice R prema Lemi 3 slijedi:

—1
P (1+01) = ay; — sz%1+9(k)
k=1

pri cemu su |¢9§k)| < i1 <, za sve k.

@ Analizirajmo sada racunanje elementa l;; = m;;, za © > 7,

matrice L u egzaktnoj aritmetici. Koristit ¢emo i

prethodnu analizu za agjs-).

a9
A Gy — by — - — by
0. — .. — _

“ " (J) i
]J 1
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Glavni rezultati (nastavak)

@ Za elemente izracunate matrice L prema Lemi 3 slijedi:

—_

j—
&j?“}j(]. -+ @57)) = arij — gzkfkj(l -+ @§k>),
1

7
I

pri cemu su |@§k>| < ; za sve k.

@ Ovi rezultati ¢ine okosnicu greske unazad za LR
faktorizaciju.
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Glavni rezultati (nastavak)
T —"_ 5 5

Teorem 1. Ako se Gaussove eliminacije primijenjene na
A € R"" izvedu do kraja, tada izracunati LR faktori

ﬁ, R € R zadovoljavaju
LR=A+AA,  |AA| <,|L||R|

Dokaz. 1z prethodne analize izracunatih elemenata 7;; 1 ¢;;
mozemo zakljuciti:

@ za 1 < j, uz izjednacavanje ¢;; = 1, imamo

k=1 k=1
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Glavni rezultati (nastavak)

@ za 1 > j Imamo

J J J
= (Z &m) + Y lai© = (LR)yj + Y lity;05
k=1 k=1 k=1
@ Dakle, za AA=A— LR vrijedi

(] = | [Erafurunt”] < 2t < (LR, 20 15
J |Zk:1 Azk:"f'k:j | < Vi k7] < 'Yn(|L||R|)7,], 7 i>j

NumAnal 2011, 6. predavanje — p. 19/115




Glavni rezultati (nastavak)

Teorem 2. Neka je A € R"*" i pretpostavimo da smo

Gaussovim eliminacijama dobili izracunate LR faktore Li é, i

izracunato rjeSenje x sustava Ax = b. Tada je

(A+AA)i=b,  |AA] < 7l LI R

Dokaz. Prema Teoremu 1 je

LR=A+AA;,  |AA] < lL||R|.

Za rjesavanje trokutastih sustava koristimo

Ly =0, supstitucija unaprijed,

Rx =y, povratna supstitucija,
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Glavni rezultati (nastavak)

pri cemu se svaki element rjeSenja trokutastog sustava racuna

1—1
y@:b@_zgwyﬁ (ylzbl),i:2,...,n,
7=1

1 Z” Yn \
:Ci — - ’L‘ - ’L.. 1 ’ n — - — - 17 o o o ’ 10
T4 (y y g / CEJ) (:C 'rnn) : "
7=1+1

Prema Lemi 3 za izrac¢unate vrijednsorti vrijedi

1—1
:l)@(l -+ 952)) = bz — Z&’J :lL(l —+ (95‘7)), , 1=2,...,n,

=1
Fiii(1 + @7(;)_@41) = Ui — Z i (1 + @7(27;“), i=n—1,...,1,
j=i+1
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Glavni rezultati (nastavak)
o ———

pri ¢emu je 9§j) <vii1 <, a @fﬁiﬂ < Yn_ir1 za svaki j.
Zato izracunata rjesenja ¢ 1  zadovoljavaju

(L + AL)j
(R+ AR)#

b, IAL| < ~,|L),
U, OR| < 4 |U]|.

jer su (AL)ZJ = 27,](95]) 1 (AR)ZJ — fzj@glz—kl Prema tome
dobivamo
b= (L+AL)(R+ AR)Z
— (A+ AA, + LAR + ALR + ALAR)Z
— (A+ AA),
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Glavni rezultati (nastavak)
o ———

gdje je
IAA| = |AA; + LAR + ALR + ALAR]
< |AA| + |L||AR]| + |AL||R| + |AL||AR]
< (37, +2)|L||R].

Uz uvijet nu < 1 dobivamo konac¢nu ocjenu:

Sy 2 3nu n n*u? _dnu — 3n*u? + nu?
T T T T (1 —nu)? (1 — nu)?
3nu — 2n*u? 3nu

— < < g
1 —2nu + n2u? — 1 — 2nu =13
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Interpretacija rezultata
TGS,

Idealno, mi bi zeljeli dobiti rezultat oblika
[AA] < O(n)ulAl,

Sto predstavlja perturbaciju elemenata matrice A s malom

relativnom greskom. Takva ograda greske postoji ako LiR
zadovoljavaju

L||R| = |LR].
To vrijedi npr. za nenegativne matrice (po elementima). U
tom slucaju imamo

ILI|R| = |LR| = |A+ AA| < |A| + |L||R),
odakle slijedi

NumAnal 2011, 6. predavanje — p. 24/115



Interpretacija rezultata (nastavak)

LIIR| < Al
L||R| 1_%\|

Ako to ubacimo u rezultat Teorema 2 dobit ¢emo

(A+ AA)i = b, |AA|§17_‘°’”7 A, (L,R>0).

To znaci da x ima malu relativnu gresku u nazad po
komponentama.

Jedna klasa matrica koja ima nenegativne LR tfaktore se
definira na sljedeci nacin:

@ Matrica A € R™*" je totalno pozitivna (nenegativna) ako
je determinanta svake njene kvadratne podmatrice
pozitivna (nenegativna).
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Interpretacija rezultata (nastavak)
I —

Jedna vazna ¢injenica koja slijedi iz Teorema 1 1 Teorema 2 je
ta da je stabilnost GGaussovih eliminacija odredena

@ ne velicinom multiplikatora,

@ veé veli¢inom elemenata matrice |L||R).

Ta matrica moze imati male elemente kada su multiplikatori
¢;; veliki, 1 obratno.

Za bolje razumijevanje stabilnosti (Gaussovih eleiminacija
potrebno je gledati ocjene po normi.

@ Za Gaussove eliminacije bez pivotiranja, omjer

I|L||R|||/||A]| moze biti proizvoljno velik.

@ Npr. za matricu [§ 1] taj omjer je reda velicine ¢!,
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Interpretacija rezultata (nastavak)

L anmn—hh
@ Ako se koristi parcijalno pivotiranje, tada je |(;;| < 1 za

sve ¢ > 7. Ve¢ smo prije spomenuli da je u tom sluc¢aju

i) < 27 max |arj),

pa prema tome za parcijalno pivotiranje L ima male
elemente, a elementi od R su relativno ograniceni
elementima od A.

Sada ponovo u igru ulazi pivotni rast:

max; ;. |ay; |

Pn = :
maxi,j ‘aijl

- _ 1)
Ako ubacimo ogradu |ry;| = |a;;'| < p, max;; |a;| u rezultat
Teorema 2, dobivamo sljedeci klasi¢ni teorem.
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Glavni rezultati (nastavak)

Teorem 3. (Wilkinson). Neka je A € R™*" i pretpostavimo da
(Gaussove eliminacije s parcijalnim pivotiranjem daju
izracunato rjeSenje x sustava Ax = b. Tada je

(A+AA)z =b,  [|AAllsc < nY3000]l Al

Dokaz. Racunamo normu greske iz Teorema 2:

[AAlloo = [11AA oo < Y3nll L1 B] [loo

n n mln{’L,j}
= Yon max > (|L[R])i; = y30 max > > |l]|fyy
1=1,....n 1=1,....n
j=1 j=1 k=1

< max 5 5 1-p, max|a
_fygnizl n b—d k; Pn s,t | St|

.....

j=1 k=
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Glavni rezultati (nastavak)

[AA][o < ”ygnanAHooiinaXanin{i,j}
e

< 3nPnl|Allcc max ni

S n273n/0n||"4||00°

Napomena. U dokazu ovog teorema koristen je mali ilegalni
manevar:

@ koristili smo ograde za elemente od LiR koje striktno
vrijede za elemente egzaktnih matrica L 1 R.

NumAnal 2011, 6. predavanje — p. 29/115




Glavni rezultati (nastavak)
e aaE _—_—_-.-.-

@ Umjesto toga smo mogli redefinirati pivotni rast preko

. « . ~(k . .
1izracunatih elemenata agj), ali tada b1 svaka ograda za

pivotni rast ukljucivala i jedini¢nu gresku zaokruzivanja.

©

Sliéno, mi mozemo samo garantirati [£;;| < 14 O(u).

©

Ipak ovaj propust u korektnosti dokaza je bezopasan za
nase potrebe.

Slican rezultat moze se postiéi i za Gaussove eliminacije bez
pivotiranja, samo sa drugacijom konstantom.

@ Povratna stabilnost po normi Gaussovih eliminacija sa ili
bez pivotiranja ovisi o pivotnom rastu!
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Primjer nestabilnosti
Gaussovih eliminacija s
parcijalnim pivotiranjem
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Primjer rubnog problema

Q

Q

Q

Numericka analiza Gaussovih eliminacija sa parcijalnim
pivotiranjem nam je potvrdila da stabilnost eliminacija
Ovisl 0 pivotnom rastu.

Vec od prije znamo da je pivotni rast za parcijalno
pivotiranje manji ili jednak 27~ 1.

Isto tako znamo da se ta gornja ograda pivotnog rasta od
2"~1 postize za “umjetno” konstruiran Wilkinsonov
primjer.

U ovom primjeru promotrit ¢emo rubni problem, kod
kojeg standardna numericka metoda koristena za njegovo
rjeSavanje proizvodi matricu sa eksponencijalnim
pivotnim rastom.
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Primjer rubnog problema (nastavak)
e

Promotrimo opéeniti rubni problem u dvije razlicite tocke:

y =M@t)y+q(t), Buyla)+ Buy(b) =08, y(t)€R",

i jedan konkretni problem definiran sljede¢im parametrima

1
1 —

S
||
\.l\D
=
a8
N——"
I
o o

. a=0,b=60, B,=DB,=1I.

=

Vrijednosti ¢(t) i S nisu vazne za nase razmatranje.

@ Ovaj problem je dobro uvjetovan u smislu da rjesenje vy je
neosjetljivo na perturbacije u ulaznim podacima M (),

Q(t)a Baa Bb 1 6
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Numeri¢ko rjeSavanje rubnog problema
—————

Standardan algoritam za rjesavanje problema ovog oblika je
viSestruka metoda gadanja.

@ Najprije se segment |a, b| razdijeli na N podsegmenata,
definiranjem mreze
. a=ty <t <---<ty=0>
pri cemu su
b—a

t;, = h, =0,1,...,N, h= .
a-+1 7 N

@ Na svakom podsegmentu [t;,t;,1], potrebno je rijesiti
inicijalne probleme
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Numericko rjeSavanje rubnog problema (nast.)
T —"_ 5 5

@ Ako sa s; definiramo vrijednost pravog rjesenja y u t;,
tada mozemo provjeriti da je

y(t) = Yilt)s; + ypilt), L€ [titia], i=0,..., N —1.

@ Bududi da y(¢) mora biti neprekidna u tockama mreze,
dobivamo

Y(ti+1)8i + ypi(ti—l—l) — Si+1, 1=0,....,N —1.
@ Stovise, zbog rubnih uvjeta vrijedi
B,so + Bysy = 5.

@ Zadnje dvije jednakosti definiraju sustav linearnih
jednadzbi ¢ije je rjesenje sq, ..., Sy.
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Numericko rjeSavanje rubnog problema (nast.)

Matrica sustava ima op¢i oblik

B, By
Yot I 0
A= Yty I '
. | 0
_ Vaalty) T

Za nas konkretan primjer imamo

Yi(tiv1) = "M
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Numericko rjeSavanje rubnog problema (nast.)
L ———

U tom slucaju matrica sustava ima konkretan oblik

I 1
—ehM 1 0
A= —eM T
0
—BhM I

Pretpostavimo da je h dovoljno mali, tako da su svi elementi
od e po modulu < 1. To je moguce jer

1-nh/6  h

M — 1+ hM + O(h?) ~ .
‘ O h 1—h/6

NumAnal 2011, 6. predavanje — p. 37/115



Numericko rjeSavanje rubnog problema (nast.)

I am—aa
Ako se Gaussove eliminacije s parcijalnim pivotiranjem

primijene na matricu A, tada neée doé¢i niti do jedne izmjene

redaka (nema pivotiranja), i dobit ¢emo sljede¢u LR
faktorizaciju
- 1| 1 1
I hM
1 €
—ehM I 0
I 62hM
A = _ehM I
0 I 6(60—h)M
—eM [ _
; . R
gdje je LR = (I + €M), L je donje trokutasta a R je gornje
trokutasta.
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Numericko rjesavanje rubnog problema (nast.)
D

U prethodnoj faktorizaciji vidljivo je da elementi u
posljednjem stupcu matrice R eksponencijalno rastu.

@ Za konkretan izbor N = 200 tj. A = 0.3 imamo

zadovoljen uvjet da su svi elementi od e po modulu
< 1:

0.3M 0.9944 0.2897
0.2897 0.9944

@ Najvedi element u matrici R je ~ 2.59 - 10%.
@ Detalje pogledajte u MATLAB simulaciji.

Potpuno pivotiranje, s druge strane, daje stabilnu
faktorizaciju: najveéi element u izracunatom faktoru R je

10.665545.
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Rjesavanje linearnih sustava:
iterativne metode
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Uvod u iterativhe metode
I ——

@ Vidjeli smo da rjesenje linearnog sustava Ax = b opéenito
ne mozemo izra¢unati apsolutno tocno.

@ Takoder, u nekim primjenama niti to¢no rjesenje
r = A~1b nije puno bolje od neke dovoljno dobre

aproksimacije , gdje obi¢no r zadovoljava sustav
(A+ dA)Z = b, blizak polaznom.

@ Nadalje, Gaussove eliminacije, koje su jednostavno
konacan niz formula koje vode rjesenju sustava, ne
garantiraju idealnu to¢nost.

@ Osim toga, u praksi moramo biti svjesni da je racunalo
omedeno ne samo u pitanju numericke to¢nosti nego i u
jos dva vazna aspekta:

@ raspolozivom memorijskom prostoru,

@ vremenu lzvrsavanja.
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Uvod u iterativne metode (nastavak)
R ————

@ Moderne primjene matematike zahtijevaju rjesenja
sustava velikih dimenzija, npr. n > 10°.

@ Lako se uvjeriti da je u takvim primjerima proces
Gaussovih eliminacija Cesto praktiéno neupotrebljiv.

@ Jer, matrica dimenzije n = 10° zahtijeva n? = 10
lokacija u memoriji, svaka barem 4 bajta (veli¢ina
reprezentacije realnog broja u jednostrukoj preciznosti)
— samo spremanje matrice koeficijenata u memoriju
racunala predstavalja poteskocu.

@ Ponekad matricu drzimo na vanjskoj, sporoj memoriji
(datoteka na disku) i onda mozemo dijelove matrice
ucitavati dio po dio u radnu memoriju.

@ Da ne govorimo o vremenu izvrsavanja Gaussovih
eliminacija, ¢ija je slozenost O(n?)!
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Uvod u iterativne metode (nastavak)
o ———

@ U puno vaznih primjena matrica sustava A je velike
dimenzije, ali je rijetko popunjena. To znaci da je velika
vec¢ina elemenata od A jednaka nuli, a elementi koji nisu
nula obi¢no su

@ pravilno rasporedni po matrici

@ ili cak imaju i pravilno rasporedene numericke
vrijednosti.
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Uvod u iterativne metode (nastavak)
I ————

Jedan primjer rijetko popunjene matrice dan je na slici.

@ U svakom retku broj elemenata ## 0 unaprijed je poznat i
broj takvih elemenata je puno manji od dimenzije n.

@ To znaci da je npr. racunanje produkta Av slozenosti
puno manje od 2n? — n, §to je potrebno za punu matricu.
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Uvod u iterativne metode (nastavak)
o ———

@ Ponekad je poznat nac¢in kako su generirani elementi
matrice (npr. poznato da je a;; = f;;(---), gdje su
fi;(+-+) poznate funkcije nekih parametara) pa uvijek
mozemo generirati dijelove matrice.

@ Moguce je i da je u konkretnoj aplikaciji jedino zadano
kako A djeluje kao linearni operator — postoji
potprogram koji za zadani v racuna Av.

@ Ako je to jedini nac¢in kako do¢i do matrice A, kako onda
rijesiti Ax = b?
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Uvod u iterativne metode (nastavak)
o ———

Prethodna diskusija nas motivira da potrazimo i drugacije
pristupe za rjeSavanje linearnog sustava Ax = b.

@ Primijetimo da ne moramo nuzno teziti pronalazenju
egzaktnog rjesenja — umjesto toga zelimo dovoljno dobru
aproksimaciju .

@ Zato ima smisla pokusati konstruirati niz
2O 20 2 vektora iz R” sa sljedeé¢im
svojstvima:

@ za svaki k formula za ra¢unanje x* je jednostavna:
@ 2% tezi prema o = A7'b i za neki k (obi¢no k < n)
je ¥ prihvatljiva aproksimacija za x.
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Opcenito o iterativhim metodama
I

Pretpostavimo da je A regularna matrica reda n.

@ Iterativna metoda koja pronalazi priblizno rjeSenje

sustava Ax = b zadana je

@ pocetnim vektorom z(¥

@ i nacinom na koji se ra¢una aproksimacija z* u
k-tom koraku iteracije.
@ U praksi se gotovo isklju¢ivo koriste iterativne metode

prvog reda, koje iz jednog prethodnog vektora z(*) nalaze
sljedeéu aproksimaciju x*+1).

@ Kiriterij zaustavljanja slican je kao kod svih metoda
“limes” tipa — tj. kad je £®) dovoljno dobra
aproksimacija za pravo rjesenje x, stanil.

@ Naravno, i tu postoji problem, jer pravi x ne znamo.

NumAnal 2011, 6. predavanje — p. 47/115



Opcenito o iterativnim metodama (nastavak)
L m—_—_

@ Zbog toga, koristimo svojstvo da je konvergentan niz
Cauchyjev, tj. da susjedni ¢lanovi niza moraju postati po
volji bliski.

@ Standardno, uzima se da su z**Y i 2(*) dovoljno bliski
ako je

2D — 2] <,
gdje je € neka unaprijed zadana tocnost (reda veli¢ine u,
odnosno n - u), a || || neka vektorska norma.

@ Drugi nacin za odredivanje kriterija zaustavljanje je kada
je norma reziduala dovoljno mala.

@ Medutim, vidjeli smo da je taj kriterij nepouzdan za lose
uvjetovane matrice.
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Standardne iteracije
S

[terativnu metodu pokusavamo definirati izrazom
e F D) = k) 4 E=0,1,2,.... 2 zadan,
gdje je T' € R™™ matrica iteracije i ¢ € R".

Da bismo ostvarili takvu iterativnu metodu, potrebno je
pazljivo rastaviti matricu A.

Definicija. Rastav matrice A je par matrica (M, N) (obje reda
n) za koje vrijedi

@ A=M—-N,
@ M je regularna.

Obi¢éno se M bira tako da se moze lako invertirati:
dijagonalna ili trokutasta.
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Standardne iteracije (nastavak)
T —"_ 5 5

Bilo koji rastav matrice A generira iterativnu metodu na
sljedeci nacin:

Ar =Mz — Nrxr=b = Mx = Nx + D,
pa zbog regularnosti od M izlazi
r=M"'Nz+ M'b.

Ako oznac¢imo T = M ~'N, ¢ = M~'b onda je prethodna
relacija ekvivalentna s

r="Tx+ c.

Time smo definirali nasu iterativnu metodu

P =T e keN,.
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Konvergencija standardnih iteracija

Pravo rjesenje x je fiksna tocka iteracione funkcije

f(x) =Tz + c.

To znaci da u analizi konvergencije mozemo koristiti poznate
teoreme o fiksnoj tocki (poput Banachovog u potpunim

prostorima).

Lema 1. Niz iteracija (a:(k)), k € Ny, generiran relacijom

r* D) = To®) 4 ¢ k € Ny konvergira prema rjesenju linearnog
sustava Az = b za sve pocetne vektore (9 i sve desne strane

b, ako je
17 < 1,

pri ¢cemu je || | proizvoljna operatorska norma.
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Konvergencija standardnih iteracija (nastavak)
o ———

Dokaz. Oduzmimo z = Tz + ¢ od ¢t = T2k + ¢
Dobivamo

gD g = T(x(’~C> — x),

pa uzimanjem norme dobivamo
|2 — ]| <Y |2 = 2f] <o < Tl = 2]
No, zbog ||T| < 1 slijedi ||T||** — 0 za k — oo, odakle izlazi
|z — 25D — 0,

pa 1z neprekidnosti norme slijedi

(k+1)

€T ¢ zasvaki 29,
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Konvergencija standardnih iteracija (nastavak)

No, moze se dobiti 1 neSto bolji rezultat, koriStenjem veze

spektralnog radijusa 1 operatorske norme matrice.

Lema 2.

@ Za sve operatorske norme || || vrijedi

p(T) < ||

@ Za sve T isve e > 0 postoji operatorska norma || ||,

takva da je

1Tl < p(T) +&.

Norma || ||, ovisiio T, i o e.
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Konvergencija standardnih iteracija (nastavak)
o ————————

Dokaz. Da bismo dokazali da je p(T") < ||T|| za bilo koju

operatorsku normu, uzet ¢emo p(7T) = |\|, i pripadni
svojstveni vektor od A, kojeg oznacavamo sa xr. Tada vrijedi

IT| = max | Ty || S | Tz|| B [ Az || _ Al |z -
20 lyl = =l =l [l

S druge strane, da bismo konstruirali operatorsku normu || ||,
takvu da je ||T'||. < p(T') + €, svedimo matricu 7" na njenu
Jordanovu formu.

@ Znamo da postoji regularna matrica S za koju je
J = S7!TS Jordanova forma matrice 7.

@ Jedinice iznad dijagonale u J “kvare” spektralni radijus,
pa je ideja da umjesto njih dobijemo zadani ¢ > 0.
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Konvergencija standardnih iteracija (nastavak)

@ To se postize dijagonalnom matricom slicnosti. Neka je

D, = diag(1,e,e*,...,e" ).
Tada je (SD.)"'T(SD.) = D-'JD, =

NumAnal 2011, 6. predavanje — p. 55/115




Konvergencija standardnih iteracija (nastavak)
o —————

Uzmimo kao vektorsku normu
2]l = |(SD.) " 2]l

(pokazite da je to vektorska normal), koja generira
operatorsku normu. U toj operatorskoj normi vrijedi

|Tz|. |(SD:)' Tz
T, = max — max
17 z#£0 |||« z#0  ||(SD:)1x||s

~1
s [(SD.)~"T'(SD:)y||
y#0 Y]] oo

— H(SDe)_lT(SDe)Hoo < miax ‘)\z‘ + & = ,O(T) + €.
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Konvergencija standardnih iteracija (nastavak)
o ——————————————

Konacno, prethodne dvije leme daju potpunu karakterizaciju
konvergencije iterativnih metoda.

Teorem. Niz iteracija (a:(k)), k € Ny, generiran relacijom

r ) = T ¢k e Ny konvergira prema rjesenju linearnog
sustava Az = b za sve pocetne vektore (9 i sve desne strane
b, ako 1 samo ako je

p(T) <1,

pri cemu je p(T') spektralni radijus matrice 7= M~!'N.
Uocite da p(T) ovisi samo o A i njenom rastavu, a ne o b.

Dokaz. Ako je p(T) > 1, izaberimo startnu aproksimaciju ()

tako da je z(®) — 2 svojstveni vektor koji pripada svojstvenoj
vrijednosti A, p(T) = |A|.
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Konvergencija standardnih iteracija (nastavak)

Tada vrijedi

(25D — 2) = T(a® — z) = ... = TF+1 (20 _ g)

_ )\k+1(33(0> . 33),

pa, ocito (k + 1)-a potencija broja koji je po apsolutno]
vrijednosti veci ili jednak 1, ne moze teziti u 0.

S druge strane, ako je p(71') < 1, onda mozemo izabrati ¢ > 0
takav da je

p(T) +¢e < 1,

a zatim po Lemi 2 i postoji operatorska norma || ||, takva da
vrijedi
IT]l. < p(T) +2 < 1
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Konvergencija standardnih iteracija (nastavak)
o ——————

Bududi da je || ||+ operatorska norma, ponovno, po prvom
dijelu Leme 2 slijedi da je

p(T) < |7
Zadnje dvije relacije zajedno daju da je
1T < 1,
pa primjenom Leme 1 dobivamo trazeni rezultat. L]

Lema 1 1 prethodni teorem, zapravo nam daju i brzinu
konvergencije.
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Brzina konvergencije standardnih iteracija
e,

Definicija. Za niz aproksimacija z*), k € Ny, reéi éemo da
konvergira prema x s redom p ako je

||x(k+1) — x| < a||x(k) —z||?, aé€ Rg.

Ako je p =1 (tzv. linearna konvergencija), mora biti a < 1
(tzv. geometrijska konvergencija s faktorom a).

U slucaju konvergentnih iterativnih metoda, konvergencija je
linearna, a faktor je O(p(T)) < 1, tj. za ¢ > 0 takav da je
(1+q)p(T) < 11izae=qp(T) vrijedi

|2 — ]| < @+ @p(T)]|2™ — 2.

tako da spektralni radijus mozemo smatrati ocjenom stope
konvergencije iterativne metode.
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Izbor rastava matrice
I

Naravno, sljedeci cilj nam je odgovoriti na pitanje kako
odrediti rastav matrice A = M — N koji zadovoljava
@ Tox=M"'Nzxic= M"1bse lako racunaju,
@ p(T) je malen?

Odmah nam se namec¢u neka jednostavna rjesenja za ova dva
suprotna cilja.

@ Na primjer, izaberemo i M = I, M je regularna, 1 Tz i c
se lako racunaju, ali nije jasno da smo zadovoljili da je
p(T) < 1.

@ S druge strane, izbor N = 0 je izvrsan za drugi cilj
(p(T) = 0), ali nije dobar za prvi cilj, jer je c = A™1D, tj.
dobivamo polazni problem kojeg treba rijesiti (x = c¢).
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Izbor rastava matrice (nastavak)
o ——————————————

@ Dakle, rastav koji b1 uvijek dobro radio nije lako
konstruirati.

@ Medutim tu ¢e nam pomoci praksa.

@ Matrice koje se javljaju u praksi su ili pozitivno definitne
ili (strogo) dijagonalno dominantne, pa ¢e za takve tipove
matrica biti mnogo lakse konstruirati iterativne metode i
pokazati da one konvergiraju.

Uvedimo sljede¢u notaciju. Pretpostavimo da A nema nula na
dijagonali. Tada A mozemo zapisati kao

. . A=L+D+ R,
pri ¢cemu je

@ L strogo donji trokut od A
@ D dijagonala od A
@ R strogo gornji trokut od A
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Jacobijeva metoda
G

Ako je matrica M iz rastava matrice A dijagonalna, tada se
dobivena iterativna metoda naziva Jacobijevom metodom.

@ To je jedna od najlaksih metoda jer moramo invertirati
dijagonalnu matricu.

@ Kod Jacobijeve metode je
M; =D, N;y=—(L+ R),
odakle slijedi da je u iteracijama oblika
kD) — TJ:c(k’) + ¢

Ty=-DL+R), c;=D"b
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Jacobijeva metoda (nastavak)

Promatrajuéi jednadzbu M ;x**th = N ) +p

po komponentama dobivamo

1—1 n
(k+1) (k) (k) -
i X E Qi ; E ai;x; 0, 1=1,...,n.

Odavde direktno slijedi kako se racuna -ta komponenta
(k + 1)-ve iteracije:

1—1 n
(ht1) _ 1 (k) (k) .
X, o (b — 1az~ja:j — Z Qi T ; ) , 1=1,...,n.

j= j=it1
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Algoritam Jacobijeve metode

e ——
Algoritam (Jacobijeva metoda).

29 zadan; k=0;

dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja radi {

za i =1 do n radi{
za j=1do ¢ —1 radi {
(k+1) (k+1) (k)
T
}

i = &y — Qg5 - xj )
za j=14+1 do n radi {
(D) (k+1) (k)

(1) _ (k1)

=k+1;

i Ui s

R =
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Detalji implementacije Jacobijeve metode
e,
@ Primijetimo da kod skladistenja vektora u memoriji, novi
vektor ¥t ne moze se prepisati preko starog vektora

z(®) sve dok sve komponenete vektora z*+t1 nisu
1zracunate.

@ Dakle, prije kraja jedne iteracije oba vektora moramo
posebno skladistiti.

@ Dalje, uo¢imo da prolaz kroz petlju po 2 u ovom
algoritmu mozemo izvrsiti bilo kojim poretkom — ne
nuzno sekvencijalnim.

@ Komponente novog vektora zF+1) ovise samo o
komponentama starog vektora z®), a ne i o nekim novim
komponentama. Zbog toga je Jacobijeva metoda idealna
za paralelno racunanje, jer pojedine komponente novog
vektora mozemo racunati potpuno nezavisno.
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Konvergencija Jacobijeve metode

Teorem Ako je matrica A strogo dijagonalno dominantna u
smislu

ag;| > Z|aw\ i=1,...,n,

J#z
tada Jacobijeva metoda konvergira za svaku pocetnu iteraciju

) prema rjesenju sustava Az = b.

Dokaz. Iz pretpostavke teorema vrijedi Sljedeée

Za < 1,
=1 |CLm| | Z]l

n
T oo = mmacx S |(Ty)y| = ma

pa prema Teoremu o konvergenciji iterativnih metoda tj.
prema Lemi 1, Jacobijeve iteracije konvergiraju za svaku
pocetnu iteraciju. N
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Gauss—Seidelova metoda
I ——

Ako je matrica M iz rastava matrice A donje trokutasta, tada
se dobivena iterativna metoda naziva Gauss—Seidelovom
metodom.

@ Kod Gauss—Seidelove metode je
Mags =D + L, Ngs = —R,
odakle slijedi da je u iteracijama oblika
gD — TGSZIZ(k) + cag

Tag = —(D + L)_lR, Cas = (D + L)_lb.
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Gauss—Seidelova metoda (nastavak)

Promatrajuéi jednadzbu Megx® Y = Naogx®) + b
(D + L)z* ) = —Ra™ 4

po komponentama dobivamo

{ n
E : (k+1) _ E : () _
CLijCIZj - — CLijZIZ'j —|—bz, 1 — 1,...,n.

Odavde slijedi kako se racuna i-ta komponenta (k + 1)-ve
1teracije:

1—1 n
T o o Py
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Algoritam Gauss—Seidelove metode

e ——
Algoritam (Gauss—Seidelova metoda).

29 zadan; k=0;

dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja radi {

za i =1 do n radi{

za j=1do ¢ —1 radi {
L) (k) (k+1) .

}

i — Yy — Qi Ly ’
za j=14+1 do n radi {

} $§k+1) _ x§k+1) —a; - x;@);
xEkJrl) _ xgkﬂ) Jais
k=k-+1;
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Detalji implementacije Gauss-Seidelove metode

@ Kod ra¢unanja tekuée komponente nove iteracije z*+1)
koriste se sve do sada izracunate komponente od z(*+1).

k+1) prebrisu

stare vrijednosti komponenata od z(®), ¢im se izracunaju,
tako da ne moramo pamtiti dva vektora, ve¢ samo jedan.

@ Time se omogucé¢ava da komponente od z

@ S druge strane, redosljed racunanja komponenti iteracije
kod Gauss—Seidelovog algoritma je bitan. U algoritmu
smo uzeli prirodni redosljed — od prve prema zadnjoj
komponenti (petlja po ¢z od 1 do n).

©

To ne znaci da je to i jedini mogucéi redosljed.

©

U principu, mozemo uzeti i bilo koji drugi redosljed, t;.
bilo koju drugu od mogucih n! permutacija jednadzbi.
No, zbog sekvencijalnosti popravaka, rezultat nije isti, t;.
dobivamo drugaciju iterativnu metodu.
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Detalji implementacije Gauss-Seidelove metode
I —S——_ _ ,. h .S,

@ U praksi se katkad i koriste drugaciji redosljedi, ali za
sasvim posebne linearne sustave koji nastaju
diskretizacijom parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

@ Na primjer, za Laplaceovu jednadzbu u dvije dimenzije
koristi se tzv. “crveno—crni” poredak (engl. “red—black”
ordering), koji nali¢i sahovskoj plo¢i s crvenim i crnim
poljima, s tim da se prvo racunaju sva polja crvene boje,
a zatim sva polja crne boje. Zbog posebne strukture
sustava, ovaj poredak dozvoljava i efikasnu paralelizaciju.
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Konvergencija Gauss—Seidelove metode
I — _-_-

Teorem Ako je A strogo dijagonalno dominantna matrica po
recima, onda 1 Jacobijeva 1 Gauss—Seidelova metoda
konvergiraju i vrijedi

1TGs]lco < 1 T7]|0o < 1.

Napomena. Dakle, Gauss—Seidelova metoda u najgorem
slucaju konvergira barem tako brzo kao Jacobijeva metoda u
najogorem slucaju. To ne znaci da ¢e Gauss—Seidelova metoda
konvergirati brze nego Jacobijeva za bilo koji problem Ax = b.

Dokaz. Prema Teoremu za konvergenciju Jacobijeve metode
znamo da je (|1l < 1.
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Konvergencija Gauss—Seidelove metode (nast.)
o ———

Za potrebe dokaza definirajmo:
L=-D'L, R=-D'R.
Tada su

T)=—-DYL+R)=L+R,
Tos=—(D+L) 'R=—I+D'Ly'D'R=(I-L)'R.

Zelimo dokazati da vrijedi

1Taslloo = [[Tas| elloe < [[1T7] elloc = 1 T]]c0;

pri cemu je e vektor sa svim komponentama jednakim 1, tj.
e=1[1,...,1]".
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Konvergencija Gauss—Seidelove metode (nast.)
o ———

Ovu relaciju mozemo lako pokazati ako dokazemo jacu
komponentnu nejednakost

(I = L)'R|-e = [Tas| - e < |Ty| -e = (|[L| +|R]) - e.
Krenimo slijeva i iskoristimo relaciju trokuta. Vrijedi

(I L) 'Rl-e<|(I— L)' |R]-e.

~ ~ ~

Ako je p(L) < 1, (a je, jer je p(L) =0!), onda je I — L
regularna i mozemo (I — L)™' razviti u red
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Konvergencija Gauss—Seidelove metode (nast.)
o —"5

Primijetimo da je L strogo donje trokutasta pa je i nilpotentna
matrica, i vrijedi L* = 0 za k£ > n. Time prethodni red postaje

(I—L)y'=I4+L+L°+---+L""

Koristenjem prethodnih razmatranja dobivamo

n—I1 n—1
(I —L)'Rl-e<|Y L'||R[-e< ) |LI'|R| e
1=0 1=0
< (=LY R] e,

JoS moramo pokazati da je

(I = L) R] - e < (IL] +|R]) - e.
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Konvergencija Gauss—Seidelove metode (nast.)
T —"_ 5 5
Buduéi da su svi ¢lanovi u redu za (I — |L|)™"!

dovoljno je pokazati da je

nenegativni,

[R|-e < (I—|L|)(|L| +|R])-e=(|L| + |R| — |L|> = |L| |R]) - e.
odnosno

0 < (IL| = |LP = |L||R]) - e = |L| (I — |L| = |R]) - e.

Ponovno, buduéi da su svi elementi |L| nenegativni,
prethodna nejednakost bit ¢e ispunjena ako je

0 < (I—|L[—|R]) e,

odnosno
(|IL| + |R]) - e <e.
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Konvergencija Gauss—Seidelove metode (nast.)

Buduéi da je |T;| = |L 4+ R| = |L| + |R|, jer se elementi L i R

nigdje ne zbrajaju, onda je posljednja nejednakost
ekvivalentna s
‘le e < e.

Ovu posljednju nejednakost mozemo dokazati jer je

HT] - elloo = 17|00 < 1.

Citanjem dokaza u obratnom redosljedu, dobivamo trazena

svojstva.
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Konvergencija Gauss—Seidelove metode (nast.)
o —————————————

Teorem. Ako je matrica A hermitska (simetri¢na) i pozitivno
definitna, tada Gauss—Seidelova metoda konvergira za svaku
pocetnu iteraciju z(?.

Dokaz. Neka je A proizvoljna svojstvena vrijednost matrice
Tas 1 neka je y # 0 odgovarajuéi svojstveni vektor. Tada
1maino

—Ry = XD + L)y,

pa ako toj jednakosti dodamo ARy s lijeve i desne strane,
vrijedi

—(1=NRy=XMD+ L+ R)y = \Ay.
S druge strane je, ponovo zbog —Ry = A(D + L)y

Ay=(D+ L)yy+ Ry=(1—-X)(D+ L)y.
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Konvergencija Gauss—Seidelove metode (nast.)
o ——————————————

Pomnozimo sada prvu prethodnu jednakost skalarno sa Ay, a
drugu sa y, 1 oduzmimo prvu jednadzbu od druge, tada vrijedi

(1= IAP) Ay, y) = (1 =N ((Dy,y) + (Ly.y) + (Ry, \y)).

Promatramo sada samo zadnji izraz u prethodnoj jednakosti.
Zbog hermiticnosti matrice A vrijedi da je R* = L, zbog
pozitivne definitnosti D > 0, a iz prve jednakosti dokaza
vrijedi da je ALy = —ADy — Ry, pa imao

(Ry, \y) = (y, \Ly) = —(y, \Dy) — (y, Ry)
= —(Dy, \y) — (Ly,y).

Sada zadnji izraz ubacimo u gornju jednakost, ¢ime dobivamo
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Konvergencija Gauss—Seidelove metode (nast.)

(1= [\ (Ay,y) = (1 = XN)((Dy,y) + (Ly,y) — (Dy, \y) — (Ly,y))

= (1 =M (1= A)(Dy,y),

odakle zbog (Ay,y) > 01 zbog A # 1 (bududi da bi iz
—(1 — M) Ry = My za A = 1 slijedilo da je Ay = 0, sto je
kontradiktorno sa svojstvom pozitivne definitnosti matrice A),
slijedi
1 — |)\|2 _ <Dyay>
(Ay, y)

/Zmaci za svaku svojstvenu vrijednost A od Tgg vrijedi da je

[A| < 1, pa to vrijedi i za svojstvenu vrijednost koja ima
maksimalnu apsolutnu vrijednost, odnosno p(Tgs) < 1, iz ¢ega
prema Teoremu o konvergenciji iterativnih metoda slijedi da
Gauss-Seidelova metoda konvergira za svaki (9. O

11— )" > 0.
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Relaksacijske metode
e

@ Kad jednom znamo konstruirati iterativni proces, namece
se vrlo jednostavna ideja za poboljSsanje njezine
konvergencije, uvodenjem jednog realnog parametra.

@ Nove aproksimacije mozemo racunati u dva koraka.

@ Prvo iz 2 nademo (jednostavnu) pomoénu sljedeéu

: .. k+1 .
aproksimaciju z ), a zatim

@ za “pravu’ novu aproksimaciju £**tY uzmemo

tezinsku sredinu prethodne aproksimacije z(® i

, : . (k+1)
pomocne nove aproksimacije

) = (1 — W)™ 4wzl = W) 4 (2D — 5P,

ogdje je w tezinski parametar kojeg mozemo birati.
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Relaksacijske metode (nastavak)
o ——————————————

@ O¢ito, za w = 1 dobivamo z**+V) = "™ pa e ova

metoda prosirenje metode za nalazenje pomoénih
aproksimacija.

@ Obicno se uzima w € R i w # 0, da ne dobijemo
stacionaran niz.

@ Ideja za ovakav postupak dolazi iz op¢ih metoda za
rjesavanje jednadzbi i minimizaciju funkcionala.

@ Pomocéna aproksimacija pFY daje smjer korekcije

prethodne aproksimacije £*) u kojem treba ié¢i da bismo
se priblizili pravom rjesenju sustava (smanjili rezidual
r(x) = Az — b u nekoj normi).
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Relaksacijske metode (nastavak)

.
@ Ako je 7 FY 2 ®) dobar smjer korekcije, onda mozemo
dodati i izbor duljine koraka w u smjeru te korekcije, tako
da dobijemo &to bolji **Y. (Ovakav pristup éemo
vidjeti kod metoda najbrzeg silaska 1 konjugiranih
gradijenata.)

@ Opcenito ocekujemo da je w > 0, tj. da idemo u smjeru
vektora korekcije, a ne suprotno od njega, a stvarno
zelimo dobiti w > 1, tako da se joS vise maknemo u
dobrom smjeru i priblizimo pravom rjeSenju.

@ Naziv “relaksacija” dolazi upravo iz minimizacijskih
metoda, a odnosi se na sve iterativne metode koje koriste
neki oblik minimizacije ili pokusaja minimizacije
reziduala. U tom smislu, cesto se koristi 1 tradicionalni
naziv “relaksacijski parametar” za w.
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Relaksacijske metode (nastavak)
L ———

@ Obgzirom na vrijednost parametra w, imamo tri razli¢ita
slucaja.
@ Ako je w =1, onda se metoda svodi na pomoé¢nu
metodu 1 to je tzv. obi¢na ili standardna relaksacija.

@ Ako je w < 1, onda takvu metodu zovemo
podrelaksacija (engl. “underrelaxation”),

@ a ako je w > 1 onda metodu zovemo pre- ili
nad-relaksacija (engl. “overrelaxation”).

@ U opcem slucaju, w se posebno rac¢una u svakoj pojedinoj
iteraciji, tako da dobijemo §to bolji x**+1),

@ Postupak se svodi na jednodimenzionalnu optimizaciju, a
ovisi o kriteriju optimalnosti za mjerenje “kvalitete”
aproksimacija.
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Relaksacijske metode (nastavak)

Q

P

Srecom, za neke klase linearnih sustava, koje su izrazito
bitne u praksi, unaprijed se moze dobro odabrati
optimalni 1li skoro optimalni parametar w za maksimalno
ubrzanje konvergencije iterativnih metoda,

1 to tako da isti w vrijedi za sve iteracije.

U veéini slucajeva dobivamo w > 1 za optimalni w, pa se
takve metode standardno zovu “OverRelaxation” i
skraceno oznacavaju s OR.

Obzirom na to da se w zadaje ili bira unaprijed, a zatim
koristi za sve iteracije, metoda je ovisna o jednom
parametru i standardno koristimo oznaku OR(w).
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JOR metoda — Jacobi overrelaxation
I ——

Ako se u iteraciji
) = (1 — w)a® + ) = 20 (kD) gk,

, : .. (k+1) . .. .
pomocna nova aproksimacija x, racuna po Jacobijevo]

metodi, dobivamo Jacobijevu nadrelaksaciju ili JOR metodu.

Dakle, i-ta komponenta (k 4 1)-ve iteracije je oblika;

(k+1) k) | W — ® )
v, =(1—-wx, + - (bi — Zaijxj — Z i T; ), i=1,...m.

j=1 j=i+1

Kao i kod obicne Jacobijeve metode, petlju po ¢ mozemo
izvrsiti bilo kojim redom, uz isti rezultat, pa se 1 ovdje

komponente novog vektora z*1) mogu paralelno rac¢unati.
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JOR metoda — Jacobi overrelaxation (nastavak)

Vektorski oblik iteracija u JOR(w) metodi je

2P = (1 —w)a®™ + w(Tyaz™ + ¢5) = Trorw ™ + ciorw)
pa je

Tiorw) = (1 —w) +wT;= (1 —-w)l —wD (L + R),

CJOR(w) = WCJ = wD ™.

Pripadni rastav matrice A je

A:lD—(l_“’D—L—R),

W W

tj. M = 1D,N:l_T“’D—L—R Naravno, za w = 1

T w

dobivamo Jacobijevu metodu.
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JOR metoda — Jacobi overrelaxation (nastavak)
o ——————

@ Iz oblika matrice Tjor(,) vidimo da se optimalni
parametar w koji minimizira njen spektralni radijus moze
odrediti unaprijed, prije pocetka iteracija.

@ Drugim rije¢ima, treba koristiti isti w u svim iteracijama,
naravno, pod uvjetom da imamo konvergenciju.
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Algoritam JOR metode

e —

Algoritam (JOR metoda).

9 i w zadani; k=0;

dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja radi {
za i =1 do n radi{

pom = (1 — w)xf;k); xEkH) = b, ;
za j=1do ¢ —1 radi {
ZIZ'(k_H) (k+1) (k)

1 ? J
ki

za j=14+1 do n radi {

(k;+1) _ x§k+1) . x§k);
}
xEkH) — pom + w - x(kﬂ [a;;
k=k-+1;
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Konvergencija JOR metode
N

Teorem. Ako Jacobijeva metoda konvergira za svaku pocetnu
iteraciju xg, onda za proizvoljno w € (0, 1] konvergira i
JOR(w) metoda i to za svako xy.

Dokaz. Neka je A proizvoljna svojstvena vrijednost Jacobijeve
matrice iteracija 1;. Tada zbog konvergencije Jacobijeve
metode za svako xq slijedi

A < 1.

T50R(w) je oblika Tjorw) = (1 —w)l + w1y, pa je njezina
svojstvena vrijednost p oblika

nw=1—w+wA.
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Konvergencija JOR metode (nastavak)
S

Nekaje \=a + 18, zaa, 8 € R, 12 = —1.
@ Tada zbog || < 1slijedidaje o+ 8% <1ia® < 1.
@ Zbog prethodno recenog i zbog ¢injenice da je 1 — w > 0,
vrijedi
uf = (1-w+wa) +w's
< (1—w)?+2w(l —w)a| +w?(®+ 5%
<(l-wl+2wl-w+w’'=1-w+w)*=1

Odavde slijedi da je p(Tj0rw)) < 1, pa prema Teoremu o

konvergenciji iterativnih metoda, JOR(w) metoda konvergira
za svaku pocetnu iteraciju. N
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Konvergencija JOR metode (nastavak)
o ———

Teorem. Neka je A hermitska (simetri¢na) pozitivno definitna

matrica 1 neka Jacobijeva metoda konvergira. Tada konvergira
i JOR(w) metoda za

2
O<w< —<2
ST

gdje je A < 0 najmanja svojstvena vrijednost Jacobijeve
matrice iteracija 1.

Dokaz. Neka su A\;, 2 = 1,...,n svojstvene vrijednosti matrice
T}.
@ Zbog konvergencije Jacobijeve metode slijedi da je
Nl <lzasvei=1,... n.
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Konvergencija JOR metode (nastavak)

@ Kako su, zbog sli¢nosti matrice Ty = —D ™' (L + L*) sa
hermitskom matricom, sve \; realni brojevi i

O—tl”TJ Z)\

slijedi da nisu sve \; pozitivne, te vrijedi

A= min A\ <0.

1=1,...,n

Ponovo vrijedi da su svojstvene vrijednosti matrice 17oR(w)
oblika

=1 —w(l—=N), i=1,...,n.
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Konvergencija JOR metode (nastavak)

Kako je prema uvjetima teorema

O<w(l—=-X)<2, i N<1, zai=1,...,n

slijedi
0<w(l—N) <wl—-X\) <2,
odnosno

odakle je p(Tjorw)) < 1, pa prema Teoremu o konvergenciji
iterativnih metoda JOR(w) metoda konvergira za svaku

pocetnu iteraciju.
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Konvergencija JOR metode (nastavak)

Teorem. JOR(w) metoda ne konvergira za

w<0, 1 w=>2

Dokaz. Iz definicije matrice Tjopw) = (1 —w)I 4+ w7y vidimo

da je

tr(TJOR(w)) =n(l —w) Z i,

pri cemu su p; svojstvene vrijednosti matrice T7opr(,), Imamo

a1l = w| < 3" |l < no(Troney).

1=1
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Konvergencija JOR metode (nastavak)

Dakle,
P(Tiorw) = |1 —wl,

odakle se vidi da jeza w < 01w > 2 p(G orw) > 1, iz Cega,
prema Teoremu o konvergenciji iterativnih metoda slijedi
tvrdnja teorema. O
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SOR metoda — Successive overrelaxation
I

@ Relacija
Y = (1 — W)™ 4wl = 20 4 (2D — M),

koristi ideju tezinske sredine ili duljine koraka na nivou

vektorskih aproksimacija z(*.

@ To prirodno odgovara Jacobijevoj metodi 1 paralelnom
racunanju.

@ Medutim, potpuno istu ideju mozemo koristiti i za
(k)

i
komponenti vektora (¥, §to odgovara
“(GGauss—Seidelovskom” pristupu.

poboljsanje svake pojedine varijable x;", tj. pojedina¢nih
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SOR metoda — Successive overrelaxation (nast.)

L —
Dakle, nova aproksimacija i-te varijable ima oblik

:I:Ekﬂ) = (1— w):cgk) + w:cgiﬂ) = xz(k) — w(xgiﬂ) — :cq(;k)), i=1,...,n,
gdje je xz(iﬂ) neka pomocna nova aproksimacija i-te varijable,

koju racunamo tog trenutka kad nam treba, za svaki .

@ SOR metoda (engl. “Successive OverRelaxation” ili
ponovljena nadrelaksacija) je prosirenje ili poboljsanje
Gauss—oeidelove metode u smislu da se pomoéna nova

(k+1)

1,%

racuna po Gauss—Seidelovoj metodi,

. . (k+1)
pa Ju oZnacavalio S xi,GS .

aproksimacija x

@ Tada gornja relacija za i-tu komponentu nove
aproksimacije u SOR(w) metodi ima oblik

xz(kﬂ) = (1— w)x(k) — wx,gfgg), i=1,...,n.

1
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SOR metoda — Successive overrelaxation (nast.)

Dakle, i-ta komponenta (k + 1)-ve iteracije je oblika:

1—1 n
xEkH) = (1— w)x(k ( awx (k1) Z aij$§k)>, i=1,...

Iz gornje jednadzbe odmah vidimo da jeza:1=1,....n
i—1
k+1 k+1
aiixg ) 4w E aijxé- ) — (1 — amm —w E Aij T ; +wbz,.
J=1 7=1+1

Ove jednadzbe po komponentama mozemo zapisati u
vektorskom obliku

(D +wL)z® ™ = (1 —w)D — wR)z™ + wb,
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SOR metoda — Successive overrelaxation (nast.)
o ———

odakle slijedi

Tsorw = (D +wL)((1 —w)D —wR),
CSOR(w) — CU(D + wL)_lb.

I ovdje vidimo da se dobra vrijednost za w, ako postoji, moze
odrediti unaprijed za sve iteracije.

Pripadni rastav matrice A je

A-tpir_ (1_wD—R),

W W

tj. M = 1D+L,N:1_T“’D—R. Naravno, za w = 1

T w

dobivamo Gauss—Seidelovu metodu.
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Algoritam SOR metode

e —

Algoritam (SOR metoda).

9 i w zadani; k=0;

dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja radi {
za i =1 do n radi{

pom = (1 — w)xf;k); xEkH) = b, ;
za j=1do ¢ —1 radi {
L) (kD) (k+1)

i i — Gig Ly
}

za j=14+1 do n radi {

(k;+1) _ x§k+1) . x§k);
}
xEkH) — pom + w - x(kﬂ [a;;
k=k-+1;
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Konvergencija SOR metode
I am—aa

Teorem. SOR(w) metoda ne konvergira za
w<0, 1 w=>2
Dokaz. Ocito je da za SOR(w) matricu iteracija vrijedi

det(Tsorw)) = (det(D + wL)) " det((1 —w)D — wR) =
~ (det(D))"}(1 )" det(D) = (1 )",

jersu D+ wlLi (1l —w)D —wR donja i gornja trokutasta
matrica. Kako je

(P(Ts0R(w) H Ai| = [det(Tsorw))| = 1 —wl",
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Konvergencija SOR metode (nastavak)
o ———

gdje su A; svojstvene vrijednosti matrice Tsop(.), onda je

p(Tsorw)) = |1 — w|.

Prema Teoremu o konvergenciji iterativnih metoda SOR(w)
metoda konvergirat ¢e ako i samo ako je p(Tsorw)) < 1, pa
ako imamo da je |1 — w| > 1, tada SOR metoda nece

konvergirati. Ovaj uvjet bit ¢e ispunjen ako i samo ako je
w<01w > 2. L]
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Konvergencija SOR metode (nastavak)
o ———

Teorem. Neka je A hermitska (simetri¢na) pozitivno definitna
matrica. Tada SOR(w) metoda konvergira za w € (0, 2).

Dokaz. Neka je A proizvoljna svojstvena vrijednost SOR(w)
matrice Tsopr(w) 1 neka je y # 0 odgovarajuci svojstveni vektor.
Tada vrijedi

GSoRw)Y = AY,
odnosno

(1 —w)D —wR)y = XD +wlL)y.

Za lijevu stranu prethodne jednakosti, direktnim racunom
dobivamo

2((1 —w)D —wR) = (2 —w)D —wA +w(L — R),
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Konvergencija SOR metode (nastavak)
S

a za desnu stranu vrijedi
2(D+wl)=2—-w)D+wA+w(L —R).

Koristeci se time, uz ¢injenicu da je zbog hermiticnosti
matrice A, L = R*, poslije skalarnog mnozenja sa vy, iz prve
jednakosti dokaza dobivamo

(2 —w)(Dy,y) —w(Ay,y) + w((R" — R)y,y)
= AM(2 —w)(Dy,y) +w(Ay,y) + w((R" — R))y,y)).

Bududéi da je A pozitivno definitna matrica, vrijedi da je
a; > 0 zasvako?=1,...,n, a kako je y # 0 imamo

(Ay,y) >0,  (Dy,y) > 0.
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Konvergencija SOR metode (nastavak)
S

Matrica R* — R je antihermitska pa je ((R* — R)y,y) Cisto
imaginarni broj ili nula. Definirajmo

d=(Dy,y), a=(Ay,y), w={(R"—R)y,y),
gdje je © = v/—1. Sada prethodna jednakost glasi
(2 —w)d —wa + wu = A((2 — w)d + wa + wwu),

odakle je
(2 —w)d — wa + wu

A= .
(2 —w)d + wa + wu

Imaginarni dijelovi brojnika 1 nazivnika u izrazu za A su
jednaki, pa je |A| < 1 ako i samo ako je
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Konvergencija SOR metode (nastavak)
o ———

(2 —w)d + wal > |(2 —w)d — wal,
Sto je, nakon kvadriranja, ekvivalentno sa
4w(2 — w)da > 0.

Nadalje, buduc¢i dasud > 01a > 0, to ¢e vrijediti ako i samo
ako je
w(2 —w) >0,

Sto se postize ako 1 samo ako je

w € (0,2).

Za takav izbor w, vrijedi |\| < 1 za proizvoljni A, pa Ce
Vl”ijediti 1 p(TSOR(w)) < 1.

NumAnal 2011, 6. predavanje — p. 108/115



Konvergencija SOR metode (nastavak)

Dakle, prema Teoremu o konvergenciji iterativnih metoda
SOR(w) metoda konvergira za svaku pocetnu iteraciju. O
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Primjer konvergencije

iterativnih metoda
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Primjer konvergencije iterativnih metoda

Promatramo sustav sa matricom

I 0.0l
0.02 2

0.99 0.99
1 1

0.01 0.01
0.02 0.02
99 0.99

L 100

1 vektorom desne strane b takvim da je egzaktno rjeSenje

jednako r = | 1 17
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Primjer konvergencije iterativnih metoda (nast.)
D

Spektralni radijusi matrica iteracija su sljedeci:
@ Za Jacobijevu metodu : p(G ;) = 0.99.
@ Za Gauss—Seidelovu metodu : p(Ggg) = 0.2144.

@ Za JOR metodu eksperimentalno je utvrdeno da
optimalni parametar iznosi wjor = 0.67 :

IO(GJOR(O.67)) = 0.3367.

@ Za SOR metodu eksperimentalno je utvrdeno da
optimalni parametar iznosi wgpr = 0.9 :

IO(GSOR(O.9)) = 0.1713.
Pogledajte MATLAB program!
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. Primjer konvergencije iterativnih metoda (nast.)
L aaaiaim—_—,

Spektralni radijusi matrice iteracije JOR metode

0 0.5 1 1.5 2
omega
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. Primjer konvergencije iterativnih metoda (nast.)
L aaaiaim—_—,

Spektralni radijusi matrice iteracije SOR metode

0 0.5 1 1.5 2
omega
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Primjer konvergencije iterativnih metoda (nast.)

Konvergencija iterativnih metoda

Konvergencija iterativnih metoda

log(lIr I/l
B
o

10
-8 || — — — Jacobi
10711 - — — Gauss-Seidel
JOR(0.67)
SOR(0.9)
10_10 1 | |
0 5 10 15 20

broj iteracija k
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