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Glava 1

Uvod

Postavimo si vrlo jednostavan problem: rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi
Az =b, (1.1)

pri ¢emu je A kvadratna n x n, regularna matrica, a b je n-dimenzionalni vektor. Naoko
jednostavan za rjeSavanje, naro¢ito za maleni broj jednadzbi i nepoznanica, ovaj problem
ipak krije mnoge zamke za rjeSavace, pa cak i danas kada nam na raspolaganju stoje
vrlo moé¢na ra¢unala. Zbog toga su se vremenom razvile mnoge razli¢ite metode za
rjesavanje sustava (1.1), a u ovom radu specijalno ¢emo se osvrnuti na grupu metoda koje
nazivamo iterativnim metodama. Kao §to samo ime kaze, kod ovih metoda iteriranjem
pokusavamo poboljSati neku pocetnu aproksimaciju, tako da u svakoj iteraciji greska
bude $to manja. Primjenom odgovarajuteg kriterija zaustavljanja, nakon odredenog
broja iteracija, dobiveni vektor smatrat ¢emo dovoljno dobrom aproksimacijom.

Sada se postavlja pitanje zaSto se pored prilicno djelotvorne metode Gaussovih eli-
minacija za rjeSavanje linearnih sustava razvio i veliki broj iterativnih metoda? Opée
je poznato da rjesavanje linearnog sustava pomocéu Gaussovih eliminacija, u opéenitom
sluc¢aju, zahtijeva zalihu u memoriji za skladistenje svih n? elemenata matrice A4, i O(n?3)
operacija za njezino izracunavanje. Matrice koje se pojavljuju u praksi, kao na primjer
matrice dobivene iz diskretizacije diferencijabilnih jednadzbi, ¢esto imaju posebna svoj-
stva. To se obi¢no svodi na veliki broj elemenata koji su jednaki nuli, pa govorimo o
rijetko popunjenim matricama, a Cesto je i raspored netrivijalnih elemenata vrlo pra-
vilan, kao na primjer, kod vrpcastih matrica. Gaussove eliminacije obi¢no su u stanju
samo djelomicno iskoristiti ova svojstva, jer ¢e se u rezultiraju¢im trokutastim faktori-
ma pojaviti mnogi netrivijalni elementi na mjestima, na kojim je originalna matrica A
imala nule. Osim toga vrlo ¢esto umjesto skladistenja same matrice, na raspolaganju
nam stoji rutina za izracunavanje produkta matrice i vektora, pa su nam sami elementi
matrice vrlo tesko dostupni. S druge strane rijetka popunjenost i ostala svojstva mogu se
vrlo dobro iskorirtiti kod ra¢unanja produkta matrice i vektora. Ako matrica ima samo
nekoliko netrivijalnih elemenata po retku, tada je broj operacija, potrebnih za racunanje
produkta takve matrice i danog vektora, jednak const - n, za malu konstantu const, za
razliku od broja 2n? operacija potrebnih za opéenitu, gusto popunjenu matricu. Zalihe
memorije za skladistenje ovakve matrice mogu biti puno manje od n? elemenata, ako
spremamo samo netrivijalne elemente. Zato su se razvile iterativne metode za rjeSavanje
sustava (1.1) koje koriste samo mnozenje matrice i vektora, uz mali broj jos dodatnih
operacija, i koje mogu prilicno nadmasiti Gaussove eliminacije i u memoriji i po broju
izvrsenih operacija.
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U nastavku ovog poglavlja biti ¢e iznesene mnoge definicije i pomoéni rezultati koji
¢e nam koristiti kod razvoja iterativnih metoda i kod teorema koji govore o njihovoj
konvergenciji.

1.1 Notacija

U ovoj radnji pretpostavit ¢emo da su komponente matrica i vektora elementi skupa
kompleksnih brojeva C, osim mozda u nekim analizama konvergencije, kada ¢e to biti

posebno naglaseno. Oznaku ¢ koristit ¢emo za +/—1. Ako sa A = (a;;) oznacimo
matricu kojoj je element na poziciji (i,j) oznacen sa a;j, tada sa gornjim indeksom
* oznaCavamo konjugiranje matrice, pri ¢cemu je A* = (aj). Oznaka || - || ¢e uvijek

predstavljati proizvoljnu matri¢nu ili vektorsku normu, ovisno na Sto je primijenjena.

Za sustav (1.1), z = A~1b biti ¢e rjesenje sustava, a ako je x; aproksimacija rjesenja
tada sa r, = b — Axy oznacavamo rezidual, a sa e, = x — xp, gresku pridruzenu danoj
aproksimaciji rjeSenja. Simbol &; oznacava j-ti jediniéni vektor, odnosno vektor kome
je j-ta komponente jednaka 1, a sve ostale komponente su 0, pri ¢emu ¢e se dimenzija
vektora odrediti iz konteksta.

1.2 Vektorske norme i skalarni produkti

Vektorima ¢emo smatrati elemente skupa n-dimenzionalnog vektorskog prostora C™,
odnosno vektor je v € C™. Sa v; oznacavat ¢emo i-tu komponentu vektora v. Vektorske
norme koje se najcesée upotrebljavaju su

e cuklidska ili 2-norma, ||v|l2 = (37, ‘%"2)1/27
e l-norma, ||| = > 1 |vil,
e 00-norma, [|vllec = max;—1,__n |vil.

Ako je || - || neka vektorska norma, i ako je B regularna n x n matrica, tada je ||v||g+p =
||Bv|| takoder vektorska norma.
Euklidska norma je povezana sa standardnim skalarnim produktom

n
(v,w) =w*v = Zwivi.
i=1

Slicno B* B-norma je povezana sa skalarnim produktom
(v,w)p=p = (B*Bv,w) = (Bv, Bw).
Po definiciji imamo da je ||v]|3 = (v,v), i na slican naéin je ||v]|%.5 = (Bv, Bv) =
(v,v)B*B.
1.3 Ortogonalnost

Za vektore v i w kazemo da su ortogonalni ako je (v,w) = 0, i da su ortonormirani
ako je jos i ||v|l2 = ||w|l2 = 1. Za vektore v i w kazemo da su B*B-ortogonalni ako je
(B*Bv,w) = 0.
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n X n kompleksnu matricu sa ortonormiranim stupcima nazivamo unitarnom matri-
com. Za unitarnu matricu U vrijedi U*U = UU™* = I, gdje je I n X n matrica identitete.
Ako je matrica U realna tada je mozemo zvati ortogonalnom matricom. Pravokutnu
m X n matricu V, za m > n, sa ortonormiranim stupcima nazivamo ortonormalnom
matricom. Vazno je napomenuti da za unitarnu matricu U i bilo koji vektor v vrijedi

|Uv]|2 = VorU*Uv = VorTv = Vuro = ||v]2,

odnosno euklidska norma je unitarno invarijantna.

Ako imamo linearno nezavisan skup vektora {vi,...,v,}, tada za proizvoljni ska-
larni produkt mozemo konstruirati ortonormirani skup {u,...,u,} pomoéu Gram-
Schmidtovog postupka.

Gram—Schmidtov postupak
o uy =vy/lva,
o = v — S Mo, widug, ug, = /|l k=1,...,n.

Kod ra¢unanja ortogonalnog skupa vektora najcesce se upotrebljava matematicki ekvi-
valentan postupak modificirane Gram—Schmidtove metode.

Algoritam 1.3.1. MODIFICIRANI GRAM—SCHMIDTOV AL-
GORITAM.

Lzracunaj uy = vy /||v1]|.
Zak=1,...,n,
U = V.-
Zai=1,... k-1,
Up 2= Up — (U, W)U

ug = Uy /|| T

Vazno svojstvo ovako konstruiranog ortonormiranog skupa je

span{uy,...,u;} = span{vy, ..., g}

koje vrijedi za sve k = 1,...,n. Modificirani Gram—Schmidtov postupak predstavlja
osnovu mnogih iterativnih metoda za rjeSavanje linearnih sustava.

1.4 Matricne faktorizacije

Matrice koje ¢emo mi promatrati su:

e fvadratne matrice koje su elementi skupa M, (ili C"*™), odnosno skupa n x n
kompleksinih matrica (izomorfno sa vektorskim prostorom C™"),

e pravokutne matrice koje su elementi skupa C"™*", odnosno skupa m x n komplek-

snih matrica (izomorfno sa vektorskim prostorom C™").



8 GLAVA 1. UVOD

Elemente matrice na poziciji (4,j) oznacavat ¢emo sa a;; ili Aj;j, Sto ¢e biti jasno iz
konteksta u kojem se upotrebljavaju. Matrice mozemo podijeliti u mnoge razlicite klase,
§to najceSce ovisi o odredenim svojstvima matrice, ili rezultatima razli¢itih faktorizacija.
Standardne faktorizacije poput Jordanove forme ili Schurove dekompozicije daju obi¢no
vazne informacije koje se ¢esto koriste kod analize numerickih algoritama. U nastavku
¢emo dati nekoliko teorema vezanih uz standardne faktorizacije, ali bez dokaza, bududi
da se oni mogu nadi u bilo kojem udzbeniku linearne algebre.

Teorem 1.4.1 (Jordanova forma). Neka je A proizvoljna nxn matrica. Tada postoji
reqularna matrica S takava da

Jnl()\l)
Jno (A
A=S :(A2) ' St =.8J871,
Jnm()\m> i
gdje su
N1 i
o= M ,

1

Ai |

. . m
n; X n; matrice, iy ;4 n; = n.

Matricu J nazivamo Jordanovom formom matrice A. Stupci matrice S su glavni
vektori, a vrijednosti A; za ¢ = 1,...,m nazivamo svojstvenim vrijednostima matrice
A, pri ¢emu skup svih svojstvenih vrijednosti matrice A ¢ini spektar od A, o(A). Za
svojstvene vrijednosti opéenito vrijedi da za svaki i postoji vektor v; # 0 takav da je

Av; = Ny,

§to se vidi i iz Teorema 1.4.1. Vektor v; u tom sluéaju nazivamo svojstvenim vektorom
matrice A, koji je pridruzen svojstvenoj vrijednosti A;, a broj Jordanovih blokova m
predstavlja broj nezavisnih svojstvenih vektora matrice A. Buduéi da za matricu A—\; I,
pri ¢emu je I n X n matrica identitete, vrijedi (A — \;I)v; = 0, mozemo zakljuciti da je
ona singularna, pa je shodno tome det(A — A\;I) = 0. Polinom

ka(\) = det(A — AI)

stupnja n nazivamo karakteristicnim polinomom matrice A, i iz prethodnog razmatranja
vidimo da on poniStava matricu A, odnosno da je k4(A) = 0. Dakle, postoji polinom
stupnja A koji ponistava matricu A, pa zakljuCujemo da postoji i minimalni polinom
ta(A), najmanjeg moguéeg stupnja, manjeg ili jednakog n, takav da ponistava matricu
A. Minimalni polinom je djelitelj karakteristicnog polinoma, a korijeni oba polinoma su
oCito svojstvene vrijednosti matrice A.

Matrica A je dijagonalizabilna ako i samo ako je m = n, i tada svi stupci matrice S
predstavljaju svojstvene vektore, a matrica J je dijagonalana jer su joj samo dijagonalni
elementi J;; eventualno razli¢iti od nule.



1.4. MATRICNE FAKTORIZACIJE 9

Teorem 1.4.2 (Schurova dekompozicija). Neka je A proizvoljna n X n matrica sa
svojstvenim vrijednostima A1, . .., An koje su poredane u bilo kojem poretku. Tada postoji
unitarna matrica U takva da je A = UTU*, gdje je T gornje trokutasta matrica sa
dijagonalnim elementima Ty = A;.

Definicija 1.4.3.
e Matrica A je normalna ako vrijedi A*A = AA*.
e Matrica A je hermitska ako vrijedi A* = A.
e Matrica A je antihermitska ako vrijedi A* = —A.

e Matrica A je pozitivno definitna ako je hermitska, i ako vrijedi (Av,v) > 0 za sve
vektore v # 0.

e Maltrica A je pozitivno semidefinitna ako je hermitska, i ako vrijedi (Av,v) > 0
za sve vektore v.

Iz Teorema 1.4.2 vidimo da za normalnu matricu, gornje trokutasta matrica T =
U* AU je takoder normalna, jer je

T'T =UA"UUTAU = U A*AU = U*AAU = UAUU*A*A =TT".
Odavde slijedi da T mora biti dijagonalna matrica, pa su normalne matrice oblika
A=UAU", (1.2)

gdje je A dijagonalna matrica, a U unitarna. Ovakva dekompozicija se ¢esto naziva
spektralnom dekompozicijom. Normalne matrice, prema tome spadaju pod dijagonaliza-
bilne matrice, samo §to su stupci matrice S = U ortonormirani, a na dijagonali matrice
A su smjestene svojstvene vrijednosti A;. Hermitske i antihermitske matrice su takoder
normalne matrice, pa se i one mogu faktorizirati u oblik (1.2). Dijagonalna matrica
A = U*AU je u tom slucaju takoder hermitska odnosno antihermitska. Za hermitsku
matricu tada vrijedi da je A\; = \; za ¢ = 1,...,n, odnosno da su joj sve svojstvene
vrijednosti realne, a za antihermitsku vrijedi \; = —)\;, to jest, svojstvene vrijednos-
ti razlic¢ite od nule su joj imaginarne. Za svojstvene vrijednosti \; pozitivno definitne
matrice vrijedi

(Avi,v;) = (Nvi, vi) = AilJvi|3 > 0,

gdje je v; svojstveni vektor razli¢it od nul-vektora. Zbog toga je ||v;||2 > 0, pa mora biti
Ai >0zai=1,...,n. Prema tome svojstvene vrijednosti pozitivno definitne matrice
su sve pozitivne. Analogno, svojstvene vrijednsti pozitivno semidefinitne matrice su sve
vece ili jednake nuli.

Sljedeéi teorem govori o dekompoziciji matrice, koja kao rezultat daje informacije o
veli¢inama koje su ¢esto vrlo vazne kod analize numerickih algoritama.

Teorem 1.4.4 (Dekompozicija singularnih vrijednosti). Neka je A proizvoljna mx
n matrica ranga k. Tada postoje unitarna m x m matrice U © unitarna n X n matrica
V, takve da je

A=UXV*,
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gdje je ¥ m X n matrica, definirana sa

o1

Ok

pri cemu vrijedi o1 > o9 > -+ > o > 0.

Veli¢ine o;, koje zovemo singularnim vrijednostima matrice A, su zapravo kvadratni
korijeni netrivijalnih svojstvenih vrijednosti hermitskih matrica A*A = VETLV*, gdje
je 7Y n x n dijagonalna matrica sa nenegativnim dijagonalnim elementima, i AA* =
USETU*, kod koje je ¥XT m x m dijagonalna matrica sa nenegativnim dijagonalnim
elementima. Stupce matrice V nazivamo desnim singularnim vektorima matrice A, i
predstavljaju svojstvene vektore matrice A* A, dok stupce matrice U nazivamo lijevim
singularnim vektorima od A, koji su uz to jos i svojstveni vektori matrice AA*.

Jos jedan vazan pojam koji je vezan uz singularnu dekompoziciju je generalizirani
inverz. Neka je A m X n matrica, i neka je A = UXV™, pri ¢emu su U, V i ¥ kao u
Teoremu 1.4.4. Tada je generalizirani inverz AT matrice A n X m matrica definirana sa

- 1 -

AT =V Tk U*.

0

Moze se pokazati da za matricu AT vrijede Moore—Penroseovi uvijeti:
1. AATA=A,
2. ATAAT = AT
3. (AAT)* = AAT,
4. (ATA)* = AT A.

Preostale su nam jo$ tri faktorizacije, koje se Cesto koriste kao alat za rjeSavanje
raznih problema

Teorem 1.4.5 (LU faktorizacija). Naka je A regularna n x n matrica. Tada postoji
matrica permutacije P, takva da se A moZe faktorizirati u oblik

A= PLU,

gdje je L donje trokutasta, a U gornje trokutasta matrica.
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LU faktorizacija je osnova standardne direktne metode za rjeSavanje linearnog sus-
tava Ax = b, koja je poznata pod imenom Gaussove eliminacije. Prvo se matrica A
faktorizira u oblik PLU, a onda se rijesi sustav Ly = P*b, da bi na kraju dobili ko-
nacno rjesenje rjeSavnjem sustava Uz = y. Za neke matrice A matrica permutacije P za
dobivanje LU faktorizacije nije potrebna, odnosno moze biti jednaka identiteti, a fakto-
rizacija se tada moze izvesti direktno nad matricom A. Takav je slu¢aj na primjer, sa
pozitivno definitnim matricama, kod kojih zbog hermiti¢nosti jos vrijedi da ako L i U*
imaju iste dijagonalne elemente, tada je U = L*. LU faktorizacija pozitivno definitne
matrice tada ima oblik A = LL* = U*U, kojeg nazivamo faktorizacijom Choleskog.

Druga direktna metoda za rjeSavanje linearnih sustava i problema najmanjih kva-
drata je QR fakorizacija.

Teorem 1.4.6 (QR faktorizacija). Neka je A proizvoljna m X n matrica, sa m > n.
Tada postoji m X n ortonormalna matrica @ i n X n gornje trokutasta matrica R, takva
da je

A=QR.

Druga varijanta iste faktorizacije je kada se matrici Q) doda]u dodatni stupci, tako da
dobijemo m X m unitarnu matricu Q, takvu da je A = QR gdje je R m x n matrica
kojoj je gornji n X n blok jednak matrici R, a ostatak jednak nuli.

Jedan nac¢in dobivanja QR faktorizacije matrice A je primjena modificiranog Gram—
Schmidtovog algoritma na stupce od A. Drugi nacin je primjena niza unitarnih matrica
nad matricom A, kako bi se transformirala u gornje trokutasti oblik. Buduéi da je
produkt unitarnih matrica unitaran, i inverz unitarne matrice je unitaran, ovaj postupak
¢e takoder dati QR faktorizaciju matrice A. Ako je matrica A punog stupcanog ranga,
a dijagonalni elementi matrice R su pozitivni, tada su ) i R faktori jedinstveni, pa ¢e
ovakav nacin dobivanja QR faktorizacije dati isti rezultat kao i QR faktorizacija pomoéu
modificiranog Gram—Schmidtovog algoritma. Unitarne matrice koje se ¢esto koriste u
QR faktorizaciji su Hauseholderovi refiektori i Givensove rotacije koje se primjenjuju
kod matrica sa specijalnom strukturom. Kao $to ¢emo vidjeti, mnoge iterativne metode
za rjeSavanje linearnih sustava koriste Givensove rotacije. Kod rjeSavanja problema
najmanjih kvadrata, jednom kad se m x n matrica A transformira u oblik QR imamo

min || Ay — b2 = IQRy —bll> = [ R — Qb

§to se moze rijesiti rjeSavanjem gornje trokutastog sustava Ry = Q*b.
Zadnja faktorizacija odnosi se samo na unitarne matrice.

Teorem 1.4.7 (CS dekompozicija). Neka je W n X n unitarna matrica i neka je
dana particija

Wi Wia l
W = <n.
[ War  Wag ] n—1" 2bsmn
l n—1

Tada postoje unitarne matrice U 1 'V oblika

N Ui 0
S A

Vit 0
0 Voo |’
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gdje su U1, Vi1 1 x 1 matrice takve da je

r -x 0 l
Uwyv = ¥ T 0 l

0 0 I n—2l

l I n-2]

Pri tom vrijedi

I = diag(y,.--,m)
Y = diag(oy,...,00)
r4+y? = 1,

0,
0,

v IV

pri cemu dijagonalni elementi od I' mogu biti u bilo kojem poretku.

1.5 Spektralni radijus i matri¢éne norme

Najprije definirajmo spektralni radijus, koji predstavlja veli¢inu od velike vaznosti kod
analize odredenih iterativnih metoda.

Definicija 1.5.1. Spektralni radijus p(A) n x n matrice A je
p(A) = max{|\| : A je svojstvena vrijednost od A}.

Kao i kod vektorskih prostora C”, i za matrice se mogu definirati norme, koje mogu
dati dosta informacija o samoj matrici. Neka je A m x n matrica. NajceSée upotreblja-
vane matri¢ne norme su

e Spektralna norma ili 2-norma, ||All2 = /p(A*A),

e Frobenijusova norma, [|Allp = (322, X7, lai;|?)12,

o l-norma, [|Ally = maxj—1,.n > " i),
o oo-norma, [|Allec = maxi=1,..m >_7_ |al-

Za matri¢nu normu || || kazemo da je konzistentna ako za m xn matricu A i n X p matricu
B vrijedi ||AB|| < ||A]l - ||B]]. Lako se moze vidjeti da su sve gore navedene norme
konzistentne. Jo§ je vazno primijetiti da je za spektralnu normu, prema singularnoj
dekompoziciji i unitarnoj invarijantnosti ||All2 = omaz(4), gdje je omaz(A) najveéa
singularna vrijednost matrice A.

Vrlo vazna veli¢ina vezana uz matri¢ne norme, koja se pojavljuje u analizi konver-
gencije iterativnih metoda, i o kojoj u velikom broji slucajeva ovisi brzina konvergencije
je uvjetovanost matrice. Za bilo koju matri¢nu normu || - || uvjetovanost invertibilne ma-
trice A definiramo sa ||A|| - ||A~Y|. Mi éemo uglavnom koristiti uvjetovanost definiranu
preko spektralne norme

Omazx (A)
Omin (A) ’

gdje su opmaz(A) 1 omin(A) najveéa i najmanja singularna vrijednost matrice A.

R(A) = ra(A) = || A2l A2 =
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Definicija 1.5.2. Neka je || - || vektorska norma na C". Operatorska norma, takoder
oznacena sa || - ||, je matriéna norma definirana na M, sa

141 = max [l Av]]
Kazemo da vektorska norma || - || inducira odgovarajuéu matricnu normu.

Ekvivalentna definicija za operatorsku normu je

HAUII
o [loll

IA]l =
Primijetimo da za ovako definirane norme vrijedi ||Av|| < ||A||||v]|, odnosno matri¢na i
vektorska norma || - || su konzistente.

Teorem 1.5.3 ([12]). Spektralna matriéna norma, 1-norma i co-norma su operatorske
norme, inducirane odgovarajuéim vektorskim normama.

Dokaz: Kao posljedicu singularne dekompozicije imamo da je A*A = UAU*, gdje je U
unitarna, a A = diag(\1,...,\,) dijagonalna matrica nenegativnih svojstvenih vrijed-
nosti od A*A. Ako uzmemo proizvoljni vektor v i ako definiramo u = U*v, i Apqz kao
najveéu svojstvenu vrijednost matrice A*A, tada vrijedi

|Av|3 = (Av, Av) = (A* Av,v) = (UAU*U v) =

= (AU*v,U"v) = (Au,u) Z)\ |u; |2

| /\

n
< Amas ) lual® = [AIBNul3 = [AlIB]0]3.
=1

Dakle za proizvoljni vektor v dobili smo nejednakost ||Av||s < ||A]l2||v]|2, odnosno

max, [Av]}2 < [[A]2-

Ako v izaberemo tako da on bude svojstveni vekortor matrice A*A norme jedan, koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti Apqz, tada u gornjoj nejednakosti vrijedi jednakost. U
tom je slucaju

HAUHQ = \/<A1)7AU> = \/<A*A’U U \/ maw\/ U ’U \/ maxr — ”AHQ?

odnosno

max, [Av]l2 = [|All2-
Time smo pokazali da je spektralna norma inducirana euklidskom normom.
Raspisimo matricu A po stupcima A = [a; ... a,|. Tada za proizvoljni vektor v
imamo
[Avlly =

i

n n
S Z [viailli = Z vil - [laillr <

jmax fag- Z\vz!— 1Al vl

=1

IN
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Ovime smo dobili nejednakost

max || Av[[1 < [|A]]1.

llvll1=1
Ali ako izaberemo v kao jedini¢ni vektor sa jedinicom na poziciji k, pri ¢emu je k indeks
stupca matrice A sa najve¢om l-normom, i nulama na ostalim pozicijama, tada je
I|Av||1 = ||Al|1, pa moramo imati

max || Av]; > | 4]

[[olli=1

Dakle i 1-norma je operatorska norma.
Ponovo uzmimo da je v proizvoljni vektor. Tada je

n n
[Av]loe = max |Y ago;| < max | Y agl-fog] | <
i=1,...,n |4 i=1,...,n -
Jj=1 j=1
n
< max [oj]- max Y aij| = [[v]| - | Alloos
j=1,...n i=1,...,n i1

pa prema tome vrijedi
max |[Avleo < [|Alloo-
llvlloo=1
S druge strane, pretpostavimo da k-ti redak od A ima najveéu sumu apsolutnih vrijed-
nosti svojih elemenata. Neka je v vektor ¢ije su komponente jednake +1, i to tako da
predznak j-te komponente od v odgovara predznaku elementa ay;. Tada je

|(Av)] = larj] = | Alloos
j=1

odnosno
[Av]loo = [[Allc-

Pokazali smo da je i co-norma operatorska norma. ]
Teorem 1.5.4 ([12]). Ako je || - || matriéna norma na M, i ako je B n X n regularna
matrica, tada je

IAllg+5 = | BAB™Y|
matricna norma. Ako je || - || inducirana vektorskom normom | - ||, tada je || - ||p+B
inducirana vektorskom normom || - || p*p.
Dokaz: Aksiomi norme se lagano dokazu. Dokazimo da je || - || p+p operatorska norma,

ako vrijedi [|A| = max,. [|Av||/||v]|. Tada za w = B~'v vrijedi
IAll-r = max||BAB™ v||/|lv] =
v#£0
= max||BAw|//||Bw| =
w#0

= A * *
rg%\\ wl|p=/||w| BB,

Pa je prema tome || - || g+ p matri¢na norma inducirana vektorskom normom || - ||g=p. O
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Preostali teoremi govore o odnosu spektralnog radijusa i matri¢nih normi.

Teorem 1.5.5 ([12]). Ako je || - || bilo koja konzistentna matricna norma, i neka je A
n X n matrica, tada je
p(A) < [|A]].

Dokaz: Neka je A svojstvena vrijednost od A, za koju je |A| = p(A), i neka je v # 0
odgovarajuci svojstveni vektor. Neka je V' n x n matrica kojoj je svaki stupac jednak v.
Tada je AV = AV, i vrijedi

AL VI = IAVIE= [[AVIE< lA] - (V-
Bududi da je V' # 0, imamo da je |V]| > 0, odakle slijedi p(A4) < ||A]|. O

Teorem 1.5.6 ([18]). Neka je A n x n matrica i neka je dan € > 0. Tada postoji
operatorska norma || - ||c,.a takva da je

[Alle.a < p(A) +e
Dokaz: Neka je S'AS = J Jordanova forma matrice A. Definirajmo

D, = diag(1,e,...,e" 1),

J.=D'JD,,
tako da vrijedi

(Ju = e Ve =Ty
(Jo)iit1 = e . 1. =¢

Matri¢nu normu, za proizvoljnu n X n matricu B, definirat ¢emo na sljedeéi nacin.
Bllea=|D;'S™'BSD
[Blle.a = lIDe ell,

pri ¢emu je odgovarajuca vektorska norma koja je inducira za proizvoljan vektor v,
oblika
—1¢g-1
[olle.a = [[DS™ 0l

§to se lako moze provjeriti iz niza jednakosti
1Dt S~ Bollx ID ST BSDew|)y
max ———-—— = X =
v20[|D Sy w0 w1
= |ID'STIBSDe||r = || Ble,a,

pri cemu je w = D 'S~ 1v. Napokon, vrijedi
[Alle.a = [[JellL < p(A) + €
O

Kod proucavanja konvergencije jednostavnih iteracija, interesirat ¢e nas uvjeti pod
kojima potencije matrice A konvergiraju ka nul-matrici.
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Teorem 1.5.7 ([12]). Neka je A n xn matrica. Tada je limg_ o AF ako i samo ako je
p(A) < 1.

Dokaz: Prvo pretpostavimo da je limy_,o, A¥ = 0. Neka je A svojstvena vrijednost od
A sa svojstvenim vektorom v # 0. Buduéi da je A¥v = A\*v, za proizvoljnu normu || - ||
slijedi
0= lim ||Av| = ||| lim |\F[.
k—o00 k—o0

Kako je ||v]| > 0, vrijedi da je limg_,o |\¥| = 0, odakle slijedi da mora biti |A| < 1, i to
za proizvoljnu svojstvenu vrijednost od A. Dakle vrijedi i p(A4) < 1.

Obrnuto, pretpostavimo da je p(A) < 1, i tada prema Teoremu 1.5.6 postoji opera-
torska norma || - ||, takva da je za 0 < e < 1 — p(A)

[A[l < p(A) +e < 1.

Odatle slijedi da je
Jim | A% < Jim | A|l* = 0.

Buduéi da su na M,, sve matriéne norme ekvivalentne, znaci da je i limy_. || A¥||F = 0,
odakle slijedi da svi elementi od A* moraju teziti k nuli. O

Korolar 1.5.8 ([12]). Neka je || - || bilo koja matricna norma na M,,. Tada je
p(A) = lim ||AF|!/F
k—o0
za svaku n X n matricu A.

Dokaz: Bududi da je prema definiciji i Teoremu 1.5.5 p(A)* = p(A*) < || A¥||, imamo da
je p(A) < ||AF||M/*, za sve k =1,2,.... Za proizvoljni € > 0, matrica A = [p(A) + €] 'A
ima spektralni radijus strogo manji od jedan, pa je prema Teoremu 1.5.7 limy_.o || A¥| =
0. Dakle, postoji broj K koji ovisi o €, takav da je za svaki k > K, |[A¥| < 1, &to je
ckvivalentno tvrdnji ||A¥|| < [p(A) + €]* ili ||A¥||Y* < p(A) + € za sve k > K. Prema
tome imamo

p(A) < [|AFIVF < p(A) + e

za sve k > K, a buduéi da to vrijedi za sve € > 0, slijedi da limy_.., HAkHl/k postoji i
da je jednak p(A). O

Preostaje nam jos samo jedna lema koja se ¢esto koristi u analizi konvergencije
iterativnih metoda, a govori o tome kako poznavanje norme matrice A odreduje da li je
matrica I — A invertibilna, i ako je, na koji na¢in mozemo izraCunati inverz.

Lema 1.5.9 ([18]). Neka je A n x n matrica i neka je || - || operatorska norma za koju
vrijedi da je ||A|| < 1. Tada je I — A regularna matrica i vrijedi

(I-A)~'= iAi.
=0
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Dokaz:  Ako je ||A|| < 1 tada su prema Teoremu 1.5.5 i sve svojstvene vrijednosti
matrice A po apsolutnoj vrijednosti manje od 1. Prema tome matrica I — A nema niti
jednu svojstvenu vrijednost jednaku nuli, pa je stoga regularna.

Definirajmo sada matricu Sy, izrazom

Sk = iAi,
=0
u tom slucaju imamo da je
(I—A)S, =8, (I—-A)=1-A E>1. (1.3)
Buduéi da je |A|| < 1, tada je prema dokazu Teorema 1.5.7

lim AF = 0.

k—o00

Dakle uzimanjem limesa, od jednakosti (1.3) dobit ¢emo

(I —A) lim S, = klim Sp(I —A) =1,

k—o0

pa je prema tome

(I—A)1= Jim Sy, = ZA%’.
=0

1.6 Svojstvene vrijednosti i polje vrijednosti

U kasnijim poglavljima ove radnje vidjet ¢emo da svojstvene vrijednosti normalne ma-
trice daju sve vazne informacije o matrici, koje su vazne za konvergenciju iterativnih
metoda za rjeSavanje sustava. Takav jednostavan skup karaktereristika za ne-normalne
matrice, koje bi dale sve potrebne informacije o matrici, na zalost ne postoji. Medutim,
polje vrijednosti dati ¢e nam neke vazne podatke.

Najprije ¢emo navesti neke teoreme koji govore o svojstvenim vrijednostima i na koji
nacin ih mozemo locirati.

Teorem 1.6.1 (Gerschgorinov teorem [12]). Neka je A n x n matrica, i neka

Ri(A) =) layl, i=1,...,n
j=1

i

oznacava sumu apsolutnih vrijednosti svih vandijagonalnih elemenata u retku i. Tada
su sve svojstvene vrijednosti od A smjestene u uniji krugova, koje nazivamo Gerschgo-
rinovim krugovima

U{Z e C: ’Z — aii| < RZ(A)}
=1
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Dokaz: Neka je A svojstvena vrijednost matrice A, sa odgovarajuéim svojstvenim vek-
torom v # 0. Neka je v, komponenta od v sa najvecom apsolutnom vrijednoséu, odnosno
|vp| > max;, |v;|. Bududi da je Av = Av, imamo

vy, = (Av), = Z apjvyj,
j=1

ili ekvivalentno
n
Up(A — app) = E pjVs-
j=1
J#p

Iz nejednakosti trokuta slijedi

n n
[vpl[A — apy| = Zapjvj = Z |ap;|vs] < |vp|Rp(A).
g e
Bududi da je |vy| > 0, slijedi da je |A — app| < R,(A), to jest svojstvena vrijednost lezi

u Gerschgorinovom krugu, koji odgovara p-tom retku matrice A, pa prema tome sve
svojstvene vrijednosti leze u uniji Gerschgorinovih krugova. O

Moze se dalje pokazati da ako unija od k Gerschgorinovih krugova predstavlja pove-
zano podrucje, koje je disjunktno sa ostatkom od n — k krugova, tada to podrucje sadrzi
to¢no k svojstvenih vrijednosti od A.

Sada prelazimo na polje vrijednosti, koje je puno znacajnije za nehermitske matrice
od svojstvenih vrijednosti.

Definicija 1.6.2. Polje vrijednosti n x n matrice A je
F(A) = {(Av,v) : veC", |v||2 =1}
To se jos zove 1 numericki rang. Ekvivalentna definicija je

}"(A):{<gj’v1>)> . veCn, U#O}.

Polje vrijednosti je kompaktan skup u kompleksnoj ravnini, jer je slika neprekidne
funkcije nad kompaktnim skupom euklidske kugle. Takoder se moze pokazati da je
ono i konveksan skup, $to je poznato kao Toeplitz—Hausdorffov teorem,[22, str. 17-24].
Numericki radijus v(A) je najveca apsolutna vrijednost elementa iz F(A), odnosno

v(A) =max{|z|: z € F(A)}.
Lema 1.6.3 ([12]). Neka je A n x n matrica, a « je kompleksni skalar. Tada vrijedi
F(A+al)=F(A) + «a, (1.4)
FlaA) = aF(A), (1.5)

F (;m . A*>) — Re(F(4)). (1.6)
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Dokaz:

F(4) = {{(A+alv,v): vz =1} =
= {(4v,v) + afv,v) : fvll2=1} =
= {(Av,v): |oll2 =1} + o= F(A) + o

FlaA) = {{aAv,v): |v]2=1}=
= {a(Av,v): ||v|2 =1} = aF(A).

<;(A + A*)v,v> _ %((Av,v) (A%, 0)) = %(<Av,v> + (Av,o)) = Re({Av, ).

Prema tome svaka vrijednost iz F(3(A + A*)) je oblika Re(z) za neki z € F(A) i
obratno. n

Za bilo koju n x n matricu A, F(A) sadrzava svojstvene vrijednosti od A, buduéi da
je (Av,v) = (Av,v) = A(v,v) = A, za svojstvenu vrijednost A i normalizirani svojstveni
vektor v. Takoder, ako je U unitarna matrica tada je F(U*AU) = F(A), jer vrijednost
(U*AUw,v) iz F(U*AU) sa ||v||2 = 1 odgovara vrijednosti (AUv, Uv) = (Au,u) iz F(A)
za u = Uv, ||ull2 = ||v]|2 = 1, i obratno.

Za opéenitu matricu A, neka H(A) = %(A + A*) oznacava hermitski dio od A. Tada
je je prema (1.6) F(H(A)) = Re(F(A)). Zato mozemo iznijeti teorem koji je analogan
Gerschgorinovom, samo $to vrijedi za polje vrijednosti, kako bi ga mogli aproksimativno
locirati.

Teorem 1.6.4 ([12]). Neka je A n x n matrica i neka su

RZ‘(A):Z’CLZ‘]“, izl,...,n,
j=1

J#i

n
Cj(A):Z]aij], j:1,...,n.
=5
Tada je polje vrijednosti od A sadrzano u

conv (U {zE(C: |z — aii] < ;(Ri(A)—i-CZ-(A))}) , (1.7)

i=1
gdge conv(-) oznacava konveksnu ljusku.
Dokaz:  Prvo primijetimo da, buduéi da je realni dio od F(A) jednak F(H(A)) i buduéi

da je F(H(A)) konveksna ljuska svojstvenih vrijednosti od H(A), iz Gerschgorinovog
teorema primjenjenog na H(A) slijedi

n

Re(F(A)) C conv (U {z €R: |z— Re(a;)| < %(R,(A) + C’Z(A))}> . (1.8)

i=1

Neka je sa Gp(A) oznacen skup u (1.7). Ako je Gg(A) sadrzan u desnoj otvorenoj
poluravnini {z : Re(z) > 0}, tada je Re(a;) > 3(Ri(A) + Ci(A)) za sve i, i zbog toga
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je 1 skup na desnoj strani u (1.8) sadrzan u desnoj otvorenoj poluravnini. Buduéi da je
F(A) konveksan skup, slijedi da i F(A) lezi u desnoj otvorenoj poluravnini.

Sada pretpostavimo da je Gp(A) sadrzan u nekoj otvorenoj poluravnini kojoj se rub
poklapa sa nekim pravcem kroz ishodiste. Buduéi da je Gp(A) konveksan skup, to je
ekvivalentno uvjetu 0 ¢ Gr(A). Tada postoji neko 0 € [0,27), takvo da je e?Gp(A) =
G F(eLOA) sadrzano u desnoj otvorenoj poluravnini. Iz prethodne analize slijedi da tada
i F(e?A) = e F(A) lezi u desnoj otvorenoj poluravnini, pa je prema tome 0 ¢ F(A).

Napokon, za bilo koji kompleksni broj a, ako ao ¢ Gp(A), tada 0 ¢ Grp(A — al), pa
prethodna razmatranja pokazuju dai0 ¢ F(A — o). Prema (1.4) slijedi da o ¢ F(A).
Zbog toga je F(A) C Gp(A). O

Za normalne matrice polje vrijednosti je konveksna ljuska spektra. Kako bismo to
vidjeli, napisimo svojstvenu dekompoziciju matrice A kao A = UAU™*, gdje U unitarna, i

A = diag{\1,..., A\, }. Zbog svojstva unitarne invarijantnosti polja vrijednosti imamo da
je F(A) = F(A). Buduéi da je za v, takav da je |[v]2 = 1, (Av,v) = Y7 vi|2\;, slijedi
da je F(A) skup konveksnih kombinacija svojstvenih vrijednosti A1, ..., A,. Za hermitske

matrice mozemo biti jo§ precizniji, buduéi da je zbog (Av,v) = (v, Av) = (Av,v) polje
vrijednosti realno.
Numericki radijus v(A) takoder ima mnoga zanimljiva svojstva.

Lema 1.6.5 ([12]). Neka su A i B proizvoljne n x n matrice, tada vrijedi

v(A+ B) <v(A) +v(B), (1.9)
S14ls < v(4) < 4] (1.10)
V(A™) < (A, m=1,2,.... (1.11)
Dokaz:
YA+B) = max (A B)oo)] < mas ((Av,o)] + |(Bo. o)) <
< max [{Av,0)| + max |(Bv,o)| = v(4) + v(B).

Druga nejednakost u (1.10) slijedi iz ¢injenice da za bilo koji vektor v sa [[v]2 = 1
slijedi
[(Av, v)| < [[Avllo][v]l2 < [|All2-
Prva nejednakost u (1.10) dobiva se na sljedeéi nac¢in. Prvo primijetimo da je v(A) =
v(A*). Ako napisemo A u obliku A = H(A) + N(A), gdje je N(A) = 1(A — A*), i ako
primijetimo da su obje matrice H(A) i N(A) normalne, tada imamo

[All2 < |[H(A)ll2 + [[N(A)[la = v(H(A)) + v(N(A)),

jer se maksimalne vrijednosti elemenata konveksnog skupa F(A) mogu posti¢i u nje-
govim vrhovima, koji su za normalne matrice jednaki svojstvenim vrijednostima. Ko-
ristenjem definicije numerickog radijusa dobivamo

1
|Alle < = [max [{((A+ A")v,v)| + max |<(AA”)U,U)|] <
2 {Jvll2=1 l[0]l2=1

< ! [2 max |(Av,v)| + 2 max ](A*v,v)|] =2u(A).
21 lvll=1 l[vll2=1

Za dokaz nejednakosti (1.11) vidi [22, Problem 27, str 333-334]. O



1.7. PERTURBACIJSKA TEORIJA ZA LINEARNE SUSTAVE 21

Teorem 1.6.6 (Rayleigh—Ritz [22]). Neka je A n x n hermitska matrica, i neka su
A1 < - < A\, njene svojstvene vrigednosti. Tada vrijedi

A1 = min (Av,v), An = max (Av,v).

[[v]l2=1 [[v]l2=1
Dokaz: Neka su vV, ..., u(™ ortonormirani svojstveni vektori matrice A, pridruzeni
svojstvenim vrijednostima A1,. .., A,. Za proizvoljan vektor v sa ||v|l2 = 1 imamo v =

Z?:l Uiu(i) i HU”% = Z?:l |Ui|2~ Vrijedi

(Av,v) = > Ailvil* = Aaflolls = A,
=1

odakle je min”U”Fl(Av, v) > A1. Ako uzmemo da je v svojstveni vektor u®) svojstvene
vrijednosti A1, tada je (Av,v) = Ay, §to znadi da je miny,,—1 (Av,v) < Ap.
S druge strane za proizvoljni vektor v sa ||v]|2 = 1 imamo

(Av,0) = > Nluil® < Malloll3 = A,
i=1

odakle je max|,|,—1(Av,v) < A\1. Ako pak uzmemo da je v svojstveni vektor svojstvene
vrijednosti \,, tada je (Av,v) = Ap, $to znaci da je maxj,,—1(Av,v) > An. Dakle u
oba slucaja je tvrdnja dokazana. O

Na kraju ¢emo iznijeti jos jedan koristan teorem o ogradama svojstvenih vrijednosti
hermitske matrice, ¢iji se dokaz nalazi u [30, str. 202-205].

Teorem 1.6.7 (Cauchyjev teorem ispreplitanja [30]). Neka je A n x n hermitska

matrica sa svojstvenim vrijednostima A1 < --- < Ay, © neka je H bilo koja m x m glavna
podmatrica (dobivena uzimanjem m stupaca i m redaka iz matrice A, sa indeksima
i1y .-,0m), sa svojstvenim vrijednostima py < -+ < . Tada za svako i = 1,...,m
vrijeds

Ai < i < Aipn—me

1.7 Perturbacijska teorija za linearne sustave

Kada linearni sustav Az = b rjeSavamo u aritmetici kona¢ne preciznosti, to jest kada
nam podaci nisu apsolutno to¢ni, tada se pojavljuju tri vazna pitanja:

(1) Koliko ¢e se z promijeniti ako perturbiramo A i b (greska unaprijed), to jest, koliko
je rjeSenje osjetljivo na perturbacije podataka?

(2) Koliko moramo perturbirati podatke A i b kako bi aproksimacija rjesenja y postala
egzaktno rjeSenje perturbiranog sustava (povratna greska)?

(3) Koju ogradu greske unaprijed za zadanu aproksimaciju rjesenja, trebamo ra¢unati
u praksi?

Kako bi odgovorili na ta pitanja potrebne su nam perturbacijske teorije po normi i po
komponentama.
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Analiza po normi

U nastavku n x n matrica F i n-dimenzionalni vektor f su proizvoljni i predstavljaju
tolerancije u odnosu na koje se usporeduju perturbacije. To, na primjer, mogu biti
E=Aif=hb

Prvi rezultat ove analize potvrduje intuitivnu slutnju da ako je rezidual mali po
normi, da tada imamo “dobru” aproksimaciju rjesenja.

Teorem 1.7.1 (Rigal i Gaches [21]). Za bilo koju operatorsku normu || - ||, povratna
greska po mormi za aproksimaciju rjeSenja y

ne,s(y) = minfe: (A+AA)y =b+Ab, [AA] <€||E], [|Ad] <elfly  (1.12)

je dana sa

il s
155 W) = TETT 17T (1-13)

gdje jer = b— Ay.

Dokaz: Uzmimo proizvoljni € > 0 i neka su AA i Ab takvi da je ||[AA| < €||E],
|AD]| < e€||f]|1(A+ AA)y =b+ Ab. Tada vrijedi

r=b— Ay = AAy — Ab,

odakle slijedi
Il < TAA[yl + bl < el Elyll + [1F1]-

Dakle, mozemo zakljuciti da je desna strana u (1.13) donja ograda od ng, f(y), odnosno

< ().
[EMl+ 171 =™

Ta donja ograda se moze ostvariti za perturbacije

IElyl /1
AAin = rz*, Abyin = — r,
BNyl 1L T BNyl + 1
gdje je z dualan vektoru y, Sto znaci da je 2*y = max,o %Hy” =1, vidi [21, str. 119].
Provjerimo da li to zaista vrijedi.
IEHlyl I/
(A+AApin)y = Ay+ —m— i r=Ay+r— — 1 =
" IEyll + 11/ IEN Iyl + [1£1]
IElyl N £yl [z |
A Apin | o sl = max =
" IE Nyl + 1 £1] IENyll + [If]] =20 lz|
E Il Iyl max 2"l [Nl
IEWNl + LA =20 Nzl BNyl + P
(A
[Abmin || = =i
NI+ 1L

Dakle,
7|

e p(y) € =L
! IEMyl + 171
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Zaizbor E = A1l f = b, ng s(y) se naziva relativna povratna greska po normi. Sljedeci
rezultat mjeri osjetljivost sustava, odnosno daje odgovarajuéu gresku unaprijed.

Teorem 1.7.2 ([21]). Neka je Az = b (A regularna), (A + AA)y = b+ Ab i | - |
operatorska norma, pri éemu je ||AA| < €||E| i [|Ab]| < €||f]]. Pretpostavimo da je
A7 E| < 1. Tada

lz —yll € <||A‘1||Hf\|
[zl 1 —ellATH|E] ]

n HAlHHEH> , (1.14)

1 ova ograda se moze posti¢i do na potenciju prvog reda od €.
Dokaz:  Ogradu (1.14) mozemo dobiti na sljedeéi nacin.
Aly—z) = Ay— Az =0+ Ab— AAy — Ax = Ab— AAy =
= Ab— AAx — AA(y — x),

odakle slijedi
y—x=A"TAb— AT AAr — AT AA(y — ), (1.15)

odnosno
ly — || < e AT+ el AT IE Nl + ell AT By — ).
Ako sada grupiramo sve izraze sa ||y — z|| na lijevu stranu, dobit ¢emo
ly = 2[|(L = el ATHIEI) < el AL+ TATH B 12]),

odakle direktno slijedi (1.14).
Definirajmo
AA = el|Efl[|z[wo”,  Ab= —e| f|w,

pri ¢emu je w vektor sa |[w|| = 1, [[A7 w|| = [|[A7Y, a v je vektor dualan vektoru .
Bududi da je |[ATIAA| < [[ATY|[|AA] < e|ATYIE| < 1, T + A71AA je regularna
prema Lemi 1.5.9, i iz (1.15) slijedi

(I+A Ay —2) = A'Ab— A'AAr =

—ellFlA™ 0 — el| |z A vz =
= —elflA7 v — el B[] A w,

iz ¢ega se vidi da je

y—z _ _ A+ [IEY]l]
|| [l

(I+AAA) A,

ly ==l _ (1] o
|| - M"'HEH (I + €| E||||z]| A wo*) LA w]|.

Za u = €| B||||z|| A~ w, lako se moze provjeriti da vrijedi

1
14+ v*u

uv*.

(I+w*) =1~
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Zato imamo

1
1+ v*u
N [P

1+ €| Ell||z[[v* A~ w
(Bl AT
L+ el E|[|z|lv* A~ lw
A w
1+ €| E|l||z]|jv* A= w

(I +uw*) A = <I— uv*) A w =

Kako je [[A~ w| = ||A~}|, imamo
sl (U ) A
edl ] 1+ €| B[] A= w
i taj se izraz zaista razlikuje od izraza na desnoj strani u (1.14) za O(€?). O

U vezi sa nac¢inom mjerenja perturbacija u prethodna dva teorema, definirajmo broj
uvjetovanosti po norms

|Az]]
e[|

ke (A, x) = lir%sup{ (A+ AA)(x + Az) = b+ Ab,

[AA] < ellE]l, |ab] < 6HfH}~

Buduéi da je ograda Teorema 1.7.2 osStra, slijedi

IA~HI1Lf _
wens(d,) = 2L acy e (1.16)
Za izbor E = A1i f = b imamo k(A) < rap(A4,2) < 2k(A), tako da se ograda (1.14)
moze oslabiti kako bi dobili oblik

le =yl _ _2en(A)
lel = T en(A)

Analiza po komponentama

Povratna greska po komponentama definira se kao
wp,f(y) =min{e: (A+AA)y =0+ Ab, |[AA| <eE, |Ab] <€ef}, (1.17)

pri cemu se pretpostavlja da £ i f imaju nenegativne elemente. Nejednakosti izmedu
matrica ili vektora se podrazumijevaju da vrijede po komponentama. U ovoj definiciji
svaki element perturbacije je usporeden sa svojom vlastitom tolerancijom, pa su za
razliku od definicije greske po normi, svih n? + n parametara od E i f iskoristeni.

Kod izbora E i f, najéeséi odabir tolerancija je E = |A| i f = |b], koji rezultira
relativnom povratnom greskom po komponentama. Za taj izbor

az‘jZO = Aaijzo i biZO :>Abz‘20
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u (1.17), pa prema tome ako je wg, r(y) mali, tada y rjesava problem koji je blizak origi-
nalnom problemu, u smislu relativnih perturbacija po komponentama, i ima isti raspored
nula. Jo§ jedno atraktivno svojstvo relativne povratne greske po komponentama je neo-
sjetljivost na skaliranje sustava: ako se Az = b skalira u oblik (S; AS2)(S; *x) = S1b, gdje
su S7 i S2 dijagonalne matrice, i ako se y skalira kao S5 1y, tada w ostaje nepromijenjen.

Izbor E = |Alee”, gdjejee =[1 ... 1]T,i f = |b| daje povratnu gresku po retcima.
Uvjet |AA| < €E postaje tada |Aa;;| < e, gdje je o; jednako 1-normi i-tog retka od
A. Prema tome perturbacije i — tog retka od A se usporeduju sa normom tog retka.
Povratna greska po stupcima moze se dobiti na slican naé¢in, ako uzmemo F = eeT\A\ i
f=lbllce-

Treéi prirodni odabir toleranicija je E = ||Allee’ i f = ||blle, gdje je || - || neka
operatorska norma, za koje je wg ¢(y) jednaka povratnoj gresci po normi ng (y) do na
konstantu.

I za ovaj slucaj postoji jednostavna formula za wg ¢(y).

Teorem 1.7.3 (Oettli i Prager [21]). Povratna greska po komponentama je dana sa

wp,f(y) = max (1.18)

gdje jer =b— Ay, a z/0 se interpretira kao nula ako je z =0 ili kao oo ako je z # 0.
Dokaz: Pokazimo prvo da je desna strana u (1.19) donja ograda od wg, (y). Imamo

r=b— Ay = Ay+ AAy — Ab— Ay = AAy — Ab,

odakle je
ril = [(AAy)i — (Ab)i| < (|1AA[ly))i + |Abi| < e(Ely| + f)i,
odnosno
7‘%’ <e€
(Elyl+ f)i —

za svaki i, 1 € > 0, pa vrijedi i za miminimalni e. Prema definiciji (1.17) onda vrijedi

max — 1 < w _
=1, (Ely| + f)i — .7 (Y)
Ograda se moze postiéi za perturbacije
AA = DlEDQ, Ab = __le7

pri cemu su

r; " . .
1 = diag <(E\y] n f)i>i:1 ) o = diag(sign(y:))iz,

Provjerimo valjanost ove tvrdnje. Za i = 1,...,n imamo
(A+AA)y; = (Ay)i+ (D1ED2y); = b; — i + (D1 Ely|); =
bi =i+ gy (Blol)i = i = (1 -
= bi_(E|yr|iﬁf)i = (b+ Ab);

(Elyl): > _
(Elyl + f)i
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|7
AA| = |Dy|E|Do| = |Di|E < max — B
| | ‘ 1| | 2| ‘ 1| _izl,...n(E|y‘+f)i
A = 1] < max — 1
i=1,..n (E| ‘ + f)l

odakle je

O]

Sljededi rezultat daje gresku unaprijed koja odgovara povratnoj gresci po kompo-
nentama.

Teorem 1.7.4 ([21]). Neka je Az = b (A regularna) i (A+ AA)y = b+ Ab, gdje je

|AA| < €E i |Ab] < ef, i pretpostavimo da je €| AT E| < 1, gdje je || - || operatorska
norma inducirana apsolutnom vektorskom normom || - || (|||v|ll = ||v]|). Tada
— A~YE AL
eyl e JIATBRl AT o)
[zl = 1= efl|ATHE] ]

a za co-normu ta se ograda moZe dostici do na potenciju prvog reda od e.
Dokaz: 1z jednakosti (A + AA)y = b+ Ab slijedi

Alz —y) = Ab— AAx + AA(x — y),
odakle je

|ATIAD| + AT AAz| 4+ AT AA(x — y)| <
|ATH|AD] + [ATH|AAl2] + [ATH|AA|z — y| <
el AT S + e[ AT Blz| + e[ AT Bz — yl.

|z — yl

VAN VARVAN

Dalje slijedi da je
(I — A E)y — o] < e(|A7Yf + [A7Elz).

Bududi da je €||| A7 E|| < 1, prema Lemi 1.5.9 matrica I — ¢/A7!|E je invertibilna i
vrijedi

(I —€elATE)™ = (A7YB),
i=0
odakle je
[e'S) ' 1
I—elATYE) Y < el|ATNE|) = ——————.
10 = a™1B) 7 < S (ellA™ B = =g

=0

Dakle, imamo
€

ly — 2l < =7
1—€l[[A1E]|

Specijalno za oco-normu definirajmo

IATHF + AT Bl

AA = eD{EDso, Ab=—eDf,
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pri ¢emu su
D = diag(sign(A,;"))i, Dy = diag(sign(z;))i—.

za k takav da je k-ta komponenta vektora |A~!|E|x| + |A™!|f jednaka oo-normi tog
vektora, odnosno

AT Bz + [A7  flloo = (AT El2] + [ATH f)s.
Kako je A7'AA < |A7Y|AA] < |l A7YE, vrijedi |[AT1AA] oo < €|||[A7YHE] e < 1, pa je

ponovo prema Lemi 1.5.9 matrica (I + A~'AA) invertibilna. Imamo
r—y = (I+ATAA)HATAAz — A71AY) =
e(I + €A™ 'D1EDy) Y(A"'D1EDox + A™'Dy f) =
= ¢ (Z(—EA—lplEDQ)Z) (A'DyE|z| + A7'Dyf) =

i=0
= e(AT'DiEjz| + A7'Df) + O(e?),

odnosno, za k-ti jedini¢ni vektor & je

(@ =yl = el(EADiElz| + f)| + O(e?) =

> A E] + f)i

=1
= A7 (Bla| + )i+ O() =
= A Blz] + 147 f]lo + O(E).

+ 0(62) =

€

Prema tome je

— AV E A1
12 = ylloo o MA™ B2l + A7 |Fllo 0(),
[ ]loo [ ]loo
a s druge strane iz (1.19) slijedi
_ -1 -1
oyl _ JAT Bl + 1A e | g o)
1] loo [ ]loo
odakle se vidi da vrijedi tvrdnja teorema. O

Teorem 1.7.4 upucuje na broj uvjetovanosti

| Ao

[l

condp f(A,x) = lin’(l) sup { (A+ AA)(x + Az) = b+ Ab,

|AA| < eE, |Ab] < ef},

koji je dan sa
A YE A7 flso
condg ¢(A,x) = I | |ﬁlvﬁ_ | /1 . (1.20)

Za specijalni slucaj kada je E' = |A| i f = |b|, Skeel je definirao uvjetovanost sa

A71|A 0o
cond(4,z) — 1A 1A lllle

[P
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koji se od cond ) (A, z) razlikuje najvise za faktor 2, odnosno cond 4 (A, 7) <
2cond(A, z). Ako jos definiramo cond(A) = cond(A,e) za e = [1 ... 1], tada ima-
mo

cond(A) = cond(A4,e) = [||JA7|A]|loo < Koo(A).

Numericka stabilnost

Povratne greske koje smo upravo definirali vode do definicije numericke stabilnosti al-
goritama za rjeSavanje linearnih sustava. Kazemo da je numericka metoda za rjeSavanje
kvadratnog, regularnog linearnog sustava Az = b povratno stabilna po normi, ako produ-
cira izracunato rjeSenje &, takvo da je 14,(Z) reda velicine masinske tocnosti e. Koliko
¢emo dozvoliti da 14 5(Z) bude velik, a da metodu jos uvijek mozemo smatrati povrat-
no stabilnom, to ovisi o kontekstu. Obi¢no se podrazumijeva da takva metoda daje
nap(Z) = O(€) za sve Aib.

Zmnacajka povratne stabilnosti po normi je ta da izrac¢unato rjeSenje = rjeSava malo
perturbirani sustav, i ako podaci A i b sadrze neto¢nosti koje su ogradene samo po normi
(A— A+ AAsa ||AA|| = O(e||Al]), i slicno za b), tada & mozemo smatrati egzaktnim
rjeSenjem problema kojeg smo htjeli rjesiti, jer ga toc¢nije niti ne mozemo rijesiti.

Povratna stabilnost po komponentama se definira na slican naéin, samo $to u ovom
slucaju zahtijevamo da je povratna greska po komponentama wja) 5(Z) reda velicine
e. To je malo strozi zahtjev od povratne greske po normi. Greske zaokruzivanja koje
su nastale tokom izvodenja metode koja je povratno stabilna po komponentama su po
velic¢ini i efektu ekvivalentne greskama koje su se pojavile kod konvertiranja podataka
A ibu brojeve pomi¢nog zareza, kako su prikazani u racunalu, prije samog rjeSavanja
problema.

Ako je metoda povratno stabilna po normi tada prema Teoremu 1.7.2 greska una-
prijed ||z — ||/||z| je ogranicena sa O(ex(A)). Medutim, metoda moze dati izra¢unato
rjeSenje kojemu je greska unaprijed tako ogranic¢ena, ali kojoj povratna greska po nor-
mi 744(2) nije reda velicine O(e). Zbog toga je korisno nazvati metodu kojoj je
|z — z||/[|z|| = O(ek(A)) stabilnom unaprijed po normi. Analogno, samo ukljucujuéi
wal,p|(2), kazemo da je je metoda stabilna unaprijed po komponentama ako je ||z —
Elloo/l|#]loc = O(cond(A, x)e).

Na kraju mozemo naglasiti da kod rjesavanja linearnog sustava iterativnim metoda-
ma, vrlo ¢esto se ne isplati racunati aproksimaciju rjesenja sa velikom to¢noséu. Naime,
u vecini sluCajeva sam sustav je ve¢ aproksimacija nekog polaznog problema kojeg zelimo
rijeSiti, a i kod smjeStavanja elemenata matrice sustava i desne strane sustava u racunalo,
generiraju se greske. Stoga, i samo egzaktno rjeSenje sustava u nekoj mjeri odstupa od
pravog rjesenja polaznog problema. Ako je greska aproksimacije rjesenja sustava, do-
bivene nakon primjene neke iterativne metode, reda veli¢ine tog odstupanja egzaktnog
rjeSenja, moramo biti zadovoljni sa dobivenim rezultatom, jer preciznije racunanje ne-
ma smisla. Takoder, i povratna greska za tako dobivenu aproksimaciju ¢e se stopiti sa
greskom ulaznih podataka sustava.
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Aproksimacije iz Krylovljevih
potprostora

2.1 Razvoj iterativnih metoda i prekondicioniranja

Prisjetimo se najprije rezultata iz linearne algebre, koji tvrdi da svaka matrica ponistava
svoj karakteristi¢ni i minimalni polinom. Za A € C™"*™ i b € C", to mozemo zapisati na
sljede¢i nacin
ka(A) =apl +a1A+ -+ an_1 A"t 4, A" = 0,

gdje je ka(X) = det(A — AI) = D a;\° karakteristicni polinom matrice A. Sli¢no
mozemo napisati da je pua(A) = 0, gdje je pa(A) minimilni polinom stupnja manjeg ili
jednakog n. Linearni sustavi najc¢esSée se rjeSavaju kada je matrica sutava regularna, jer je
tada rjesenje jedinstveno. Od sad pa na dalje, u ovoj radnji smatrat ¢emo da je matrica
sustava uvijek regularna. U tom slucaju nula ne moze biti korijen karakteristicnog
polinoma, pa je agp # 0. Odavde jednostavnim ra¢unom mozemo dobiti da vrijedi

1
——(al 4+ an 1AV 4 a, AV A=
0

1
= A- <_a) (@] + - +an1A" 2 +a, A" ) =1,
0

to jest, da je
1
Al = —— (@I + -+ a1 A" 2+ a, A7), (2.1)
ao

Buduéi da rjesenje sustava Ax = b mozemo zapisati kao x = A~'b, uz uvazavanje
prethodnog zapisa za A~! mozemo zakljuciti da je

x:_ﬂb_..._MAnﬂb_alAnflb’
ao ao ag
odnosno
x € span{b, Ab, ..., A" b} = K,(A,Db). (2.2)

Prostor koji se pojavljuje na desnoj strani u (2.2) zovemo Krylovljevim prostorom ma-
trice A i inicijalnog vektora b. Upravo iz (2.2) dobivamo ideju za metode rjesavanja
sustava linearnih jednadzbi koje bi se temeljile na aproksimacijama iz Krylovljevih pot-
prostora. Naime kako je vektor b jedini vektor direktno vezan za problem rjeSavanja

29



30 GLAVA 2. APROKSIMACIJE 1Z KRYLOVLJEVIH POTPROSTORA

sutava Ax = b, ¢ini nam se prirodno uzeti neki multipl od b kao prvu aproksimaciju
rjeSenja, tj.

x1 € span{b}.
Nakon toga rac¢unamo produkt Ab i zahtijevamo da nam je sljedeéa aproksimacija jed-
naka nekoj linearnoj kombinaciji od b i Ab, tj.

xo € span{b, Ab}.
Taj se proces nastavlja, tako da nam aproksimacija u k-tom koraku zadovoljava
zp € span{b, Ab, ..., A* b}, k=1,2,....

Metoda, naravno, mora odrediti kriterij po kojem biramo vektore iz pojedinih Krylovlje-
vih potprostora u svakom koraku, tako da bi u optimalnom sluc¢aju mogli dobiti rjesenje
u k-tom koraku, za k < n. Ako, pak ra¢un vr8imo na racunalu, u obzir jos moramo uzeti
i greske zaokruzivanja. Konkretne metode bi se zasnivale na aproksimacijama upravo
ovako definiranih vektora xy.

Prije svega promotrimo jednu vrlo jednostavnu ¢injenicu. Ako je xjp aproksimacija
rjeSenja u k-tom koraku neke iterativne metode za rjeSavanje linearnih sustava, i ako u
(k + 1)-om koraku uzmemo

Try1 = xp + A7 (b — Axy),

tada je w341 = A7'b rjeSenje sustava. Buduéi da je izracunavanje vektora A~!(b —
Axy) ekvivalentno problemu rjesavanja polaznog sustava, korekciju vektora zj radit
¢emo pomocu neke njegove aproksimacije, koja se laksSe izrac¢unava i koja ¢e nas drzati
unutar Krylovljevih potprostora. Zato, najprije pretpostavimo da polazimo od iteracije
jednostavnog oblika

Tpi1 = T + ag (b — Axy), (2.3)

gdje je o parametar koji odreduje tocku na pravcu koji prolazi kroz tocku xj i pruza se
u smjeru vektora b — Axy. Promotrimo kako se na taj nac¢in mozemo pribliziti vektoru
z (2.2). Lako se vidi, da je na temelju iteracije (2.3) za k =0,1,2,...

T, € x0 4 span {rg, Arg, A%rg, ..., A¥ " 1rg}, (2.4)
T €70 + Span {AT07 A27"0, A3T07 s >AkT0}’ (25)

pri ¢emu je rp, = b— Axy, rezidual k-te iteracije, asa e, = A7lr, = A~'b—x), oznacavamo
gresku. Prostor koji se pojavljuje na desnoj strani (2.4) je takoder Krylovljev potprostor,
ali odreden matricom A i vektorom g, koji ne mora biti jednak vektoru b. Medutim, ako
napisemo da je prema jednakosti (2.1) inverz matrice A jednak A~' = qx_1(A), gdje je
gk—1(A) polinom stupnja (k—1) za neki k < n, tada za bilo koji rg, u prostoru na desnoj
strani izraza (2.4) mozemo naéi vektor oblika zq + qx_1(A)rg = xo + A~ rg = A71b koji
je rjeSenje linearnog sustava Ax = b.
Opéenito, iteracija iterativne metode bit ¢e oblika

Tp = Tp—1+ 21

ili
T = To + Wi
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pri ¢emu ée zp_1 1 wg—1 biti birani tako da xj, zadovoljava (2.4) i neki uvjet optimalnosti,
najcesée vezan uz normu reziduala ili neku normu greske.

Kao sto ¢emo kasnije vidjeti, sve metode ovakvog oblika konvergiraju vrlo brzo uko-
liko je matrica sustava A blizu identiteti. Naravno, to se dogada vrlo rijetko, ali mi
mozemo cijeli sustav Ax = b zamijeniti sa modificiranim sustavom

M YAz=M"1 ili AM'y=0b, 2 =M1y, (2.6)

¢ija bi matrica bila bliza identiteti od matrice A. Ovdje se radi o lijevom odnosno
desnom prekondicioniranju. Ako je M hermitska i pozitivno definitna matrica, tada
mozemo izvesti simetri¢no prekondicioniranje i rijesiti modificirani linearni sustav

LYAL ™y =L, z=L""y, (2.7)

pri ¢emu je M = LL*. Matrica L moze biti hermitski drugi korijen od M, ili donje
trokutasti faktor Choleskog od M, ili bilo koja druga matrica koja zadovoljava M = LL*.
U oba slu¢aja bitno je samo to da je ra¢unanje M~z za bilo koji vektor z jednostavnije,
odnosno da je jednostavnije rijesiti sustav sa matricom sustava M. U svakom slucaju,
vrlo ¢esto mi neéemo rac¢unati matrice M1 i L eksplicitno.

Ako matricu prekondicioniranja M mozemo izabrati tako da se linearni sustav sa
matricom sustava M moze jednostavno rijesiti i da M 1A ili AM 1 ili L='AL™* aprok-
simiraju identitetu, tada primjenom iterativne metode na sustave (2.6) ili (2.7) mozemo
dobiti jos bolju tehniku za ra¢unanje rjeSenja sustava. Pravi smisao tvrdnje da “prekon-
dicionirana matrica aproksimira identitetu”, ovisi o iterativnoj metodi koju smo koristili,
i o njenim svojstvima.

Na kraju jos trebamo re¢i da konvergenciju iterativne metode mozemo najbolje kon-
trolirati kroz normu greske. Odabir norme ovisi o svojstvima metode koju koristimo.
Medutim, kako nam je vektor greske e, = A~'b — xj, nedostupan koliko i samo rjesenje
problema, najcesce se kontrolira norma reziduala rp = b — Axy, koju lako mozemo iz-
racunati. U svakom slucaju, u naSem interesu je da norma greske ili reziduala tezi k nuli,
kako se broj iteracija povecava, jer tada mozemo reéi da iterativna metoda konvergira.

2.2 Jednostavne iteracije

Ako imamo matricu prekondicioniranja M za sustav Az = b, prirodan i najjednostavniji
postupak za dobivanje aproksimacije rjeSenja bilo bi sljedeée. Buduéi da je matrica
prekondicioniranja dizajnirana tako da M ~'A u nekom smislu aproksimira identitetu,
za M *1(6 — Axzy,) moze se re¢i da aproksimira gresku ej = A~'b — 2}, u aproksimaciji
rjeSenja xy. Bolja aproksimacija rjeSenja x,1 se tako moze posti¢i ako uzmemo da je

Tht1 = Tk + M_l(b — Azy) =z + M_lrk. (2.8)

Procedura koja zapocinje sa poCetnom aproksimacijom rjeSenja xg i generira uzastopne
aproksimacije koristeéi (2.8) za k = 0,1,... ponekad se zove jednostavna iteracija, ali
Cesto je nalazimo pod razli¢itim imenima ovisno o izboru matrice M. Za M jednak
dijagonali od A, procedura se zove Jacobijeva metoda; za M jednak donjem trokutu od
A, to je Gauss—Seidelova metoda; za M oblika w™'D — L, gdje je D dijagonala od A, L
je strogi donji trokut od A, i w parametar relaksacije, to je SOR metoda.
Implementacija metode koja se temelji na iteraciji (2.8) svodi se na sljedeéi algoritam.
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Algoritam 2.2.1. JEDNOSTAVNE ITERACIJE
Dana je pocetna iteracija xg,
rg =b— Axo,
rijesi Mzg = rg.
Zak=1,2,...

Tp = Tp—1+ Zk—1,
T = b — A.%'k,

rijesi Mz, = 1.

Analizirajmo sada vektor greske ey. Iz (2.8) slijedi

er=I—-M1A)ep_1 == (I —M1A)re, (2.9)

i
lexll < I1(Z — M~ A - [leol, (2.10)
gdje je || - || bilo koja vektorska norma, uz uvjet da je matri¢na norma inducirana tom

vektorskom normom || B|| = maxj, = [[By[|. U ovom slucaju, ograda u (2.10) je stroga,
jer za svaki k ocito postoji pocetna greska ey za koju vrijedi jednakost.

Lema 2.2.2 ([12]). Norma greske u iteraciji (2.8) ée teziti k nuli, a xy, ée teiti k A=tb
za svaku pocetnu gresku eg ako i samo ako vrijedi

lim ||[(I — M~*A)*| =o0.

k—oo
Dokaz: 1z (2.10) je jasno da ako limy_. ||(I — M~LA)¥|| = 0 tada limy_. ||lex]| = 0.
Obratno, pretpostavimo da je ||(I — M~ A)¥|| > o > 0 za beskonaéno mnogo vrijednosti
od k. Vektori eg  norme 1 za koje vrijedi jednakost u (2.10) tvore ogradeni, beskonaé¢ni
skup u C", koji, prema Bolzano—Weierstrassovom teoremu, sadrzi konvergentan podniz.

Neka je e limes tog podniza. Tada za dovoljno veliki " imamo |leg —eg x|l < e <1 za
sve k > k', i

> |I(1 = M A eq ]| = (T = M~ A) (eo — eo)

> (I -MTAM(1—e) > a1l —e).

Bududi da ovo vrijedi za beskona¢no mnogo vrijednosti od k, slijedi da je limg_, [|(1 —
M~1A)*eg]|, ako postoji, veéi od 0, to je kontradikcija pretpostavci da greska tezi k

nuli. Znaéi da za svako a > 0 postoji neki k takav da za sve k > k, (I —M~TA¥| < a,
odnosno da je limy_ ||[(I — M~1A)¥|| = 0. O

Koristeéi rezultat Korolara 1.5.8 iz uvoda, dobivamo sljedeéi rezultat.

Teorem 2.2.3 ([12]). Iteracija (2.8) konvergira prema A~'b za svaku pocetnu gresku
eo ako i samo ako je p(I — M~1A) < 1.
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Dokaz: Ako je p(I — M~'A) < 1, tada
Jim[|(1 — MTA| = Jim (7 — MA¥k =0,

pa rezultat slijedi iz Leme 2.2.2. Ako pak pretpostavimo da iteracija (2.8) konvergira
za svaku pocetnu gresku, tada prema Lemi 2.2.2 limg o [|(I — M~1A)*|| = 0. S druge
strane, uzmimo da je p(I — M~tA) > 1. Tada bi prema gornjoj tvrdnji limy o ||(I —
M~1A)*|| = oo, sto je kontradikcija. O

Ako zelimo znati koliko iteracija je potrebno izvrsiti da bi se dobila aproksimacija
¢ija relativna greska je manja ili jednaka od 0, tada uzimanjem norme iz (2.9) dobivamo

lexll < 17 = M7A|l - flex-1.

Odavde slijedi da ako je ||[I — M~1A|| < 1, tada se u svakoj iteraciji greska reducira za
najmanje taj faktor. Greska ¢e zadovoljavati |leg||/|leo| < d ako je

|1 — M~TA|* <6,

odnosno, kao je

k> logd .

T log|[I — M—1A|
Buduéi da, prema Teoremu 1.5.6, za svaki € > 0 postoji matricna norma takva da je
[T —M~TA|| < p(I—M~1A)+e, tada ako je p(I — M1 A) < 1 postoji norma za koju je
|[I—M~1A|l < 1,izakoju se greska reducira monotono, te konvergira najmanje linearno
sa faktorom redukcije priblizno jednakim p(I — M ~!A). Nazalost, ta norma je éesto vrlo
neprirodna, pa je malo vjerojatno da bi netko zaista zelio mjeriti konvergenciju pomocéu
nje.

2.3 Orthomin(1) i Orthomin(2)

Nadalje, promatrat ¢emo metode koje nastoje poboljsati jednostavne iteracije (2.8)
uvodenjem dinamicki izracunatog parametra u iteraciju. Tako ¢emo dobiti

Tht1 = Tk + Oék(b — Aa:k) = XL + QT (2.11)
u neprekondicioniranom slucaju, ili
Tht1 = T + Osz_l(b — Azy) = xp + Osz_l’l“k (2.12)

u prekondicioniranom sluc¢aju. Koncentrirat ¢emo se najprije na neprekondicionirani
slu¢aj, jer prekondicionirani sustav mozemo takoder pisati kao Ax = b, samo §to su
matrica A i vektor b izmjenjeni.

2.3.1 Orthomin(1)

Jedan nacin odabira parametra oy u iteraciji (2.11) je takav da u k-tom koraku iteracije
takvog oblika dobijemo rezidual ri;; sa minimalnom euklidskom normom. Najprije
¢emo derivirati funkciju f(ax) = 75,1 7k+1 (f : R — R) i njenu derivaciju izjednagiti s
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nulom, pri ¢emu dobivamo 7541 sa minimalnom normom. Naime, u tom je slucaju, ako
uvrstimo da je rg4q1 = rp — apArg, Sto slijedi iz (2.11),

flow) = 2(apry A" Arg — rp Ary),
odakle, ¢emo dobiti izraz za ay

ry A%y, (ri, Arg)
= = . 2.1
Ok rpA*Ary (Arg, Arg) (213)

Primijetimo da je tada r;,1 okomit na Arg. Okomitost r;11 1 Ary rezultira rezidualom
koji je jednak rezidualu iz prethodne iteracije r; minus njegova projekcija na smjer Ary.
Slijedi da je

rell3 = llrnsalld + law? | Arxll3 > llrreall3,

odnosno ||[7x+1ll2 < ||7k]|2 pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je sam rj okomit

na Ari. Metodu koja se temelji na takvim iteracijama mozemo nazvati Ortomin(1). O
konvergenciji ove metode govori sljede¢i teorem

Teorem 2.3.1 ([12]). Euklidska norma reziduala iz iteracije (2.11) sa formulom za
koeficijent (2.13) smanjuje se monotono za svaki pocetni vektor ro ako i samo ako 0 ¢
F(A), pri cemu F(A) oznacava polje vrijednosti matrice A.

Dokaz: Bududéi da je polje vrijednosti od A* jednako konjugiranom polju vrijednosti
od A, uvjet teorema je ekvivalentan relaciji 0 ¢ F(A*). Ako je 0 € F(A*) i rg je vektor
razlicit od nule, koji zadovoljava (rg, Arg) = 0, tada je ||r1]|2 = ||7o||l2- S druge strane, ako
0 ¢ F(A*), tada (ry, Ar) ne moze biti jednak nuli za bilo koji k i ||rg41l2 < ||7x]2. O

Sljedeée ¢emo pokazati da u uvjetima prethodnog teorema ne samo sto je euklidska
norma reziduala reducirana u svakom koraku, ve¢ da je ona reducirana najmanje za neki
fiksni faktor, neovisan o k.

Teorem 2.3.2 ([12]). Iteracija (2.11) sa formulom za koeficijent (2.13) konvergira rje-
senju A~1b za sve pocetne vektore ro ako i samo ako 0 ¢ F(A). U tom slucaju, euklidska
norma reziduala zadovoljava

Iktalle < /1 = a@/||Al3]|rk]l2 (2.14)
za sve k, gdje je d udaljenost od ishodista do polja vrijednosti od A.

Dokaz: Pretpostavimo da je 0 ¢ F(A). Tada analogna tvrdnja vrijedi i za matricu A*,
odnosno vrijedi 0 ¢ F(A*). Kako je f(y) = (A*y,y) neprekidna funkcija, a F(A*) je
slika od f na kompaktnom skupu {y € C" : (y,y) = 1}, to znaci da je polje vrijednosti
takoder kompaktan skup u C, odnosno ogranic¢en i zatvoren. Zbog zatvorenosti polja
vrijednosti i 0 ¢ F(A*) postoji pozitivan broj d kojeg definiramo kao udaljenost F(A*)
od ishodista. Slijedi

’ (A*y,y)

(,y)

za sve kompleksne vektore y # 0. Kako vrijedi r41 = r; — ap Arg, uzimanjem skalarnog
produkta od r;41 sa samim sobom dobivamo

‘Zd>0

_ |<rk7 Ark>|2
(Tht1, Tht1) = (Ths Tk) (Arg, Arg)
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§to se moze zapisati u obliku

A*T’k, T’k>

(Ths k)

(
el = 2 (1 |

(s y .15
[ A% ]2

Ako nezavisno ogradimo zadnja dva faktora u (2.15), koristeéi izraze za d i || A||2, tada

imamo

Irrsallz < llrell2y/1 = a2/ All3.

O]

Ograda u (2.14) nije nuzno otra, jer vektor 1 za koje je faktor [(A*rg, ry)/(1g, 1) [? 1
(2.15) jednak d? nije nuzno onaj vektor za koji je faktor (||r||2/||Arx|]2)? jednak 1/]|A||3.
Katkada se jaca ograda moze dobiti ako primijetimo da, zbog odabira parametra ay,
imamo

|7k+1]l2 = min || (1 — cA)rg|l2,
aeC

pa vrijedi
[Prsille < ([ —aAllz - [[rll2 (2.16)

za bilo koji koeficijent o. U specijalnom slucaju kada je A hermitska i pozitivno de-
finitna matrica, uzmimo da je a = 2/(Amin + Amaz), gdje je Amin najmanja, a Apmaq
najveé¢a svojstvena vrijednost od A. Imamo da je A = UAU*, gdje su U*U = I i
A = diag(A1,..., A\n), a \; su svojstvene vrijednosti od A. Vrijedi

[ —adls = |[I-aUAU"|2 = [UI = aM)U ||z = [[I — all]z =
)\max + )\m'm - 2>\z
= max |1 —a)|= max ,
i=1,....,n i=1,...,n )\max -+ )\mzn

za koje se lako pokaze da postize maksimum za A\; = Apin i Aj = A\paz, koji iznosi
Qmaz—=Amin - Na kraju dobivamo

Amaz"‘Amin
k(A)—1
< 2.17
Irsallz < (R( FiE ) Il (2.17)

gdje je kK(A) = Mnaz/Amin uvjetovanost matrice A.
Valja napomenuti da ||ri11]]2 < ||7x|l2 opéenito ne implicira ||ext1|l2 < |lex||2. Pri-
mjer koji ¢éemo sada navesti demonstrira jedan takav slucaj.

Primjer 2.3.3. Pretpostavimo da rjeSavamo sustav sa matricom A i vektorom b, koji
su definirani sa

010 1

A=10 0 1|, b=111,

1 0 1 2

1 da je pocetna aproksimacija rjesenja dana sa

0
Trog = 1
1
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Tada odgovarajuca greska i rezidual imaju oblik

1 0
€y — 0 s ro = 0
0 1

Nakon prvog koraka Orthomin(1) metode dobivamo da je ag = 1/2, odakle slijedi

0 1 0 0
Tr = 1 + = 0 = 1 5
1 2 1 3/2
pri cemu Su
1 0
€1 = 0 5 r = *1/2
—1/2 1/2

Na kraju imamo

V5
1= lleoll2 < llexllz = 5 = 11180,

1= |roll2 > |12 = = 0.7071.

oS

U opcenitijem nehermitskom slu¢aju, pretpostavimo da se polje vrijednosti matrice
A nalazi u krugu K = {2z € C: |z — ¢| < s} koji ne sadrzi ishodiste. Razmotrimo izbor
a=1/cu (2.16). Zbog svojstava (1.4) i (1.5) polja vrijednosti vrijedi da je

FI—-(1/c)A)=1—-1/c)F(A) C{z€C: |z| <s/|c|}.

Koristeéi svojstvo (1.10) koje definira odnos numerickog radijusa i norme matrice, mozemo
zakljuciti da za ovakav izbor « je

S
1L —adl2 =1 —(1/c)Al]2 < ZH’
pa je prema tome
S
Iretall2 < QHHWH} (2.18)

Ova ocjena moze biti i stroza i slabija od (2.14), ovisno o veli¢ini i obliku polja vrijednosti.

Nakon prezentiranja rezultata koji govore o redukciji norme reziduala kod primjene
Orthomin(1) metode, pogodan je trenutak da ilustriramo na koji nacin se ta redukcija
moze popraviti koriStenjem prekondicioniranja. U prekondicioniranom sustavu matrica
sustava je M~'A, a matricu prekondicioniranja M mozemo, na primjer, odabrati tako
da je polje vrijednosti matrice M 1A smjesteno u krugu radijusa jedan, sa sredistem
dalekim od ishodista. U tom sluc¢aju ocjena (2.18) daje vrlo dobar faktor redukcije koji
je puno manji od 1.
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2.3.2 Orthomin(2)(MINRES)

Metoda Orthomin(1) cesto radi korake u istom smjeru kojeg je ve¢ neki raniji korak
prosao. Zato se javlja ideja da za korake unaprijed odaberemo skup ortogonalnih vekto-
ra, koje nazivamo smjerovi traganja dg, di,..., d,—1. Zapravo u nasem slucaju koristit
¢emo A*A-ortogonalnost koja se definira kao

(di,dj) a4 = (Ad;, Adj) = 0,

pri ¢emu je, za pozitivno definitnu matricu B, dobro definiran skalarni produkt (z,y)p =
(Bz,y). Lako se pokaze da su takvi vektori linearno nezavisni. U svakom smjeru dj
napravit ¢emo to¢no jedan korak, i taj korak ée biti takve duzine da ¢emo ponistiti
komponentu vektora reziduala ry u smjeru Ady. Novi rezidual ri; ée u (k + 1)-om
koraku biti jednak pocetnom rezidualu rg, kojem su odstranjene sve komponente u
smjerovima Ady,...,Ad,. Nakon najvise n koraka bit ¢emo gotovi.

Opcenito, u svakom koraku biramo novu aproksimaciju rjeSenja oblika

Tpy1 = T + apdy, (2.19)

pri ¢emu za rezidual vrijedi
Tpt1 = Tk — apAdg. (2.20)

Da bismo nasli vrijednost od oy, koristit ¢emo ¢injenicu da je rpy; ortogonalan na
Ady,. . . ,Ady, zbog prethodno navedenoga, pa vise nikada ne¢emo morati i¢i u tim smje-
rovima. Na analogan na¢in kao i kod Orthomin(1) okomitost rp11 na Ady je ekviva-
lentna trazenju rgq oblika (2.20) sa najmanjom euklidskom normom. I u tom sluéaju
dobivamo «y, istim postupkom, samo $to je on sada oblika

(rg, Ady)

Ovu metodu nazvat ¢emo Orthomin(2a).

Orthomin(2a)
e Dana je pocetna iteracija xg, i skup A* A-ortogonalnih vektora {do,d1,...,d,—1}.
o g =b— Axy.
e Zak=1,2, ...

o a1 = (11, Adj—1)/(Adj_1, Adj_1),
® I =T 1+ ap1di_1,

o rp =rp_1 — ap_1Adg_1.

Da zaista vrijedi ortogonalnost 711 i Ady,...,Adr—1 pokazat ¢emo u sljedetem
teoremu.

Teorem 2.3.4. Za metodu Orthomin(2a) vrijede sljedeéa svojstva:
(Adi, Adj) =0 (i # ) (2.22)

(ri,Adj) =0 (j <1i) (2.23)



38 GLAVA 2. APROKSIMACIJE 1Z KRYLOVLJEVIH POTPROSTORA

<’I“0,Adi> = <’I"1,Adi> == <’FZ,AdZ> (224)
Skalar o, moZe se zato napisati kao

<7’0, Adk>

= " 2.2
“ (Ady,, Ady,) (2:25)

Dokaz: Prva jednakost je o¢ita jer smo tako birali smjerove traganja. Koristeéi ¢injenicu
da je Ti+1 =T — OélAdl imamo

<Ti+17 Ad]> = <7"Z‘, Ad]> — <Adz, Ad]>

Ako je j = i tada, zbog odabira a; (2.21), vrijedi (r;,1, Ad;) = 0. Sto vise, zbog (2.22)
je (rig1, Adj) = (r;, Ad;), za j # i, pa jednakosti (2.23) i (2.24) slijede iz tih tih relacija
indukcijom. Na kraju, formula (2.25) slijedi iz (2.24) i (2.21). O

Teorem 2.3.5. Metoda Orthomin(2a) je m-kora¢na metoda (m < n) u smislu da je u
m-tom koraku aproksimacija ., jednaka rjesenju A~'b.

Dokaz: Neka je m najmanji cijeli broj takav da se ry nalazi u prostoru razapetom sa
Ady,. .., Adp_1. Ocito je m < n, bududi da su vektori Adg,Adq,... linearno nezavisni,
pa ih maksimalno moze biti n. Zatim, izaberimo skalare ag,...,a,,—1 takve da je

ro = apAdy + -+ + am_1Adm_1.
Odavde slijedi iz g = Aeg da je
eo = apdp + - + am—1dm—1,
odnosno iz eg = & — g, za © = A7), slijedi da je
r=x9+ apdy+ -+ + Gm—1dpm—1-

Koristedi se ¢injenicom da su smjerovi trazenja d; medjusobno A* A-ortogonalni i jedna-
koséu (2.25) iz Teorema 2.3.4, ra¢unanjem skalarnog produkta (rg, Ad;) dobivamo

<7“0, Ad1> = a; <Adi, Ad1>

odnosno
a <7“0, Ad1> o
e (Ad;, Ad;) -

Buduéi da je, primjenom indukcije na (2.19)

Tm = xo + aodo + -+ + m—1dim-1,
mozemo zakljuéiti da tvrdnja x = x,, vrijedi. O

Sada jos treba definirati skup A* A-ortogonalnih smjerova traganja {d; : i =0,1,...,
n — 1}. To mozemo napraviti primjenom Gram—Schmidtove metode A* A-ortogonaliza-
cije na niz linearno nezavisnih vektora wg,...,u,—1, koja je zapravo klasi¢na Gramm-—
Schmidtova metoda uz skalarni produkt (Az, Ay) = (z,y)a=4. Prema tome metoda

glasi:
k—1

dp = ug + Z/Bk‘ld“ (2.26)

1=0
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pri cemu su koeficijenti

Bri = T (Ad;, Ady)’ (2.27)

i nakon svakog koraka vrijedi da je

span{dg,dy,...,d;} = span{ug,ui,...u;}.

Za Orthomin(2a) metodu uzet ¢emo da je u; = r;. Uz pomo¢ Teorema 2.3.4 moze
se provjeriti da su vektori r; linearno nezavisni. Naime, ako pretpostavimo da do k-tog
koraka nismo dosli do rjeSenja, tada su svi d;, ¢ = 0, ..., k razli¢iti od nul-vektora. U su-
protnom, ako je di = 0, tada bi prema Teoremu 2.3.7, koji ¢emo kasnije pokazati, moralo
biti r, = 0, odnosno rjesSenje je dostignuto. Dalje, pretpostavimo da je Zf:(] Yir; = 0 za
neke konstante v;, ¢ = 0,...,k. Iz (2.22) i (2.26) slijedi da je (Ar;, Ad;) = (Ad;, Ad;) i
da je (Ary, Ad;) = 0 za j > i. Tada imamo

k k
0= <A (Z %m) ,Adk> = 7ilAri, Ady) = v (Ady, Ady),
=0

=0

pa bududi da je (Ady, Ady) razli¢ito od nule, slijedi da je v, = 0. Nakon toga, skalarnim

mnozenjem A(Zf;ol viri) sa Adp_q dobit ¢emo da je vx_1 = 0, i tako redom sve do
~vo = 0. Dakle, slijedi da su vektori g, ..., 7, linearno nezavisni. Iz (2.23) i (2.26) moze

se vidjeti da vrijedi
(ri, Arj) =0 (7 <1). (2.28)
Sljedeéi zadatak je odrediti koeficijente Bi; za i = 0,...,k — 1. Problem se pojednos-

tavljuje ako promatramo matrice A koje su hermitske. U tom sluc¢aju jednakost (2.28)
vrijedi za sve j # i, pa nadalje promatramo sljedece

(Arg,rip1) = (Arg, ) — 0 (Ary, Ad;),

odnosno vrijedi

<ATk,Adi> = ,i(<A7’k, Y’i> — <A7"k,7"i+1>). (2.29)

)

Za i < k — 1 lijeva strana u (2.29) je jednaka 0, pasu Oy; = 0zai=0,1,....,k —2, a
Br = Brk—1 = —%. Sada smo u potpunosti definirali metodu Orthomin(2)
za hermitske matrice, ¢iji algoritam onda izgleda ovako
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Algoritam 2.3.6. ORTHOMIN(2)
Dana je pocetna iteracija x,
do =19 =b— Axyg.
Zak=1,2,...

izracunaj Adg_1,

(Tk—1, Adg—1)
(Adg_1, Adg—1)’
Tp = Tp—1 + ap_1di—1,

Op—1 =

Tk = Tk—1 — Qg1 Adg_1,
izracunaj Ary,

B = (Ary, Adj—1)
(Adg—1, Adp—1)’

dp, = 1 — Brdi-1.

Navedimo jo$ nekoliko svojstva Orthomin(2) metode.

Teorem 2.3.7. Rezidual 11, dobiven u k-tom koraku metode Orthomin(2) primijenjene
na hermitski sustav ima najmanju euklidsku normu na prostoru

ro + span{ Arg, A%rg, ..., AFrg}. (2.30)

Dokaz: Ako gledamo kako su definirani vektori r; i di u ovoj metodi, tada mozemo
zakljuciti sljedece: dy = ro, pa je r1 = rog — aArg i dy = (1 — fB1)ro — apArp, odnosno
r1,d; € span{rg, Aro}. Pretpostavimo da vrijedi da je 7, d;, € span{rg, Arq, ..., AFry},
tada za rgyq imamo

Tht1 = Tk — apAdy € span{ry, ... ,Ak+1r0},
pri cemu se iz indukcije vidi da je koeficijent uz rg uvijek jednak 1, odnosno
res1 € ro + span{Arg, Arg, . .. ,AkHro} (2.31)
i zbog dp11 = 11 — Brdy
diy1 € span{rg, Arg, A%rg, ..., A¥ g}, (2.32)

Iz (2.32) slijedi da je span{Adg, Ady, ..., Ady} = span{Arq, ..., A¥Tlry}, a kako je zbog
(2.23) rg41 okomit na span{Ady, Ady, . .., Ady}, onda slijedi da je ryy1 vektor u prostoru
(2.31) sa najmanjom euklidskom normom. Za k = n — 1 zbog linearne nezavisnosti
vektora {Ady, ..., Ad,—1} slijedi da je r, = 0. O

Napomena. Ako pretpostavimo da je dj = 0, tada prema (2.32) iz dokaza prethodnog
teorema mozemo zakljuciti da postoje konstante a;, ¢ = 0,1,...,k takve da je

k
Z aiAiro = 0. (2.33)
=0
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Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je ag # 0, a u sluéaju da to ne
vrijedi tada prethodnu jednakost mnozimo s A~! tako dugo dok ne dobijemo konstan-
tu uz clan ry koja je razlicita od nule. Jednakost (2.33) sada mozemo pomnoziti sa
ag L pri ¢emu dobivamo da se nula nalazi u prostoru (2.30). Buduéi da je 7 vektor
iz, prostora (2.30) sa najmanjom euklidskom normom, mora biti r, = 0. Dakle, ako do
k-tog koraka nismo dosli do rjesenja, vektori d;, ¢ = 0, ..., k moraju biti razli¢iti od nule.

Algoritam 2.3.6 za metodu Orthomin(2) koristi se i za nehermitske matrice no tada se
gubi ortogonalnost Ad; vektora. Ovaj algoritam moze se zaustaviti i neobavljena posla,
ukoliko je (rg, Arg) = 0. Kao i kod Orthomin(1l), moze se pokazati da Orthomin(2)
konvergira ako je 0 ¢ F(A). Ako je korak iteracije Orthomin(2) metode izvediv, tada
se euklidska norma reziduala reducira za najmanje onoliko koliko bi se reducirala u
Orthomin(1) koraku iz iste tocke. To je zbog toga $to se norma reziduala minimizira po
veéem prostoru ry + span{Ary, Adi_1} umjesto po prostoru ry + span{Ary}. Ograda
(2.14) takoder vrijedi i za Orthomin(2) kada 0 ¢ F(A).

Algoritam koji aproksimira rjesenje hermitskog linearnog sustava Az = b tako da
minimizira rezidual po prostoru iz (2.31) je poznat pod imenom MINRES (Minimal
residual iteration) algoritam.

2.3.3 Analiza greske i konvergencija Orthomin(2) metode

Kao poslijedica relacije (2.31), rezidual u k-tom koraku metode ima oblik

k k
L =10+ Z l/JiAiT‘Q = (I + Z l/JZAz> T0-

i=1 i=1

Koeficijenti ¢; su u vezi sa koeficijentima «; i §;, ali toéna veza nam sada nije bitna.
Bitno je to da Orthomin(2) metoda bira ¢; takve da oni minimiziraju |r4||2. Izraz u
zagradama moze se shvatiti kao polinom koji za argument ima matricu A, pa se izraz
za rezidual mozemo izraziti kao

ri, = pr(A)ro, (2.34)

gdje je pr polinom k-tog stupnja, kod kojeg zahitjevamo da je pr(0) = 1. Orthomin(2)
metoda odabire taj polinom kada bira koeficijente ;.

U slu¢aju da je matrica A hermitska, tada matricu mozemo zapisati kao A = UAU™,
pri cemu su A = diag(A1, ..., A\n), A1, ..., A\p svojstvene vrijednostiod Ai U*U = UU* =
1. Zbog toga slijedi

Tkll2 = min k(A)roll2 < min :(A)|l2]|roll2 =
e = min gl < _min pe(A)]zlrol

= min Upr (MU |2]|roll2 = min pr(A)]2]|7rol2,
min Up Q) [allrolle = minpk(8) oo
odnosno vrijedi
rille < min max Ai)lllroll2, 2.35

Irellz < omin - max [pe()[Iroll2 (2.35)
gdje je sa Py definiran skup polinoma stupnja k. Opcenito, polinom n-tog stupnja moze
biti jednozna¢no odreden ako je zadan na n + 1 tocaka. Ako uzmemo da je p,(0) =11
da u svim svojstvenim vrijednostima od A (njih n) p, poprima vrijednost 0, tada je to
polinom koji minimizira (2.35), pri ¢emu je onda 7, jednak nuli. U egzaktnoj aritmetici
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broj iteracija k koje su potrebne da se izra¢una egzaktno rjesenje je manji ili jednak
broju razli¢itih svojstvenih vrijednosti, jer mozemo na¢i polinom stupnja k koji je u 0
jednak 1, i u svim razli¢itim svojstvenim vrijednostima jednak 0. Za takav polinom
je max;—1__n |[pr(Ai)| = 0, pa iz ocjene (2.35) slijedi da je rp, = 0. Time se vidi da je
Orthomin(2) metoda brza ako A ima viSestrukih svojstvenih vrijednosti.

Mi éemo sada prikazati analizu za indefinitni problem, i to u specijalnom sluc¢aju
kada su svojstvene vrijednosti od A sadrzane u dva intervala [a, b] ¢, d], gdje je a <
b<0<c<dib—a=d-—c Budud da je desna strana nejednakosti (2.35) manja
ili jednaka minimizaciji pa maksimizaciji po uniji tih skupova, jednostavniji pristup je
minimizacija po tim segmentima nego po kona¢nom broju toc¢aka. Polinomi s kojima se
to postize bazirani su na Cebisevljevim polinomima.

Cebisevljev polinom stupnja k je

1

Ti(w) = 3 [(w+ W~ 1)F 4 (w— w2—1)k} :

Cebisevljevi polinomi imaju sljedeéa svojstva:

rapidno osciliraju izmedu —1 i 1, odnosno

T (Cos <Z;r>> = (1), i=0,1,....4,

i k nultocaka polinoma T} moraju se nalaziti izmedu k + 1 ekstrema od 7} u segmentu
[—1,1]. Najbitnije mu je svojstvo to da izmedu svih normiranih polinoma stupnja k
polinom 2'=*T* ima najmanju co-normu na intervalu [—1,1], koja iznosi 21=k,

U ovom slucaju, polinom k-tog stupnja koji ima vrijednost 1 u ishodiStu, i ima
minimalnu co-normu na [a, b] | J[e, d] je dan sa

Ti(a(2))
Ty 1

gdje je | = [E], [] oznacava cjelobrojni dio, i Tj je I-ti Cebisevljev polinom. Primijetimo
da funkcija ¢(z) preslikava svaki od intervala [a, ] i [c, d] na interval [—1, 1]. Slijedi da za
z € [a,b] e, d] apsolutna vrijednost brojnika u izrazu za p(z) iz (2.36), je ograni¢ena
sa 1. Nazivnik je odreden tako da zadovolji svojstvo pr(0) = 1. Znaéi, imamo sljedeée

ad + be -1
Hmh<7k< ) Irolla

2(z=b)(z—c¢) (2.36)

=1
+ ad —bc

pr(z) =

ad — be

i nakon §to izracunamo vrijednost CebiSevljevog polinoma, dobivamo

%] !
<\/:a72+ J;l%) " (@—I— W) l[roll2- (2.37)

Drugi sumand u (2.37) konvergira k nuli kada k raste, pa se ocjena greske Orthomin(2)
metode za indefinitne hermitske matrice ¢esto izrazava sa slabijom formulacijom

(%]
wwzs2<vmd V%) Iroll:. (2.38)

lad| 4+

[rrll2 <2
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U sluéaju pozitivno definitne hermitske matrice A ocjena greske se izvodi analogno
kao i u slucaju metode konjugiranih gradijenata, koja ¢ée biti prezentirana u sljede¢em
poglavlju, a sli¢na je prethodnoj analizi. U tom slu¢aju dobivamo ocjenu

-1

k k
Iralls < 2 (%Ejﬁi) +<¢%:) Irollz. (2.39)

odnosno

k
Irells < 2 (%) Iroll2 (2.40)

Na zalost, nikakve jace a priori ograde na normu reziduala nisu poznate za slucaj kada se
Orthomin(2) primijeni na opéenitu matricu, ¢ije polje vrijednosti ne sadrzi ishodiste, iako
u praksi moze biti znacajnije bolja od Orthomin(1). Naime, kod primjene Orthomin(2)
metode na nehermitsku matricu, gubi se svojstvo opisano u Teoremu 2.3.7. Medutim, u
jednom od daljnjih odjeljaka biti ¢e opisana GMRES metoda, za koju tvrdnja Teorema
2.3.7 uvijek vrijedi, pa i za nehermitske matrice. Takoder ¢e biti pokazano da se za tu
metodu moze konstruirati linearni sustav sa nehermitskom matricom sustava A, koja
moze imati proizvoljne svojstvene vrijednosti, i sa vektorom desne strane b, takvim da
u k-tom (kK < n) koraku GMRES metode producira rezidual r,?MRES sa proizvoljnom

normom. Za k = n vrijedit ée rGMRES = 0. Kako za svaki k vrijedi

MRS < [l )

)

to znaci da u svakom koraku k& metode Orthomin(2) primijenjene na nehermitski sus-

. ce thomin(2) ... . . : . .
tav mozemo dobiti rezidual TkOT omin( ), Cija je donja ograda norme proizvoljno velika.

Dakle, mozemo zakljuciti da ne mozemo dobiti gornju ocjenu norme reziduala u svakom
koraku Orthomin(2) metode, koja bi ovisila o spektru matrice sustava A.

2.3.4 Prekondicionirana Othomin(2) metoda

Ovom metodom mozemo rijesiti i prekondicionirani sustav M ~' Az = M~'b, pri éemu
M biramo tako da matrica M ~'A ima manji broj uvjetovanosti, kako bi smanjili broj
iteracija za postizanje zadane toc¢nosti. Dakle, u slu¢aju prekondicioniranog sustava
imamo sljede¢i algoritam
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Algoritam 2.3.8. PREKONDICIONIRANI ORTHOMIN(2)
Dana je pocetna iteracija xo,
rg = b — Axog,
rijesi Mpg = ro,
do = po-
Zak=1,2,...

izracunaj Adg_1,
rijesi Mgp_1 = Adg_1,
(PE—1,9%-1)

(Gh—1,9k—1)"
Tp = T—1 + ap_1di_1,

A1 =

Tk = Tgp—1 — Q1 Adg_1,
rijesi Mpy = 7,
izracunaj Apg,
T"ijegi qu = Apk,
_ <qk7 gk—1>

Be ="+,

(Gr—159K—-1)
dx = pr. — Brdi—1-

Ako je matrica A hermitska, tada bismo Zeljeli da se i nakon prekondicioniranja to
svojstvo zadrzi. Zato ¢emo uzeti da je i matrica prekondicioniranja M hermitska, pa
ako je mozemo faktorizirati kao M = LL*, tada algoritam mozemo primijeniti na sustav

LYAL % = L™, (2.41)

koji i dalje ostaje hermitski, a svojstvene vrijednosti matrice L=' AL™* su iste kao i kod
M~1A. Ako sada ozna¢imo sve veli¢ine vezane uz prekondicionirani sustav (2.41) sa’,
a veli¢ine vezane uz pocetni sustav Az = b sa standardnim oznakama, tada uz pomoé
relacija

T = L_*i’k, T = Lfk,
dy, = L™*dy,

Orthomin(2) metodu primijenjenu na sustav (2.41) mozemo transformirati u algoritam,
koji ne ovisi o faktorizaciji matrice prekondicioniranja M.
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Algoritam 2.3.9. HERMITSKI PREKONDICIONIRANI ORT-
HOMIN(2)

Dana je pocetna iteracija xg,
rg = b — Axog,

rijesi Mpg = ro,

do = po-

Zak=1,2,...

izracunaj Adg_1,

rijesi Mgr_1 = Adg_1,
(Tk—1, 9k-1)
(Ady_1,9r-1)’

Tk = Tp—1 + ag—1dg-1,

A1 =

Tk = Tk—1 — Qg1 Adg_1,
rijesi Mpy = rg,
izracunaj Apg,

8, = (Apr, gr—1) 7
(Ady—1,gr-1)

di = pr — Brdi—1-

2.4 Metoda najbrzeg silaska, konjugirani smjerovi i konju-
girani gradijenti(CQG)

2.4.1 Metoda najbrzeg silaska

Drugi naé¢in odabira parametra «y, u iteraciji (2.11) je takav da u k-tom koraku iteracije
dobijemo gresku ej 1 sa minimalnom A-normom, pri ¢emu je A, matrica sustava Az = b,
pozitivno definitna. A-norma definira se kao |lalla = \/{a,a)a = /(Aa,a). Od sada
pa na dalje, u ovom odjeljku, smatrat ¢emo da je matrica sustava Ax = b pozitivno
definitna hermitska matrica.

Ponovo ¢emo derivirati jednu funkciju po ay, kao i kod Orthomin(1) metode, samo
Sto se ovaj puta radi o funkciji f(ax) = ej ;Aegy1 (f : R — R). Njenu derivaciju ¢emo
izjednaciti je s nulom, pri ¢emu dobivamo ey1 sa minimalnom A-normom. Razvoj ove
metode, koju nazivamo metodom najbrzeg silaska, puno detaljnije je opisan u [33], dok ¢e
u ovoj radnji biti izneseni samo osnovni elementi vazni za razumijevanje. Ako uvrstimo
da je exy1 = e — aprg 1 TRy = TR — apArg, Sto slijedi iz (2.11), dobit ¢emo da je

[(ou) = 2(apriArg — mirk),

odakle slijedi izraz za aj
etk (TR TE)

= riAr,  (Arg,rg) (242)
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I u tom je slucaju riy1 okomit na r;.Vazno je jo§ primijetiti, da tako dugo dok nismo
nasli egzaktno rjesenje, to jest dok je ri # 0, ay je strogo veéi od nule. Zbog okomitosti
Tk+1 i Tk Slijedi

lerlli = lexillh + a@llrelli > lexslla,

odakle se vidi da se A-norma gre$ke smanjuje u svakom koraku.
Analiza konvergencije za metodu najbrzeg silaska je slicna analizi greske za Ortho-
min(2) metodu. Iz jednakosti (2.11) mozemo dobiti rekurziju za ey, koja glasi

ekt1 = ex — agry = e — apdey, = (I — apA)ey,
koju na drugaciji na¢in mozemo zapisati kao
ex+1 = p1(A)ex,

pri ¢emu je p; polinom prvog stupnja, takav da je pi(A\) = 1 — agA. Prema gore
navedenome, za gresku ep4; onda vrijedi

ert1|la = min p(A)ekl A, 2.43
leviala= _min fp(A)er] (2.43)
gdje se minimum uzima po svim polinomima p prvog stupnja, za koje je p(0) = 1,
odnosno koji su oblika p(A) = 1 — a\. Za nastavak analize trebat ¢e nam jos sljedece
svojstvo A-norme za proizvoljni vektor wu:

”uHA _ (U*Au)1/2 _ (u*A1/2A1/2u)1/2 _ ((Al/Qu)*Al/Qu)l/Q _ ||A1/2U||2 (244)

Ako simetri¢nu, pozitivno definitnu matricu A prikazemo kao A = UAUT, A = diag()\1,
..oy An), U*U = UU* = I, tada je A'/? simetriéni kvadratni korijen matrice A, obli-
ka AY2 = UAY2U* koji komutira sa A i bilo kojim polinomom od A. Ai,..., A\, su
svojstvene vrijednosti matrice A. Zato vrijedi

_ . 1/2 _ . * 4172
er+1lla = min A pi1(Aer|o = min Upr1 (AU A %erlls <
levalla = _min A (Dede = _min [Up(A) H
min p1(AN)|2llexlla = min max |p1(Ai)||lexlla. (2.45
plepm(o):l!\ (A)l2lexll p1€P1,p1(0):1j:1,4--,n’ (Ai)lllexlla- (2.45)

Moze se pokazati da se taj minimum postize za polinom

2
AN=1-—" )
pl( ) )\mzn + Amam

i iznosi
>\max - Amzn . H(A) -1
)\max + )\mzn B K(A) +1

pri ¢emu je Apip minimalna, a Apqe maksimalna svojstvena vrijednost matrice A, te
K(A) = AMnaz/Amin uvjetovanost matrice A. Dakle dobivamo rezultat

fewialla < (5051 ) leada

’pl(Amin)‘ = ’pl(Amaa:)’ = < 1,

i kao konacni oblik N
k(A) —1
llex]|a < (fi(fl)ﬂ) lleol) a- (2.46)
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2.4.2 Metoda konjugiranih smjerova

Kao i kod izvoda metode Orthomin(2a), a u svrhu da metoda najbrzeg silaska ne bi
radila korake u smjeru kojim je neki raniji korak prosao, unaprijed odabiremo skup A-
ortogonalnih vektora, odnosno smjerove traganja do, di,..., d,—1. Dva vektora d; i d;
su A-ortogonalna ili konjugirana ako vrijedi da je (d;,d;)a = (Ad;,d;) = 0. Lagano se
moze provjeriti da su A-ortogonalni vektori linearno nezavisni. Znaéci u svakom koraku
biramo tocku

Tpt1 = Tk + agdg (2.47)

s minimalnom A-normom greske.

Dakle, u svakom smjeru d; napravit ¢emo tocno jedan korak, i taj korak ¢e biti takve
duzine da ¢emo ponistiti komponentu vektora greske er u smjeru Ady. Nakon n koraka
bit ¢emo gotovi. U (k+ 1)-om koraku onda biramo ey takav da bude jednak pocetnoj
greici, kojoj su odstranjene sve komponente u smjerovima Ady,. . .,Ad*, odnosno on je
A-ortogonalan na dy,. . . ,dx. A-ortogonalnost izmedu ey i di je ekvivalentna nalazenju
tocke minimuma duz smjera traganja dg, kao i u metodi najbrzeg silaska. Da bi to vidjeli,
ponovo ¢emo derivirati po ay funkciju f(egy1) = €r1 A€kt 1 izjednaciti je s nulom,
samo §to je u tom sluc¢aju ri41 okomit na di. Ako opet uvrstimo da je g1 = rp —ar Ady
iegyr1 = er — agdy, dobit ¢emo izraz za oy,

d; d
ap = Jire_ _Aredi) (2.48)
diAdy,  (Ady, dy)
Ovako dobivena metoda naziva se metoda konjugiranih smjerova.
Metoda konjugiranih smjerova
e Dana je pocetna iteracija xg, i skup A-ortogonalnih vektora {dp,ds,...,dn_1}.

e rg=b— Auxg.
e Zak=1,2,...

o o1 = (Tp—1,dp—1)/(Adp—1,d—1),
® Ty = Tp_1+ ap_1di_1,

o 1y =rp_1 — ap_1Adg_1.
A-ortogonalnost epy1 i do,. .. ,d; pokazat ¢emo u sljedeéem teoremu.

Teorem 2.4.1 ([20]). Za metodu konjugiranih smjerova vrijede sljedeéa svojstva:

(Adiyds) =0 (i # ) (2.49)
<T’i,dj> = <Ae,‘,dj> =0 (] < Z) (2.50)
(ro,di) = (r1,d;) = -+ = (r;, d;). (2.51)

Skalar o; moZe se zato napisati kao

(ro, di)

% = T d (2.52)
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Dokaz: Prva jednakost je o¢ita jer smo tako birali smjerove traganja. Koristeéi ¢injenicu
da je zbog (2.47) ri41 = r; — a;Ad; imamo

(rive, dj) = (ri, dj) — i(Adi, dj).

Ako je j = i tada, zbog (2.48), vrijedi (r;;1,d;) = 0. Sto vise, zbog (2.49) je (ri 1, d;) =
(ri,dj), za j # i, pa jednakosti (2.50) i (2.51) slijede iz tih tih relacija matematickom

indukcijom. Na kraju, formula (2.52) slijedi iz (2.51) i (2.48). O
Poslijedica formule (2.52) je ta da se aproksimacije x,x2,... od x mogu izracunati bez
racunanja reziduala r1,rs,. .., odnosno osigurava da je izbor smjerova traganja dy,ds,. . .

neovisan o tim rezidualima. Ovisan je samo o pocetnom rezidualu rg. Takodjer zbog
(2.50) vrijedi da je (eg,dj)a = (Aex,d;) =0 za j < k ¢ime smo dokazali napomenu koja
je spomenuta prije teorema.

I kod ove metode nas interesira konvergencija, o ¢emu govori sljedeéi teorem.

Teorem 2.4.2 ([20]). Metoda konjugiranih smjerova je m-korac¢na metoda (m <n), u
smislu da je u m-tom koraku aproksimacija x,, jednaka rieienju x = A~1b.

Dokaz: Neka je m najmanji cijeli broj takav da se eg = = — x¢ nalazi u prostoru
razapetom sa dy,...,dy,—1. OCito je m < n, buduéi da su vektori dy,d;,... linearno
nezavisni, pa ih maksimalno moze biti n. Zatim, izaberimo skalare ag,...,a,,—1 takve
da je

eo =agdy + -+ @Gm—1dm—1-
Odavde slijedi
r=x9+apdo+ -+ Gm_1dm_1.
Nadalje,
9 =b— Axg = A(l’ — :L‘(]) = apAdy + -+ + am_1Adm—_1.

Koristeéi se ¢injenicom da su smjerovi trazenja d; medjusobno konjugirani i jednakoséu
(2.52) iz Teorema 2.4.1, racunanjem skalarnog produkta (rg, d;) dobivamo

(ro,di) = a;(Ad;, d;)

odnosno
_ (ro,di)

a; = <Adz,dz> (678

Bududi da je, primjenom indukcije na (2.47)
Ty = 20 + apdp + -+ - + p—1dm_1,
mozemo zakljuciti da tvrdnja x = x,, vrijedi. O

Kao i kod Orthomin(2a) skup A-ortogonalnih smjerova {d;} mozemo dobiti uz po-
mo¢ Gramm—Schmidtove metode A-ortogonalizacije na niz linearno nezavisnih vektora
UQ,- - . ,Up—1 sa skalrnim produktom (-,-) 4. Dakle u (2.26) koeficijenti su oblika

(Auk, d2>

Bri = T(Ad,d) (2.53)
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2.4.3 Metoda konjugiranih gradijenata (CG)

Metoda konjugiranih smjerova (CG) je, zapravo, metoda konjugiranih smjerova kod koje
se smjerovi traganja konstruiraju primjenom Gram-—Schmidtove metode A-ortogonalnosti
na reziduale, tj. uzima se da je u; = r;. Cinjenica da su vektori r; dobiveni metodom
konjugiranih smjerova linearno nezavisni, moze se provjeriti uz pomoé¢ (2.50) i (2.51).

Ponovo vrijedi

span{dy, dy,...,dg_1} = span{ro,r1,...,7k_1},

i bududi da je rp ortogonalan na prethodne smjerove traganja zbog (2.50), on je onda
zbog prethodne tvrdnje, ortogonalan i na prethodne reziduale, odnosno vrijedi

<’l“i,7“j> = 0, 7 75 j (2.54)
Promatramo sljedeéi skalarni produkt
(rksrit1) = (re,mi) — @ilre, Ady),

pa odavde vrijedi

(Arksdi) = = ((rko72) = (7o 7i41)) (25

)

Za i < k —1 lijeva strana u (2.55) je jednaka 0, pasu fy; =0zai=0,1,...,k—2, aza
Br = Brk—1 vrijedi

B = m: zbog (2.48),
- M zbog (2.50) i (2.26). (2.56)

Zbog (2.48), (2.50) i (2.26) mozemo i oy, napisati u ljepsem obliku

oy = (re, 7o)
(Ady,, di)’

(2.57)
odakle se vidi, da ukoliko nismo nasli egzaktno rjesenje u k-tom koraku, aj je pozitivan.

Sada smo u potpunosti definirali metodu konjugiranih gradijenata ¢iji algoritam on-
da izgleda ovako
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Algoritam 2.4.3. KONJUGIRANI GRADIJENTI
Dana je pocetna iteracija x,
do =19 =0b— Axy.
Zak=1,2,...

izracunaj Adg_1,

Qp_q = <7"k7177”k71>
0 (Adg_q,dik—)’

Ty = Th—1 + op_1dj—1,
T = Th—1 — Qg1 Adk_1,
(Tk, Tk)

By = —————,
(Pk—1,Tk—1)
di, = + Brdi—1.

Navedimo jos nekoliko svojstava, koja su vezana uz metodu konjugiranih gradijenata.

Teorem 2.4.4 ([12]). Greska ey dobivena u k-tom koraku metode konjugiranih gradi-
jenata ima najmanju A-normu na prostoru

eo + span{Aeg, A%eq, ..., AFey}. (2.58)

Dokaz: Ako gledamo kako su definirani vektori e; i di u ovoj metodi, tada mozemo
zakljuciti sljedeCe: do = rg = Aeg, pa je e1 = eg — agprg = ey — agAeg. Pretpostavimo
da vrijedi da je e, € span{eg, Aeo, ..., AFeq} i dp_1 € span{Aeg, A%eq, ..., AFey}, tada
za epy] imamo

— _ k+1
€kt+1 = €k — ordr = e — apPBrdi_1 — apAey, € Span{eo, LA 60}.

Matematickom indukcijom mozemo zakljuciti da je koeficijent uz ey uvijek jednak 1,
odnosno
err1 € eo + span{Aeq, A2eq, ..., A leg) (2.59)

i zbog dk = Aek — ,Bkdk,1
dy, € span{Aeg, A%y, ..., A" ey}, (2.60)

Iz (2.60) slijedi da je span{do,dy, ..., dy} = span{Aey, ..., A¥* ey}, a kako je zbog (2.50)
er+1 A-ortogonalan na span{dy,ds,...,d;}, onda slijedi da je exy; vektor u prostoru
(2.59) sa najmanjom A-normom. Za k = m — 1 zbog linearne nezavisnosti vektora
{do,...,dn—1} slijedi da je e, = 0. O

U sljede¢em teoremu promatramo promjenu euklidske norme greske, koja za meto-
du konjugiranih gradijenata ima dobra svojstva, u smislu da niz normi vektora greski
predstavlja nerastuéi niz.

Teorem 2.4.5 ([20]). U svakom koraku CG algoritma, duljina vektora greske e =
x — xy, se reducira, pri cemu je A7'b = x = x,,, za neki m < n.
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Dokaz: Najprije dokazimo nekoliko ¢injenica koje ¢e nam trebati u dokazu. Vrijedi:

(s, dj) = <<dd>><> (i <. (2.61)

Da bismo to pokazali, dokazimo prvo jednu jednakost, koja glasi:

k
.
dp = (ri,k) > <T‘Jr‘> k=0,1,2,... (2.62)
j=0 VRE)

Indukcijom iz jednakosti di = ri + GBrdr_1 dobijemo da je

dy, = 15 + Brri—1 + BeBr—1Tk—2 + -+ + BrBr—1- - - Piro-

Uvrstavanjem vrijednosti za (3; iz (2.56) u prethodnu jednakost, i uz neophodna kracenja

imamo
(Ths Tk) (ks Tk) (Thy T

Te1+-———Tp_o9+ -+
(Th—1,Tk—1) (Tk—2,Tk—2) (ro,r0)

Ako d; i dj, za i < j, raspiSemo kao u (2.62) i uz koristenje (2.54) dobivamo

dk:T'k-i-

7

1
diad' =\, Ti) 7§, 75
< ]> < >< J j>; (7”1,7”5>
pa za ¢ = j imamo '
~ 1
di, di) = (ri,ri)°
(= (e Y
Prema tome je
(rj,)) o~ L (rj, rj)
di,dj) = Tis T = d;, d;
) <Ti,ri>< ) (T, Tr) <Tz,ri>< )

k=0

Time je jednakost (2.61) dokazana.
Induktivhom primjenom jednakosti xx = xr—1 + ap_1di_1 imamo i

k—1
T = To + Zajdj.
Jj=0

Promotrimo sada sljedece:

(ex—1,€er—1) — (ex,ex) =

(ex—1 —ep,ep—1) + (er,er—1 —ex) =

(Tp — 21, ep-1) + (ep, Tp — Tp—1) =

ap—1{dr—1,Tn — Tp—1) + ap_1(Tn — T, dx—1) =

= ap_1(0p—1(dp—1,dr—1) + 200 (dp, dp—1) + - - - + 201 (dm—1dp-1)) =
[ dk—1l13

= Hm}HPUWAHW—N§+QQHVM§+~~+2amfﬂnm4ﬁ)
—112

pri ¢emu je ovaj zadnji izraz veéi od nule ukoliko do k-tog koraka nismo dogli do rjesenja.
O
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2.4.4 Analiza greske i konvergencija metode konjugiranih gradijenata

Isto kao i kod Orthomin(2) metode, zbog relacije (2.59), greska u k-tom koraku metode

ima oblik i .
er = €9 + Zl/)iAiEO = <I + Z@DZAl) e
=1 =1

Koeficijenti v; su u linearnoj vezi sa koeficijentima «; i §;, a metoda konjugiranih gradi-
jenata bira 1); takve da oni minimiziraju ||ex||4. Tada, izraz za gresku mozemo izraziti
kao

er, = pr(A)eo, (2.63)
gdje je px polinom k-tog stupnja kod kojeg zahtijevamo da je py(0) = 1.

Kako je matrica A hermitska i pozitivno definitna, tada matricu mozemo zapisati kao
produkt matrica A = UAU™, pri ¢emu su za A = diag(\1,...,Ap), A1,..., A\, svojstvene
vrijednosti od A i U*U = UU* = I. A'Y2 je hermitski drugi korijen od A i vrijedi
AY2 = UAY2U*, pa komutira sa A. Zbog toga slijedi

lexlla = min = |lpr(A)eolla =
PkEPE,pr(0)=
= min ||A1/2pk( Jeola = min ||Upp(A)UT AV ey <
PrEP.pi(0)=1 PrEPE,pr(0)=1
< min Pk slleolla = min max |pr(Ai)|lleolla. (2.64
pkepk,pk(m:l” (A)]f2]leoll pecpin e lpi(Xi)l[leol[a-  (2.64)

Daljnje opservacije vezane uz polinome i svojstvene vrijednosti su analogne onima kod
Orthomin(2) metode. Sve svojstvene vrijednosti od A smjestene su u segmentu [Apin,
Amaz], Pri ¢emu je Apin > 0 najmanja, a Apqe > 0 najveca svojstvena vrijednost.
Buduéi da je desna strana nejednakosti (2.64) manja ili jednaka minimizaciji pa
maksimizaciji po cijelom intervalu [Amin, Amaz], jednostavniji pristup je minimizacija po
tom segmentu nego po konacnom broju to¢aka. Polinomi s kojima se to postize ponovo
su bazirani na Cebigevljevim polinomima. U ovom slu¢aju, polinom k-tog stupnja koji
ima vrijednost 1 u ishodistu, i ima minimalnu co-normu na [Amin, Amaz| je dan sa
T, <,\ma1+,\mm72,\)

Amaz *)\min

Tk ( )\maz +>\'mzn )

max — A\min

pr(A) = (2.65)

Argument brojnika je takav da segment [Apin, Amaz] Prebacuje u segment [—1,1]. Sli-
jedi da za z € [Amin, Amaz] apsolutna vrijednost brojnika iz (2.65) je ograni¢ena sa 1.
Nazivnik je odreden tako da zadovolji svojstvo pg(0) = 1. Znagéi, imamo sljedece

)\max + )\mzn - (A) +1
<T| — Ty | ———
e < T (= 0mn) oy = (L) e

i nakon §to izracunamo vrijednost CebiSevljevog polinoma, dobivamo

1 —1
lexlla < 2 <FVA“> +<¢@+1> leolla (2.66)

k
Jexlla <2 (%) feola (267

pri ¢emu je K(A) = Apaz/Amin broj uvjetovanosti matrice A.

odnosno
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2.4.5 Prekondicionirana CG metoda

Kao i kod Orthomin(2) metode kada rjesavamo hermitski sustav, zelimo da se to svoj-
stvio zadrzi i nakon prekondicioniranja. Zato ponovo biramo matricu prekondicionira-
nja M koja je hermitska. Ako matricu M faktoriziramo kao M = LL*, tada algoritam
mozemo primijeniti na sustav

LYAL &=L, (2.68)

koji i dalje ostaje hermitski, a svojstvene vrijednosti matrice L~ AL~* su iste kao i kod
M~1A. Matricu M takoder biramo i uz kriterij da L='AL™* ima §to manju uvjeto-
vanost. Ako sada ozna¢imo sve veli¢ine vezane uz prekondicionirani sustav (2.68) sa ",
a veli¢ine vezane uz pocetni sustav Az = b sa standardnim oznakama, tada uz pomoé
relacija
xp = L3y, 1. = L7y,

dp, = L_*(ik,
CG metodu primijenjenu na sustav (2.68) mozemo transformirati u algoritam, koji ne
ovisi o faktorizaciji matrice prekondicioniranja M.

Algoritam 2.4.6. HERMITSKI PREKONDICIONIRANI KO-
NJUGIRANI GRADIJENTI

Dana je pocetna iteracija g,
ro = b— Al’o,

rijest Mpg = ro,

do = po.
Zak=1,2,...
izracunaj Adg_1,
_ (Th—1,DPr-1)
Ofp—1 = 70— s
(Adg—1,dk-1)

Tp = Th—1 + ap_1di—1,
Tk = Th—1 — Q1 Adk_1,
rigest Mpg = ry,
. <Tk7pk>
By = —",
<7’k717pk71>
dy, = pr + Brdg—1.

2.5 GMRES

2.5.1 Razvoj i implementacija GMRES metode

GMRES metoda (Generalized minimal residual algorithm) ili generalizirani algoritam
minimalnog reziduala koristi modificirani Gram—Schmidtov postupak kako bi konstru-
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irao ortonormiranu bazu za, niz Krylovljevih potprostora
span{rg, Aro, ..., A¥rg}. Kada se modificirani Gram-Schmidtov postupak primijeni na
ovakav prostor naziva se Arnoldijeva metoda.

Algoritam 2.5.1. ARNOLDIJEV ALGORITAM
Dan je vektor q1 sa ||q1]l2 = 1.
Zaj=1,2,....n—1

dj+1 = Agj.
Zai=1,...,]
hij = (qj+1, qi),
Gj+1 = Gj+1 — hijqi.

hjt15 = 1G+1ll2,

_ Gt
qj+1 = ol
Jj+1,9
Ako je Qr n x k matrica Cije stupce ¢ine vektori ortonormirane baze qi,. . . ,qi, tada

se Arnoldijeva iteracija moze napisati u matriénom obliku

AQr = QrHy + hii1 1 @hi16) = Qro1 Hyr1 - (2.69)

Ovdje je Hy k x k gornja Hessenbergova matrica kojoj je (i, j)-ti element jednak h; ;
zaj = 1,...,k, i = 1,...,min{j + 1,k}, a svi ostali elementi su jednaki nuli. Vektor
& je k-ti jediniéni vektor [0 ... 0 1]T. (k + 1) x k matrica Hy 1, je matrica kojoj je
gornji k x k blok jednak Hy, a zadnji redak jednak nuli, osim na poziciji (k + 1,k), na
kojoj je element jednak hjyq . Rekurzivna definicija za matricu vektora ortonormirane
baze (k+1)-dimenzionalnog Krylovljevog potprostora Q11 moze se u matri¢cnom obliku
napisati kao
1 AQp] = Qi1 Ri41,

pri ¢emu je Ryy1 (k+ 1) x (k+ 1) gornje trokutasta matrica

Ripyr =& Higipls

a & = [1,0,...,0]T. Prema tome Arnoldijev algoritam od prvog do (k + 1)-og koraka
mozemo smatrati rekurzivnom QR faktorizacijom matrice [¢1  AQx].

U GMRES metodi, aproksimacija rjeSenja u k-tom koraku tada ima oblik xj =
xo + Qryr za neki k-dimenzionalni vektor yi, tj. xp se dobiva tako da se pocetnoj
aproksimaciji ¢ doda neka linearna kombinacija vektora ortonormirane baze Krylovlje-
vog potprostora. Da bi dobili aproksimaciju za koju r, = rg — AQgy, ima minimalnu
euklidsku normu, vektor y, mora biti rjeSenje problema najmanjih kvadrata

min |79 — AQxy||2 = min |70 — Qi1 Hr+1,£Yll2 =
yeCk yeCk

= min || Qr+1(8&1 — Hyy1,4y) 2 = min |86 — Hip1xyl2, (2.70)
yeCk y€eCk
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gdje je B = ||roll2, &1 prvi jediniéni (k + 1)-dimenzionalni vektor [1 0 ... 0]7. Druga
jednakost je ostvarena uz koristenje ¢injenice da je Qr11&1 prvi vektor ortonormirane
baze koji je jednak ry/[3.

Glavni koraci GMRES algoritma su sljedeéi:

e Dana je pocetna iteracija xo, izracunaj ro = b — Axg i g1 = ro/||rol|2-
o Za k=1,2,...

o Izracunaj qy41 © hig, i =1,...,k+ 1 pomocu Arnoldijevog algoritma.

e Nadi xj, = x9 + Qryr, gdje je yr rjeSenje problema najmangih kvadrata
miny |81 — Hiq1,xy|l2-

Standardna metoda za rjeSavanje problema najmanjih kvadrata (2.70) je faktorizi-
ranje (k + 1) x k matrice Hyy1x na produkt (k + 1) x (k + 1) unitarne matrice F*)*
i (k+ 1) x k gornje trokutaste matrice R®) . Gornji k x k blok matrice R®) je gornje
trokutasti, a zadnji redak je jednak nul-vektoru. Ta faktorizacija, a ponovo se radi o
QR faktorizaciji, moze se ostvariti upotrebom Givensovih rotacija ili Hauseholderovih
refleksija. Buduéi da je

1861 — Hyr1492 = |F®*(BFW e, — RFy)||o = || BF P e — RFy|5,

i da je (k4 1)-a koordinata vektora Ry jednaka nuli, rjesenje y;, se tada moze dobiti
rjeSavanjem gornje trokutastog sustava

Ry = BFPE) ks, (2.71)

gdje je R,E:kx)k gornji k x k blok od R®) | a (F(*)¢)),1 je dio od k gornjih elemenata prvog
stupca od F*),

Vazno je primijetiti da je u tom slu¢aju apsolutna vrijednost zadnjeg elementa (k+1)-
dimenzionalnog vektora SEF(*)¢; jednaka euklidskoj normi reziduala u k-tom koraku
GMRES metode jer

b — Azyll2 = |BEW & — RV yyl2,

a fERE — RWy, je jednak nuli u svim komponentama osim u zadnjoj, (k+ 1)-0j, koja
je jednaka zadnjem elementu od SF®)¢;.

Promatrat ¢emo sada slucaj kada se QR faktorizacija ostvaruje pomoéu Givensovih
rotacija. Ako nam je dana QR faktorizacija matrice Hy;j, tada nam je namjera da
izracunamo QR faktorizaciju sljede¢e matrice Hy4o 141 sa Sto manje utroSenog posla.
Da bi to postigli najprije oznacimo sa F; matricu rotacije koja rotira ravninu razapetu
sa jedini¢nim vektorima &; i &41 za kut 6;:

gdje je ¢; = cos(6;) i s; = sin(6#;). Dimenzija matrice F; kao i dimenzija drugog identi¢nog
bloka ovisi o kontekstu u kojem se koristi. Pretpostavimo da su rotacije F;, 1 =1,...,k
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prethodno bile upotrebljene na matrici Hy41 y tako da je

[z =z ... ]
(FiF—1 -+ Fi)Hyy1p = RY = PR
x
|0 0 ... 0]
gdje z-evi ozna¢avaju netrivijalne elemente. Tada je F*) = F.F_;---F;. Da bismo

dobili matricu R(k+1), odnosno gornje trokutasti faktor od Hj 9 41, prvo trebamo iz-
mnoziti zadnji stupac od Hy9 41 sa prethodnim rotacijama jer, kao Sto smo ve¢ prije
napomenuli, Arnoldijev algoritam mozemo smatrati rekurzivnom QR faktorizacijom ma-
trice [(1  AQg] kojoj broj stupaca raste u svakom koraku algoritma. Ako smo izracunali
QR faktorizaciju za takvu matricu u k-tom koraku, tada u (k + 1)-om koraku moramo
izracunati QR faktorizaciju matrice koja je jednaka prethodnoj matrici ali ima jos jedan
dodatan stupac. Trokutasti faktor matrice u (k 4+ 1)-om koraku je zbog toga jednak
trokutastom faktoru matrice iz k-tog koraka, samo kojemu je takoder dodan jos jedan
stupac, pa zato je dovoljno obraditi samo novi, (k+ 1)-i stupac matrice Hyy2 j+1. Time
dobivamo

(FpFre—1---F1)Hppo 41 = R
xr X
0O 0 ... 0 d

(00 ... 0 h|

gdje je (k + 2,k + 1)-i element h upravo hjyg k41 buduéi da na taj element ne utjecu
prethodne rotacije. Sljedeca rotacija Fjy1 se bira tako da eliminira taj element, odnosno
da vrijedi —5;1d + cx+1h = 0, a to mozemo posti¢i ako stavimo da je

|d| = Cht1h
c =—— 5§ = , zad+#0, h #0,
k41 T £ TP k+1 i # #
k1 =0, spr1=1, za d =0,
(ckr1 =1, skr1 =0, za h =0).

Primijetimo da ako je h = 0, tada je egzaktno rjeSenje linearnog sustava dostignuto u
(k+1)-om koraku. Naime, u tom sluc¢aju je Fyy1 = I, pa su prvih k41 komponenti (k+
2)-dimenzionalnog vektora SF*+D¢; jednake (k + 1)-dimenzionalnom vektoru 3F®*)¢;
iz prethodnog koraka, a zadnja, (k+2)-a komponenta je ostala nepromijenjena, odnosno
jednaka nuli. Buduéi da je apsolutna vrijednost te zadnje komponente jednaka euklidskoj
normi reziduala u tom koraku GMRES metode, zaklju¢ujemo da je ry11 = 0, i rjeSenje je
dostignuto u (k + 1)-om koraku. Prema tome, ako egzaktno rjesenje jo$ nije izracunato,
tada je h # 0, i (k+ 1)-ti dijagonalni element od R**Y je razlicit od nule. Za d # 0 taj
dijagonalni element je jednak

d
Ch+1d + Spy1h = m\/ |d|* + |R|?,

dok za d = 0 on je jednak h.
GMRES algoritam moze se napisati u sljede¢em obliku.
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Algoritam 2.5.2. GMRES

Dana je pocetna iteracija xg,

To = b— Axo,
B = llrollz,
T
qa = -,
6
I=(1,0,...,0)T.
Zak=1,2,...
Izracunaj qry1 @ higy = H(i,k) za i = 1,...,k + 1, koriste¢i Arnoldijev
algoritam.
Primijeni Fy, ..., Fr_1 na zadnji stupac od H, odnosno:

Zai=1,....,k—1

[ H(i, k) ] - [ s ] [ H(i, k) }

HGi+1,k) | | -5 ¢ H(i+1,k) |-

Izracunaj k-tu Givensovu rotaciju Fy kako bi se ponistio (k+1, k) element

od H:

_ |H (K, k)|

 VIHE R+ [HE+1,E)2

H(k+1,k)
H(k, k)

Primijeni k-tu rotaciju na l 1 na zadnji stupac od H:

e e Il el
H(k, k) == cx H(k, k) + se H(k + 1, k),

H(k+1,k) =0.

Ck

ako je ¢ # 0 tada s = ¢ , ako je ¢, =0 tada s = 1.

Ako je ocjena norme reziduala B|l(k + 1)| dovoljno mala, tada:

Rijesi gornje trokutasti sustav Hixpyr = Blix1-

Izracunaj xi = xo + Qryk-

Potpun GMRES algoritam moze biti neprakti¢an zbog velikog zahtjeva za memori-
jom i za brojem operacija, ako je broj iteracija, koje su potrebne za rjesavanje sustava,
velik. GMRES(j) algoritam se definira tako da restartamo GMRES svakih j koraka,
koristeéi zadnju iteraciju kao pocetnu za sljede¢i GMRES ciklus. Poznati problem sa
GMRES-om sa restartom je taj Sto on moze stagnirati. Naime moze se dogoditi da
pri restartanju ponovno pretrazujemo smjerove koje smo veé u prethodnom ciklusu pre-
trazivali.
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2.5.2 Svojstva GMRES metode

Iz same implementacije metode vidljiva su sljedeca svojstva GMRES metode.

Teorem 2.5.3 ([32]). Neka su F;, i = 1,...,k matrice rotacija koje su koristene za
svodenje matrice Hy 11 na trokutasti oblik, te R(k) = F(k)HkH,k i g®) = BER)E ma-
trica i desna strana sustava dobivenog tokom rjesavanja GMRES metodom. Oznacimo
sa Ry k x k gornje trokutastu matricu dobivenu iz R®) brisanjem zadnjeg retka, i sa gy,
k-dimenzionalan vektor dobiven iz g¥) brisanjem zadnje komponente. Tada,

(i) Rang od AQy je jednak rangu od Ry. Posebno, ako je (Ry)rr = 0 tada A mora

biti singularna.

(1t) Vektor yy koji minimizira || — Hi+1 5yl|2 dan je sa

yr = Ry gk

(iii) Rezidual u k-tom koraku zadovoljava

ri =b— Azg = Qri1(6&1 — Heprkys) = Q1 FF* (0™ 16541) (2.72)

1, kao rezultat
Irklla = 16— Awglla = [(g™))ksa - (2.73)

Dokaz: (i) Iz (2.69) dobivamo jednakost

(if)

(iii)

AQr = Qrpe1Hpq1 1 = Qk+1F(k)*F(k)Hk+1,k = Qk+1F(k)*R(k).

Bududéi da je Qk+1F(k)* unitarna, rang od AQy je jednak rangu od R® koji je
opet jednak rangu od Ry, buduéi da se te dvije matrice razlikuju samo za zadnji
nul-redak od R*). Ako je pak (Ri)kx = 0 tada je rang od Ry, manji ili jednak
k — 1, a kao rezultat je i rang od AQ; manji ili jednak k — 1. Kako je Q; punog
ranga, to znaci da je A singularna.

To je veé uglavnom pokazano kod implementacije. Za svaki vektor y imamo

1861 — Hyrp9l3 = 1FW(B& — Hepay)|3 = 9% — RWy|3 =
= (g™ s1]* + llgk — Riyll3 (2.74)

Minimum lijeve strane se postize kad je drugi izraz desne strane od (2.74) jednak
nuli. Ako smo krenuli od regularne matrice A tada je i Rj regularna, pa se to
postize kada je y = R;lgk.

Za bilo koji x = z¢ + Qpy vrijedi

b—Ar = Qui1(8& — Hyr14y) = Qein FP*FW (B¢ — Hyppy) =
= Qi F®* (g™ — R®ly).

Kao sto smo vidjeli u dokazu (%), euklidska norma od g®) — RWy postize svoj
minimum kada y ponisti sve komponente od ¢*) osim zadnje, koja je jednaka
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(g%))41. Kako je zadnji redak od R*) jednak nul-retku, to znaci da je i zadnja
komponenta od R*)y jednaka nuli, pa kao rezultat dobivamo

b— Az = Qrir FY* ((9")s16rsn)
sto dokazuje (2.72). Jednakost (2.73) slijedi iz ortonormiranosti stupaca matrice

Qi1 PP,
OJ

Primijetimo da, kada vektor 8£; izmnozimo redom sa Fi, Fy, ..., Fi_1, zadnja kom-
ponenta tako dobivenog vektora ¢(*#=1) ostaje nepromijenjena, odnosno jednaka nuli.
To znadi da je on oblika g(¥+—1) = [v1 72 ... 7% 0]T. U zadnjem koraku, kada taj vektor
na kraju jos pomnozimo i sa F},, dobivamo da je ¢*) = [y1 72 ... cx e — siYk], odnosno
dobivamo korisnu jednakost za (g(k)) k+1 koji se pojavljuje u izrazu za rezidual u k-tom
koraku:

(9")ks1 = — sk (2.75)
Posebno, ako je s = 0 tada norma reziduala mora biti jednaka nuli, §to znaci da je
egzaktno rjeSenje dostignuto u k-tom koraku.

Ako prou¢imo Algoritam 2.5.2, tada vidimo da je jedini moguéi slucaj kada k-ti
korak neée biti izvediv, i kada ée doéi do prekida GMRES metode, je u Arnoldijevom
algoritmu za G471 = 0, odnosno hy41, = 0. U tom slucaju se algoritam zaustavlje jer
se sljedeéi Arnoldijev vektor neée moéi generirati zbog dijeljenja s nulom. Ali, u tom
slucaju, kao §to smo ve¢ vidjeli, rezidual je jednak nuli, pa smo dostigli egzaktno rjesenje
u tom koraku. Obrat je takoder istinit: ako se algoritam zaustavi u k-tom koraku sa
r, =b— Ax, =0, tada je hyq1 = 0.

Teorem 2.5.4 ([32]). Neka je A regularna matrica. Tada se GMRES algoritam preki-
da u k-tom koraku (hy11, = 0) ako i samo ako je aproksimacija xy, jednaka egzaktnom
Tjesenju.

Dokaz: Nuznost smo veé pokazali, ali promotrimo tu situaciju iz drugog ugla. Pretpos-
tavimo da je hyi11 = 0, tada je s = 0. Zaista, ako definiramo hgfk_l) = (Fyp_1Fx_o---
Fi1Hj11 1)k i, tada je zapravo mnozenje sa Fj suvisno, pa je ve¢ u (k — 1)-om koraku
dobivena trokutasta forma za Hy;j, odnosno (Ry)ixr = h,(gk,; D Ako ipak krenemo
racunati Fj, tada, bududi da je A regularna, (Ry)y je razlicito od nule zbog Teorema

2.5.3 (i), pa iz formule s = sign(h,(c]fgl))hk+1,k/\/\hgf,gl)|2 + |hk+1%]? dobijemo da je si
definirano i jednako nuli. Tada iz jednakosti (2.73) i (2.75) dobivamo da je r = 0.

Da bi dokazali dovoljnost tvrdnje, pretpostavljamo da je r = 0 i ponovo koristimo
(2.75). Buduéi da smo u k-tom koraku dostigli egzaktno rjesenje, a ne u (k — 1)-tom,
znaci da je (g(k’kfl))k = v razlicito od nule, pa onda mora biti s = 0. Ponovo iz gornje
formule za s;, dobivamo da je hpi1 4 = 0. L]

Pogledajmo jos samo kako zaista izgleda (k+1)-dimenzionalan vektor g®) = gFW)g, .
Jednostavno, indukcijom moze se pokazati da vrijedi

c1
—S1C2
§152C3

(—1)F 15 - 8_qck
(=1)%81 - 815
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pa se prema (2.73) norma reziduala egzaktno moze dobiti sa

[I7kll2 = Blsisz - - sgl- (2.76)

Prije nego Sto po¢nemo promatrati konvergenciju GMRES metode, zgodno bi bilo
promotriti situacije kada ona stagnira. Naime iz minimizacijskog svojstva metode vid-
ljivo je da norma reziduala neée rasti kako povecavamo broj iteracija, jer promatramo
minimum na sve veéem i vetem skupu. Sljedeéi teorem govori o tome kada se ta norma
nece smanjivati.

Teorem 2.5.5 ([4]). Pretpostavimo da su izvrena k koraka Arnoldijevog algoritma, i
da je matrica Hy, definirana u (2.69) kao AQx = QrHy + hpy1kqr+1£1 . singularna.
Tada

min || — Hy1pylle = min |88 — Hy p—1y||2- (2.77)
y€Ck y€Ck—1

Ako sa y oznacimo rjesenje lijeve strane od (2.77), a sa yr_1 rjeSenje desne strane,
tada je yp = [yg_l 07, odakle slijedi da je x), = xy_1. Obrnuto, pretpostavimo da je
izureno k koraka Arnoldijevog algoritma i da vrijedi (2.77). Tada je Hy singularna.

Dokaz: Prvo primijetimo, da ako postoji moguénost za izvodenjem k-tog koraka Ar-
noldijevog algoritma, tada mora biti hj11; # 0za j =1,...,k — 1. Inace bi se, prema
Teoremu 2.5.4 Arnoldijev algoritam zaustavio u nekom ranijem koraku, dostizuéi egzak-
tno rjeSenje. U tom slucaju bi bilo hj11; = 0,1 AQ; = Q;Hj, Sto povlaci da zbog toga
Sto je AQ; punog ranga, H; mora biti regularna matrica. Dakle, ako pretpostavimo da
je Hj, singularna, tada mora biti hjyq1 # 0. Takoder, kada je matrica Hj, singularna,
dimenzija nul-potprostora (jezgre) je jednaka 1, zbog toga Sto je ona gornje Hessen-
bergova matrica koja na donjoj sporednoj dijagonali ima sve elemente razli¢ite od nule
(hjt1,; #0za j=1,...,k — 1), §to znaci da Hj, u slici ima k — 1 linearno nezavisnih
vektora.
Dalje promatramo QR faktorizaciju matrica Hy11 i Hy—1. Neka su

Hysrp = FORY i Hyjooy = FEURID,

QR faktorizacije, kod kojih su

R _ [ Ry, ] . Rl _ { Ry_1 }
ol

Primijetimo da je

h1
Hp oo : Hipg—1 hi
H = k7k 1 = ’
- - e
0---0 ‘hk—‘rl,k
i Hy = [Hip—1 hil, za hy = [hj .. hkﬁk]T. Bududi da je Hj, singularna, a da Hj, 1

zbog prije izneSene opservacije ima puni rang, slijedi da je zadnji stupac matrice Hp,
kojeg smo oznadili sa hy, linearna kombinacija prvih k — 1. Znaéi, postoji neki z € CF~1
takav da je hy = Hj p—12. Zbog toga imamo

hi = =D pk=1) , _ p(k=1)* [ szalz :| _ (2.78)
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Nadalje, mozemo napisati da je F*) = Fkﬁ(k_l), gdje su

I

=k F=1 ¢
Fi = o s |1 FE 1):[ 0 1
—SE  Ck

Zbog toga je B
FF* D Hypy = RY

ili
(k—1) (k—1)
0 Pkt1,k
Iz (2.78) imamo da je F*~Vh, = [(Rr_12)" 0]7. Koristenjem ove jednakosti, uz

¢injenicu da je F(k_l)Hk,k,l = R*-1) dobivamo jednakost

_ Ry_1z
R* 1)[ 0 ] _ ),

0---0 Pkt

Fy,

Zbog toga su cg i s izabrani tako da

[ Ck Sk][ 0 ]:[ithrl,k]
—5, ¢k Ptk 0 '

Vrijednosti ¢ i si tada moraju zadovoljavati ¢, = 01 s = £1. Sada iz (2.76) slijedi

lrelle = |10 — AQwykll2 = Bls1---sk—15k] = Bls1- - sp—1| =
= ||7“0 - AQk—lyk—IHQ = ||7”k—1H2-

Zbog jedinstvenosti rjesenja problema najmanjih kvadrata, (jer je Ry regularna) yi je
prema Teoremu 2.5.3 jedinstven, pa mora biti y; = [ykal 0]”. Time, takoder, ispada da
je xp = w0 + Qr-1Yk—1 = Tp—1.

Za obrat tvrdnje, pretpostavimo da je izvrSeno k koraka Arnoldijevog algoritma,
i pretpostavimo da vrijedi (2.77). Iz (2.76) slijedi da mora biti |sg] = 11 ¢ = 0.
Upotrebom jednakosti (2.79) mozemo napisati

R(k-1) F(k_l)hk

= R®),
0 Arsik

F,

Fj, je izabrana tako da R®*) bude gornje trokutasta, sa zadnjim nul-retkom. Ali mi
znamo da Fj ima oblik
I
F = 0 s
-5 O

Odavde ispada da zadnja komponenta od k-dimenzionalnog vektora F'*~Dp, je jednaka
0, odnosno F*=Vp, = [w” 0]7 za neki (k — 1)-dimenzionalni vektor w. Ako je w = 0
tada je i hy = 0 jer je F®=1) ynitarna matrica, pa je Hy = [Hy ;—1 hi] singularna. Sada
pretpostavimo da je w # 0. Neka v = [sT ], sa s € CF~1 it € C. Tada imamo

Hyv = [Hk,kfl hk]”u = [F(kil)*R(kil) hk]v =
F(k*l)*[R(kfl) F(k*l)hk]v — F(k‘fl)*(R(k‘fl)S + tF(k*l)hk)



62 GLAVA 2. APROKSIMACIJE 1Z KRYLOVLJEVIH POTPROSTORA

Sada, zbog toga §to je R*F—1) = [RT 0]T imamo

(2.80)

Hk’l) — F(k—l)* |: Rk—18+tw :| )

0

Kako je Ry regularna, za bilo koji ¢t postoji s takav da je desna strana u (2.80) jednaka
nuli. Prema tome postoji vektor v za koji je Hyv = 0, pa je prema tome H} singularna.
O

2.5.3 Analiza greske i konvergencija GMRES metode

GMRES algoritam primijenjen na opéeniti linearni susutav daje u koraku k rezidual koji
ponovo zadovoljava

k|2 = mi A)rolla, 2.81
Irela= _winlpu(Apal (281

gdje se minimum uzima po svim polinomima p; stupnja k ili manje uz svojstvo da je
pr(0) = 1. To se vidi iz sljedeée leme.

Lema 2.5.6 ([32]). Neka je xj aproksimacija rjesenja ostvarena u k-tom koraku GMR-
ES algoritma, i neka je rp = b — Axyp. Tada postoji qp_1 € Pr_1 takav da je xp oblika

xp = 20 + qr—1(A)ro

Irkllz = min [|(1 = Age—1(A))rol|2-
qk—1€PK—1

Dokaz: Iz definicije metode u k-tom koraku bira se aproksimacija rjesenja xj takva da
za Ky (A, ro) = span{rg, Arg, ..., A¥"Irg} vrijedi

|b — Azgll2 = min IIb — Az||2,

I€x0+Kk(A,TQ)
jer je xy, oblika xi = xo+QrYk, pri ¢emu stupci od Qj ¢ine bazu Krylovljevog potprostora
Kr(A,r9). Kako je svaki z € xg+ Ki(A,rg) oblika x = z¢+ Z?;& a;j Alrg, tada mozemo
pisati
r = 20 + qp—1(A)ro, za qp—1 € Pp_1.

U tom slucaju je
r=b— Az =b— Azg — Agp_1(A)ro = (I — Agr—1(A))ro = pr(A)ro,
za py, € Pk, sa pr(0) = 1, sto dokazuje tvrdnju leme. O

Sljededi teorem i korolar govore o konvergenciji GMRES metode, primijenjene na
dijagonalizabilne matrice, pri ¢emu pod konvergencijom smatramo brzinu kojom se nor-
ma reziduala priblizava nuli. Isto tako nas interesiraju uvjeti pod kojima bi GMRES
metoda mogla doéi do rjeSenja i prije n-tog koraka.

Teorem 2.5.7 ([32]). Pretpostavimo da je A dijagonalizabilna matrica i neka je A =
VAV~ spektralna dekompozicija od A, gdje je A = diag()1,...,\,) dijagonalna ma-
trica svojstvenih vrijednosti, a stupci regularne matrice V. su svojstveni vektori od A.
Definirajmo,

€k = min max ).
’ PrEPE,pr(0)=17=1,...,n [pr ()]



2.5. GMRES 63

Tada, norma reziduala postignutog u k-tom koraku GMRES metode zadovoljava nejed-
nakost

[7kll2 < &(V)erllroll2,
gdje je k(V') = [[V]]2]|[V 2.

Dokaz: Neka je pp bilo koji polinom stupnja manjeg ili jednakog k, koji zadovoljava
uvjet pi(0) = 1, i neka je x € zg + Ky (A, r0) vektor za koji je r = b — Az = pp(A)ro iz
Kri+1(A,ro). Tada

16— Azl = [Voe(A)V " rollz < VIV H2llpw(A)ll2llroll-
Bududi da je A dijagonalna matrica, vrijedi

Ips(A) s = max [lpy(A)s
Kako ) minimizira normu reziduala na zo + K (A, ), tada za bilo koji polinom pj, sa
gornjim svojstvima vrijedi

b= Azill2 < b= Azlla < IV]lV " allrolla max [pe(A)].

Sada mozemo u gornjoj nejednakosti uzeti polinom pj koji minimizira desnu stranu
nejednakosti, to odgovara odabiru odgovarajuceg x € xo + Kr(A4,r). Time dobivamo
zeljeni rezultat

16— Az ll2 < ||b— Azll2 < V]2V l2lI7oll2€x-
Il

Pretpostavit ¢emo da su stupci od V' skalirani tako da uvjetovanost (V') bude $to
manja. Medutim, polinom koji minimizira ||V pg(A)V ~1rg|l2 ne mora biti polinom koji
minimizira [|pg(A)]|2, pa na prvi pogled nije jasno da li je ocjena Teorema 2.5.7 stroga.

Zadrzimo se i dalje na dijagonalizabilnim matricama, ali ¢emo promatrati one matri-
ce kojima spektar mozemo smjestiti u neki pravilni geometrijski lik, koji je po moguénosti
udaljen od ishodista. Najjednostavniji sluc¢aj je kada spektar matrice A mozemo smjes-
tititi unutar elipse E(c,d,a) sa centrom u ¢, gdje je udaljenost izmedu fokusa jednaka
2d, a veca poluos je a. Jos se zahtijeva da se ishodiSte nalazi izvan te elipse.

Korolar 2.5.8 ([32]). Neka je A dijagonalizabilna matrica, to jest neka je A= VAV ~!
gdge je A = diag(\1, ..., ) dijagonalna matrica svojstvenih vrijednosti. Pretpostavimo
da su sve svojstvene vrijednosti od A smjestene unutar elipse E(c,d,a) u kojoj se ne
nalazi ishodiste. Tada norma reziduala, postignutog u k-tom koraku GMRES metode,
zadovoljava nejednakost

T},
[rkll2 < K(V) ) I7oll2,

| (

—
Qo [ale
SN—"

gdje je Ty, Cebisevljev polinom stupnja k

Dokaz: Ono sto trebano pronadi je gornja ograda za skalar ej iz Teorema 2.5.7 pod
zadanim pretpostavkama. Po definiciji je

€ = min max Ai
g PrEPk,pr(0)=1i=1,...n P (30
< min max |prp(A)].

PrEPKPK (0):1 AEE(Cvdaa)
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Y

(0,0)
Slika 2.1: Elipsa E(c, d, a), koja ne sadrzi ishodiste.

Nejednakost vrijedi zbog toga Sto se maksimum modula analiticke funkcije poprima na
rubu domene. Za danu analizu koristit ¢emo CebiSevljeve polinome.
Cebisevljeve polinome kompleksne varijable mozemo definirati na sljedeéi nacin

Tk (z) = cosh(k(), gdje je z = cosh(().

Ako definiramo varijablu w = €€, gornja formula ekvialentna je

1 .. 1 —
Tk(z)zi[ b, ngeJezzi[w+w 1.
Ova definicija Cebisevljevih polinoma koristiti se u skupu C. Primijetimo da jednadzba
%[w +w™! = 2z ima dva rjesenja w2 = z £ V22 — 1 koja su medusobno inverzna, a iz
definicije polinoma T}, vidimo da on ne ovisi o izboru tih rjeSenja. Direktnom provjerom
moze se provjeriti da su T-ovi zaista polinomi po varijabli z i da zadovoljavaju rekurziju

Tk+1(z) = QZTk(Z) — kal(z),

To=1, Ti=z

Neka je C, kruznica radijusa p sa centrom u ishodistu. Tada, takozvano Joukowskovo

preslikavanje
1
J(w) = Q[w +w

transformira C, u elipsu sa centrom u ishodistu, fokusima —1, 1, velikom poluosi %[p +
p~!] i malom poluosi %[p — p~1]. Postoje dvije kruznice koje se mogu preslikati pomoéu
preslikavanja J(w) u istu elipsu, jedna sa radijusom p, a druga sa radijusom p~!. Prema
tome dovoljno je promatrati samo kruznice sa radijusom p > 1 (za p = 1 dobivamo
degenericni slu¢aj u kojem se elipsa svodi na interval [—1,1]). Ako sada promatramo
elipsu E, dobivenu iz C, preslikavanjem J, uz pretpostavku da je 7 bilo koja tocka
kompleksne ravnine izvan elipse, tada vrijedi
A

min max |pr(A)| < | 2k

(2.82)
Pk EPL,pL(0)=1 A€E,

A —
wy + wy
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gdje je w, dominanatni korijen jednadzbe J(w) = 7. Da bi to pokazali, prvo primijetimo
da se bilo koji polinom pj stupnja k, koji zadovoljava uvjet px(y) = 1, moze napisati

kao i ‘
> j=0 5%
-
> =0 a5V
Tocka z na elipsi E, je dobivena iz neke tocke w iz C, djelovanjem preslikavanja .J, a
takoder i v je, na isti nacin dobivena iz w,. Tada, se polinom py, koji djeluje na tockama
elipse, moze na drugaciji nacin napisati kao
& . iy
ijo bj(w’ +w™)
k j N
> i bj(wh +wy?)
gdje se koeficijenti b; mogu dobiti kao neke linearne kombinacije koeficijenata a;. Pro-
motrimo jedan posebni polinom, koji se dobiva ako uzmemo da je by, = 11ib; = 0 za

J#Fk,

pr(z) =

pr(z) =

k —k T
pi(z) = ¥ +w_k _ Ti(2)
w’,j + w, Tk('Y)

Sto je zapravo skalirani CebiSevljev polinom stupnja k po varijabli z. Kako tocke oblika
wF + w™* ponovo pripadaju nekoj elipsi sa poluosima p* + p=* i p*¥ — p=F i centrom
u ishodistu, tada je ocito da se maksimum modula polinoma p; postiZze u tjemenima
velikih poluosi te elipse, to jest kada je w = pe’® realan i jednak 4p. Ta se vrijednost
postize za z = %(p + p~1), §to je tjeme velike poluosi elipse E,. Prema tome je

pF+p*

max py (2)| = g

2€E, |w§ + wy
sto dokazuje trazenu nejednakost (2.82).
Za opéenitiju elipsu E(c, d, a), jednostavnom zamjenom varijabli koja ¢ prebacuje u
0,c+du—1,ic—dul, dobivamo da se polinom pj, transformirao u

o T (<)
Tk(z) = W%’Y)

Analogno, kao u slucaju kada je centar elipse bio u ishodistu, lako se vidi da se maksimum
modula polinoma T} (z) postize u toc¢ki ¢ — a, tjemenu velike poluosi elipse E(c, d, a).
Dakle, imamo

(2.83)

Ao Te(9)
= RN T K

Ovdje treba napomenuti da, d i @ mogu biti i imaginarni. U tom slu¢aju su velike
poluosi vertikalne, ali je a/d ponovo realan, pa je brojnik gornjeg izraza uvijek realan.
Sada mozemo iskoristiti polinom Ty sa v =0

< min ma A
ko= PrEPL,pr(0)=1 /\EE(C’);’G) ’pk< )‘
. Ty (2
<  max |Tx(\)| = Lg)'
AeE(c.d,a) ITh (5) |

Time je dokaz dovrsen. O
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Ekspilcitan izraz za Ty (%)/T5(5) moze se dobiti iz definicije Cebisevljevih polinoma:
k —k
(3+v@=1) +(a+y @ 1)
k -k
(5@ =1) + (5+ V@ -1)

k
a+vVaZ—d2
c+vVe2—daz )

Buduéi da uvjetovanost (V) matrice svojstvenih vektora V' obi¢no nije poznata i
moze biti vrlo velika, ocjena Korolara 2.5.8 ponovo ne mora biti precizna. Ona moze
biti korisna jedino ako znamo da je matrica A normalna, pa je tada x(V) = 1. U tom
slucaju dobili smo vrlo primjenljivu ocjenu konvergencije samo pomoc¢u analize distri-
bucije svojstvenih vrijednosti. U normalnom sluc¢aju, kao i kod hermitskih matrica, pro-
blem konvergencije GMRES metode opéenito svodi se na problem teorije aproksimacija:
kako se dobro moze aproksimirati nula na skupu kompleksnih svojstvenih vrijednosti,
koristeci polinome stupnja k koji u ishodiStu poprimaju vrijednost 1. U ovom problemu
moze se dobro primijeniti informacija o tome da li su svojstvene vrijednosti dobro ili
lose distribuirane u kompleksnoj ravnini. Svojstvene vrijednosti nakupljene u uskom
podrucju oko jedne tocke ¢, daleke od ishodista daju dobru distribuciju, buduéi da je
vrijednost polinoma (1 — z/c)* mala u svim tockama kompleksne ravnine koje su bliske
tocki ¢ . Dobar primjer iskoristavanje ovakve distribucije je i Korolar 2.5.8. Svojstvene
vrijednosti koje su rasporedene svuda oko ishodista su lose distribuirane, jer je nemoguce
naé¢i polinom (po principu maksimuma modula analiticke funkcije) ¢ija je vrijednost u
ishodistu jednaka 1, a u svakoj tocki na nekoj zatvorenoj krivulji oko ishodista, manja
od 1. Takoder polinom niskog stupnja ne moze biti 1 u ishodistu, i malen po apsolutnoj
vrijednosti u mnogim toc¢kama distribuiranim svuda oko ishodista.

Opcenito se, medutim, ponasanje GMRES metode ne moze odrediti samo iz svoj-
stava svojstvenih vrijednosti. Zapravo, bilo koja nerastuéa krivulja moze predstavljati
graf normi reziduala po broju iteracija za GMRES metodu primijenjenu na nekom ne-
normalnom problemu, StoviSe, matrica problema moze imati bilo koje svojstvene vri-
jednosti. To znaéi da, kada radimo sa krajnje ne-normalnim matricama, informacija o
svojstvenim vrijednostima sama ne moze garantirati brzu konvergenciju GMRES meto-
de. Pa tako, na primjer, svojstvene vrijednosti koje su nakupljene usko oko 1 ne moraju
nuzno biti dobre za ne-normalne matrice, kao §to jesu za normalne. Gornje tvrdnje
potkrijepit ¢emo sljede¢im primjerom.

=3
—~|—
o |ale

~—

~—

%

Primjer 2.5.9 ([14]). Norme reziduala dobivene u nizu koraka GMRES metode su ne-
rastuéi niz, buduci da se reziduali minimiziraju po skupu ekspandirajucih podprosto-
ra. Postavlja se sljedeée pitanje: ako je dan nerastuci miz pozitivnih realnih brojeva
f(0) > f(1) > - > f(n—1) > 0, i skup kompleksnih brojeva {A\1...,\,}, razlicitih
od nule, da li tada postoje n X n matrica A sa svojstvenim vrijednostima Ai1,...,Ap 4
pocetni vektor ro sa ||roll2 = f(0), takvi da kod primjene GMRES algoritma na line-
arni sustav Ax = b, sa pocetnim rezidualom 1o, dobijemo aproksimacije x; takve da
je lrklle = f(k), k = 1,...,n — 17 Odgovor na ovo pitanje je potvrdan. No, prije
samog odgovora primijetimo da pretpostavka f(n — 1) > 0 znac¢i da GMRES algoritam
ne konvergira k egzaktnom rjeSenju sve do zadnjeg, n-tog, koraka, kada su dimenizije
potprostora KCp(A, o) i AK, (A, o) jednake n.
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Zapocet é¢emo najprije sa jednostavnom analizom mekih svojstava traZenog rieSenja.
Buduéi da su reziduali generirani primjenom GMRES algoritma na linearni sustav
Ax = b, sa pocetnom aproksimacijom xg, potpuno odredeni matricom A i pocetnim
rezidualom rg, bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je pocetna aproksi-
macija To jednaka nuli, © da je vektor desne strane sustava b zapravo pocetni rezidual.
Pretpostavimo da A i b predstavljaju nepoznatu matricu i desnu stranu sustava. Neka je

W = {ws,...,w,} ortonormirana baza Krylovljevog prostora reziduala AK, (A,b), takva
da je spanfwi, ..., w;} = AK;(A,b), 5 =1,...,n, i neka je W matrica sa ortonormira-
nim stupcima [wy ... wy]. Prema Lemi 2.5.6 minimizacijsko svojstvo reziduala mozZemo
preformulirati u
[rillz =" min b —ul2,
uw€AK(A,D)

odakle se vidi da je ri, L AKk(A,b) za k=0,1,...,n—1, pa je on oblika

ryn je nula, a b =1y se moze raspisati kao

b= Z<b, wj>wj.

Jj=1

Iz prethodnoga se vidi da je |(b,w;)| = \/||rj—1]3 — ||r;l13. Ako je zadan nerastuci pozi-
tivan niz f(0) > f(1) > -+ > f(n—1) > 0, definirajmo f(n) = 0 i i nove vrijednosti
g(k) sa

g(k) =V (f(k=1))2 = (f(k))2, k=1,...,n.
Uvjeti ||bll2 = f(0), ||rxll2 = f(k), K = 1,2,...,n — 1 bit ée tada zadovoljeni ako su
koordinate od b u bazi VW odredene sa

Wb =[g(1) ... gn))".

Zaista, u tom slucaju je ry = 374 1 (b, wj)w; =304 4 g(§)wj, pa slijedi

n

I3 = D lg)P = D FG— 1) = (FG)%) = (F(k)*.
j=k+1 j=k+1
Neka je A = {A1,Aa,..., A}, Aj # 0, j =1,2,...,n skup tocaka razlicitih od nule u
komplesnoj ravnini. Promotrimo normirant polinom

n—1
a(z) =2" =3 a2 = (2= M)(z = Aa) - (2= An).
j=0

Zbog toga Sto su svi \; razliciti od nule, slijedi cg # 0.

Konstrukcija matrice A i desne strane susutava b sada je jednostavna. Matricu
A mozemo smatrati linearnim operatorom na n-dimenzionalnim Hilbertovim prostorom
C™. Taj operator oznacit éemo sa A, a njegova reprezantacija u standardnoj bazi £ =
{&1, ..., &}, pri éemu je & i-ti jedinicni vektor, daje traZenu matricu A:

Af = A.
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A je jedinstveno odreden djelovanjem na bilo koji skup vektora baze.
Neka je V = {v1,...,v,} bilo koja ortonormirana baza v C", i neka je V- matrica sa
ortonormiranim stupcima [v1 ... v,]. Neka b zadovoljava

Vb =[g(1) ... g(n)]"

pri ¢emu ukoliko je dan b sa [|bll2 = f(0), V moZe biti izabran, ili ako je V zadan, b
moze biti izabran. Buduéi da je g(n) = f(n — 1) razlizit od nule, skup vektora B =

{b,v1,...vp_1} je linearno nezavisan i takoder tvori bazu za C". Neka je B matrica sa
stupcima [b v1 ... vh—1]. Tada je operator A jednostavno odreden jednadzbama
Ab = V1,
AU1 = U2,
Avp2 = vp-1,
Avp,—1 = apb+ o1 + -+ p—10n—1.

U matricnoj reprezentaciji u bazi B matrica

0o ... 0 (&%)
AB B 1 ... 0 aq
1 apa

tada ima svojstvene vrijednosti koje odgovaraju skupu A. Radi se o matrici koju jos
nazivamo pratilac polinoma, i éija svojstva su dana u [27]. Na kraju, matrica A je dana
sa

A=A® =BAPB™.
Sve ovo dokazuje turdnju sljedeéeq teorema.

Teorem 2.5.10. Neka je dan nerastucéi niz f(0) > f(1) > --- > f(n—1) > 0 pozitivnih
brojeva i skup kompleksnih brojeva razlic¢itih od nule {\1, A2, ..., A\n}, tada postoji matri-
ca A sa svojstvenim vrijednostima A1, Az, ..., Ay i desna strana sustava b sa ||b|l2 = f(0)
takvi da reziduali r, u svakom koraku GMRES algoritma primijenjenog na sustav Az = b
sa o = 0, zadovoljavaju ||rille = f(k), k=1,2,...,n — 1.

Dakle, ne mozemo nista vise reé¢i o svojstvima konvergencije GMRES metode, pri-
mijenjene na ne-normalne sustave.

Da rezimiramo slucaj dijagonalizabilnih matrica. Dakle, kada je matrica svojstvenih
vektora ekstremno loSe uvjetovana, ocjena Teorema 2.5.7, je manje korisna. Ona moze
biti veéa od ||rgl|2 za sve k < n, ali mi znamo, zbog svojstava normi reziduala objasnjenih
u prethodnom primjeru, da je ||rill2 < [|rol|2 za sve k. U takvim slu¢ajevima nije jasno
da li GMRES metoda slabo konvergira ili je ocjena Teorem 2.5.7 precijenila stvarnu
normu reziduala.

Drugacije ograde norme reziduala mogu se ostvariti preko polja vrijednosti F(A)
matrice A, uz uvjet 0 ¢ F(A). Na primjer, pretpostavimo da je F(A) sadrzan u krugu
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K={z€C: |z—¢ < s} koji ne sadrzi ishodiste. Razmotrimo polinom py(z) =
(1 — z/c)*. 1z pravila (1.4) i (1.5), koja vrijede za polje vrijednosti slijedi
Fu-tay—1-traycpec: <t
c c - ) e
pa je tada, v((I —(1/c)A) < s/|c|. Nejednakost potencija (1.11) daje v((I —(1/c)A)¥) <
(s/|c])¥, odakle je, zbog svojstva (1.10), koje odreduje odnos euklidske norme i nume-
rickog radijusa,

oAz < 2 (H)k

Slijedi da norma GMRES-ovog reziduala zadovoljava nejednakost

k
Irute <2 (%) ol (2.81)
Ocjena (2.84) ponekad dosta precijenjuje pravu normu reziduala GMRES metode. U
mnogim sluc¢ajevima, krug K mora biti puno veéi nego sam F(A) kako bi obuhvatio
cijeli F(A), a osim toga ne smije sadrzavati ishodiste.

Jos jedan drugagciji pristup za ocjenjivanje ||p(A)||2 je primjena pseudospektra. Za
bilo koji polinom p, ako ga gledamo kao funkciju, on je analiticki na svakom otvorenom
skupu koji sadrzi kompaktan skup o(A) = {A1,..., A\, }, odnosno spektar od A, pa se,
prema [28, str. 475, matrica p(A) moze napisati kao Cauchyjev integral

p(A) = — / p(2)(2] — A) Lz,

- 2mi
r

gdje je I' bilo koja jednostavna zatvorena krivulja ili unija jednostavnih zatvorenih kri-
vulja (pozitivno orijentiranih) koje sadrze spektar od A. Ako u prethodnoj jednakosti
uzmemo norme na svakoj strani, i ako zamijenimo normu integrala sa duljinom krivulje
L(T") puta maksimum norma od integranda dobivamo

(Al < 55 max () (21 — A)

Nadalje, ako promotrimo krivulju I'c na kojoj je norma rezolvente ||(z] — A)~!||2 kons-
tantna, recimo || (2 — A)7!||2 = ¢!, tada imamo

L) max |p(z)].

2me  zel.

Ip(A)ll2 <

1 zovemo granicom e-pseudospektra matrice

Krivulju za koju vrijedi ||(2] — A) 7|z = €~
A:

Ae={z: ||(zI = A)7 Yy > e}
Iz optimalnosti GMRES aproksimacije slijedi da rezidual r, GMRES metode zadovoljava

£(I) min max |[p(z)]||rol|2 (2.85)

r <
Imille < 2me  p€Pr,py(0)=1 2€lc

za bilo koji izbor parametra €. Za neke probleme, i sa pazljivo odabranim vrijednosti
€ ograda (2.85) moze biti puno manja od one u Teoremu 2.5.7. Ali ni ograda (2.85)
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nije stroga, i za neke probleme ne moze se naéi povoljan € koji bi dao realisti¢nu ocjenu
pravog GMRES reziduala, vidi [16]. Lako se moze vidjeti $to dovodi do precijenjivanja
ocjene. Norma integrala funkcije moze biti puno manja od produkta duljine krivulje i
maksimuma norme integranda.

Svaka od ocjena danih u Teoremu 2.5.7, (2.84) i (2.85) daju ograde reziduala GMRES
metode tako $to ograduju veli¢inu min,, cp, ,, (0)=1 [Pk (A)[[2- Najgori slucaj ponasanja
GMRES metode dan je sa

ri|lo = max min pr(A)To]|2. 2.86
Irel ”TOH2:1pkEPk7Pk(O):1|| (Aol ( )

Sad se postavlja pitanje kada je desna strana u (2.86) jednaka sljedecoj veli¢ini

min pr(A)|le = min max ||pg(A)roll2? 2.87
kaPmpk(O):lH (Al pkEPk,pk(0)=1||7‘o||2=1H e(Arolle ( )

Dakle, svaki korak GMRES metode je matematicki ekvivalentan minimizaciji ||pg(A4)7o|2
po skupu polinoma, kojeg mozemo oznagciti sa Py, pri ¢emu je

P, = {pr € P, : pr(0) =1}.

Pokazat ¢emo kasnije da, za svaki 1o, takav GMRES-ov polinom, oznacen sa p,, postoji
i jedinstven je ako je ||pr,(A4)|l2 > 0. Znaéi, brzina konvergencije GMRES iteracije
ovisi o tome kako brzo ||p,,(A4)ro|l2 konvergira k nuli kada se k povecava, a to ponovo
ovisi o matrici sustava A i poc¢etnom rezidualu rg. Ipak se ¢ini da dominantnu ulogu
u konvergeniciji ima matrica A, pa stoga se javlja potreba za proucavanjem problema
minimiziranja ||pr(A4)|2 za pr € P, pr(0) = 1, kojeg mozemo nazvati “problemom
idealne GMRES metode”. Takoder ¢emo pokazati da polinom idealnog GMRES-a, kojeg
¢emo oznagciti sa p, postoji i jedinstven je u slucaju kada je ||p«(A4)||2 > 0.
Prema tome, GMRES metoda pronalazi p,, € P}, takav da je

lpro (A)70]|2 minimalno. (2.88)
Lema 2.5.6 daje ekvivalentnu tvrdnju
ro ~ span{Arg, A%ro, ..., Afro} = AKL(A, o), (2.89)

pri cemu “y ~ V7 oznacCava problem pronalazenja najbolje aproksimacije obzirom na
normu || - ||2 to¢ke y u potprostoru V.
S druge strane, idealni GMRES metoda pronalazi p, € Py takav da je

lp«(A)||2 minimalno. (2.90)

Ekvivalentno
I ~span{A, A2, ... AF}. (2.91)

Nadalje, za svaki b, zbog svojstva minimalnosti, vrijedi
1Pro (A)roll2 < llp«(A)roll2 < llp«(A)l2ll7oll2,

Sto daje rezultat i za najgori slucaj, za svaki k

max —||pry(A)rolla < [[p«(A)l2- (2.92)

TQEC",”T()”QZI

Time smo zadali odnos izmedu (2.86) i (2.87), odnosno p,, i p.. Odgovor na pitanje
egzistencije i jedinstvenosti ova dva polinoma daje sljedeéi teorem.
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Teorem 2.5.11 ([17],[26]). Optimalni polinomi py, i p« postoje. U sluéaju kada su
minimumi u (2.88) i (2.90) za GMRES i idealni GMRES razliciti od nule, i kada je
matrica A regqularna, oni su jedinstveni.

Dokaz: Promatrat ¢emo alternativne formulacije problema (2.89) i (2.91). U oba
slucaja imamo problem oblika w ~ V', gdje je V konactnodimenzionalan potprostor
normiranog vektorskog prostora W i w € W. Za GMRES je W = C", a za idealni
GMRES je W = cr. Dakle, trazimo v, € V takav da je

= vminll = e(w,V) = inf [lw o]

Trebamo pokazati da je skup E(w,V) ={v €V : ||w—v| = e(w,V)} neprazan. Bududi
da je 0 € V imamo
e(w, V) < [lw = 0ff = [lwl.

Promotrimo sada proizvoljni element v € V' koji zadovoljava ||v|| > 2||w||. Tada vrijedi
lw =l = [Jol] = lw]| > [Jw]| = e(w, V),

odakle slijedi da v ¢ E(w,V) i E(w,V) C B ={v €V: |jv|]| <2||w|}. Rezultat toga je

e(w,V) = infyep ||w — v||. Kako je svaki zatvoren i ograni¢en podskup kona¢no dimen-

zionalnog prostora kompaktan, i kako svaka realna neprekidna funkcija na kompaktnom

skupu poprima svoj infimum na tom skupu, to znaci da, buduéi da je B kompaktan i

funkcija V' 3 v — |lw — v|| je neprekidna, dobivamo egzistenciju v, € V takvog da je

||w — Vminl| = e(w, V). Prema tome E(w, V') je neprazan, pa polinomi p,, i p. postoje.
Dokaz jedinstvenosti polinoma p,, i p» moze se podijeliti na dva dijela:

(a) Dali je za w najbliza tocka v € V jedinstvena?

(b) Da li se taj vektor v moze na jedinstveni na¢in napisati kao linearna kombinacija
k vektora koji razapinju prostore u (2.89) i (2.91)?

Odgovor na pitanje iz dijela (b) moze se izvesti na sljede¢i na¢in. Ono §to mi zapravo
trebamo pokazati je da su k vektora, koje razmatramo, linearno nezavisni. Za problem
idealne GMRES metode (2.91), pretpostavimo da su A, A%, ..., A* linearno zavisni. To
znaci da postoji polinom p € Py za koji je p(A) = 0. Buduéi da je u ovom sluéaju
konstantni koeficijent, koeficijent uz nultu potenciju varijable polinoma p, jednak nuli,
tada zbog regularnosti matrice A, p(z) mozemo pomnoziti sa z~! jednom ili vise puta,
tako da konstantni koeficijent postane razli¢it od nule. Ako polinom sada pomnozimo
sa odgovaraju¢om konstantom p(0), dobivamo p(A) = 0 za p € Py, sto je kontradikcija
sa pretpostavkom da je minimum u (2.90) razli¢it od nule. Analogan dokaz moze se
primijeniti i u slu¢aju pravog GMRES-a (2.89).

Sada jo§ moramo pokazati da vrijedi i potvrdan odgovor na pitanje iz (a). Dokaz
jedinstvenosti vektora v za problem (2.89) slijedi iz ¢injenice da je vektorska norma ||- |2
strogo konveksna, odnosno da vrijedi da za svaka dva razli¢ita elementa wi,wy € W,
takvih da je ||wi]|2 = ||wzll2 = 1, imamo [|(w; + w2)/2||2 < 1. Naime, pretpostavimo da
neki element w € W ima dvije razli¢ite najbolje aproksimacije v1,vo € V. Tada je

Ul + ug
2 )

vo:vl;v2 eV i w—vy=e(w,V)
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gdje je, zbog Cinjenice da je minimum e(w, V') razli¢it od nule

w — v i e — w — Vg
e(w, V) 27 e(w, V)

uyp =

Bududi da je ug # ug 1 ||uille = ||Juz|l2 = 1 uvjet stroge konveksnosti daje

U] + U2
2

<e(w,V),
2

[w = woll2 = e(w, V)

sto je kontradikcija sa definicijom od e(w,V) kao minimuma. Dakle, minimum za
GMRES problem mora biti jedinstven.

S druge strane, matricna norma || - ||2 nije strogo konveksna, pa ne mozemo isko-
ristiti gornju argumentaciju kod dokaza jedinstvenosti za problem idealnog GMRES-a.
Ponovo pretpostavimo da postoje dva razli¢ita rjeSenja p; i pa problema (2.90), i neka
je minimalna norma koji oni dostizu

Ip1(A)ll2 = llp2(A)[l2 = C. (2.93)
Ako definiramo p(z) = $(p1(z) + p2(2)) tada ||p(4)||2 < C, pa mora biti [|p(A)|s = C
zbog minimalnosti. Neka je {wq,...,ws} skup maksimalnih desnih singularnih vektora

za p(A), to jest skup ortonormiranih vektora sa svojstvom
lp(Awjl2 =C,  1<j <,
sa najvecim moguc¢im brojem J. Tada za svaki w;, zbog

1 1
C= HmA)wj N

1 1
< = A)w; = Awijlz <
: : Sl (gl + 5 Ipa(Ausla < €.

2_

i zbog (2.93) imamo
Ip1(A)wjllz = [lp2(A)wjlls = C

pi(A)w; = pa(A)w;,
jer bi inace, zbog stroge konveksnosti vektorske norme || - ||2, imali da je ||p(A)w;|l2 < C.
Zbog toga
(p1 — p2)(A)w; =0, 1<j<J
Bududéi da (p1 — p2)(z) nije identicki jednak nulpolinomu, mi ga mozemo pomnoziti sa
odabranim skalarom i pogodnom potencijom od z~!, zbog regularnosti matrice A, tako
da dobijemo polinom Ap € Py takav da je

Ap(A)w; = 0, 1<5<J

Za € € (0,1), promotrimo polinom p, € Py, definiran konveksnom linearnom kombinaci-
jom

pe(z) = (1 = €)p(2) + €Ap(z).
Ako sa {wji1,...,wy} oznac¢imo ostatak od n singularnih vektora matrice p(A), sa
odgovaraju¢im singularnim vrijednostima C' > o541 > --- > 0, > 0, tada imamo

(1-aC 1<j<,
Aw;lls < .
pe(A)esllz < { (1= oy +elAp(A)s J+1<j<n.



2.5. GMRES 73

Za 1 < j < J dana norma je manja od C' za proizvoljni ¢, a za J+1 < j < n ta
norma je manja C za dovoljno mali ¢, bududi da je o511 < C. Kako singularni vektori
wy ..., Wy Cine ortonormiranu bazu za C", to znaci da je svaki vektor v norme 1 linearna
kombinacija tih vektora v = Y7 yjw; sa Y247 = 1, pa slijedi [[pc(A)lla < C za
dovoljno mali €, $to je kontradikcija sa pretpostavkom da su p; i p2 minimalni. O

Dakle sada znamo da polinomi p,, i p. zaista postoje i jedinstveni su u vecini
slucajeva, pa ¢emo se stoga vratiti na nejednakost (2.92). Ona pokazuje da je ||p«(A4)||2
ili izraz u (2.87) gornja ograda za ||pr,(A)roll2 odnosno za izraz iz (2.86) koji je jed-
nak normi reziduala ry GMRES metode u k-tom koraku, za najgori slucaj. Pitanje je
sada koliko je to dobra ograda i da li (2.87) moze posluziti kao ograda za normu od
r. Od velike vaznosti je slucaj kada zapravo nejednakost (2.92) prelazi u jednakost.
Ova nejednakost je jednakost za mnoge matrice uklju¢ujuéi i normalne matrice, kada je
k(V) = 1 pa je ocjena Teorem 2.5.7 stroga. To vrijedi i za opéenite matrice za korak
k=11 za matrice ¢ija je dimenzija manja ili jednaka 3, vidi [25] i [13]. Mnogi numericki
eksperimenti su pokazali da se radi o jednakosti za mnoge matrice i veli¢ine k, medutim
to opéenito ne vrijedi §to se moze pokazati kontraprimjerom, kojeg je izradio K. C. Toh
u [35].

Primjer 2.5.12 ([35]). Radi se o0 4 x 4 matrici

1 € 0 0
10 =1 ¢/e O

A= 00 1 e | e>0, 0<e<2. (2.94)
0o 0 0 -1

Za takvu matricu vrijede sljedecéi teoremi.
Teorem 2.5.13 ([35]). Za matricu A iz (2.94), polinom 3. stupnja ps idealog GMRES-
a je

pu(2) =14 (a —1)2°

sa
2c?
a=-—-.
4+ 2
Odgovarajuéa matrica je
a 0 ~v 0
10 a 0 v
p*(A) - 0 0 o 0 ’
0 0 0 «
gdje je
Y= (Oé - 1)67
sa normom A
c
(A = ——.
oo (Al =

Teorem 2.5.14 ([35]). Neka je matrica A dana sa (2.94). Tada za bilo koji vektor
ro € C* odgovarajuci polinom 3. stupnja p,, pravog GMRES-a za A zadovoljava

1pro (A)roll2 < [lp+(A)2[l7oll2-



74 GLAVA 2. APROKSIMACIJE 1Z KRYLOVLJEVIH POTPROSTORA

Ovaj teorem pokazuje da se za najgori sluc¢aj pravog GMRES-a i idealnog GMRES-a
norme razlikuju. Sto vise te dvije norme mogu se razlikovati za proizvoljno mali faktor,
o ¢emu govori sljedeéi teorem.

Teorem 2.5.15 ([35]). Neka je matrica A dana sa (2.94), za 0 < e < 1. Tada

max 1Pre (A)roll2 < 2(1 + c)vVe+ (2 + 3c)e,
roll2=

1 za svaki 0 < ¢ < 2,

maxi|,|l,=1 |[Pro (A)rol|2
[P« (A)|l2

— 0 kada €— 0.

Dakle niti jedan od pristupa koji vodi do rezultata danog u Teoremu 2.5.7 ili rezultata
(2.84) i (2.85), u opéenitom sluc¢aju, ne moraju dati preciznu ogradu za normu reziduala
GMRES metode, i za sada problem opisa konvergencije GMRES metode uz pomo¢ nekog
jednostavnog svojstva matrice sustava ostaje otvoren.

2.5.4 Prekondicionirana GMRES metoda

Prekondicioniranje se koristi, kao i kod svih drugih metoda, kako bi transformiralo
pocetni linearni sustav u sustav koji se lakSe i bolje rjesava. U slucaju GMRES me-
tode, ono se moze upotrijebiti u svrhu transformacije polja vrijednosti u neki povoljniji
oblik ili poboljsanja distribucije svojstvenih vrijednosti (iako one uvijek ne odreduju
konvergenciju). Postoje tri na¢ina, kao i kod CG metode, na koje mozemo primijeniti
prekondicioniranje: lijevo, desno i dvostrano.

Lijevo—prekondicionirana GMRES metoda

Lijevo—prekondicionirana GMRES metoda, je GMRES algoritam primijenjen na sustav
M~ YAx = M~ 1b. (2.95)

Algoritam je slican Algoritmu 2.5.2, samo Sto se umjesto reziduala pocetne iteracije
koristi zg = M~Y(b — Axg) = M~ 1rg, i svugdje gdje se upotrebljava matrica susta-
va stavlja se M~'A. Arnoldijev algoritam tada konstruira ortogonalnu bazu lijevo—
prekondicioniranog Krylovljevog potprostora

Kr(M™YA, z0) = span{zg, M Az, ..., (M~ tA)* 12}

Svi reziduali i njihove norme koji se ra¢unaju u toku izvrSavanja algoritma u vezi su sa
neprekondicioniranim rezidualima preko jednakosti zz = M~Y(b — Axy,) = M1y, pa
se stoga ne radi o istim vektorima kao kod neprekondicioniranog sustava. Dosta ¢esto
nema jednostavnog nacina da dodemo do neprekondicioniranih reziduala, osim da ih
izratunamo egzaktno, mnozenjem prekondicioniranih reziduala sa M. To moze prouz-
rociti neke probleme kod kriterija zaustavljanja koji su bazirani na pravim rezidualima,
umjesto na onim prekondicioniranim.
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Desno—prekondicionirana GMRES metoda

Desno—prekondicionirana GMRES metoda se zasniva na rjesavanju sustava
AM Yy =b, u= Mzr. (2.96)

Naravno, nova varijabla u zapravo se nikada ne treba racunati. Naime, jednom kada se
izra¢una pocetni rezidual ro = b — Azg = b — AM ~tug, svi daljnji vektori Krylovljevog
potprostora mogu se dobiti bez referenciranja na u varijable. Rjesenje sustava u (2.96)

dano je sa
k

U = ug + g Vigi
i=1
za ug = Mxg, pri ¢emu su v;, ¢ = 1,..., k komponente nekog k-dimenzionalnog vektora
v. Ako sve to pomnozimo sa M~! dobivamo Zzeljenu aproksimaciju izrazenu preko

varijabli
k
xp =x0 + M (Z UiQi) .

i=1
Dakle algoritam za desno—prekondicioniranu GMRES metodu je ponovo slican Algorit-
mu 2.5.2, samo §to se na kraju z;, ra¢una kao zg = xo+M Qv i gdje god se primijenjuje
matrica sustava koristi se matrica AM~!'. U ovom sluc¢aju Arnoldijev algoritam vraca
ortogonalnu bazu desno—prekondicioniranog Krylovljevog potprostora

KCK(AM ™, 7o) = span{ro, AM o, ..., (AM 1) Lro}.

Primijetimo samo da je sada rezidul analogan rezidualu neprekondicioniranog sustava
jer je b — AM~tuy, = b — Axy,.

Dvostrano prekondicioniranje pomoéu faktora

U mnogim slu¢ajevima M se moze faktorizirati u oblik
M = LU.

Tada postoji moguénost primijene GMRES metode na dvostrano prekondicioniranom
sustavu

LYAU tu = L', z=Utu.

U ovakvoj situaciji, kao pocetni rezidual uzimamo neprekondicionirani pocetni rezidual
pomnozen sa L~!, a na kraju za formiranje aproksimacije xj, vektor Qiy mnozimo sa
U~!. Rezidual u k-tom koraku je tada oblika L=!(b — Axy). Dvostrano prekondicioni-
ranje ¢esto se koristi kada je matrica A skoro simetri¢na, kako se svojstvo simetri¢nosti
nebi pokvarilo (kao kod CG).

Usporedba lijevog i desnog prekondicioniranja

Postavlja se pitanje da li postoji razlika izmedu lijevog, desnog i dvostranog prekondici-
oniranja? Cinjenica, da su kod raznih vrsta prekondicioniranja dostupne razlicite verzije
reziduala, moze utjecati na kriterij zaustavljanja, i moze izazvati prerano ili prekasno
zaustavljanje algoritma. To moze biti prilicno Stetno ukoliko je M vrlo loSe uvjetovana



76 GLAVA 2. APROKSIMACIJE 1Z KRYLOVLJEVIH POTPROSTORA

matrica. Opcenito postoje male razlike izmedu ova tri odabira prekondicioniranja. Kada
usporedujemo lijevo, desno i dvostrano prekondicioniranje, prvo $to mozemo primijetiti
je da su spektri triju matrica sustava M 1A, AM~' i L='AU ! identi¢ni. Zbog toga bi,
u glavnom, mogli ocekivati slicnu konvergenciju, iako znamo da svojstvene vrijednosti
ne utjecu uvijek na konvergenciju.

Kod lijevog prekondicioniranja, GMRES minimizira normu reziduala

M~ — M~ Az||o,
medu svim vektorima iz afinog potprostora
20+ Kp(M YA, 2) = zo 4 span{zo, M 1Az, ..., (M 1A)F 12} (2.97)

u kojem je zy prekondicionirani pocetni rezidual zy = M ~'ry. Tada se aproksimacija x,
moze izraziti kao
T = Xo + Skfl(M_lA)Zo

gdje je si_1 polinom stupnja k — 1 koji, prema Lemi 2.5.6, minimizira normu
HZO — MflAS(MilA)Z()HQ

medu svim polinomima s stupnja manjeg ili jednakog & — 1. Ovaj uvjet minimizacije
moguce je izraziti i preko originalnog vektora reziduala rg.

20— MYAs(M ™1 A)zg = M~ [rg — As(M T A)M 7).
Jednostavna algebarska manipulacija pokazuje da za bilo koji polinom s vrijedi
s(MT*A)Mr = M~ s(AM™)r, (2.98)
odakle dobivamo relaciju
20— M YAs(M™ A)zg = M~ ro — AM ™~ s(AM V)] (2.99)

Razmotrimo sada slucaj desno prekondicionirane GMRES metode. Ovdje moramo
obratiti paznju na razliku izmedu originalne varijable x i uvedene varijable u, koja je sa
x vezana preko jednakosti x = M ~'u. Za varijablu u, desno prekondicionirani GMRES
minimizira normu od r = b — AM ~'u, gdje u pripada afinom potprostoru

ug + Kp(AM ™1, 70) = ug 4 span{rg, AM ~trq, ..., (AM 1) 1ry} (2.100)

u kojem je rg rezidual rg = b — AM1ug. Ovaj rezidual je identican rezidualu koji
je izrazen preko varijable x jer je M ~lug = x9. Mnozenjem (2.100) sa M~! i ponov-
nim koristenjem identitete (2.98), dobivamo da varijabla x odgovarajuée varijable u iz
potprostora (2.100), pripada afinom potprostoru

M ug + MK (AM ™Y, rg) = xg + span{zg, M 1Az, ..., (M_lA)k_IZO}.

To je identi¢no sa afinim prostorom (2.97) koji se pojavljuje kod lijevog prekondicioni-
ranja. Dakle, kod desno prekondicioniranog GMRES-a, aproksimacija x moze se izraziti
kao

T = To + Mﬁltk_l(AMil)’l”o,
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odnosno, takoder kao
T = X + tk_l(M_lA)Zo.

Medutim, sada je t;_1 polinom (k — 1)-og stupnja koji minimizira normu
|ro — AM ™Y (AM 1)ro|| (2.101)

medu svim polinomima ¢ stupnja manjeg ili jednakog k — 1. Dvije veli¢ine koje se mini-
miziraju u (2.99) i (2.101) razlikuju se samo za mnozenje sa matricom M ~!. Preciznije,
lijevo prekondicionirani GMRES minimizira M ~'r, dok desno prekondicionirani algori-
tam minimizira r, gdje se r uzima iz istog potprostora u oba sluc¢aja. Time smo pokazali
sljedeci teorem.

Teorem 2.5.16 ([32]). Aproksimacija rjesenja ostvarena preko lijevo ili desno prekon-
dicionirane GMRES metode je oblika

Tp =20+ sp_1 (M1 A)zg = xo + M Lsp_ 1 (AM Yy

gdje je 29 = M~ 'rg, i sp_1 je polimom stupnja k — 1. Polinom si_1 minimizira normu
reziduala ||b — Axg|l2 u sluéaju desnog prekondicioniranja, i normu prekondicioniranog
reziduala |M~Y(b — Axy)||2 u slucaju lijevog prekondicioniranja.

U mnogim prakti¢nim situacijama razlika u konvergenciji u ova dva slucaja nije
velika. Jedina iznimka je slucaj kada je M loSe uvjetovana, tada razlike mogu biti
znacajne, Sto se vidi i iz Teorem 2.5.16.

Napomena. Kod lijevog i desnog prekondicioniranja GMRES algoritam se jednostav-
no primijeni na prekondicionirani sustav, jedino se jo§ na kraju, kod desno prekondici-
oniranog sustava treba posebno izracunati aproksimacija u x varijabli. U oba slucaja
algoritam se ne moze transformirati u jednostavniji oblik. Kod dvostranog prekon-
dicioniranja, algoritam takoder primjenjujemo direktno na prekondicionirani sustav u
opcenitom slucaju, jer za faktorizaciju M = LU, za koju je U # L* Arnoldijev algoritam
se ne moze transformirati tako da izbjegnemo upotrebu faktora L i U. Ako uzmemo da
je matrica prekondicioniranja M hermitska, i da je M = LL*, tada se algoritam moze
transformirati tako da se upotrijebi mnozenje samo sa matricom M. To ima smisla samo
kod hermitskih sustava, pa se izvod takvog algoritma nalazi u sljedeé¢em odjeljku kod
prekondicioniranja MINRES metode.

2.6 MINRES i CG preko Lanczosovog algoritma

2.6.1 Lanczosov algoritam

U ovom odjeljku promatrat ¢emo isklju¢ivo hermitske sustave. Kada je matrica sustava
A hermitska, Arnoldijev algoritam moze se pojednostaviti do trokora¢ne rekurzije poz-
nate pod imenom Lanczosov algoritam. Naime, T}, = Q7 AQ}, je hermitska ali i Hessen-
bergova matrica, pa prema tome mora biti tridijagonalna. Matrica Qr = [q1 ¢2 -+ ¢x]
je m x k matrica sa ortonormiranim stupcima ¢;, i = 1,...,k, za koju vrijedi AQ, =
QiTy + tht1 kqk+18k+1- Tridijagonalnost matrice T}, dosta pojednostavljuje algoritam.
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Algoritam 2.6.1. LANCZOSOV ALGORITAM
Dan je vektor 1 sa ||q1]l2 =1, i Bo = 0.
Zaj=1,2,...,n—1

dj+1 = Aq; — Bj-1qj-1,
o = (Gj+1, ),

dj+1 = Gj+1 — @;q;-

Bi = llgj+1ll2,

dj+1 = 7q~j+1
J ,6]‘

Pokazimo sada da vektori konstruirani ovim algoritmom ¢ine ortonormiranu bazu
Krylovljevog potprostora odredenog sa matricom A i vektorom ¢;. Prema samom Lan-
czosovom algoritmu vidi se da ti vektori zaista pripadaju Krylovljevom potprostoru i da
su norme 1, zbog definicije skalara ;. 1z definicije skalara a; slijedi da je (g;41,q;) = 0.
Zbog dokaza, kojeg ¢emo izvesti matematickom indukcijom, pretpostavimo da vrijedi
(qk,q:;) = 0 za i # j kada je k,i < j. Tada

(Gj+1,95-1) = (Agj — g5 — Bj-1qj-1,9i-1) = (Agj, ¢j—1) — Bj-1 =
(45, Agj—1) — Bj—1 = (¢}, @ + aj—1qj—1 + Bj—2qj—2) — Bj—1 =
(4j,q;) — Bj—1 = (4}, Bj-145) — Bj—1 = 0.

Kako je ¢j+1 = Bj¢j+1, to znaci da smo pokazali da je (gj+1,¢j-1) = 0. Za i < j —1,
imamo

<5j+1in> = <AQj — Q545 — ﬁj—1Qj—1,qz'> =
= (Agj,q) = (g5, Aqi) =
= (¢j,Gi+1 + @iqi + Bi—1gi—1) = 0.

Prema tome, vektori qq,...,qj41 ¢ine ortonormiranu bazu Krylovljevog potprostora

span{qi, Aqi, ..., Alq}.
Kao i kod Arnoldijevog algoritma, Lanczosov algoritam moZe se u matri¢nom obliku
napisati kao

AQk = QiTx + Brgi16f = Qi1 Thi1k, (2.102)

gdje je Qr n X k matrica sa ortonormiranim stupcima qi,...,qx, & je k-ti jedini¢ni
vektor, a Ty je k x k hermitska tridijagonalna matrica koeficijenata rekurzije:

a; B
n=| % . (2.103)
e B

Br-1 o

Gornji k x k blok (k+ 1) x k matrice Ty41x je Tk, a zadnji redak joj je Biél.
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Kao sto je veé prije pokazano MINRES i CG algoritmi u svakom koraku generiraju
aproksimaciju rjeSenja zj iz Krylovljevog potprostora za koju je euklidska norma re-
ziduala, odnosno A-norma greSke minimalna. Lanczosov algoritam, kao i Arnoldijev,
generira ortonormiranu bazu {qi,...,q} za Krylovljev potprostor definiran sa A i ro,
pri cemu je 1 = r9/B, B = ||rol|2, to znaci da gore spomenuti algoritmi generiraju
aproksimacije rjesenja oblika

T = xo + QrYk, (2.104)

gdje je yp izabran tako da minimizira odgovarajuéu normu greske.

2.6.2 MINRES
Za MINRES algoritam, yi u (2.104) rjesava problem najmanjih kvadrata
min [jro — AQkylle = min ||ro — Qrr1Tk+1.4Yl2 =
yeCk yeCk
= min [|Qr1(8& — Thr1,kY) |2 =
y€eCk

= min ||& — Tkt1..Yll2, (2.105)
y€eCk

slicno GMRES algoritmu, samo sto je ovdje situacija jednostavnija zbog hermiti¢nosti
matrice A, odnosno Ty. Naime kod MINRES algoritma nema potrebe za spremanjem
svih ortonormiranih vektora dobivenih iz Lanczosovog algoritma, jer u svakom koraku
algoritma baratamo samo sa tri poslijednja vektora. Nadalje, razmotrimo nacin na koji
mozemo pojednostavniti GMRES algoritam za hermitsku matricu. Neka je Ry gor-
nji k x k blok gornje trokutastog faktora QR faktorizacije matrice Tj11; = FE)x Rk,
Buduéi da je Ty tridijagonalna matrica, i da koristimo uzastopno mmnozZenje Gi-
vensovim rotacijama za dobivanje QR faktorizacije, kao i kod GMRES algoritma, Ry
ima samo tri netrivijalne dijagonale. Definirajmo Py = [po p1 ...DPk—1] = QkRgl, to
mozemo jer je Ry regularna ukoliko jos nismo dostigli egzaktno rjesnje. (vidi GMRES:
(Re)kx = [(FE DTkl + 82, za F*~Y = F,_;...Fy, i da bi to bilo jednako 0,
mora biti i By = (Tht1x)k+1,k = 0, a u tom slucaju bi bilo AQy = QrT}, pa bi zbog
regularnosti matrice A matrica T} i gornje trokutasta matrica F*~DT}. bile regular-
ne. To povlaci (F(k_l)Tk)k,k # 0, odnosno (Ry)rxr # 0, Sto je kontradikcija. Dakle,
(Rk)ki # 0, a matematickom indukcijom mozemo zakljuciti da su i svi ostali dijagonal-
ni elementi matrice Ry razli¢iti od nule, pa je Ry regularna. Osim toga za [Gr = 0 bi
i norma reziduala bila jednaka nuli pa bismo u tom koraku veé¢ nasli rjesenje.) Ako sa

0...0 7“](.3;31) 7“](-];_21) rj(-j:ll) 0... O]T ozna¢imo elemente j-tog stupca matrice Ry, tada

iz PL Ry = Q. dobivamo da je pg = (l/r(()o))ql, a ostali stupci mogu se dobiti iz sljedeée

formule

_ 1 (k—1) (k—1)
Pk—-1 = (kfl)(Qk“Tk_g Pk—2 —Tp_3 pk—3)-
1

r
k—
Zbog gornje opservacije, ako joS nismo dosli do rjesenja, r,(f:ll) # 0. Aproksimacija
rjeSenja xj tada se moze dobiti iz x;_1 na sljedeé¢i nacin
o = 2o+ PB(FPE)in1 =
= 20+ B[Pt Pet)[(FF V) oy (FPE)]T =
= 20+ BP (P D80 goryr + BEDE )i =

= zp1 + BFPeE)ipr_,
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jer je yp = ﬂR,;l(F(k)gl)kxl kao kod GMRES-a, a Fy kad djeluje na vektor utjece
samo na k-tu i (k 4 1)-u komponentu vektora. To rezultira sljede¢om implementacijom
MINRES algoritma.

Algoritam 2.6.2. MINRES (zZA HERMITSKE MATRICE)

Dana je pocetna iteracija xg,

ro = b — Axo,
B = roll2,
70
qa = —,
B

1=(1,0,...,0)T.
Zak=1,2,...

Izracunaj qgy1, ap = T(k, k) i By = T(k+ 1,k) = T'(k,k + 1), koristeci
Lanczosov algoritam.
Primijeni Fy,_o @ Fr,_1 na zadngi stupac od T', odnosno:

2

. T(k— ,k) L Cl—2 Sk—2 0
ako je k > 2 tada [ T(k—1,k) ] = [ S Cps ] [ T(k—1,k) ] )
. T(k — 1, k) L Clk—1 Sk—1 T(k — 1, k)
ako je k > 1 tada [ T(k, k) ] = [ B i Cpt T(k, k) .
Izrac¢unaj k-tu Givensovu rotaciju Fy, kako bi se ponistio (k+1, k) element
od T:
Y (k. b)
VT, K+ 1Tk + 1, k)P
. Tk+1,k .
ako je ¢ # 0 tada sy = Ck(T(k,k‘))y ako je ¢, = 0 tada s = 1.

Primijeni k-tu rotaciju na l © na zadnji stupac od T':

e e Il
T(k, k) = e, T(k, k) + siT(k + 1, k),

Tk+1,k)=0 (%).

Izméunaj Pk-1 = (1/T(ka k))[Qk - T(k - 1a k)pk—Q - T(k - 27 k)pk—S]z gdje
su p—1, p—2, jednaki nuli.

xp = xp—1 + BlUE)pr—1.

(x) T(k+ 1,k) = 0 treba zapravo izvesti u sljede¢em, (k + 1)-om koraku, jer je origi-
nalna vrijednost 7'(k 4+ 1, k) potrebna za izvodenje (k + 1)-og koraka Lanczosovog
algoritma.
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2.6.3 Konjugirani gradijenti

Prema analizi razvoja metode konjugiranih gradijenata (CG), znamo da je yj izabran
tako da rezidual r; bude ortogonalan na Krylovljev potprostor, odnosno na stupce ma-
trice Q. Naime, za pozitivno definitnu matricu A biramo y; koji minimizira A-normu
greske e, = eg — Qryk, pa tada, zbog toga Sto trazimo najbolju aproksimaciju vektora
€o u potprostoru unitarnog prostora sa || - |4 normom, kojeg razapinju stupci od Qy,
vrijedi da je e;, A-ortogonalan na stupce od Qy, to jest Q;Ae, = Qjry = 0. Tada y;, za
CG metodu zadovoljava

Qr(ro — AQryk) = & — Tiyk = 0, (2.106)

odnosno, y je rjeSenje k x k linearnog sustava Try = [B&. Dok problem najmanjih
kvadrata (2.105) uvijek ima rjeSenje, linearan sustav (2.106) ima jedinstveno rjeSenje
ako i samo ako je T} regularna. Kada je A pozitvno definitna hermitska matrica, tada
je tridijagonalna matrica T}, = Q} AQy, takoder hermitska i pozitivno definitna, pa time
i regularna, naravno ukoliko nismo dosli do rjesenja (ili kada je B = 0). Zbog toga je
za matricu Ty izvediva faktorizacija Choleskog, odnosno T}, mozemo svesti na oblik

Ty, = LDy L, (2.107)

gdje su L donje trokutasta bidijagonalna matrica sa jediniécnom dijagonalom, i Dy
dijagonalna matrica. Ponovno ¢emo iskoristiti hermiti¢nost matrice T} kako ne bismo
morali pamtiti sve vektore q1,...,q;. Faktorizacija (2.107) u svakom koraku lako se
moze dobiti iz prethodnog, buduéi da su Ly i Dy, glavne k x k podmatrice matrica Ly
i Dyy1. Ako definiramo P, = [po p1 ... pr—1] = QrL; ", tada su stupci ovako definirane
matrice P, A-ortogonalni jer je

PiAP, = L' Q1 AQrL,* = L;'T, L, * = Dy,

a bududi da Py zadovoljava jednadzbu Py L} = Qp, slijedi da je pg = ¢1, i da se svi ostali
stupci matrice P, mogu dobiti preko rekurzije

Pk—1 = qk — Ek—lpk—Q,

gdje je bg—1 (k,k — 1) element sporedne dijagonale matrice Li. Uzimajuéi u obzir ovu
faktorizaciju, xr = xo + Qryi za yr = ﬁTk_lfl je tada dan sa

w, = o+ BQT, & = wo + BPD, Ly =
= 20+ B[Pt pe-)[Dp Lilt (€)1 (D Ly D]’ =
20+ BPeo1 Dy Lt (€0) (o-1yx1 + B(D; 'Ly eape—1 =
= Tp—1+ ﬁ(Dlzngl)k,lpk—l =

Koeficijent 3(D, 'L; )1 je definiran, ukoliko je Ly, invertibilna matrica, i (Dy)gx # 0,
sto vrijedi ako je T} regularna. Preostali su samo tehnicki racuni za dobivanje skalara
b, i, = (Di)k g i (Dp 'Ly Dep = di (L e

Prema tome CG algoritam izveden preko Lanczosovog algoritma ima oblik
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Algoritam 2.6.3. CG

Dana je pocetna iteracija xg,

To = b—Al’o,

B = [lroll2,
To

q1 = E?

Zak=1,2,...

Izracunaj qgy1, ax = T(k,k) i By = T(k+ 1,k) = T'(k,k + 1), koristeci
Lanczosov algoritam.

Izracunaj pg—1 = qr, — cpr—2, gdje je p—1 = 0.
f = T(kvk) - f ’C|27
x, = xp—1 + Bf dpr_1.

. T(k+1,k)
f 9
d=—c-d,

Promotrimo sada neka svojstva CG algoritma dobivenog preko Lanczosovog algorit-
ma, i pokusajmo pronaéi vezu izmedu ovog algoritma (LCG) i CG algoritma dobivenog
preko minimizacije kvadratne forme (kfCG). Najprije obratimo paznju na izraz za rezi-
dual u k-tom koraku LCG algoritma koji je sljedec¢eg oblika:

r = 10— AQryr = BQkE — QThyk — Bt (G 1&L )yx =
= Qu(B& — Tiyk) — Bet1 &L Ynirr =
= —Brs1&) Ynlrs1- (2.108)

Dakle, rezidual 7 je vektor istog smjera kao i giy1, Sto rezultira zakljuc¢kom kako su
vektori reziduala medusobno ortogonalni. Uz to, ve¢ smo prije pokazali da su vektori
pr. medusobno A-ortogonalni i da je pg = ¢1 = Orp. 1z (2.108) slijedi

—Brr1 & ykpr = 1 + 0B 1 &L YrDE-1,

pa ako sa P definiramo

imamo

pri ¢emu je

Pr = —Br11&F YD,
Pr =Tk + Bebr_1,

> = Brra&lun
B = —bp .
Br&l 1 yk—



2.6. MINRES I CG PREKO LANCZOSOVOG ALGORITMA 83

Zak=1pg=Froif =—(5& y1)/3. Nadalje je
Tk = Th—1 + Qk—1Pk—1,

pri cemu je

- ﬁ(Dk_lL;l)k,l
a1 = — T ’
Br&j_1Yk—1
azak=1jeday=—03(D1L1)1,1/6. Time smo dobili analogne rekurzivne jednadzbe

za ) 1 pr kao i kod kfCG, kod kojih su koeficijenti ay = (rg, )/ (Apk, Pr) 1 Br =
(rg, k) /{rg—1,7K—1) analogno definirani zbog ortogonalnosti vektora r, i A-ortogonalnosti
vektora py.

2.6.4 Prekondicionirani Lanczosov algoritam

Buduéi da se Lanczosov algoritam primjenjuje za rjeSavanje sustava sa hermitskom ma-
tricom, prekondicionirani sustav bi treba zadrzati to svojstvo. Dakle, prije svega pre-
kondicioniranje treba biti hermitsko, s time da zbog zadrzavanja hermiti¢nosti matrica
prekondicioniranja morala bi imati faktorizaciju oblika M = LL*. Za to bi najpogodnija
bila pozitivno definitna matrica prekondicioniranja.

Sada promatramo primjenu Lanczosovog agoritma na prekondicionirani sustav L~ A-
-L™*u = L7, gdje je + = L™ *u. Rezidual prekondicioniranog sustava, kojeg ¢emo oz-
naciti sa 71 u k-tom koraku, sa rezidualom pocetnog sustava Ax = b, kojeg oznacavamo
sa 1, je u vezi preko relacije

= L7ry,

¢ije norma je oblika

17kl = V(L™ g, L rg) = /(rig, M~ Try).

Nadalje, ako sa ¢ oznac¢imo vektore koji ¢ine ortonormiranu bazu Krylovljevog potpros-
tora prekondicioniranog sustava tada prvi korak j-te iteracije Lanczosovog algoritma
daje
Gjr1=LT"AL™q; — 81451
Ako sada oznacimo sa v; = Lg; 1 v; = Lg; za svako 1, tada imamo
{Ij+1 = AM_I’UJ' - ﬁjvjfl.
sljededi korak je
~ —1~ -1 ~ -1
aj = {Gj+1,q5) = (L7 0j41, L v5) = (D541, M~ vj),

pa je zbog

Gj+1 = Gj+1 — @545,

’L~)j+1 = ’L~)j+1 — Oy,

I na kraju,

85 = @41ll2 = L5551, L15511) = \/ (@500, M1540),
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f}.

_ Yt

Vj+1 = 3
J

Ako jo§ uvedemo dvije nove varijable w; = Mﬁlvj iwjy = M*16j+1, tada prekondici-
onirani Lanczosov algoritam mozemo napisati na sljedeéi nacin:

Algoritam 2.6.4. PREKONDICIONIRANI LANCZOSOV AL-
GORITAM (ZA HERMITSKE MATRICE A SA POZITIVNO DEFI-
NITNOM MATRICOM PREKONDICIONIRANJA M).

Dan je vektor rg,
rijesi My, = 1o,

Bo = +/(ro, w1),

— TO
U1 = %7

— 'lIJl
w1 Ea
vy = 0

Zaj=1,2,...,n—1

Uj+1 = Awj — Bj-1v5-1,
aj = (Uj1,w;),
Uj+1 1= Vg1 — @05,

rijesfi MQI)jJrl = ’(~)]'+1,

ﬁj = @j-&-lij-&-l}’
Vj+1 = Oyl
b
Bj
I Wjt1
41 = .
Bj

Ako se Algoritam 2.6.2 i Algoritam 2.6.3 primijene direktno na prekondicionirani
sustav i ako sa Zjp i pr oznacimo iteraciju i vektor smjera generirani pomoc¢u danih
algoritama, i ako tada uzmemo da je xx = L™ "% i pr = L™ *pg, tada prekondicionirani
algoritmi imaju oblik :
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POZITIVNO DEFINITNOM MATRICOM PREKONDICIONIRANJA)
Dana je pocetna iteracija xg,
To = b— Axo,
rijest Mzy = rg,

B = +/(ro, z0),

v =

1 3 9
w

1= 5

I=(1,0,...,0)T.

Zak=1,2,...

koristeci prekondicionirani Lanczosov algoritam.

. T(k—2,k) . Ck—2 Sk—2
, T(k—1,k) ] [ Ck—1 Sk—1

k k> 1 tad = 5
ako je ada [ T(k, k) —Sk-1 Ck-1

od T':

_ Tk, k)]
VIT(kB)Z+[T(k+1,k)?
T(k+1,k)
T(k, k)

Primijeni k-tu rotaciju na l i na zadnji stupac od T':

ey ][ a7 ]

Ck

ako je ¢ # 0 tada si = cg , ako je ¢, =0

Cr Sk

Cl 0
T(k, k) == ;T (k, k) + si,T(k + 1, k),

T(k+1,k)=0 ().

su p_1, p—2, jednaki nuli.

z = xp—1 + PlU(k)pr—1-

Algoritam 2.6.5. PREKONDICIONIRANI MINRES (ZA HERMITSKE MATRICE SA

Lzracunaj vgyq, wie1, ax = T(k,k) @ By = T(k+ 1,k) = T(k,k+ 1),

Primijeni Fj,_o 1 Fi._1 na zadngi stupac od T', odnosno:

Izracunaj k-tu Givensovu rotaciju Fy, kako bi se ponistio (k+1, k) element

Lzracunaj pp—1 = (1/T(k, k) [wp —T(k—1,k)pg—o—T

- |
[ zen ]

tada s = 1.

(k—2,k)px—3s)], gdje

(x) T(k+ 1,k) = 0 treba zapravo izvesti u sljede¢em, (k + 1)-om koraku, jer je origi-
nalna vrijednost T'(k 4 1, k) potrebna za izvodenje (k + 1)-og koraka Lanczosovog

algoritma.
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Algoritam 2.6.6. PREKONDICIONIRANI CG (SA POZITIVNO DEFINITNOM MATRI-
COM PREKONDICIONIRANJA)

Dana je pocetna iteracija xg,

rigest Mzy = 1o,

ro = b — Axo,
B = +/{ro, 20),
U1 = ﬁa

20
wy = Ea

Zak=1,2,...
Izracunaj vgy1, wit1, ap = T(k,k) i B = T(k+ 1,k) = T(k,k + 1),
koristeci prekondicionirani Lanczosov algoritam.
Izracunaj pp_1 = wi, — Cpx—2, gdje je p—1 = 0.
f=T(k k)= f-|c
oy = Tp-1 + Bf dpp-1.

C_T(k+1,k:)
f )
d=—c-d,

2.7 BCG 1 srodne metode

Buduéi da GMRES metoda za nehermitske probleme svakom iteracijom povecava ko-
licinu posla kojeg se treba obaviti i memorije koju treba zauzeti, pojavila se potreba za
razvojem drugacijih metoda koje bi zahtijevale fiksnu koli¢inu posla i memorije po itera-
ciji. Takve metode, kao Sto Ce se pokazati, ipak imaju neke nedostatke. Na primjer, one
mogu reducirati euklidsku normu reziduala na odredenu veli¢inu sa viSe iteracija nego
standardne metode. Osim toga, ovi algoritmi mogu zakazati, iako se to moze izbjeci tzv.
provjerama unaprijed. Medutim, provjerama unaprijed ponovo gubimo svojstvo fiksnog
posla i memorije, pa zahtjev za njima raste iz iteracije u iteraciju kao kod GMRES-a.

2.7.1 Dvostrani Lanczosov algoritam

Dvostrani Lanczosov algoritam je proSirenje simetricnog Lanczosovog algoritma na nesi-
metri¢ne matrice, tako da se, umjesto jedne trokorac¢ne rekurzije, dobiva par trokorac¢nih
rekurzija, jedna vezana uz A, a druga uz A*. Za razliku od Arnoldijevog algoritma, ova
metoda konstruira biortogonalne baze za dva Krylovljeva potprostora, jednog definira-
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nog za matricu A

Ki(A,v1) = spanf{uvy, Avy, . .. ,Ak_lvl},

i drugog definiranog za matricu A*
Kr(A*,wy) = span{wy, A*wy, ..., (A*)*w ).
Biortogonalnost se oc¢ituje u svojstvu
(vi, wj) =0, za i # j.

Algoritam je sljededi.

Algoritam 2.7.1. DVOSTRANI LANCZOSOV ALGO-
RITAM

Dani su vektori vy iwy sa ||vi]le =1 @ (v1,w1) =
1.

Neka su By =y =0 ivg=wy=0.
Zaj=1,2,...
Izracunaj Avj i A*wj,
Oéj = (Avj,wj),
Uj1 = Avj — ajvj — Bj-1vj-1,
Wj+1 = AMwj — Qjwj —yj-1wj-1,
Vi = 1Tj41ll2,
Uj+1

Vs =
7+1 )
Vi

B = (Vjg1,Wj11),

ako je B; = 0 stani, inace

Wj+1

B

Wi+l =

U ovom algoritmu vektori baze su skalirani tako da vektori v; imaju normu 1, i da je
{vj, wj) = 1.

Neka je Vi matrica sa stupcima vy, ..., v, i Wi matrica sa stupcima wy, ..., ws, tada
se par rekurzija iz gornjeg algoritma moze napisati u matri¢nom obliku kao

AV, = VT + wor1éh = Vi1 Dot e, (2.109)
AWy = WiTi + Brwis1&E = W1 Ty, (2.110)

gdje je Ty k x k tridijagonalna matrica koeficijenata rekurzije
ar B

T, = 4l
Br—1

V-1 Ok
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(k+1) x k matrice T4 i Tk+1,k imaju T} odnosno T} kao gornji k x k blok, i zadnji
red popunjen s nulama osim (k + 1, k) elementa koji je jednak 7x odnosno . Svojstvo
biortogonalnosti matri¢no se moze napisati kao

Primijetimo da ako je A = A* i wy = vy, tada se dvostrani Lanczosov algoritam svodi
na obicni Lanczosov algoritam za hermitske matrice. Takoder primijetimo, da prema
algoritmu vektori v; pripadaju potprostoru K(A,v1), a vektori w; su u Kp(A*, wy).
Zapravo, moze se pokazati sljedeéi teorem.

Teorem 2.7.2 ([12]). Ako dvostrani Lanczosov algoritam ne zakaZe do k-tog koraka, a
to znac¢i da su definirani svi vektoriv; i w; iz dvostranog Lanczosovog algoritma, odnosno
da je (vj,w;) #0 za j =1,...,k+1, tada je

(vi,wj) =0 za svake i,j <k+1, i#j.

Dokaz: Dokaz se provodi indukcijom. Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za

i,j < k. Izbor koeficijenata [3; i v; u algoritmu osigurava da je za sve j (vj,w;) =11

da je |lvj]]2 = 1. Prema definiciji koeficijenta oy, zbog pretpostavke indukcije, imamo
(Up+1,wg) = (Avg, wi) — aglvg, wg) — Be-1(vk-1, wx) = (Avg, wg) — o =0

(Wgg1,v8) = (A wg,vg) — ag(Wg, V) — Ye—1{Wr—1, V%) = (Avg, wg) — g, =0

Iz rekurzivnih jednakosti za vx41 1 Wy zajedno sa pretpostavkom indukcije imamo

(O, wr—1) = (Avg,wp—1) — ar(Vk, Wr—1) — Br—1(Vr—1, Wg—1) =
= (Avg,wi—1) = Br—1 = (v, A'wy—1) — Br—1 =

(

(Vg

Vg, Wi) + Q1 (Vg Wi—1) + Yh—2(Vk, Wg—2) — Br—1 =

>_ﬁk—1 :()7

a sli¢no slijedi i da je (Wg41,vp—1) = 0. I na kraju, za j < k — 1, imamo

(Opy1,wj) = (Avg,w;) — ap(vg, ws) — Bp—1(Vk—1,w;) =
= <Avk,wj> = (vk,A*wj> =
= (Vk, Wjt+1) + (v, wi) + Vj—1(vk, wj—1) = Bj vk, wjt1) = 0,

sli¢cno slijedi i (Wg41,v5) = 0. Buduéi da su vy i wi41 samo multipli od Upyq 1 Wgt1
tvrdnja teorema je dokazana za svako k. O

U ovom algoritmu matrice A i A* imaju dualne uloge, jer su nad njima izvrsene sli¢ne
operacije. Zapravo, indirektno se rjeSavaju dva linearna sustava, jedan sa A i drugi sa
A*. Ako to zaista trebamo, onda je ovaj algoritam pogodan za takve zahtjeve, medutim
ukoliko nam ne treba rjeSenje sustava sa matricom A*, operacije s njom su zapravo
potroSene uzalud.

Sa prakti¢nog stanovista dvostrani Lanczosov algoritam ima znacajnu prednost nad
Arnoldijevim algoritmom jer zahtijeva pamcéenje samo nekoliko vektora, konkretnije Sest
vektora duljine n, plus okupacija memorija za smjestaj tridijagonalne matrice.

S druge strane, u ovom algoritmu postoje potencijalne mogucénosti zakazivanja, a
to je slucaj kada Lanczosovi vektori, iz nekog razloga nisu definirani, to jest kada je
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B; = 0. U praksi se problemi cesto javljaju kada se dogodi “skoro” zakazivanje, to jest
kada se Lanczosovi vektori moraju skalirati sa malim koeficijentima. Nakon nekoliko
koraka akumulirani efekt tih skaliranja moze dovesti do pojave prekomjernih gresaka za-
okruzivanja. Postoje dvije razliCite situacije kada moze doé¢i do zakazivanja. Prvo, ako
je vj41 = 0 ili wj41 = 0, tada je dvostrani Lanczosov algoritam pronaSao invarijantni
potprostor. Ako je vj41 = 0, tada Lanczosovi vektori vy, ..., v; razapinju A-invarijantni
potprostor, a kao sto ¢emo kasnije vidjeti, BICG algoritam dostiéi ¢e egzaktno rjesenje.
Ako je w;41 = 0, tada Lanczosovi vektori wy, ..., w; razapinju A*-invarijantni potpros-
tor. U toj situaciji nista ne mozemo re¢i o aproksimaciji rjeSenja susutava sa matricom
A. S druge strane, ako se algoritam koristi za rjeSavanje para linearnih susutava, jednog
sa A, i drugog dualnog sustava sa A*, tada u tom slucaju aproksimacija dualnog sustava
je egzaktno rjeSenje. Ovakav sluc¢aj oznacavamo kao regularno zaustavljanje.

Drugi slucaj, kojeg oznacavamo kao ozbiljni slom algoritma, nastupa kada je (011,
Wjy1) = 0, ali niti jedan od vektora v;4; i wj4+1 nije jednak nuli. U tom slucaju,
netrivijalni vektori vjy1 € Kjp1(A,v1) 1 wjt1 € Kjp1(A*, wy) sa svojstvom da je
(Vjr1,w) = (wjt1,v;) = 0 za i < j jednostavno ne postoje. Primijetimo da iako
takvi vektori ne moraju postojati u (j + 1)-om koraku, u nekom kasnijem (j + k)-tom
koraku oni mogu postojati. Procedure koje jednostavno preskacu korake u kojima su
Lanczosovi vektori nedefinirani, i koji omogucavaju da se algoritam nastavi izvrSavati
u vecini slucajeva, oznacavamo kao Lanczosove algoritme sa provjerama unaprijed. U
nastavku biti ¢e prikazan Lanczosov algoritam sa provjerom unaprijed kako su ga opisali
Parlett, Taylor i Liu u [31].

Glavna ideja koju koristi Lanczosov algoritam sa provjerama unaprijed je da par
Vjy2, Wiy Cesto moze biti definiran iako v;i1, wji1 nisu definirani. Ako pak niti par
Vj42, wjt2 nije definiran, onda se moze pokusati sa parom v;13, w;43, itd. Da bi bolje
opisali ideju provjera unaprijed, potrebno je vratiti se na vezu Lanczosovih vektora sa
polinomima. Prema definiciji dvostranog Lanczosovog algoritma, ukoliko ne dode do
zakazivanja, u k tom koraku imamo definirane vektore vy,...,vp41 1 wy, ..., wre1 koje
mozemo napisati na sljede¢i nacin

vjt1 = = pi(A)vr,
i=17i
1 — *
w1 = ———=p;(A")wr,
i=111
pri cemu je p; € P; polinom koji je rekurzivno zadan sa
po(t) =1,

pj(t) = (t — oj)pj-1(t) — Bj—17j-1pj—2(1),
a lako se moze pokazati da je p; karakteristicni polinom trodijagonalne matrice 7j.
Dakle isti se polinom pojavljuje u definicijama za v;y1 i wj41, samo sto se kod wjiq
radi o konjugiranom i skaliranom polinomu p; iz definicije vektora v;11. Ako definiramo
Krylovljeve matrice

Kk+1 = [Ul Av1 . Ak] i Nk+1 = [UJ1 A*wl . (A*)kwl],
tada prethodne rekurzije za polinome mozemo napisati u sljede¢em matri¢nom obliku

1 -1
Vit = Kp1 2, Gy
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_ -1 -1
Wk+1 - Nk+IZk+1Hk+1v

gdje su
k k
G/H-l = diag(1771171’727 s 71_‘[716)7 Hk’-i-l = diag(Lﬁlaﬂlﬁ?v R 71_[61')1
i=1 1=1

a Zi41 je gornje trokutasta matrica sa jedinicnom dijagonalom, takva da matrica Z,_ _&1
ima smjeStene koeficijente polinoma p; u j-tom stupcu, iznad dijagonale. Sada defini-
rajmo matricu momenta kao

M1 = Niy1 Kiga,

gdje je (Mi11)i+1,j+1 = wiA™ vy, Buduéi da vrijedi Wp Viy1 = I, imamo

—1 =T prx 1 -1
I'=H 2 L Ny K 25 Gy

odakle slijedi
M1 = Zjyy D1 Ziya, (2.111)

za D11 = Hpy1Gry1. Ako sada oznacimo matrice Ly = ZkT+1 i Ugy1 = Dgs1Zk+1
tada vidimo da je dvostrani Lanczosov algoritam ekvivalentan racunanju LU faktori-
zacije matrice momenta My 1, odnosno racunanju Mgy = Ligy1Ugy1, gdje je produkt
d; = Hf;ll (Bi7vi) j-ti pivotni element u izvodenju Gaussovih eliminacija na matrici My 1.

Dakle, kod pojave ozbiljnog sloma, kada je 8y = 0 ili vrlo mali, pivotni element je
tada isto jednak ili priblizno jednak nuli. Da bi se izbjeglo dijeljenje sa nulom kao pivotni
element se tada uzima 2 x 2 matrica umjesto 1 x 1, pa se onda istovremeno rac¢unaju
Vk41 1 Ugyo, ka0 1 w1 1 wrio. Znaci, nakon k-tog koraka standardnog algoritma imamo

- 1
Vg1 = Avg — agvg — Br—10k-1 = ———Pr(A)v1,
H’i:l Yk
_ . _ 1 .
Wit1 = Awg — Qpwg — Ye—1Wk—1 = —5— = Pr(A")w1.
Hizl ﬁkz

Umjesto normaliziranja U1 1 Wr41 za dobivanje vektora vg41 1 wg4q mi ¢emo potraziti
bilo koja dva vektora viyo 1 w2 takve da je

Span{f)kJrl, T~)k+2} = Span{vk+17 Uk+2},

span{wWy1, Wgy2} = Span{wg1, Wri2}-
Najjednostavniji izbor je
U2 = AVk1 — Wi+1Vk,

Wiy = A" Wg 11 — Wpy1 W

Koeficijent wy osigurava ortogonalnost Ux49 sa wi, ..., Wy, 1 Wg42 Sa v1,...,v;. Naime,
za j < k to ve¢ vrijedi jer

(g2, wj) = (AVpy1,W5) — Wet1 (U, wj) = (Vp41, A"wj) = 0,
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zbog toga §to je A*w; € Kj11(A*, w1) C Kr(A*,w1), a Ug41 je okomit na Kp(A*, w)
prema definiciji. Analogno vrijedi i za w9 i v;. Koeficijent w11 dobije se iz uvjeta or-
togonalnosti U9 1 wy, ili Wy 2 sa vy, gdje u oba slucaja ispada da je wi11 = (Ugy1, Wit1)-
Na primjer,
0 = (Okt2, wg) = (AVk41, Wk) — Wp+1(Vk, W),
pa slijedi, zbog prethodno provjerenih ortogonalnosti, da je
Wit1 = (U1, A"wp) = (Vp41, We1)-
Iz prethodnih definicija takoder se moze provjeriti da je
Ok1 = (Vkt2, Wht1) = (Vpt1, Wer2) = (AVp1, Wit1)-
Sada definirajmo sljedete matrice
Vit g2 = [Ot1 Opta],  Wigipro = [Wpp1 Dpta],

1 matricu
WE+1 9k+1]

Ck+1 == W]: TN/ ==
1,k+2 Vk+1,k42
et Okt1 Wito

Ideja je sljedeéa: ukoliko je Ck41 regularna, trebamo pronaci neku njenu faktorizaciju
Cry1 = W§+1,k+g‘7k+1,k+2 = Rp11Sk+1,

koju mozemo preformulirati u

I=R Wi o Virtes2 it = Wi k2R ) (Vs 2 St y)-
Ako sada definiramo V41 g+2 = [Vky1 Ukg2] I Wegi g2 = [Wky1  wi2] sa

Vit 1,42 = ‘7k+1,k+251;}1, Wit kt2 = Wk-{—l,k-ﬁ-QR];ilv
Dobili smo trazene vektore vg41, Vgt2, Wi+l 1 Wiyo za koje vrijedi
Wit kr2Vir ke = 1.

Na kraju, dvostrani Lanczosov algoritam sa provjerom u naprijed kreira blok tridi-
jagonalnu matricu T}
Al Bl

Bj,1
Fj—l Aj

Dijagonalni blokovi Ay su ili 1 x 1 ili 2 x 2 matrice, a matrice By i 'y su oblikovane
adekvatno tome. Matrice 'y, imaju jedan od sljedeé¢ih oblika

O A

gdje je = neki pozitivan broj. Takoder ispada da i matrice By imaju rang 1. Lijevi i
desni Lancosovi vektori grupiraju se u svakom koraku, §to oznacavamo isto sa v1,...,v;
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iwi,...,w; samo §to su v; i w; nekad n x 1, a nekad n x 2 matrice. Oni zajedno tvore
matrice Vj = [vq,...,v;] i W; = [w,...,w;]. Na kraju vrijedi ista jednakost kao i za
standardni algoritam a to je

W;AV]' = Tj.

Dakle ako je wr11 = 0, tada dolazi do zakazivanja Lanczosovog algoritma, a ako
je i Bgy1 singularna tada trebamo promatrati slucajeve veée dimenzije od 2. Takoder
izbor faktorizacije uvjetuje oblik metode, vidi [31]. Losa strana metode sa provjerom
unaprijed je da njena implementacija znac¢ajno povecava slozenost algoritma. Osim
problema identificiranja situacija kod koje je doslo do skorog sloma, matrica Ty joS
gubi i svoj tridijagonalni oblik. Naime na mjestu gdje smo pokusali savladati slom
pojavljuju se elementi i izvan dosadasnjih triju dijagonala. Kada se Lanzcosova metoda
koristi za rjesavanje linearnih sustava, zakazivanje metode i nije tako katastrofalno.
Naime, jednostavnije i jeftinije bi bilo, restartati metodu nego implementirati metodu
sa pogledom unaprijed.

2.7.2 Bikonjugirani gradijenti (BCG)

Ako pretpostavimo da dvostrani Lanczosov algoritam necée zakazati, tada vektori baza
Krylovljevih prostora Kx(A,rg) i Ki(A*, 7o) generirani tim algoritmom mogu biti isko-
tisteni za raCunanje aproksimacije rjeSenja susutava Ax = b, sa poCetnom iteracijom xg
i rezidualom rg = b — Axg, na isti nacin kao i kod hermitskog slucaja. Dakle, uzet ¢emo
xj, oblika

xg = x0 + Vg,

i onda nam jos preostaje izbor y, vektora dimenzije k. Ako uzmemo da je v1 = 7o /||7o||2
i kao vektor w; uzmemo proizvoljni vektor za kojeg je (vi,w;) = 1, time su jedinstveno
definirani Krylovljevi prostori K (A, v1) i Kr(A*, w1), kao i Lanczosovi vektori vy, . . ., vg
iwi,...,wg za svako k. Jedan od prirodnih izbora vektora y; u k-toj iteraciji metode
bio bi takav da odgovarajuéi ry = ro — AViyr bude ortogonalan na I (A*, w1 ), odnosno
na vektore wi, ..., w. To nas vodi do jednakosti

W]:Tk = W,:’r‘[) — W;Akak =0.

Zbog biortogonalnosti Lanczosovih vektora i zbog (2.109) slijedi da je Wjirg = &1, sa
B =|roll2, i Wi AV}, = T}, stoga jednadzba za y;, izgleda ovako,

Thyr = B&1- (2.112)

Kao i kod hermitskog slucaja, i za dvostrani Lanczosov algoritam, uz izbor y; koji
zadovoljava (2.112), zbog (2.109) rezidual ima oblik

r = 10— AViyr = 10 — VaThyr — W}l yrvrs1 =
= Vi(Bé1 — Tiyr) — Y&k Ykvkt1 = — W} YkVk+1,

odnosno on je u smjeru vg41 i zaista je ortogonalan na vektore wi, ..., wy.

Ako pak, paralelno rjeSsavamo i dualni sustav A*Z = 13, tada bi w; bio definiran kao
skalirani pocetni rezidual 7y = b — A*Z¢, odnosno bilo bi w; = 7o/(To,v1). Pa, cak
ako nam rjesenje dualnog problema i ne treba, vektor w; uvijek mozemo smatrati kao
pocetni rezidual za neki dualni sustav. Po analogiji stvari, u svakom koraku bi se trazilo
aproksimativno rjeSenje dualnog sustava &y = o + Wy, uz izbor vektora ¢y, takvog
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da je 7, = 7o — A* Wy okomit na vektore vy, ..., v,. Istim postupkom kao i za r; moze
se pokazati da je 7 = —ﬁkﬁgykwkﬂ. Dakle, ovakvim postupkom dobili smo reziduale
naseg polaznog i njemu dualnog sustava koji su medusobno biortogonalni.

Dalje nastavljamo kao kod dobivanja algoritma za konjugirane gradijente preko her-
mitskog Lanczosovog algoritma, i zapisujemo LU dekompoziciju od T} kao

Ty, = LUy,

i definiramo

P, =V UL
Aproksimacija rjesenja u k-tom koraku tada se moze izraziti kao

a, = w0+ VT, H(B) = zo + ViU 'L (B&) =
= z0+ PuL; ' (B&).

Takoder aproksimacija xj moze se dobiti iz x;_1 na slican nac¢in kao kod konjugiranih
gradijenata. Sve to mozemo definirati i za dualni problem, pa definirajmo matricu

ﬁk = WkL,;*.

Vektori py koji ¢ine stupce od ﬁk i vektori pg koji ¢ine stupce od Pi su A-konjugirani
jer

PiAP, = LU'WEAVU = LU = 1

Dakle, dobili smo niz reziduala r i 7, koji su biortogonalni, i niz vektora smjera pj i
Pr koji su A-ortogonalni, i kao kod konjugiranih gradijenata mozemo dobiti rekurzivne
relacije koje ih definiraju. Sa ovim napomenama, lako mozemo dobiti algoritam koji
lici na konjugirane gradijente iz dvostranog Lanczosevog algoritma i kojeg nazivamo
algoritmom bikonjugiranih gradijenata.
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Algoritam 2.7.3. BIKONJUGIRANI GRADIJENTI
(BCG)

Dana je pocetna iteracija xg,
ro = b— Al’o.

Izaberi 7 takav da je (ro, 7o) # 0.

Po =To,
Po = To-
Zak=1,2,...

izracunaj Apg_1,

izracunaj A*pr_1,

g = (Th—1,7Tr—1)
=,

<Apk—17pk’—1>

Tl = Tp—1 + Qk—1Pk—1,

Tk = Th—1 — Qp_1App_1,

T = Pp—1 — Q1 A*Dp—1,

(Th, Tk)

Br—1 = 77—,

(Pk—1,Tk—1)

Pk = Tk + Br—1Pk—1,

Dk = Tk + Br—1Dk—1

Kada je A hermitska i g = rg, ovaj se algoritam reducira na konjugirane gradijente.
Ako je u (2.112) Ty, singularna, tada ta jednakost ne mora imati rjesenje. U tom slucaju
ne postoji aproksimacija xp = xo + Viyr za koje je Wjiry = 0. Tada ¢e algoritam
zakazati, ali to je drugaciji tip sloma od onoga koji se moze dogoditi u dvostranom
Lanczosovom algoritmu. Standardni algoritam ne moze iza¢i na kraj sa takvim slomom,
iako matrica T} za neki j > k moze biti regularna.

Opcenito gledajuci, od metode koja rjesava linearni sustav sa nehermitskom matri-
com zahtijevamo dvije stvari

(i) da zadovoljava neko svojstvo minimalnosti na Krylovljevim potprostorima koje
generira matrica A,

(ii) da se moze izracunati sa Sto manje operacija i da zahtijeva malo memorije po
iteraciji.

Na zalost, metode obi¢no zadovoljavaju samo jedno od ta dva svojstva. Na primjer,
GMRES metoda zadovoljava (i) ali ne i (ii), buduéi da u svakoj iteraciji potreba za me-
morijom sve vise raste. S druge strane BCG metoda zadovoljava (ii), jer zbog trokoraéne
rekurzije broj operacija i koli¢ina memorije su konstantni u svakoj iteraciji. Medutim
ona ne zadovoljava (i), ve¢ odredena svojstva biortogonalnosti, zbog ¢ega algoritam ¢esto
ispoljava nepravilno ponasanje u konvergenciji sa velikim oscilacijama norme reziduala.
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Uz to jos, ova metoda moze zakazati na dva nacina, prvi je slom dvostranog Lanczosovog
algoritma, kada bi doslo do dijeljenja sa nulom zbog koeficijenta G = 0 u Algoritmu
2.7.3, a drugi je slucaj singularne matrice T}, §to je ekvivalentno dijeljenju sa nulom kod
rac¢unanja koeficijenta o u istom algoritmu (ﬁkAPk = LEIT kU ' = I u regularnom
slucaju).

2.7.3 Metoda kvazi-minimalnog reziduala (QMR)

Metoda kvazi-minimalnog reziduala (QMR) je metoda slicna BCG metodi, bazirana na
dvostranom Lanczosovom algoritmu, koja se primijenjuje za rjeSavanje nehermitskih li-
nearnih sustava, ali koja je u stanju prevladati probleme BCG-a. Ona prije svega nece
zakazati kada je T}, singularna, iako ¢e taj slucaj izazvati stagnaciju kod konvergencije
§to ¢emo kasnije vidjeti, a problem ozbiljnog sloma dvostranog Lanczosovog algoritma
moze se rijeSiti metodom s provjerom unaprijed. QMR metoda moze se takoder imple-
mentirati pomoc¢u kratkih rekurzivnih izraza, i tako ona zadovoljava uvjet (ii) iz proslog
odjeljka. S druge strane, ova metoda se priblizila i uvjetu (i), jer kvazi-minimalno svoj-
stvo osigurava glatku konvergenciju, za razliku od BCG. Stovige iteracije BCG metode
mogu se lako dobiti iz QMR iteracije, pa ¢ak kad BCG iteracija ne moze biti definirana
zbog singularnosti matrice T}.
U QMR metodi ponovo se uzima da je aproksimacija xzj oblika

xr = 20 + Viyk,

samo $to se gy bira tako da minimizira kvazi-rezidual, vrijednost usko povezanu sa
euklidskom normom reziduala. Bududéi da je rp = ro — AViyg, kao i kod BCG metode
dobiva se da je

Tk = Vit1(8& — Tht1.6Yk), (2.113)
tako da norma reziduala 7 zadovoljava
Irelle < [[Viesall218& = Tht1,kykl2- (2.114)

Buduéi da stupci od Vi nisu ortogonalni, rjeSavanje problema najmanjih kvadrata
mingeck [|[70 — Vi41Tk+ 1,4y |2 zahtijevalo bi previse operacija. Stoga ¢emo umjesto toga
minimizirati drugi faktor u (2.114). Svi stupci matrice V441 imaju normu jedan, zato
prvi faktor u (2.114) zadovoljava

Visille < [[Vigillr < VE+ 1.

Dakle, yr u QMR metodi rjeSava problem najmanjih kvadrata

min ||8& — Tht1,xYll2, (2.115)
y€eCk

koji uvijek ima rjeSenje, cak i kad je matrica T} singularna. Naime, matrica Tji1
je (k 4+ 1) x k tridijagonalna matrica koja na donjoj sporednoj dijagonali, ukoliko se
dvostrani Lanczosov algoritam nije zbog nekog razloga zaustavio, ima elemente v; > 0 za
j=1,...,k, paje ona punog ranga. Sto vise rjesnje je jedinstveno. Znaéci, QMR iteracije
su definirane ako dvostrani Lanczososov algoritam ne zakaze, a kod njegovog zakazivanja
upotrebljava se algoritam sa provjerom unaprijed, ¢ime matrica Tj41 postaje blok-
tridijagonalna.

Norma QMR reziduala moze se povezati sa normom optimalnog GMRES reziduala
na sljedeéi nagcin.
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Teorem 2.7.4 ([12]). Ako sa r{ oznac¢imo GMRES rezidual u k-tom koraku, a sa 7‘]?
QMR rezidual u k-tom koraku, tada

G
172012 < &(Vieg )17 12,

gdje je Vii1 matrica vektora baze prostora Kri1(A,7r9) koji su konstruirani dvostra-
nim Lanczosovim algoritmom, k(X) = || X|2[|X |2 = omaz(X)/Omin(X) oznacéava broj
uvjetovanosti, a omaz(X) i omin(X) najveéu i najmangu singularnu vrijednost od X

Dokaz: GMRES rezidual je takoder oblika (2.113), ali y,? je izabran tako da minimizira
euklidsku normu GMRES reziduala. Neka je Vk‘:l generalizirani inverz matrice Vi1,
te zbog toga $to je ona punog ranga vrijedi Vk++1 = (Vk*+1vk+1)_lvk*+1v i VijerkH =1.
Zato slijedi

18&1 — Tk+1,ky;;QH2 = ;glcr}c 181 — Try1,kyll2 = ;IEHC% IV 1 Vier1(B& — Tegr19)ll2 <
1
ViE 2 min Vi1 (861 — Thrra9)ll2 = ——— 75 12,
(A iy Vi1 ( 1)l Umin(vk+1)|| |
a zajedno sa (2.114) daje
Tmaz(Vit1
1721l < Vs lallBés — Tiegnpmnlls < Z2eetVier) 0y
Umm(vk+1)

O

Na 7zalost, uvjetovanost matrice Vi1 ne moze se apriori ograditi, ¢ak ta matrica moze
biti vrlo lose uvjetovana.

Implementacija QMR algoritma je vrlo sli¢na onoj od MINRES-a. Problem najma-
njih kvadrata (2.115) rjesava se QR faktorizacijom (k+1) x k matrice Ty 1 na produkt
(k +1) x (k + 1) unitarne matrice F®* i (k4 1) x k gornje trokutaste matrice R(*).
To se ponovo postize uz pomo¢ k Givensovih rotacija Fi,...,Fy, gdje F} rotira jedini¢ne
vektore & i {41 za kut 0. Bududi da je Ty tridijagonalna, R®) ima oblik

P1L 01 T1

Ok—1
Pk
0 oo oo v 0

QR faktorizacija matrice Ty se lagano dobije iz QR dekompozicije od T}, —1. Da bi
dobili R®) prvo treba pomno#ziti zadnji stupac od T4,k sa rotacijama iz koraka k — 2
i k — 1, jer ostale rotacije ne utjecu na njega. Tada dobivamo matricu oblika

r T 0
kale72F]€,3 .. .FlTk+1,k — .. “ox ’
Lo
d
L 0 : h |
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gdje z-ovi oznacavaju elemente razlicite od nule, a (k + 1, k)-ti element je zapravo g,
buduéi da na njega nisu utjecale prethodne rotacije. Rotacija Fj se bira tako da ponisti
taj element tako sto postavljamo da je ¢ = |d|/+/|d|?> + |h|? i Sk = cih/d ako je d # 0,
te cp =01 s =1 ako je d = 0. Taj isti niz od k rotacija primjenjuje se i na vektor 5&;
kako bismo dobili g¥) = B}, --- F1&1. ¢ se od g~V razlikuje samo po k-toj i (k+1)-

toj komponenti. Ako sa Ry ozna¢imo gornji k x k blok matrice R* i sa ggi)l prvih k

komponenti od ¢¥), tada rjesenje problema najmanjih kvadrata je rjesenje trokutastog
linearnog sustava

k
Ry = g](gx)l'

Za dobivanje aproksimacije xy, definirat éemo pomocne vektore

Py=1[pop1 .. pe—1] = ViR, "

Tada je

k
T+ Veyr = xo + Pkg,ﬁﬁl

a bududi da se ¢®) 1 g*=1 poklapaju u prvih k — 1 komponenti, vrijedi
(k)
k

Tr—1 = 20 + Peo190 1)1

Sada mozemo napisati

T =21+ 9 Pr1, (2.116)

gdje je g,gk) k-ta komponenta od ¢(*). Na kraju, iz jednadzbe Py Rj, = Vi, mozemo dobiti

jednostavnu rekurzijua za pomoéne vektore py
1
Pr-1= ﬁ(vk — Ok—1Pk—2 — Th—2Pk—3)- (2.117)

Napokon dobivamo implementaciju QMR algoritma.
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Algoritam 2.7.5. METODA KVAZI-MINIMALNOG REZIDUALA (QMR)

Dana je pocetna iteracija xo,

To :b—A{L'(),

B = |lroll2,
70
V1 = Ba
Dan je 1y,
o
w1 = 777>
I70ll2

1=(1,0,...,0)T.

Zak=1,2,...

Izracunaj vgy1, wiyt, ap = T(k, k), B = T(k,k+1), iy =T(k+1,k),

koristeéi dvostrani Lanczosov algoritam.
Primijeni Fy._o @ Fr,_1 na zadnji stupac od T', odnosno:
. T(kﬁ — 2, k) L Ck—2 Sk—2 0
ako je k > 2 tada [ T(k—1,k) ] = [ S s Cps Th—1,k) |’
T(k — 1, k) L Ck—1 Sk—1 T
T T

ko je k > 1 tad _
e aa[T(k,k) —Sk—1 Ck-1

Izracunaj k-tu Givensovu rotaciju Fy, kako bi se ponistio (k+1, k) element

od T

o [2(k. )

k — )
VIT(k k)P + T(k + 1, k)2
. T(k+1,k) )

ako je c 0 tada s = c,———=—, ako je ¢, = 0 tada s, = 1.
je ¢k # k= Ck b je ck k

Primijeni k-tu rotaciju na l © na zadnji stupac od T':

e e Il el
T(k,k) == o, T(k, k) + sxT(k + 1, k),

Tk+1,k)=0 (%)

Leracunaj py—1 = (1/T(k, k))[ox — T(k — 1, k)pi_z — T(k — 2, k)pr_s]. gdje

su p—1, p—2, jednaki nuli.

xp = Tp—1 + BUk)pr—1.

(*) T(k+ 1,k) = 0 treba zapravo izvesti u sljede¢em, (k + 1)-om koraku, jer je origi-
nalna vrijednost T'(k + 1, k) potrebna za izvodenje (k + 1) — og koraka dvostranog

Lanczosovog algoritma.
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2.7.4 Konvergencija metoda BCG i QMR

Iz prethodnih razmatranja mozemo zakljuciti da su rjeSenja linearnog sustava (2.112) i
problema najmanjih kvadrata (2.115) u uskoj vezi. Zato mozemo ocekivati istu takvu
vezu izmedu normi reziduala u BCG i QMR algoritmima.

Obje metode zavrsit ¢e za m < n iteracija, pri ¢emu je n dimenzija sustava. Kod
BCG metode rezidual se bira tako da bude ortogonalan na odredeni potprostor, kojemu
dimenzija raste u svakoj iteraciji. U najgorem slu¢aju on mora biti okomit na cijeli
prostor, a to vrijedi samo za nul-vektor. Kod QMR metode, situacija je sli¢na kao kod
GMRES-a. Rezidual se bira tako da rjeSavamo problem najmanjih kvadrata na sve
vecem i vecem potprostoru. U jednom trenutku rjeSenje ¢e generirati vektor Ti,41.mYm
koji ¢e se nalaziti u istom potprostoru kao i 31, a bududi da kvazi-rezidual Ti,4-1,mYm —
B¢ ima najmanju normu, taj vektor bit ¢e upravo jednak vektoru 3&;, pa ¢e kvazi-
rezidual, a s njime i rezidual, biti jednak nuli.

Najprije promotrimo jednu lemu. Neka Hp, k£ = 1,2,... predstavlja klasu gornje
Hessenbergovih k x k matrica Hy, pri ¢emu sa Hy_1 oznacavamo (k—1) x (k—1) glavnu
podmatricu od Hj. Za svaki k definirajmo (k + 1) x k matricu Hy41 sa

Hy, }
P k€L |
Matrica Hy,qx moze se faktorizirati u oblik F®*R®) odje je F*) (k + 1) x (k4 1)
unitarna matrica, a R® (k+1) x k gornje trokutasta matrica. Ta se faktorizacija moze
ostvariti primjenom Givensovih rotacija na nac¢in kako je opisano u GMRES algoritmu:

Hyy1p = [ (2.118)

Ii 1

C Sk

(Fy - FO)He =R®, gdje je Fy = (2.119)

—Sk  Ck
I

Bitno je samo napomenuti to da prvih k£ — 1 rotacija F;, i = 1,...,k — 1 isto tako
sudjeluje u faktorizaciji matrice Hy, 1.

Neka je 8 > 0 dan, i pretpostavimo da je Hj regularna. Neka je sa ¢ oznaceno
rjeSenje linearnog sustava Hpy = B£1, i neka je sa y; oznaceno rjeSenje problema naj-
manjih kvadrata mingccr [[Hyq1,,y — B81]l2- Na kraju, neka su

Uy = Hpp1.6Uk — B, Vp = Hpp1 6yk — B

Lema 2.7.6 ([5]). Koristeéi gornju notaciju, norme od vy i Uy, su povezane sa Sinusima
i kosinusima kuteva Givensovih rotacija na sljedeéi nacin

. N 1
lvkll2 = Blsis2 - - - sk 7 17k |2 :ﬂm|8182”'8k|. (2.120)
Slijedi da je

17k [l2 = L] B— (2.121)

1_( lvellz )2

lvk—1ll2

(ll’/k!2>2+< [Vl >2 1
7|2 [vk—1l2

ili ekvivalentno
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Dokaz: Neka je F*®¥) = F, ... Fy. Problem najmanjih kvadrata moze se napisati kao
min || Hy41,5y — Sé1ll2 = min |[F® (Hypq 1y — 8|2 = min |[R®y — FF ¢ ||,.
yeCk yeck yeCk

Rjesenje yi se dobiva rjeSavanjem trokutastog linearnog sustava sa matricom Ry koja
je jednaka gornjem k x k bloku od R®) i sa desnom stranom koja je jednaka prvim k
komponentama vektora SF*)¢;. Razlika R®y, — BFH ¢, je zato jednaka nuli, osim u
zadnjoj komponenti, koja je jednaka zadnjoj komponenti od —3F®*)¢;, koja je opet, kao
i kod GMRES-a, jednaka (—1)**!35; ---5;. Dakle

lvkll2 = min |Hyy1 xy — BE1ll2 = Bls1 - sil,
y€eCk

pa smo time dokazali prvu jednakost u (2.120).
Za rjesenje linearnog sustava g = Hk_lﬂfl, imamo

U = Hyy1 pHy P61 — B,

ali zbog definicije matrice Hj 1 imamo da je

_ Hkal :| [ I :|
H, H ' = k| = .
LR { i1 k& Hy ! hir1 k& Hy !

Slijedi

by — [ Ok xk ]
Bhisak(Hy ea
gdje je (H,;l)m = §I{H,;1§1 (k,1)-ta komponenta matrice kal. Matrica Hj moze se

faktorizirati kao F—D* R gdje je F*=1) = Fy,_, ... Fy, a F}, je glavna k x k podmatrica
od Fj. Matrica Hj 1k, nakom primjene prvih k£ — 1 rotacija, ima oblik

r T T 0

Fp 1 F1Hp 1= T,
T
r

0 o e B

gdje je r (k, k)-ti element matrice R®) ah= P41, k-ta rotacija je izabrana tako da
ponisti netrivijalni element u zadnjem retku:

i h
" ___sign(r)

Ck = s, k= -
VIr? +[hf? VIr? + (A2

Bududéi da je po pretpostavci Hj regularna matrica tada je 7 # 0 pa shodno tome i
cr # 0. Sada imamo H, ' = }N‘Z;lﬁ'(k), a (k,1)-ti element te matrice je 1/r puta (k,1)-
ti element od F*). To je ekvivalentno tome da gledamo k-tu komponentu vektora
F kg = Fj_;- --Flfl, Sto je ekvivalentno dobivanju reziduala prethodnog problema
najmanjih kvadrata (kao kod GMRES), i jednako je (—1)*~'5;---5,_;. Slijedi da je
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jedina netrivijalna komponenta od 7, jednaka (—1)¥~13(hj114/7)51 - 5k_1. Napokon
koristenjem ¢injenice da je |s/cx| = |h/7| = |hgs1,1/7| dobivamo
- Sk
AP T
k]
Time smo dokazali i drugu jednakost u (2.120).
Iz rezultata (2.120) je jasno da je

el s [Zkll2 1
— k’a - .
[vr—1ll2 lvklla - fex|
Rezultat (2.121) slijedi iz jednakosti |cx| = /1 — |sg|?. O

Oznac¢imo sada reziduale i iteracije u BCG metodi sa gornjim indeksom B, a u
QMR metodi sa gornjim indeksom (). Najprije ¢emo promatrati normu reziduala BCG
metode, odnosno njenu konvergenciju.

Teorem 2.7.7 ([9]). Ako u k-tom koraku BCG metode aproksimacija ka postoji tada

je
K. 12
95 |8kl
zp = ﬂka + kigpk—la
Ck

1
B
7 ll2 = 7 ls1 - - skllIroll2,
|ckl
gdje je g,(fk) k-ta komponenta vektora g®) = BE®R)E, a pr_q je k-ti stupac matrice P, =
ViRt
Dokaz: Ako stavimo da je Hy = T} tada Lemu 2.7.6 mozemo primijeniti i na BCG
metodu. Iz njenog dokaza vidljiva je ekvivalentnost izmedu postajanja aproksimacije

ka , regularnosti matrice T} i nejednakosti ¢, # 0. Nadalje koristimo iste oznake kao u
dokazu prethodne leme. Iz (2.118), (2.119) i definicije F*~ imamo

Iy 0

— (k—1)x
T =r [ 0 ¢

] Ry
Odavde, zbog ¢injenice da je y}? =BT, L¢,, dobivamo

1| k=1 O _
yf:g}{kl[ kol 1 ]F(k Ve
K

Kako je prema definiciji § = ||rol|2, i yg = R,;l g,(cli)l, izraz za yP dalje mozemo raspisati

_ Ip—1 O _ k
?JE yl?+Rk1<|: kol 1 ]g(k 1)_91(¢x)1>:

Ck

= y,ﬁ2 +R,;1

Or—1)x1 B
(=1)F1851 - 5y (i - Ck) N
2

’Sk _ O _
Rkl (k—1)x1

2
Ck,

= ¢+ () 185 -5 ck

1

k
ey skl®
=yl +o) o R
k
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Nadalje, iz izraza za y,]f mozemo dobiti izraz za ka
B B Q , (sl -1
gy = xo+ Veyy =xo+Vayy 9, —5 ViR, &k =
k
2
k) skl
= 2 + 90 p.
k
Izraz za normu reziduala |12 |2 direktno slijedi iz Leme 2.7.6. O

Teorem 2.7.7 demonstrira kako se egzistiraju¢a BCG iteracija moze dobiti iz QMR
algoritma, pa ¢ak iako u prethodnom koraku BCG iteracija nije postajala zbog singu-
larnosti tridijagonalne matrice Tj_1. U tom slu¢aju BCG algoritam bi stao, medutim za
neki j > k moze postajati T} koja je regularna, pa se na ovaj nacin proces moze nastavi-
ti. Nadalje, ||72||2 moze se, bez ikakvih naknadnih troskova, izracunati iz veli¢ina koje
su generirane QMR algoritmom. Osim toga, iz izraza za normu reziduala u Teoremu
2.7.7 vidimo razlog njenog osciliranja. Naime, kako je niz |s; - - - s| nerastuéi, globalno
mozemo ocekivati da ¢ée se i norma reziduala BCG metode tako ponaSati. Medutim,
¢, koji se nalazi u nazivniku, u sluc¢aju da je blizu nule, izazivat ¢e skokove i Siljke na
krivulji koja ocrtava normu reziduala u odnosu na broj iteracija.

Vratimo se sada QMR metodi.

Teorem 2.7.8 ([9]). Norma reziduala aproksimacije iL'kQ QMR metode zadovoljava re-
laciju
72 ll2 < IVisalalsn sl lIrollo-
Dokaz: Definirajmo izraz kvazi-reziduala sa
Z;? = p& — Tk+1,ky;?-

Prema (2.113) je
7“;? = Vit1(B&1 — Tk—f—l,k?/;?) = Vk+1z,?,

pri ¢emu y,? minimizira normu izraza z]? Prema Lemi 2.7.6 vrijedi

21l2 = Blsy -~ s,
pa za normu reziduala prema (2.114) vrijedi
e < Vil
odakle slijedi tvrdnja teorema. O

Kako je norma svakog stupca od Vi1 jednaka 1, onda vrijedi ||[Vii1|l2 < vk + 1 pa se
tvrdnja Teorema 2.7.8 moze napisati i kao

r2ll2 < VE+ 1s1 - sil|rolla-

Pogledajmo jos jedan slucaj konvergencije QMR metode, koji je vrlo slican analog-
nom slucaju kod GMRES metode.



2.7. BCG I SRODNE METODE 103

Teorem 2.7.9 ([9]). Neka je k iteracija u kojoj se QMR regularno zaustavio (u sluéaju
ozbiljnog sloma koristi se provjera unaprijed). Pretpostavimo da je k X k tridijagonalna
matrica Ty, generirana u k-tom koraku dvostranog Lanczosovog algoritma, dijagonaliza-
bilna, odnosno da vrijedi T, = XAX ™' za dijagonalnu matricu A i reqularnu matricu
X. Tada za j =1,2,...,k — 1, reziduali QMR algoritma zadovoljavaju

Ir?ll2 < llrollar(X) /7 + Lej,

gdje je
€; = min max |p;(A)].
! pjepj,pj(o):uea(A)‘ i)l
Nadalje, ako se dvostrani Lanczosov algoritam zaustavio sa vy = ||Uk+1|l2 = 0, tada je

x? = A7 egzaktno rjesenje sustava Ax = b.

Dokaz: Imamo ’I“]Q = BVip1(& — 1}+17ju§2), gdje je ﬂujci) = y]Q Odavde slijedi
177112 < llroll2/5 + 165,

gdje je 0; dan sa

0; = min ||& — Tjpyjul, & =[10 ... 0] e RIFL
ueCJy

Zbog toga, potrebno je jos dokazati da je
Qj S /'{(X)ﬁj.

Neka je j € {1,2,...,k — 1} proizvoljan, ali fiksiran. Kako vrijedi

Imamo

Tk[g]: [T”Ol]u] za sve u € C7,

pri ¢emu postoji j + 1 netrivijalnih komponenata vektora na desnoj strani jednakosti.
Iz toga slijedi da za &; vrijedi

Tk§1=[ f2)><1}, T;?&:[O( J3 ] T,ﬁflz[o Jis1 :|a

O(k,Q k—3)x1 (k—j—1)x1

gdje su f; vektori dimenzije ¢. Na kraju mozemo zakljuciti da je

{[ é ] te (Cjﬂ} = {pj(Te)é1 : pj € P;}.

Sada mozemo napisati da je

u
fl_Tk|:O:|

f; = min
u€eCJ

= min pi(TE)é||2-
) pjepj,pj(o):1|| i (T )61 |

Buduéi da vrijedi

lp;(Ti)éillz < lpi (T)ll2 < 11X 2llps (M) 121X~ l2,
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za 0; mozemo dobiti relaciju

0; < k(X min max |p;(A)].

i < )pjepj,pj(o):umn)’ (V)]

Po pretpostavci u k-tom koraku je doslo do regularnog zaustvljanja to znaci da je ili
|9k+1]l2 = 0, pa je prema (2.109) Vj, A-invarijantni potprostor ili je ||Wi+1]/2 = 0 pa je
prema (2.110) W), A*-invarijantni potprostor. Pogledajmo prvi slucaj. Neka je

AV, = Vi1, Ty € (Cka,
tada za svako A € o(T}), Try = Ay za neki y # 0, vrijedi
AVy) = ViTiy = Vi(Ay) = A(Viy),

pa je A € 0(A), ¢ime smo dobili da je o(T}) C o(A). Drugi slucaj se dokazuje analogno.
Time smo dokazali prvu tvrdnju teorema.

Druga tvrdnja se dokazuje analogno kao i kod GMRES metode. Kad bi htjeli iz-
racunati k-ti korak do kraja, za v = 0, tada bi F(k_l)TkJFLk veé bila gornje trokutasta
pa bi F, = I, odnosno s; = 0. Iz Teorema 2.7.8 slijedi da bi r; = 0. ]

Na kraju pogledajmo odnos izmedu konvergencija BCG i QMR metoda.

Teorem 2.7.10 ([5]). Pretpostavimo da su do k-tog koraka Lanczosovi vektori defini-
rani, 1 da je tridijagonalna matrica Ty, generirana dvostranim Lanczosovim algoritmom
u k-tom koraku regularna. Tada su BCG rezidual r,’f 1 QMR kvazi-rezidual sz povezani
relacijom

[ 2|2

B
7 Nl = =.
Q
22 ll2

Dokaz: 1z (2.109), éinjenice da je 22 = ¢ + ViyP, i (2.112), BCG rezidual ima oblik

(2.122)

7‘,? = rog— Aka,]f =
= 10— Vi1 Thy1 0yl =
= Vit1(B&1 — BTy 4T}, 6).

Vektor, zadan izrazom u zagradama, ima samo jednu netrivijalnu komponentu, onu
(k4 1) — u, a buduéi da je ||vgs1]l2 = 1, imamo

[rPll2 = (1861 — Thr1,6T, B lo-
Tvrdnja teorema sada slijedi iz Leme 2.7.6 i definicije kvazireziduala zl? O

Teorem 2.7.10 pokazuje da ako se norma QMR kvazi-reziduala reducira sa znacajnim
faktorom u k-tom koraku, tada ¢e norma BCG reziduala biti priblizno jednaka normi
QMR kvazi-reziduala u k-tom koraku, jer ¢e u tom slucaju djelitelj u desnoj strani od
(2.122) biti blizu 1. Ako norma QMR kvazi-reziduala ostane skoro konstantna, tada ¢e
djelitelj u desnoj strani od (2.122) biti blizu 0, a norma BCG reziduala bit ¢e puno veca.
U tom slucaju, dok ée krivulja norme QMR kvazi-reziduala biti skoro horizontalna,
krivulja norme BCG reziduala imat ¢e oscilacije, odnosno §iljak okrenut prema gore.
Stupanj “horizontalnosti” jedne krivulje uvjetuje amplitudu oscilacije druge. Relacija
(2.122) uglavnom demonstrira povezanost BCG i QMR metoda: ili ée obje metode dobro
konvergirati, ili ¢e obje imati slabu konvergenciju za dani problem.
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2.7.5 Metoda kvadriranih konjugiranih gradijenata (CGS)

Metode BCG i QMR zahtijevaju mnozenje vektora sa matricom A ali i sa matricom
A*. To zahtijeva dodatni posao, a narocito kada je kompliciranije mnoziti sa A* nego
sa A. To se dogada, na primjer, kada A nije eksplicitno smje$tena u memoriji, ve¢ kada
postoji samo procedura koja definira djelovanje matrice na zadani vektor, a posebno je
problemati¢no kada se sustav rjeSava na paralelnim ra¢unalima. Zbog toga je pozeljno
imati iterativnu metodu koja ée zahtijevati samo mnozenje sa matricom A, a neée biti
puno zahtjevnija od BCG metode. Takva metoda je metoda kvadriranih konjugiranih
gradijenata (Conjugate gradient squared method) ili CGS metoda.
Krenut ¢emo od BCG algoritma, odakle mozemo primijetiti da vrijedi

e = ¢r(A)ro, P = dr(A*)fo,
Pr = Yr(A)ro, P = V(AR

za odredene polinome k-tog stupnja ¢ i ¥g. Ako algoritam dobro konvergira, tada je
¢ (A)roll2 mala, pa bi mogli otekivati da je [|¢2(A)ro|l2 jos manja. Ako jo§ pokusamo
izracunati ¢7(A)ro sa otprilike jednako mnogo operacija kao i ¢y (A)ry tada bi to naj-
vjerojatnije bio brzo konvergirajuéi algoritam. To je bila osnovna ideja razvoja CGS
metode.

Sada ¢emo raspisati BCG rekurzije preko izraza sa polinomima ¢y i ¢;. Imamo

ok (A)ro = dr—1(A)ro — ag—1 Ag_1(A)ro, (2.123)
Ye(A)ro = ¢ (A)ro + Br—1¥x—1(A)ro, (2.124)
gdje su -
I (Pr—1(A)ro, ¢571(A*)f’0> _ (931 (A)ro,70) (2.125)
ST A (A)ro, P (A%) i) (A2 (A)ro, 7o) '
By = (o (A)ro, d(A*)P0)  (7(A)ro, 7o) (2.126)

(1 (A)ro, dr—1(A¥)Po) (@7 1 (A)ro, 7o)

Dakle, koeficijenti rekurzija mogu se izra¢unati ako znamo 7y, ¢?(A)7“0, i wjz(A)ro za
j=1,2,....
Iz (2.123) i (2.124), vidimo da polinomi ¢ (2) i 1% (2) zadovoljavaju rekurzije

br(2) = dr-1(2) — ap—12¢-1(2),
VYr(2) = dn(2) + Br—19k-1(2),
pa kvadrirajuéi obje jednakosti imamo
$1(2) = F_1(2) — 2ap 1201 (2)¥k-1(2) + a1 2P} (2),

Vi(2) = Gi(2) + 2Bk-10nk(2)vk—1(2) + B9k (2).

Da nema mjesovitih izraza ¢p_1(2)r_1(2) 1 ¢r(2)r_1(2), ove jednakosti bi tvorile
jednostavne iteracije za gb% i 1/1,%. Izlaz iz ove situacije je uvodenje jednog od tih mjeSovitih
izraza, ¢r(2)1r_1(2) kao treéeg ¢lana rekurzije. Drugi izraz mozemo izraziti preko ova
tri ¢lana rekurzije. Mnozenjem ¢_1 sa rekurzijom za _1 dobivamo

Or—1(2)¥r-1(2) = 2_1(2) + Br—26r—1(2)1hr—2(2),
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a mnozenje rekurzije za ¢ sa r_1 daje

Or(2)k-1(2) = Gp-1(2)¥p-1(2) — ap_1205_4(2) =
Gr_1(2) + Br—2br—1(2)¥k—2(2) — a_1204_ (2).

Ako sakupimo sve ove relacije na jedno mjesto, dobit ¢emo rekurzije za polinome, ¢ija
je definicija

Dp(2) = 9F(2),  Ok(2) = dr(2)r-1(2),  Wi(2) = ¥ji(2),
koje glase

<I>k(z) = <I>k(z) — QOzk_lZ((I)k_l(Z) + ﬁk_Q@k_l(z)) + Oéi_IZQ\I’k_l(Z),
Or(z) = Pp_1(2) + Br—20k-1(2) — p_12¥1_1(2),
Up(z) = ®p(2)+ 26k 10k(2) + B2 Ti_1(2).
Ove rekurzije su osnova algoritma. Ako sada definiramo nove vrijednosti
e = Pr(A)ro,
@ = Or(A)ro,
Pr = \I/k(A)’I“O,

tada gornje rekurzije za polinome prelaze u

e = Th—1— 0k—1AQ2rr_1 + 2Bp—2qr—1 — —1ApK_1),
g = Th—1+ Bp—2qk—1 — p—1Apk_1,
Pk = Tk+ 2B 1qk + Bi_1Dk_1-

Pogodno bi bilo uvesti najprije jedan pomoc¢ni vektor
Sk—1 = 2T%—1 + 2Bk—2qk—1 — —1Apk—1.

Sa ovime dobivamo sljedeé¢i niz operacija za ra¢unanje aproksimacije rjeSnja u svakoj
iteraciji xx, koje su generirane tako da je r; zadanog oblika r; = qﬁz(A)'ro, pri cemu
zapocinjemo sa rg = b — Axg, po =10, g0 =01 Gy = 0.

g = (Tk—1,T0)
B (Apg—1,70)’

Sk—1 = 2rp—1 + 2Bp—2qr—1 — p—1Apr_1,
Gk = Th—1 + Bp—2qr—1 — p—1Api_1,
Tp = Tp—1+ Qkp—15k—1,

Tk = Th—1 — Qp—1ASp_1,

Pr =Tk + 2061k + Bi_1Pk1-
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Malo pojednostavljenje algoritma moze se napraviti ako uvedemo jo§ jedan pomoéni
vektor
Uk—1 = Tk—-1 + Bk—2Gk—1-

Ta definicija vodi do relacija
Qe = Up—1 — 1 APL_1,

Sk—1 = Ug—1 + Gk,
Pk = Uk + Br—1(qk + Br—1Pk—1),

pa kao rezultat ovoga vektor s;_1 viSe nije potreban. Sljedeéi algoritam generira aprok-
simaciju rjeSenja xj sa trazenim rezidualom 7.

Algoritam 2.7.11. KVADRIRANI KONJUGIRANI GRADI-
JENTI (CGS)

Dana je pocetna iteracija xg,
ro = b— Aﬂ?o,

Lzaberi 7y takav da je (ro,7o) # 0.

bo = To,
ug = 10-
Zak=1,2,...
izracunaj Apg_1,
g = {rk—1,70)
— (Apr-1,70)’

qr = Uk—1 — Q1 Apr_1,

xp = Tp—1 + ap—1(uk—1 + k),

izracunaj A(ug—1 + q),

T = rp—1 — ap_1 A(uk—1 + qr),
Tk, To

By = u,

(rk—1,T0)

U = Tk + Br—1GQk,

Pk = Uk + Br—1(qk + Br—1Pk—1)-

Primijetimo da u ovom algoritmu zaista nama mnoZenja vektora sa matricom A*, ali
umjesto toga u svakom koraku se izvode dva mnozenja vektora sa matricom A.

2.7.6 Metoda stabiliziranih bikonjugiranih gradijenata (BICGSTAB)

CGS metoda je bazirana na kvadriranju rezidualnog polinoma, i u slu¢aju neregularne
konvergencije, ona moze dovesti do znacajnih gresaka zaokruzivanja, pa ¢ak moze pro-
izvesti i vrijednosti koje su izvan raspolozivog raspona u skupu strojnih brojeva. Naime,
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kada je norma BCG reziduala mala, norma CGS reziduala je obi¢no jos puno manja, ali
ako je norma BCG reziduala velika, norma CGS reziduala je jos veca, pa su oscilacije
kod CGS puno vecée nego kod BCG metode. Metoda stabiliziranih bikonjugiranih gradi-
jenata (BICGSTAB) je varijacija CGS metode koja je bila razvijena s ciljem da popravi
ovaj problem.

U CGS metodi definirali smo rekurzije tako da rezidual 7 zadovoljava jednakost
e = ¢r(A)%rg, kod kojeg je ¢r(A)rg rezidual BCG metode. Prema konstrukciji ima-
li smo (¢(A)ro,¢j(A)ro) = 0 za j < k, zbog biortogonalnosti nizova BCG rezi-
duala r i 7, Sto je zapravo ekvivalentno sa ¢injenicom da je ¢r(A)ry okomit na
KCr(A*,79) = span{rg, A*7g, ..., (A*)* 17}, Iz toga dalje slijedi da mi mozemo do-
biti BCG parametre zahtijevajuéi da je, na primijer, r; okomit na x;(A*)7y, odnosno
da je (x;j(A)¢r(A)ro, 7o) = 0 za neki drugi pogodni polinom x; stupnja j < k. U BCG
metodi je x; = ¢j, jer je 7; = ¢;(A*)Fy, §to je iskoristeno u CGS metodi, bududi da se
rekurzije za vektore qb?(A)ro mogu dobiti iz onih za ¢;(A)rg.

Naravno, mi mozemo konstruirati druge iterativne metode, za koje su aproksimacije
x) generirane tako da je

i = Xk(A)Pr(A)ro,

gdje je ¢ ponovo BCG rezidualni polinom, a i je izabran tako da pokusSa drzati
normu reziduala malom u svakom koraku, ali s druge strane, da zadrzi globalnu brzu
konvergenciju. Jedna moguénost izbora polinoma Y je polinom oblika

Xk = (1 —w2)(1 —wi—12) -+ (1 —wy2), (2.127)
pri ¢emu koeficijenti w; mogu biti izabrani tako da u svakom koraku minimiziraju

[rell2 = [[( — weA)Xxk—1(A)pr (A)To]|2-

Ovo je glavna ideja BICGSTAB metode, koja se moze smatrati kombinacijom metoda
BCG i Orthomin(1).

Ponovo, neka ¢(A)rg oznacva BCG rezidual u k-tom koraku, a 14 (A)ro neka oz-
nacava BCG vektor smjera pg, i neka oba polinoma zadovoljavaju rekurzije (2.123) i
(2.124). U BICGSTAB algoritmu zelimo naéi rekurzije za

e = Xk(A)Pr(A)ro

Pr = Xk (A)r(A)ro.
Iz (2.127), (2.123) i (2.124) slijedi

e = (1 —wpA)xr—1(A)(Pr—1(A) — ax_1AYr_1(A))ro =
= (I —wpA)(rp—1 — ag—1Apr—1),

pe = Xk(A)(Pr(A) + Br—19¥-1(A))ro =
= (Xe(A)or(A) + Br—1(I — wipA)xp—1(A)p—1(A))ro =
= rp+ Ok—1(I —wiA)pr—_1. (2.128)

Jos nam je preostalo izraziti BCG koeficijente a1 i Bx_1 preko skalarnih produkata
upravo definiranih vektora. Ono §to ¢emo koristiti je svojstvo biortogonalnosti koje se
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pojavljuje u BCG metodi, naime, znamo da u toj metodi vrijedi (ry, 7;) = 01 (Apg, p;) =
0 za j # k, pri cemu su ry, pr, € Ki(4,10), 175,05 € KKj(A*, 7). To znaci da je

(b (A)rg, (A*) 7o) =0, zaj=0,1,...,k—1,

(Ap(A)ro, (A*Y 7o) =0,  zaj=0,1,...,k— 1.
Krenimo od definicije koeficijenta B;_1 (2.126). Iz rekurzija (2.123) i (2.124) imamo

Or(2) = —ap_120p-1(2) + (Pr—1(2) — ap_1Bk—2291—2(2)),
Vi (2) = or(2) + Br—1¥r-1(2),

odakle se vidi da je vodeéi koeficijent polinoma ¢, jednak —ay_1 puta vodedi koeficijent
od ¢r_1, dok je vodeéi koeficijent od 1, jednak onom od ¢;. Matemati¢kom indukcijom
mozemo zakljuéiti da je vodeéi koeficijent od ¢y jednak (—1)¥ag---ag_;1. S druge stra-
ne vodedi koeficijent polinoma yj je o¢igledno dan sa (—1)*wy ---wy. Dakle, skalarni
produkti koji se pojavljuju u B;_1, definirani su preko ¢?(A)rg i ¢7_,ro, medutim, niti
jedan od ta dva vektora nam nije dostupan, ve¢ na raspolaganju imamo vektore obli-
ka xx(A)pr(A)ro. Sada ¢emo iskoristiti prethodna razmatranja kako bi dobili sljedece
relacije.

(Sr(A)ro, or(A")o) = (=1 ag- - a1(dr(A)ro, (A%)Ffo) =

—Dkap -

- L A, A =
aQ - Op—1 ~

- <71k7710>7
w1 Wk

odakle slijedi da je

Slican postupak napravimo i za ay_1 iz definicije (2.125). Za to nam jo$ treba na
pogodan nacin transformirati skalarni produkt (Avyy_1(A)rg, ¥r_1(A*)7o).

(Ap—1(A)ro, Y1 (A%)Fo) = (1) lag - o (Athp_1(A)ro, (A*)F1ig) =

RN O g (A, Kae (A7)o)

= ( 1)1: T o1 k—1 05 Xk—1 0
« Qg )

= u(1‘1]?/&717’077”0%
wl."wk—l

odakle imamo da je

g = (rr—1,70)

a <Apk—177ﬁ0>

Nadalje, trebamo jos odrediti parametar w;. Najjednostavniji izbor bi bio da wy
minimizira euklidsku normu vektora (I — wiA)xx—1(A4)pr(A)ro. Rekurziju za ri tada
mozemo drugacije napisati kao

e = (I —wpA)r_1/2,
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pri ¢emu je
Th—1/2 = Xk—1(A)(Px—1(A) — ax_1A%_1(A))ro = k-1 — 1 Api_1.

Nakon minimiziranja funkcije f(wy) = ||(I — wrA)rg_1/213, kao kod Orthomin(1), dobi-
vamo optimalni parametar w; dan sa

<7’k71/27 Ark71/2>
<A7"k:—1/27 ATk—1/2> .

WE =

Na kraju trebamo jo$ dobiti jednakost iz koje se aproksimacija x; dobiva iz aprok-
simacije rx—1. Imamo

Tk =Tk—1/2 — kaT‘k—1/2 =7Tp-1 — Qp_1App_1 — kaT’k—l/%

sto daje
Tk = Th—1 + Qk—1Pk—1 + Wk—1Tk—1/2-

Sada smo izveli sve potrebne relacije, ¢ime napokon mozemo zaokruziti kompletan
BICGSTAB algoritam.

Algoritam 2.7.12. STABILIZIRANI BIKONJUGIRANI GRA-
DIJENTI (BICGSTAB)

Dana je pocetna iteracija xo,
ro = b— Aaﬁo,

Lzaberi 7y takav da je (ro,7o) # 0.

Po = To-
Zak=1,2,...
izracunaj Apg_1,
oy = (rk—1,70)
— (Apr-1,7o)’

Tk—1/2 = Th—1 + Op—1Dk—1,
Th—1/2 = Thk—1 — Qg—1ApE_1,
izracunaj Ary_1 2,

<7’k71/27 Ark71/2>
(Ar_1/9, Ar_1/2)’
T = T—1/2 T WkTk—-1/2,

WE =

Tk = Tk—1/2 — kaTk—l/%
a1 (1w, 7o)
Br-1= T,
wr (Tr—1,70)
Pe =Tk + Be—1(Pr—1 — WeApr—1)-
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Zbog ortogonalnog svojstva (¢;(A)ro, x;(A*)7o) = 0, za j < i, slijedi da je BICGS-
TAB, kao i CGS, je kona¢na motoda, jer u egzaktnoj aritmetici ona ¢e zavrsiti nakon
m < n iteracija. U tom slucaju je r,,_1 /o = 0, pa wy, nije definiran, sto predstavlja regu-
larno zaustavljanje. Tada se moze preskociti mnozenje sa (I —wp,A), Ty, je tako i onako
jednak 0, a aproksimacije se moze izracunati samo sa T, = Ty,,_1/2 = Tm—1+Um—1Pm—1-
Po broju operacija BICGSTAB obavlja nesto malo viSe posla po iteraciji nego CGS, ali
se to nadoknaduje gotovo uvijek kroz manji broj iteracija. Jedini problem koji se javlja i
u CGS, i u BICGSTAB metodi je moguénost zakazivanja algotitma. Naime, obje metode
zakazat ¢e u istim iteracijama kada bi zakazala i BCG metoda, jer se u pozadini obaju
metoda nalazi dvostrani Lanczosov algoritam. Za rjeSavanje ovakvog sloma algoritma
ponovo treba uvesti tehnike provjere unaprijed.

2.7.7 Konvergencija metoda CGS i BICGSTAB

Probleme konvergencije BCG metode, kao i metoda koje su bazirane na njoj, opisao je
van der Vorst u [36]. Oni su bili glavni razlog koji su ga ponukali na razvoj nove metode:
BICGSTAB.

Kod problema kod kojih BCG metoda dobro konvergira, CGS metoda obico zahtijeva
duplo manje iteracija za postizanje zZeljene tocnosti od BCG metode. Dakle, u mnogim
slucajevima kada BCG konvergira CGS konvergira duplo brze, ali, slicno tome, kada
BCG divergira, tada CGS divergira otprilike dva puta brze. To ponaSanje se moze
ocekivati jer, se BCG operator ¢ (A) primijenjuje dva puta na rop u CGS metodi. Kada
se norma BCG reziduala smanji ili poveéa u nekom koraku, tada se norma CGS reziduala
otprilike smanji ili poveéa za kvadrat smanjenja ili poveéanja norme BCG reziduala.
Zbog toga krivulja konvergencije CGS metode moze imati divlje oscilacije, ve¢e od onih
kod BCG metode, §to moze dovesti i do numeric¢ke nestabilnosti.

Medutim, postoji jedan problem kod promatranja CGS reziduala na ovakav nacin.
Slaba tocka je u tome §to je redukcijski BCG operator ¢ (A) jako ovisan o pocetnom
rezidualu ro, i Sto vjerojatno on nece biti reduktivni operator za bilo koji drugi vektor, pa
¢ak ni za vektor ¢i(A)rp na koji se primijenjuje. Zaista se mogu konstruirati primjeri
za koje je ¢r(A)ro mali po normi, a ¢2(A)rg mnogo veéi po normi. Tako nesto se
moze dogoditi ako pretpostavimo da 7y ima male koordinate u smjeru nekih svojstvenih
vektora matrice A. Tada |¢r(\)| moze biti velik za odgovarajuée svojstvene vrijednosti,
narocito kada su one viSe ili manje izolirane od ostalih, ali smjerovi tih svojstvenih
vektora BCG reziduala ne moraju davati veliki doprinos njegovoj normi. Medutim,
vrijednosti |¢7(A)| mogu biti tako velike da postanu dominante, i odnesu prevagu u
odnosu na ostale kod utjecaja na iznos norme CGS reziduala.

Takve situacije se ¢esto dogadaju, pa u jednoj krivulji konvergencije CGS meto-
de mozemo primijetiti mnoge lokalne §iljke. S druge strane oni izgleda ne usporavaju
konvergenciju CGS metode. Ali, ipak oni mogu biti vrlo Stetni, jer mogu biti tako ve-
liki, da odgovarajuca lokalna korekcija (padajuéa strana Siljka) moze izazvati fatalno
kracenje. Kao rezultat, konac¢no rjeSenje moze imati veliki gubitak u toc¢nosti, Sto se
moze provjeriti racunanjem pravog reziduala r = b — Ax.

U mnogim primjerima krivulja konvergencije BICGSTAB metode je puno glada od
CGS metode, §to je jasno zbog odabira oblika reziduala BICGSTAB metode. Takoder,
u mnogim slucajevima BICGSTAB je puno efektivnija metoda od CGS, u smislu da je
potrebno obaviti manje posla za postizanje iste to¢nosti.
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2.7.8 Prekondicionirani algoritmi

Za sve algoritme u ovom poglavlju promatrat ¢emo dvostruko prekondicioniranje, jer se
lijevo i desno prekondicioniranje lako mogu dobiti iz njega. Dakle, promatramo matricu
prekondicioniranja M koju na neki na¢in mozemo faktorizirati na

Tada zapravo rjeSavamo prekondicionirani sustav

LPAU 'z = L™ 'b, z=U"1%. (2.129)

Oznac¢imo sve veli¢ine vezane uz prekondicionirani sustav (2.129) sa 7, a sve veli¢ine
vezane uz pocetni sustav neka ostanu oznacene standardnim oznakama.

Za prekondicioniranu BCG metodu vrijede sljedeée relacije:

ri = Li, Py = U*ry,

pr = U"pi, Pr =L Py,

tada se BCG algoritam primijenjen na sustav (2.129) moze transformirati u sljedeéi
algoritam.
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Algoritam 2.7.13. PREKONDICIONIRANI BCG
Dana je pocetna iteracija xg,
rg = b — Axo,
rijesi Mqo = rop.
Lzaberi 7y takav da je (qo, o) # 0.

Rijeéi M*Cj() = fo,

Po = qo,
Po = qo-
Zak=1,2,...

izracunaj Apg_1,
izracunaj A*py_1,

{qr—1,Tr-1)
ak‘—l — T A A\

(Apr—1,Pr—1)
Tk = Tp—1 + Qk—1Pk—1,
Tk =Tp—1 — 01 App_1,
T = Th—1 — Q1 A" Pr_1,
rijess Mqr = ry,
rijes%‘ M*(jk = fk,
k> Tk

ﬁk—l = #7
(Qh—1,Tr—1)
Pk = Qk + Br—1DPk—1,
Pr = Gk + Br—1Pk—1-

Na zalost kod QMR metode rjesavanje prekondicioniranog sustava (2.129) ne moze se
transformirati u oblik koji koristi samo matricu prekondicioniranja M, veé¢ se pojavljuju
relacije u kojima ne mozemo izbjeé¢i pojavu faktora L i U matrice M. Zato se QMR
metoda jednostavno primijeni na sustav (2.129), kao rezultat dobije se rjesenje z, koje

se na kraju transformira u rjesenje x = U~ 'z.
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Algoritam 2.7.14. PREKONDICIONIRANI QMR

Dana je pocetna iteracija xg,

rijesi Lrg = b — Axg,

B = |lroll2,
To
V1 = ga
Dan je 71,
70
W1 = 777>
70]]2

d=(1,0,...,0)T.
Zak=1,2,...

Lracunaj vgi1, we1, o = T(kk), B = T(k,k+1), i v = T(k +
1,k), koristeéi dvostrani Lanczosov algoritam primijenjen na matricu
L=tAUu—1.

Primijeni Fy._o @ Fr,_1 na zadngi stupac od T, odnosno:

. T(k - 2, k) L Cl—2 Sk—2 0
ako je k > 2 tada [ T(k—1,k) ] = [ S0 Cps ] [ T(k—1,k) ] )
. T(k — 1, k) L Clk—1 Sk—1 T(k — 1, k)
ako je k > 1 tada [ T(k, k) ] = [ B i Cpt T(k, k) .
Izrac¢unaj k-tu Givensovu rotaciju Fy, kako bi se ponistio (k+1, k) element
od T:
o T (k. B)|
k — ’
VIT(, )P + Tk + 1, k)P

T(k+1,k)

T(k, k)
Primijeni k-tu rotaciju na d i na zadnji stupac od T':

(10 ]=[ 3 ][]
T(k, k) := cxT(k, k) + s, T(k + 1, k),

T(h+1,k)=0 (%)

Izracunaj pp—1 = (1/T(k, k))[vi = T(k — 1, k)pe—2 — T(k — 2, k)pi—3], gdje
su p—_1, p—2, jednaki nuli.

2 = Zk—1 + Bd(k)pr—_1.

ako je ¢ # 0 tada s = ci , ako je ¢, =0 tada s = 1.

Ako je ocjena norme reziduala Bv'k + 1|s1 -+ - sg| dovoljno mala, tada :

rijesi Uxy, = 2.
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(*) T(k+ 1,k) = 0 treba zapravo izvesti u sljede¢em, (k + 1)-om koraku, jer je origi-
nalna vrijednost T'(k + 1, k) potrebna za izvodenje (k + 1) — og koraka dvostranog
Lanczosovog algoritma.

Za prekondicioniranu CGS metodu vrijede sljedece relacije:
rg = LTy, G = U "G,
_opr—1 =1
wp = U Mg, Pk =U"" Dy,
fo = U*o,

pa se CGS algoritam primijenjen na sustav (2.129) moze transformirati u sljedeéi algo-
ritam.

Algoritam 2.7.15. PREKONDICIONIRANI CGS
Dana je pocetna iteracija xo,
rg = b — Axo,
rijesi Msg = rg.

Izaberi 7o takav da je (s, 7o) # 0.

Pbo = S0,
up = So-
Zak=1,2,...

izracunaj Apg_1,

rijesi Mty_1 = Apr_1,
(8k—1,70)

(tk—1,70)’

Qk = Ug—1 — Qg—1lk—1,

Ty = Tp—1 + ap_1(up—1 + qx),

izracunaj A(uk—1 + qx),

Q-1 =

Tk = Tk—1 — 1 A(up—1 + ),
rijesi M s, = r,
(Sks70)
Br—1 = ——~,
<Sk_1,’f'0>
U = Sk + Br—1Gk,

Pr = Uk + Br—1(qk + Be—1Pk—1)-

U prekondicioniranoj CGS metodi, kao i kod BCG metode, faktori L i U ne igraju
nikakvu ulogu u algoritmu, pa bilo koji izbor faktora matrice M odgovara nekom izboru
vektora 7o u prekondicioniranom algoritmu. To znaci da umjesto trazenja pogodnog
oblika prekondicioniranja, mozemo traziti pogodan izbor vektora 7.
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Za prekondicioniranu BICGSTAB metodu vrijede sljedeée relacije:

Tk = L7y, Tk—1/2 = LTx_1/2,

pr = Lpy, To = L™ "7y,

pa se BICGSTAB algoritam primijenjen na sustav (2.129) moze transformirati u sljedeéi
algoritam.

Algoritam 2.7.16. PREKONDICIONIRANT BICGSTAB
Dana je pocetna iteracija xg,
rg = b — Axo,
Izaberi 7 takav da je (ro,7o) # 0.

Po =To-
Zak=1,2,...

rije§7j Msk,1 = Pk—1,
izracunaj Asg_1,

g = (rk—1,T0)
0 (Asp_1, 7o)’

Tp_1/2 = Th—1 + QWk—1Sk—1,
Tp—1/2 = Tk—1 — Oék—lASk—l’
rijest Mty_1/2 = rp_1/2,
izracunaj Aty_q /o,

rijest Luk_l/g = Tk—-1/2
rijesi Log_y /o = Aty_1 2,
(Up—1/2, Vp—1/2)
(Vg—1/2,Vk-1/2)

Tk = Tp_1/2 + Wktk_1/2,

W =

Tk = Th—1/2 — WpAlg_1/2,
a1 (Tk,T0)
Br—1 = T,
wr (rr—1,70)
Pk =Tk + Br—1(Pr—1 — wrpAsp_1).

Kod BICGSTAB metode, medutim postoji razlike izmedu izbora razli¢itih oblika pre-
kondicioniranja, ne mogu se prikazati kao pogodan izbor vektora 7y, i to zbog izraza za
wk. Naime, kod rjeSavanja prekondicioniranog sustava, algoritam se ne moze transfor-
mirati da u potpunosti ne bude ovisan o faktorima L i U. Uvijek ¢e se pojaviti inverz
prvog faktora kada pokusamo izracunati wy za prekondicionirani sustav.
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2.8 Simetrizacija problema

2.8.1 CGNR i CGNE metode

Postoji jos jedan nac¢in na koji mozemo pristupiti rjesavanju nehermitskog sustava, a
to je simetrizacija problema. On se svodi na transformaciju nehermitskog problema na
hermitski, rjeSsavanjem jedne od normalnih jednadzbi

A*Az = A*b ili AA*E =b, 2 = A*3. (2.130)

Rjesavanje se moze ostvariti bez eksplicitnog ra¢unanja hermitskih pozitivno definitnih
matrica A*A ili AA*, a u drugom sluc¢aju nije niti potrebno generitati aproksimacije
za T, vel se direktno racunaju aproksimacije za . Ako upotrijebimo CG metodu za
rjeSsavanje bilo kojeg sustava u (2.130) tada odgovarajuée algoritme nazivamo CGNR za
prvi, i CGNE za drugi sustav. Ako sa”ozna¢imo sve veli¢ine u normalnim jednadzbama,
a sa standardnim oznakama oznac¢imo veli¢ine vezane uz polazni sustav Az = b, tada
uz pomo¢ relacija
Ty =A% Pk =Pk,
za CGNR algoritam, i
Ty = A3y, Tk =Tk k= APk,

za CGNE algoritam, algoritme mozemo implementirati na sljedeéi nacin

Algoritam 2.8.1. CG zA NORMALNE JEDNADZBE (CGNR 1 CGNE)
Dana je pocetna iteracija xg,
ro = b— Axo,

izracunaj A*rg,

po = A*ry.
Zak=1,2,...
izracunaj Apg_1,
ap—1 = <2§;Zj:ﬁ;::;> za CGNR, a1 = m za CGNE,

Tk = Tk—1 + Qp—1Pk—1,
Tk =Tk—1 — Qp_1Apr_1,
izracunaj A*ry,

ﬁ . <A*Tk,A*Tk>
BT Ay, Ay )

pr = A1 + Bepr—1-

a CONR, = "1 G
k—1,Tk—1

CGNR  algoritam minimizira A* A-normu greske, $to je ekvivalentno minimiziranju
euklidske norme reziduala r, = b — Axy, po afinom potprostoru

xy € xo + span{A*rg, (A*A)A*rg, ..., (A* AL A*rg).
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CGNE algoritam minimizira AA*-normu greske po & = A~ *zy, §to je opet ekvivalentno
minimiziranju euklidske norme greske e = x — xp po afinom potprostoru

zy € xg + span{A*rg, A*(AA")rg, ..., A" (AA")E1rg).

Mozemo primijetiti da se u obje metode radi o istom prostoru, ali o razli¢itim normama
koje se minimiziraju.

2.8.2 Analiza greske i konvergencija CGNR i CGNE metode

Najprije promatramo konvergenciju metode CGNR. Kao §to je ve¢ napomenuto ova
metoda minimizira euklidsku normu reziduala aproksimacija oblika

zp = xo + g1 (A" A) A",
pri éemu je gx—1 polinom (k — 1)-og stupnja. Prema tome, rezidual je tada oblika
rr =10 — Aqr_1(A*A)A%rg = (I — AA qi_1(AA™))ro.

Neka je sada A = UX V™ singularna dekompozicija od A, pri ¢emu su U i V unitarne
matrice, a ¥ = diag(oy,...,0,) je dijagonalna matrica singularnih vrijednosti. Tada
rezidual CGNR aproksimacije zadovoljava sljedece

TEll2 = min i (AA g2 = min Upie(Z*)U*rol|2 <
Irel PrEPL,pL(0)=1 I Jrol PrEPL,pE(0)=1 | (2%) I
< min Pe(Z%)[l2llroll2 = min max |pr(a2)||roll2.
Pkeplmpk((]):l || ( )” H H pkePk,pk(O):l i:1,.‘.,n| ( Z)‘H H

Na analogan naéin kao i kod CG metode, koristenjem Cebisevljevih polinoma, mozemo
doéi do zakljucka da je

max min

2 2 -1
o +o; .
relle < T (M) [[7oll2;

pri ¢emu SU Oy 1 Omin Najveta, odnosno najmanja singularna vrijednost. Raspisiva-
njem vrijednosti Cebisevljevog polinoma dobivamo

-1
k(A +1\"  (k(A) —1\F
<2\ —F—— —_—
e <2 | (S0 1) + (S51) | ol
odnosno .
k(A)—1
<2 —F——
Il <2 (5051 ) ol
gdje je k(A) = || All2]][A7 |2 = Gmaz/Tmin uvietovanost matrice A. Time smo pokazali

da konvergencija CGNR metode ovisi o k(A), odnosno o singularnim vrijednostima
matrice A, a ne o njenom spektru, §to je karakteristi¢no za CG metodu.

Slican zakljucak mozemo izvesti i za CGNE metodu. Ona minimizira euklidsku
normu greske aproksimacije oblika

Ty = X0 + A*Sk_l(AA*)T‘O =0+ A*Sk_l(AA*)Aeo,
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pri ¢emu je si_1 polinom (k — 1)-og stupnja. Greska je tada oblika

€ = € — A*Skfl(AA*)Aeo = (I — A*Askfl(A*A))eo.

Greska CGNE metode tada zadovoljava

€kll2 = min Pk A*A €oll2 = min Vpk 22 V*eo 2 <
e pkEPk,pk(0)=1H ( Jeol pkEPImPk(O)ZIH () |
< min Pk Y )2lleolla = min max |pg a2)lleols.
pkepkmk«nle (39 ll2]leol pkepkmka»=1i:1qu| Callin

Istom analizom dolazimo do rezultata

(41 (550 |

lexllz <2

odnosno

k
feul <2 (5051 ) ol

Jos treba samo napomenuti, da prema analizi CG metode, primijenjenoj na normalne
jednadzbe, za CGNR metodu euklidske norme reziduala ¢ine nerastuéi niz, a kod CGNE
to vrijedi za euklidske norme greske.

2.8.3 Prekondicionirane CGNR 1 CGNE metode

Kako konvergencija CGNR i CGNE metode ovisi o singularnim vrijednostima, odnos-
no uvjetovanosti matrice A, ove metode mozemo primijeniti i na prekondicioniranim
normalnim jednadzbama, s namjerom da prekondicionirana matrica sustava bude volje
uvjetovana, i da iteracije imaju bolju konvergenciju. Promatrat ¢emo posebno svaku
metodu.

Kod CGNR metode, ona se primijenjuje na prekondicionirane normalne jednadzbe
M*A*AM ‘& = M~*A*b, x==M'i (2.131)

sa dvostranim prekondicioniranajem, i matricom prekondicioniranja M*M. Ako sa”
ozna¢imo sve veli¢ine vezane uz sustav (2.131), a sa standardnim oznakama ozna¢imo
veli¢ine vezane uz polazne normalne jednadzbe u CGNR algoritmu, tada su one vezane
relacijama,

ry = AT M 7y, pr = My,

pa uz adekvatne transformacije prekondicionirani CGNR algoritam izgleda ovako
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Algoritam 2.8.2. PREKONDICIONIRANI CGNR
Dana je pocetna iteracija xg,
rg =b— Axo,
izracunaj A*rg,
rijesi M*qo = A*rg,
rijesi Msg = qo,
Po = So-
Zak=1,2,...

izracunaj Apg_1,

(Qk—1, Qr—1)
Api—1, Apr—1)’
T = T—1 + Ok—1Pk—1,

A1 = <

Tk = Tk—1 — Q-14pE—1,
izracunaj A*ry,
rijesi M*qr, = A*ry,
rijesi M s, = qu,
o Aak k)

Be=7—""+

(Qk—1, qk—1)
Pk = Sk + Brpr—1-

Kod CGNE metode, ona se primijenjuje na prekondicionirane normalne jednadzbe

MYAAM ™6 =M,  ©=A"M*i. (2.132)

sa dvostranim prekondicioniranajem, i matricom prekondicioniranja M M™*. Ako ponovo
sa”oznac¢imo sve veli¢ine vezane uz sustav (2.132), a sa standardnim oznakama ozna¢imo
veli¢ine vezane uz polazne normalne jednadzbe u CGNE algoritmu, tada su one vezane
relacijama

ry = Mry, pr = A" M py,

pa uz adekvatne transformacije prekondicionirani CGNE algoritam izgleda ovako
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Algoritam 2.8.3. PREKONDICIONIRANI CGNE
Dana je pocetna iteracija x,
rg =b— Axo,
rijesi Maqo = ro,
rijesi M*sg = qo,

izracunaj A*sg,

Po = A*SQ.
Zak=1,2,...
izracunaj Api_1,
A Qk—1, qk—1)
Op—1 =7
(Pk—1,Pr—1)

Tk = Tk—1 + Qp—1Pk—1,
Tk = Tk—1 — Q-1 4pE—1,
rijest Mqr = 7,

rijesi M*s, = qp,
izracunaj A* sy,

By = (ar; qx)
(Qr—1,qr—1)

pe = A"sg + Brpr—1-

2.9 Primjena iterativnih metoda

2.9.1 Izbor metode

Nakon prikaza raznih iterativnih metoda za rjeSavanje linearnih sustava, postavlja se
pitanje koju metodu primijeniti za konkretan sustav. Prilikom odabira metode, potrebno
je razmotriti dva osnovna kriterija, a to su:

e Ukoliko matrica sustava A ima neko posebno svojstvo (hermiti¢nost, pozitivnu
definitnost, ...) izbor metode se suzava na one metode koje su specijalizirane za
rjeSavanje sustava sa upravo takvim svojstvom.

e Medu pogodnim metodama bira se ona metoda kojoj je potrebno izvrsiti najmanji
broj operacija za postizanje trazene toCnosti i koja ima $to manje zahtjeva za
prostorom memorije.

Potrebno je napomenuti da uglavnom ne postoji najbolja metoda za sve sustave opéenito,
tako da su za neke klase matrica pogodne jedne metode, a za druge klase, druge metode.
Isto tako, uspjesnost metode ovisi i o dobrom izboru matrice prekondicioniranja, pa se
uvijek preporuca rjesavati prekondicionirani sustav.



122 GLAVA 2. APROKSIMACIJE 1Z KRYLOVLJEVIH POTPROSTORA

Pogledajmo najcesce slucajeve. Za hermitske sustave izbor iterativne metode je vrlo
jednostavan. Za pozitivno definitne probleme treba upotrijebiti CG ili MINRES, a za
indefinitne samo MINRES. Odnos izmedu normi reziduala CG i MINRES metoda je
jednak kao i odnos izmedu norme reziduala BCG metode i kvazireziduala QMR meto-
de. Ova tvrdnja se lako pokaze iz Leme 2.7.6, jer se norma kvazireziduala poklapa sa
normom reziduala MINRES metode. Zbog tog svojstva je krivulja konvergencije MIN-
RES metode, odredena normama reziduala, doljnja ograda krivulje konvergencije CG
metode, pa se zato ¢eSée preferira MINRES.

Izbor metode za nehermitske probleme nije tako lagan. Ako je produkt matrice i
vektora jako skup, na primjer ako je matrica A gusto popunjena i nema specijalnih
svojstava koje bi omogucéile brzo racunanje tog produkta, tada bi najceséi izbor bila
GMRES metoda, zato §to zahtijeva najmanje mnozenja matrice i vektora za reduciranje
norme reziduala na zadanu veli¢inu. Ako racunanje produkta matrice i vektora nije tako
skupo, ili ako zahtjev za memorijom kod GMRES metode postane prevelik, tada bi dobar
izbor bila jedna od metoda BCG, QMR, CGS ili BICGSTAB. Zbog (2.122), obi¢no se
preporuca QMR metoda kao bolja od BCG. Izbor izmedu QMR, CGS, i BICGSTAB
ovisi o problemu. Za svaku od ovih metoda moze se na¢i primjer za koji je ona najbolja,
i s druge strane moze se naéi primjer za kojeg je ona najgora. Zbog toga se ne moze
reéi niti za jednu metodu da je najbolji izbor za nehermitske probleme. Drugi pristup
je simetrizacija problema i rjeSsavanje metodama CGNR i CGNE. Kao sto smo vidjeli
njihova konvergencija ovisi o distribuciji singularnih vrijednosti. Zato postoje problemi u
kojima su CGNR i CGNE metode najbolji izbor, ali postoje problemi u kojima jedna od
ostalih metoda za rjeSavanje nehermitskih sustava daleko nadmasuje ove dvije metode,
vidi primjere u [29]. U praksi prevladava ova druga situacija.

Najbolji pregled metoda dan je u [1], a mozemo ga dobiti ako sazmemo sve najbitnije
karakteristike pojedinih metoda za rjeSavanje sustava Ax = b, i smjestimo ih u jednu
listu.

1. Minimalni reziduali (MINRES)

e Primjenljiva na hermitskim matricama.

e Odabir aproksimacije u k-toj iteraciji je takav da minimizira euklidsku normu
reziduala na Krylovljevom potprostoru rg + AKk(A, 7).

e Brzina konvergencije ovisi o korijenu uvjetovanosti matrice sustava.
2. Konjugirani gradijenti (CG)

e Primjenljiva na pozitvno definitnim hermitskim matricama.

e Odabir aproksimacije u k-toj iteraciji je takav da minimizira A-normu greske
na Krylovljevom potprostoru eg + AK (A, ep).

e Brzina konvergencije ovisi o korijenu uvjetovanosti matrice sustava.
3. Generalizirani minimalni reziduali (GMRES)

e Primjenljiva na nehermitskim matricama.

e Odabir aproksimacije u k-toj iteraciji je takav da minimizira euklidsku normu
reziduala na Krylovljevom potprostoru rog + AK (A, ro).

e Rastudi zahtjev za prostorom u memoriji, zato je potrebno restartanje.
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e Brzina konvergencije kod ne-normalnog sluc¢aja ne ovisi o spektru, ali je ve-
zana uz pseudospektar. Ona se opéenito ne moze ograniciti samo na svojstva
matrice, ve¢ na nju utjece i desna strana sustava, kao i izbor pocetne iteracije.

4. Bikonjugirani gradijenti (BCG)

e Primjenljiva na nehermitskim matricama.

e Odabir aproksimacije u k-toj iteraciji je takav da zadovoljava uvjet biortogo-
nalnosti; rezidual je iz Krylovljevog potprostora ro+ AK (A, r¢) i ortogonalan
je na Krylovljev potprostor dualnog reziduala Kp(A*,7y), a dualni rezidual
je ortogonalan na Krylovljev potprostor i (A, rg).

e Osim produkta vektora sa matricom sustava, zahtijeva se produkt i sa tran-
sponiranom matricom sustava.

e Moze doc¢i do ozbiljnog zakazivanja metode.

e Krivulja konvergencije moze biti jako oscilirajuca, ali brzina konvergencije se
poklapa sa brzinom QMR metode, §to viSe zavrsit ¢e u koraku u kojem je
zavrsio i QMR.

5. Kvazi-minimalni reziduali (QMR)

e Primjenljiva na nehermitskim matricama.

e Odabir aproksimacije u k-toj iteraciji je takav da minimizira euklidsku normu
kvazi-reziduala.

e Metoda je dizajnirana da izbjegne osciliraju¢u konvergenciju BCG metode, i
izbjegava jednu od dvije situacije moguéeg sloma BCG-a.

e Ako BCG metoda u jednoj iteraciji ostvari znac¢ajan napredak u konvergenciji,
tada QMR ostvaruje od prilike isti rezultat u tom istom koraku. Ako BCG
stagnira ili divergira, QMR i dalje moze reducirati rezidual ali napredak je
vrlo polagan.

e Brzina konvergencije ovisi o uvjetovanosti matrice Lanczosovih vektora.
6. Kvadrirani konjugirani gradijenti (CGS)

e Primjenljiva na nehermitskim matricama.

e Odabir aproksimacije u k-toj iteraciji je takav da rezidual bude iz Krylovlje-
vog potprostora rg + AKax(A,10), i da je oblika 1y = pi(A)re, pri temu je
pr(A)rg rezidual k-tog koraka BCG metode.

e Metoda je dizajnirana da eliminira racunanje produkta vektora sa transpo-
niranom matricom sustava.

e Obi¢no konvergira (ili divergira) dvostruko brze od BCG metode. Krivu-
lja konvergencije ima jo§ jace oscilacije od BCG metode, Sto moze izazvati
gubitak to¢nosti izracunatog reziduala.

7. Stabilizirani bikonjugirani gradijenti (BICGSTAB)

e Primjenljiva na nehermitskim matricama.
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Odabir aproksimacije u k-toj iteraciji je takav da rezidual bude iz Krylovlje-
vog potprostora rg + AKox (A, 19), 1 da je oblika r, = xx(A4)pk(A)ro, pri cemu
je pr(A)rg rezidual k-tog koraka BCG metode, a xx(z) = (1 —wgz)--- (1 —
w1z). T ima najmanju euklidsku normu od vektora oblika (I —wA)xg—1(A)-
pr(A)ro.

Metoda ne zahtijeva racunanje produkta vektora sa transponiranom matri-

com sustava, i dizajnirana je tako da izbjegne oscilacije krivulje konvergencije
CGS metode.

Brzina konvergencije je otprilike ista kao i kod CGS metode, ali dolazi do
manje gubitaka u to¢nosti izracunatog reziduala nego kod CGS-a.

8. Metode za rjeSavanje normalnih jednadzbi (CGNR i CGNE)

Primjenljiva na nehermitskim matricama.

Odabir aproksimacije u k-toj iteraciji je takav da za CGNR metodu minimizi-
ra euklidsku normu reziduala na Krylovljevom potprostoru ro + AA* Ky (AA*,
70), a za CGNE metodu minimizira euklidsku normu greske na Krylovljevom
potprostoru eg + A*AK,(A* A, ep).

Brzina konvergencije ovisi o uvjetovanosti matrice sustava.

Jedan od vaznih kriterija za odabir metode je broj operacija sa vektorima i matrica-
ma po iteraciji, budué¢i da one daju daleko znacajniji doprinos slozenosti algoritma od
skalarnih operacija. Drugi takav kriterij bi bio potrosnja memorije po iteraciji. Takav
pregled vidljiv je u sljedeéim tabelama.

Tablica 2.1 prikazuje broj operacija potrebnih za izvrSavanje k-te iteraciji pojedine me-

Metode (v,w) av v+w Av A% v=M 1w v=MFw
MINRES 2 7 ) 1 0 1 0
CG 2 3 3 1 0 1 0
GMRES k+1 k+1 k 1 0 1 0
BCG 2 ) ) 1 1 1 1
QMR 3 10 7 11 1 1
CGS 2 6 7 2 0 2 0
BICGSTAB 4 6 6 2 0 2 0
CGNR/CGNE | 2 3 301 1 1 1

Tablica 2.1: Broj operacija po iteraciji pojedinih iterativnih metoda

tode, pri ¢emu je « skalar, v, w su n-dimenzionalni vektori, A je n X n matrica sustava,
i M je n x n matrica prekondicioniranja. Zadnja dva stupca odnose se na rjeSavanja

sustava sa

matricom prekondicioniranja ili njenom transponiranom matricom.

U Tablici 2.2 prikazana je potrosnja memorije pojedine metode, ponovo u k-toj iteraciji.
n je dimenzija sustava.

2.9.2 Odabir pocetne iteracije

Kada odaberemo iterativnu metodu kojem ¢emo rijesiti zadani linearni sustava, sljedece
pitanje koje se postavlja je kako zapoceti iteriranje. Mnogi linearni sustavi dolaze kao
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Metoda Potrosnja memorije
MINRES matrica+5n

CG matrica+5n
GMRES matrica+(k + 3)n
BCG matrica+9n

QMR matrica+11n

CGS matrica+10n
BICGSTAB matrica+7n
CGNR/CGNE | matrica+6n

Tablica 2.2: Potrosnja memorije po iteraciji pojedinih iterativnih metoda

konkretni problemi iz mnogih egzaktnih znanosti. Zato iz samih svojstava tih proble-
ma, kao i procedura koje su pocetni problem svele na linearni sustav, ¢esto mozemo
naslutiti grubu aproksimaciju trazenog rjesenja, koja se vrlo dobro moze iskotistiti kao
pocetna iteracija za iterativnhu metodu. Ukoliko nemamo takvih informacija, onda se
vrlo Cesto uzima da je pocetna iteracija xg = 0. U tom sluc¢aju iterativne metode koje se
koriste aproksimacijama iz Krylovljevih potprostora, generirat ¢e aproksimacije iz vrlo
pozeljnog potprostora

zp € Ki(A,b) = span{b, Ab, ..., A¥" b},

u kojem se, sa dovoljno velikom dimenzijom m < n, nalazi rjeSenje.

U svakom slu¢aju konvergencija metode, naroc¢ito kod nehermitskih sustava, ovisi
o pocetnoj iteraciji, pa se zato njenom povoljnom izboru treba posvetiti malo paznje.
Kao sto ¢emo kasnije pokazati, za tocnost konac¢ne aproksimacije rjeSenja, kod veéine
metoda, vazno je izabrati pocetnu aproksimaciju sa ne prevelikom normom.

2.10 Kriterij zaustavljanja i to¢nost iterativnih metoda

2.10.1 Kiriterij zaustavljanja

Kada koristimo iterativne metode, navedene u ovom poglavlju, mozemo ocekivati da ¢e
one do¢i do trazenog rjeSenja za manje od n koraka, pri ¢emu je n dimenzija sustava,
ali samo ako ra¢unamo u egzaktnoj aritmetici. Buduéi da se iterativne metode primje-
njuju uglavnom na ra¢unalima, egzaktna aritmetika nam nece biti dostupna, pa ne¢emo
biti u stanju dobiti to¢no rjeSenje. Zato, moramo dati neki kriterij, po kojemu ¢emo
aproksimaciju u nekom koraku smatrati dovoljno dobrom, $to znaci da bi, u slucaju
da je taj kriterij ispunjen, danu aproksimaciju mogli smatrati dovoljno to¢nom. Iteri-
ranje se tada moze zaustaviti u tom koraku. Jedino sto nam je dostupno, a sto daje
neke naznake o odstupanja aproksimacije x u k-tom koraku od rjesenja z = A~!b, je
rezidual r, = b — Axy, kojeg mozemo dobiti u svakoj iteraciji spomenutih iterativnih
metoda direktno ili preko rekurzije. Iako bi najindikativnija mjera tog odstupanja bila
neka standardna norma greske e, = x — x, najcesée euklidska norma ili co-norma, to
nam nije dostupno, jer da znamo vektor greske znali bismo i to¢no rjesenje. Zato se,
uglavnom, kao kriterij zaustavljanja provjerava da li je norma reziduala pala ispod ne-
kog praga tolerancije. Sada se postavlja pitanje kakav je odnos izmedu norme reziduala
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i norme greske, odnosno ako je norma reziduala mala da li to isto vrijedi i za normu
greske? Potvrdan odgovor bi dakako bio vrlo pozeljan, ali to nije uvijek slucaj.

Norma relativne greske i norma relativnog reziduala su povezane sljedetom nejed-
nakoséu

1o — Awyl| _ [|[A™'D — ] 16— Azy||
< < K(A) , (2.133)
x(4) ol [A=10] il
gdje je k(A) = ||A]| - ||A~!|| uvjetovanost matrice 4, a || - || je bilo koja vektorska norma

i njezina inducirana matri¢na norma. Da bi pokazali da (2.133) vrijedi primijetimo da,
buduéi da je b — Az = A(A™D — ap), |[A7t0|| < ||[A7Y] - |Ip) i o] = [|[AA78]| <
JA[l- [A7b]l, imamo

[b— Az _ JALJAT ] AL AT A - ]
pr ol T Tl 8
o AAAT )
-~ 1 9
[A=T9]

[A= — il _ Ao~ Azil _ AL A7 - [lb— Az
(R I S lAT A S
o ()b~ Ay
8 pr

Da bismo ostvarili gornju i donju ogradu norme greske potrebno je moéi ocijeniti uvje-
tovanost matrice A. U svakom sluc¢aju kada je norma relativnog reziduala mala, ako je
matrica dobro uvjetovana, to jest kada je k(A) malo, tada ¢e i norma relativne greske
biti mala. U suprotnoj situaciji, kada je matrica loSe uvjetovana, raspon izmedu donje i
gornje ograde je velik, pa ocjena za normu relativne greske ne mora biti stroga, ali po-
kazuje da norma greske moze biti i vrlo velika. Zato kod lose uvjetovanih matrica mala
norma relativnog reziduala ne mora znagciti da je aproksimacija zaista i blizu rjeSenja.

2.10.2 Toc¢nost iterativnih metoda

Toc¢nost koju zahtijevamo od iterativne metode ne bi smjela biti veca od tocnosti ulaz-
nih parametara, koja Cesto nije jako velika, zbog toga S$to su i sama matrica A i vektor
desne strane b rezultat nekih prethodnih transformacija, pa u svakom slu¢aju sadrze
neku gresku. Zato zahtijevana to¢nost metoda, obi¢no isto tako nije jako velika, Stovise
manja je od to¢nosti koja bi se mogla posti¢i. Ponekad se iterativne metode primjenju
na vrlo loSe uvjetovanim problemima, i tada je vazno znati koliko masinska preciznost i
broj uvjetovanosti ograni¢avaju to¢nost metode. Kod svih navedenih iterativnih metoda
nigdje se rezidual ne racuna direktno, ve¢ kao rekurzija kod metoda baziranih na CG
metodi, ili se njegova norma rac¢una preko odredenih relacija kao kod GMRES. U egzak-
tnoj aritmetici te dvije stvari su ekvivalentne, medutim u aritmetici kona¢ne preciznosti
to nije tako. Dakle, nakon Sto smo na neki nac¢in odredili kolika nam treba biti norma
pravog reziduala aproksimacije, vazno nam je znati koliko norma izra¢unatog reziduala
odstupa od nje. Takva analiza ¢e nam dati potpuniju sliku dostignute to¢nosti. Traba
jos samo napomenuti da se u analizi tocnosti algoritma promatraju ralni sustavi.
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Iterativne metode sa rekurzijom za racunanje reziduala

Najprije éemo promotriti skupinu iterativnih metoda u kojima se rezidual r; rac¢una
pomoc¢u rekurzije. Vecina rezultata u ovom odjeljku su prezentirani u [11]. Rekurzije
koje ¢emo koristiti su zadane preko formula

T = Tp_1 + Qp_1Pk—1, Th = Th—1 — Qp_1Apg_1. (2.134)

Ovdje je pr_1 neki vektor smjera, a a1 koeficijent, oboje odredeni nekom konkretnom
metodom iz te skupine. Vekotor r; se racuna prema rekurziji umjesto da se racuna
direktno kao b — Axp. Ako promatramo prekondicionirane sustave, tada se u takvim
algoritmima rac¢una z; kao rjeSenje sustava Mzp = r; koji se puno lakSe rjeSava od
sustava sa matricom A. Vektor zp se tada koristi za odredivanje novog koeficijenta
i vektora smjera, ali on ne mijenja oblik formula (2.134). Upravo te formule ¢emo
analizirati u aritmetici kona¢ne preciznosti.

Jo§ jedna napomena prije same analize. Veli¢ina ||b — Axgl|l2/||bll2, Cija vrijed-
nost se obi¢no prati, moze biti puno veéa od ||b — Axg|2/(||All2||z||2) za Az = b i
Ibll2 < ||All2||x]|2. Rezultati koji ¢ée biti prezentirani koriste samo ovaj drugi izraz,
kojeg oznacavamo kao norma relativnog reziduala. Vrijedi sljedeca relacija

16— Azglla _ [[bll2 + [[All2llzxll2 k|2
| Allzl[zll2 — | All2][2|2 - [l ’

”Ha;ckHH; u daljnjoj analizi.

odakle se nazire vaznost veli¢ine max;

Implementacija formula (2.134) u aritmetici konaéne preciznosti

Pretpostavit ¢emo sljedeé¢i model aritmetike pomi¢nog zareza na racunalu sa masinskom
preciznoséu e:
fllatd)=a(l+e)Eb(1l+e€), el e <e, (2.135)

flla op b) = (a op b)(1+¢€3), les| <e, op=x,/. (2.136)

Ovaj model vrijedi i za ona racunala koja ne koriste sigurnosnu znamenku kod zbrajanja
i oduzimanja.

Sa ovakvim modelom, vrijede sljede¢i rezultati za operacije sa n-dimenzionalnim
vektorima v 1 w, n x n matricom A, i skalarom «, koji su dokazani u [21].

low — i(av)l2 < ellav]lz, (2.137)

o+ w — A0 + w)ll2 < e(flollz + ), (2.138)
[(v,w) = (o, 0))] < n(e + O(E)|vll2llw]z, (2.139)
| Av — i(Av)l2 < cle + O All2 ], (2.140)

pri ¢emu konstanta c ovisi o rutini koja rac¢una produkt matrice i vektora. Rezultat za
takav produkt koji se racuna na standardni nacin, gdje je A n X n matrica sa najvise m
netrivijalnih elemenata po retku je

| Av — fi(Av)| < m(e+ O(¢*)|A] - [v],
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gdje je za matricu A = (a;;) |A| = (|aij|), a za vektor v = (v;) |v| = (|v;]). Tada vrijedi
[Av — fi(Av)]lo m(e+ O Alll2llv]lz < m(e + O Allpllvllz <
vnm(e+ O(e?)) || Allzv]l2.

U ovom slucaju je tada ¢ = m+/n. U opéenitom slucaju to ne vrijedi jer ponekad matrice
nisu eksplicitno spremljene u memoriji, ve¢ postoje samo rutine koje racunaju produkt
matrice s vektorom, pa se za takve rutine treba napraviti posebna analiza.

Uz pomoé¢ upravo navedenih pravila izvest ¢emo analizu implementacije formula
(2.134) u aritmetici konaéne preciznosti. Sa x, Tk, pr—1 1 ag_1 oznacit ¢emo velicine
koje su izrac¢unate u kona¢noj artimetici. Zbog jednostavnosti, izraze koji uklju¢uju €2
ili vise potencije od € oznacavat éemo sa O(e?), buduéi da su takvi izrazi vrlo mali,
i ne utjecu na ocjenu. Kada su formule (2.134) implementirane u aritmetici konacne
preciznosti, tada izraCunate iteracije zadovoljavaju

VANVAN

T = Tp—1 + Ap—1Pk—1 + Ck, (2.141)
Tk = Tk—1 — Q—1APK—1 + M, (2.142)

gdje je
1Ckll2 < ellzp—1l2 + (2€ + €2)||ak—1pr—1]2 (2.143)

[nkll2 < €llri—illa+(2e+€*) |l ag—1 Apr_1ll2+(14€)?||ak—1 (A(Apr—1)— Apr_1) 2. (2.144)

Nejednakosti (2.143) i (2.144) su direktna primjena ocjena (2.137) i (2.138). Za zadnji
izraz u (2.144) znamo da vrijedi

1f(Apr—1) = Apr-il2 < e+ O(*) | Allzllpr-1]l2-

U nastavku promatramo pravi rezidual izra¢unate aproksimacije zx. Ako jednakost
(2.141) pomnozimo sa A, i oduzmemo od b, dobivamo rekurziju za pravi rezidual b— Axy.
Ako sada od toga oduzmemo jos i rekurziju (2.142) za 7k, imamo

b—Axp—1, = (b— Axpq —1p—1) — A — M =

k
= (b—Azo—1o) — Y_(AG +nj).
7j=1

Nadalje, uzmimo norme na obje strane, i podijelimo sa || Alj2||z|]2 za = A~'b, ¢ime
dobivamo

k

16— Azg —rill2 _ [|b— Azo — roll2 (\Cj\lz [ZAlE )

< + + : (2.145)
[All2]ll2 [Al2]|l2 2 lzllz ([ All2]l]l2

j=1
Vektor rg se jedini ra¢una direktno, tako da se prvi izraz na lijevoj strani (2.145)
lako moze ocijeniti pomoéu (2.138) i (2.140), Sto rezultira sa
Ib — Az —roll2 < e((L + )| Allzl|zolz + [b]]) + O(e?)l| All2llo ]2,
a, kako vrijedi ||b]|2 < ||A||2]|z]|2, moZemo napisati

Hb — AJEO — 7“0”2

l|zol|2 () |o]|2
| All2]| (]2

4+ e+ O(e .
[2l2 [[l2

<e(l+c)

(2.146)

sljedeca lema daje ocjene za ostale izraze u (2.145).
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Lema 2.10.1 ([11]). Definirajmo

[l |2
i<k |[|z[]2

O = (2.147)

Pretpostavimo da je 1 —2e—e% > 0, §to je razumljiva pretpostavka. Tada izrazi na desnoj
strani u (2.145) zadovoljavaju

SIS
2 ol < (¢ OO -
Zuimtug O+ (652000, o

Dokaz: Prema (2.141) mozemo pisati
Qj_1pj—1 = Tj — Tj—1 — (j, (2.150)
pa uvrstavanjem ovog izraza u (2.143) dobivamo

IGillz < ellzjmallz + (2e + ) (lesllz + llaj-1ll2 + 1 ll2) =
< Bellzjoallz + 2elzjllz + (lzj-tllz + llzjll2) + (2€ + €)1l

Koristeéi pretpostavku 1 — 2¢ — €2 > 0, ovo se moze napisati u obliku

el|lzj—1ll2 + 2¢l|zjll2 + (|zj-1]l2 + |2;]2)

) < <
Gl < R <
< eBllzj-allz + 2)|zjll2) + O ([[zj-1ll2 + l|lzjll2) < (2.151)
< €- 50|22 + O(€*) Ol 2.

Odavde slijedi (2.148), sumiranjem ovog izraza k puta.
Nadalje, iz (2.140) tredi izraz u (2.144) moze se ocijeniti sa
(

(1+ €)1 ((Apg—1) = Apx—1)ll2 < ee + O()) (1 + €| Allallaj—1pj-1]l2,
i raspisivanjem a;_1p;—1 kao u (2.150) i koristenjem ocjene (2.151) za [|(j||2, on dobiva
konacan oblik
(1+ €)?laj—1((Apg—1) — Apg—1)[l2 <
< (e +0() A+ P Alla(llzj—1 ]2 + ll2j]l2 +
+e(3llzjo1ll2 + 2llzjll2) + O (|lzj-1]l2 + llzjll2)) =

< cle+ O Alz(lzj-ll2 + llz]l2)- (2.152)

Iz (2.150) slijedi
aj 1 Apj1 = Alzj — zj1 = (),

pa umetanjem ove jednakosti u drugi izraz u (2.144), uz koristenje ocjene (2.151) za
1¢jll2, imamo

(26 + €)1 4pj1ll2 <
< e+ )| Alzllzj-lla + lzjll2 + eBllzj-1ll2 + 2[|2;2) +
+O(E)(llzj-1ll2 + llzjll2)) =
< (2e+ O All2(ll2j-1ll2 + [l]12)- (2.153)
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Na poslijetku, kod dokaza indukcijom, pretpostavimo da je svaki izraz |n;|l2, i =
1,...,j — 1 ocijenjen sa O(e)||All2(]|z]l2 + max;<; ||x1]|2). Iz (2.144), (2.152),(2.153),
te iz ocjene za ||b — Azy — rol|2 jasno se vidi da ta ocjena vrijedi za n;, jer

Inill2 < ellb— Azo —roll2 + ellbll2 + el All2]lll2 + (2€ + €)llao Apo]|2 +

+(1+€)?[leo(fi(Apo) — Apo)l2 <
ellAllallzll2 + ell Alla(5 + 2¢) max||zila + O() | All2(|2]2 + max|1]l2)-

IN

Buducdi da r;_1 zadovoljava

Jj—1
rji—1=>b-— A%j_l — (b — Axg — 7’0) + Z(AQ + 771‘)7
=1

koriste¢i (2.146),(2.148), kojeg smo veé¢ dokazali, i pretpostavku indukcije imamo
Irj—allz <l All2lle = 25-1ll2 + e(1 + )| Alla (max flz:fl2 + llll2) +
FI[All25( — 1)e max |[z;]l2 + (7 — DO(e) | All2([|]l2 + max [[z;]|2) +
1<j—1 1<j—1
O All2(llz]l2 + max [|2]l2) =
i<j—1

< Alallz = zjall2 + O() | All2(ll2 + Joax |zifl2). (2.154)

Uvrstavajudi (2.152), (2.153) i (2.154) u ocjenu (2.144) za ||n;||2 imamo

Inilla < ellAll2llz — zj-1ll2 + (2 + c)el| All2(|z—1l2 + llz;]]2) +
+0(e*) || All2(l|z]l2 + max zill2) <

< (e+0E@)IAll2(lzll2 + (5 + 2¢) max [|z;2) < (2.155)
< (e+ 0@ Al2(llzll2 + (5 + 20)Ox]2]|2) (2.156)

To nam pokazuje da je ||n;||2 takoder ograden izrazom O(e)||All2(||z||2 + maxi<; ||z:||2),
¢ime je dokaz indukcijom zavrsen. Uvrstavanjem (2.155) u (2.149), sumiranjem k puta
dobivamo trazenu ocjenu. O

Uvrstavanjem ocjena (2.146)—(2.149) u (2.145) daje rezultat sljedeéeg teorema.

Teorem 2.10.2 ([11]). Razlika izmedu pravog reziduala b — Axy, i izracunatog vektora
r zadovoljava nejednakost

b — Azy, — ril2
| All2][2|2

gdge je ¢ definiran sa (2.140), a O sa (2.147).
Dokaz: Prema (2.145) imamo

< (e+O(2)[k+1+ (1+c+ k(10 + 2¢))O], (2.157)

b — Az — gl

[ All2[l[]2
€(1+¢)O + € + e5kOp + ek(1 + (54 2¢)0) + O(2)(1 4+ 0y) <
elk+ 14 (1+c+ k(10 4+ 2¢))0k] + O(*)(1 + 6y),

<
<

§to je bila i tvrdnja teorema. O
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Primijetimo da Teorem 2.10.2 slijedi iz analize greSaka zaokruzivanja formula (2.134).
Nikakve pretpostavke nisu postavljene u vezi sa koeficijentima «g_1 ili o vektorima
smjera pi_1, ili o tome da li algoritam uopce konvergira. To je stvar analize konvergencije
za pojedine konkretne metode.

Ocjene u Lemi 2.10.1 nisu stroge. Narocito u sluc¢aju kada je algoritam blizu konver-
gencije, mozemo oc¢ekivati da je norma od 7;—1 puno manja od ||A|l2(|z|l2 + ||zj-1]l2),
pa ocjena za ||n;||2 u Lemi 2.10.1 moze jako precijenjivati pravu vrijednost. Na osnovi
jednakosti (2.141) i pravila za ra¢unanje u aritmetici pomi¢nog zareza (ocjena (2.143)),
mozemo ocekivati da je

1G5ll2 ~ €llzj—1ll2,

tako da ¢e se najznacajnije greske zaokruzivanja dogoditi u koraku u kojem je |lzj_1]|2
najveéi. Uglavnom, dok su konstantni izraz i ovisnost o k u (2.157) najvjerojatnije
precijenjeni, mozemo ocekivati da faktor ©y igra vaznu ulogu u veli¢ini razlike izmedu
pravog i izracunatog reziduala.

Promotrimo sada sto se dogada kada je algoritam blizu konvergencije, bududéi da
u veéini slucajeva mozemo ocekivati da r; tezi k 0 kada k& — oco. Jednom kada se
ri_1 reducira ispod odredenog stupnja, kada je vrlo mali, aporoksimacija rjeSenja x
ostaje priblizno nepromijenjna u odnosu na prethodnu iteraciju. To je zbog toga Sto je
norma izraza, koji mijenja vrijednost aproxsimacije xx_1 u xg, u bliskoj vezi sa veli¢cinom
vektora ri_1, kao $to se moze vidjeti iz (2.142)

ap1pk—1 = A7 (rg—1 — T + k).

Iz ovoga slijedi da kada vektori 7, a prema tome i ag_1pgp_1, konvergiraju ka nuli, i
kada su iteracije algoritma prosle tocku u kojoj ||A~ 7 _1]|2 dostize O(€)||zk_1]2, pravi
rezidual b — Az neée ovisti o k, kao Sto pretpostavlja ocjena (2.157), veé ée ostati
skoro konstantan. Ako sa S ozna¢imo broj koraka koji su potrebni da dostignemo ovo
nepromijenjivo stanje, ocjena (2.157) moze se zamijeniti sa

b — Az — ril|2

< (e+ O[S+ 1+ (1+c+ S(10+2¢))0), (2.158)
[All2]lzll2
gdje je
O = max 1%ll2. (2.159)
i =zl

Primijetimo da ako iteracije zapocinju sa ekstremno velikom po¢etnom aproksimaci-
jom z, dok je ||z||2 razumne veli¢ine, faktor © u (2.157) biti ¢e veliki za sve k, i nijedna
metoda oblika (2.134) vjerojatno neée biti u stanju naéi dobru aproksimaciju rjesenja.
To je zbog toga, Sto se ¢ak niti pocetni rezidual neée moéi izracunati sa pristojnom
tocnoscéu, a svi koeficijenti i vektori smjera su definirani pomocu izraza sa izra¢unatim
rezidualom 7. Mi ¢emo pretpostaviti da je, od sada pa na dalje, pocetna aproksimacija
razumne veli¢ine u odnosu na pravo rjeSenje, i da faktor O postaje velik samo ako
algoritam generira aproksimaciju koja je puno veéa i od pocetne aproksimacije, i od
rjeSenja, u nekoj iteraciji.

Specifiéni algoritmi

Za konkretne algoritme, koji zadovoljavaju (2.134), interesira nas odnos norme pra-
vog relativnog reziduala ||b — Ax||2/]|Al|2]|z||2 1 norme izracunatog relativnog reziduala
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lIrkll2/||All2|x]|2. Sada éemo u egzaktnoj aritmetici pokusati ocijeniti © u (2.159), Sto ¢e
viSe—manje vrijediti i u aritmetici konacne preciznosti za algoritme sa odredenim svoj-
stvima. Dok je rezultat Teorema 2.10.2 neovisan o prekondicioniranju sustava, ocjena
za © moze biti razlic¢ita za razli¢ito prekondicioniranje.

Ako algoritam reducira euklidsku normu greske u svakom koraku, ili opéenitije, ako
aproksimacije rjeSenja u svakoj iteraciji zadovoljavaju,

|z —zkll2 < llz —20ll2, kK,
tada imamo
zkll2 = [[zll2 < [z — 2kll2 < ||z = 20ll2 < [J2|l2 + [|z0]2,

odakle slijedi
lzxll2 < 2[|zll2 + [0l = © <2+ 6. (2.160)

Ako euklidska norma greske moze rasti, ali se u svakom koraku reducira B-norma greske,
|z —ak|| 5 = || BY?(x —x3)]||2 za neku pozitivno definitnu matricu B, odnosno opéenitije,
ako vrijedi

|z —zrllp < |z — zollB,

tada imamo

lz —2rlle = (B7V2BY2(x —ap)lla < |B72|l2]lx — axllp <
< BT allz = woll g < 1B7V2[|2]| BY?||2]|x — o2
< &'2(B)||lz = woll2,

odakle slijedi
lzkllz < lallz + &72(B)(l2llz + lzoll2) = © <1+ £"*(B)(1+60).  (2.161)

Kako bi ostvarili najbolju apriornu ocjenu za pravi rezidual, trebamo odrediti neku
normu greske koja se uvijek reducira u odnosu na svoju pocetnu vrijednost kod izvodenja
algoritma, i koja je po mogucnosti sto bliza euklidskoj normi.

CG metoda
Pokazali smo da u egzaktnoj aritmetici, svaki korak CG algoritma reducira A normu
greske. Tada iz (2.161) slijedi da je

O <1+ &Y2(A)(1 + Oy). (2.162)

Medutim, znamo da postoji i jaca tvrdnja, koja tvrdi da euklidska norma greske takoder
pada monotono. Prema tome iz (2.160) slijedi da je

0 <2+ 6. (2.163)

Na zalost, svojstvo ortogonalnosti reziduala, koje se koristi za dobivanje redukcije
euklidske norme greske u CG algoritmu moze se u potpunosti izgubiti u aritmetici ko-
nacne preciznosti. Medutim, moze se napraviti analogna analiza i u tom sluc¢aju, sto
nam omogucava slican zakljucak i za aritmetiku konacéne preciznosti. U [10] i [15] je po-
kazano da je greska aproksimacije rjeSenja xj generiranog CG algoritmom u aritmetici
konac¢ne preciznosti za Az = b aproksimativno jednako gresci aproksimacije rjeSenja Iy
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generiranog algoritmom u egzaktnoj aritmetici, ali koji je primijenjen na vetem proble-
mu AZ = b, sa pocetnom aproksimacijom Zg, koja zadovoljava || — Zo||2 = || — zo]|2.
Argumenti koje smo iskoristili da bi dobili monotonu konvergenciju euklidske norme
greske mogu se sada primijeniti na egzaktnu CG iteraciju Zx kako bi dobili

|z — zill2 = |7 — Trll2 < 1|7 — Zoll2 = ||z — xol|2.

Slijedi da, u aritmetici konaéne preciznosti, pod pogodnim pretpostavkama vezanih uz
k(A), mozemo ocekivati da ¢e (2.163) takoder vrijediti.

Za broj iteracije u kojem je ve¢ ri dovoljno mali mozemo tvrditi da [|b — Az||2/
(IlA]l2]|x|l2) zadovoljava ocjenu (2.158). Prema tome, za CG algoritam procinjujemo da

je
b — Azg]
W AL, < 09 (2.164)
i taj izraz je neovisan o k(A). Broj koraka S koji su potrebni do se dostigne nepro-
mijenjivo stanje za loSe uvjetovane probleme moze biti prilicno velik, ali on je Cesto i
precijenjen.

Kada se hermitska pozitivno definitna matrica prekondicioniranja M upotrijebi u
CG algoritmu, to je ekvivalentno primjeni neprekondicioniranog algoritma na problem
M=Y2AM~23 = M~Y2b, & = M~1/24. U tom slucaju u svakom koraku minimizira
se M~Y2AM~Y2norma od & — @y, §to je A-norma greske z — x5, pa ocjena (2.162)
i dalje vrijedi. Medutim, sada postoji moguénost da euklidska norma od x — x; ipak
moze rasti. S druge strane, mi znamo da euklidska norma od & — Zj, Sto je M-norma od
x — x, monotono pada. Za prekondicionirani problem ocjena (2.164) mora se zamijeniti
sa

min W= A2 oy i nat2 04y, 128, (2.165)
ko [lA]2flzll2
MINRES(Orthomin(2)) metoda
Analizu za MINRES(Orthomin(2)) metodu mozemo izvesti na analogan nacin kao i
za CG metodu. Znamo da u svakom koraku MINRES algoritam minimizira euklidsku
normu reziduala, §to je A%-norma greske, pa stoga vrijedi ocjena

© <1+ k(A)(1+6y). (2.166)

1z toga sada ocjenjujemo normu relatvnog reziduala za MINRES metodu sa

[|b = Awy|2
min —————— < O(e)k(A)S. (2.167)

ko [|All2l[=]]2
Ako sada ponovo gledamo hermitski prekondicionirani sustav, kao kod CG metode,
tada prekondicionirana MINRES metoda je zapravo primjena neprekondicionirane MIN-
RES metode na taj prekondicionirani sustav. Tada se u svakom koraku minimizira euk-
lidska norma reziduala prekondicioniranog sustava, sto je M~Y2AM 1AM ~/2-norma

od & — &, odnosno AM ~! A-norma greske x — xj. Zato u tom slu¢aju imamo ocjenu
b — Azy]

mm -— €K Hl/z . .
Al = Q@A TANS (2.168)

BCG i CGS metode
Kao s§to smo pokazali BCG metoda u svakom koraku zadovoljava odredena svojstva
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biortogonalnosti, a ne zadovoljava nikakva minimizacijska svojstva, tako da norma re-
ziduala i greske prilicno oscilira. Zato norma aproksimacije rjeSenja x; moze postati
proizvoljno velika, pa stoga ne mozemo dati nikakvu apriorinu ocjenu za © u (2.159).
Moze se dogoditi da algoritam nema uspjeha u postizanju malog pravog reziduala, ¢ak
i kad HTkHQ — 0.

Za CGS metodu znamo da vrijede sli¢ni zakljuéci kao za BCG. Oscilacije norme
reziduala mogu biti jos jace nego kod BCG metode, pa norma aproksimacije rjeSenja x
moze postati proizvoljno velika, i zato ponovo ne mozemo dati apriornu ocjenu za ©.

U slucaju kada je © jako velik za obje metode, onda mozemo ocekivati da je

|6 — Azg[|

min ——————= < O(€)0O.
AL, = O

CGNR i CGNE metode

CGNR je CG algoritam primijenjen na A*Ax = A*b koji u svakom koraku minimizira
A* A-normu greske, sto je ekvivalentno minimizaciji euklidske norme reziduala, pa iz
(2.161) slijedi da je © < 14+ k(A)(14©g). Buduéi da se euklidska norma greske takoder
reducira u svakom koraku CG algoritma primijenjenog na sustav A*Ax = A*b, to isto
vrijedi i za CGNR metodu. Kao $to je prije napomenuto, moze se ocekivati da CG
metoda reducira gresku i u aritmetici konacne preciznosti, pa tada iz (2.160) slijedi
0 <2+ 0.

CGNE je ekvivalentan CG algoritmu primijenjenom na AA*T = b, x = A*Z, pa
prema tome on u svakom koraku minimizira AA*-normu od & — g, Sto je ekvivalentno
minimizaciji euklidske norme greske. Iz toga slijedi da u egzaktnoj aritmetici vrijedi
© < 2 4 0O, a buduéi da ova ocjena ne zahtijeva ortogonalnost reziduala, moze se
ocekivati da ona vrijedi i u aritmetici konac¢ne preciznosti.

Za oba algoritma mozemo dati kona¢nu ocjenu

16— Azl

min —— = < O(¢)S 2.169
AL el = O (2.169)

koja je neovisna o k(A).

Kada se CGNR metoda prekondicionira matricom M, to je ekvivalentno primjeni
CG metode na sustav M *A*AM 14 = M—*A*b, x = M 2. U svakom koraku se tada
minimizira M ~*A* AM ~!-norma od & — 2y, §to je A* A-norma greske, pa prema (2.161)
slijedi da je © < 1+k(A)(1+0g). Bududi da se u svakom koraku jos reducira i euklidska
norma od & — I, Sto je M*M-norma greske, to znaci da ponovo prema (2.161) slijedi
dajei® <14 k(M)(1+ ©p). Konacéna ocjena za prekondicionirani CGNR algoritam
glasi

i 7||b—A:z:||2 €)min{x K
mk}n ATl < O(e) {k(A),k(M)}S. (2.170)

Prekondicionirana CGNE metoda je ekvivalentna primjeni CG metode na sustav
M= TAA*M & = M~ b, x = A*M—*%. U svakom koraku ona minimizira M ~tAA* M —*-
normu od & — &, $to je ponovo ekvivalentno minimizaciji euklidske norme greske. Zbog
toga ocjena (2.169) vrijedi i za prekondicionirani CGNE algoritam.

BICGSTAB metoda

Za razliku od prethodno navedenih metoda, BICGSTAB metoda u svakoj iteraciji rekur-
zivno dobiva xy, iz x;_1, ali ovaj puta pribrajanjem linearne kombinacije dvaju vektora.
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Aproksimacija rjeSenja z i rezidual ri, £k = 1,2,... u BICGSTAB algoritmu racunaju
se rekurzijama

T = Tp—1 + Qg—1Pk—1 + Wkqk—1, Th = Th—1 — W 1App1 — wpAqe_1,  (2.171)

pri ¢emu su py_1, ag—1 i wy definirani u BICGSTAB algoritmu, a gx—1 = 7;,_1/2. Kada
se ove formule implementiraju u aritmetici kona¢ne preciznosti, dobivaju oblik

Ty = Tp—1 + W—1Pk—1 + Wkqk—1 + Ck; (2.172)
Tk = Tk—1 — 1 Apk—1 — W Aqe—1 + Mk, (2.173)
kod kojeg se direktnom primjenom pravila (2.137)—(2.140) dobiva

IGkll2 < (2¢ + €) zn—1ll2 + (3¢ + 3€* + €) lar—ipr—1ll2 + (2¢ + €*)lwrg—1 |2, (2.174)

Il < (2¢ + ) [lre-1ll2 + (3¢ +3¢” + €)1 Apr-1l2 +
(1+ €)®lar—1(A(Apr—1) — Apr—1)ll2 + (2¢ + ) ||wp Agr—1]l2 +
+(1+ €)?||lwr ((Agr—1) — Age—1) |- (2.175)
I u ovom slucaju za odnos izmedu izracunatog reziduala i pravog reziduala vrijede

ocjene (2.145) i (2.146), a za ocjene ostalih izraza u (2.145) potreban nam je analogon
Leme 2.10.1.

Lema 2.10.3. Definirajmo Oy kao u (2.147) i

B, — max 1=1Pi=1ll2 + [lwjgi -1l (2.176)

<k Hajflqu + wjgqj-1 |2

Pretpostavimo da je 1 — (3¢ + 3€2 + €3)®_1 > 0. Tada izrazi na desnoj strani (2.145)
kod BICGSTAB algoritma zadovoljavaju

k
Z‘Hj < (e + B4_10(c)k(2 + 6B;,_1)Oy, (2.177)
Z er?rf\’”aiug < (e+ @p—1O(€))E[2 + (2 + (6 + 2¢) Dy—1)O%]. (2.178)

Dokaz: Dokaz ove leme slican je dokazu Leme 2.10.1. Koristit ¢emo ¢injenicu da je
lej—1pj-tlle + lwjgi-1ll2 < ®j-1llaj-1pj-1 + wjgi-1ll2- (2.179)
7 (2.172) slijedi
Qj—1Pj—1 t Wjgj—1 = Tj — Tj—1 — Cj, (2.180)
i uvrstavanjem ovog izraza i (2.179) u (2.174) dobivamo
IGilla < (24 3®5-1)e + (1438 1)e” + @;j1€%) ;1|2 +
+(3e + 3€% + ) D, _1 ||z |2 + (3e + 36 + )P, _1[|¢j |2
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Koristedi pretpostavku da je 1 — (3e + 3€% + €2)®j_1 > 0, §to ée vrijediti onda i za ®;_;
sa 7 < k, to se moze napisati kao

1G]z < e((243®5-1)|zj—1ll2 + 3®;_1]lzjll2) + O(*) @5 (|wj—1ll2 + lljll2). (2.181)

Odatle slijedi da je

pa sumiranjem po j, i uzimanjem maksimuma za ©; i ®;_; dobivamo ocjenu (2.177).
Nakon uvrstavanja (2.140), (2.179) i (2.181) u (2.175) imamo sljedeci oblik za normu
od n;

Il < (2e+€)|rj—illz + (e+ O(€*)(3 + ) @j—1[|All2(|zj—1ll2 + [|z;]l2) +
+O()®5 || All2(llzj-1ll2 + llzsl2)- (2.182)

Ponovo ¢emo matematickom indukcijom provjeriti da ||7);||2 ima odredeni oblik. Pret-
postavimo da je svaki izraz ||n;||2, i = 1,...,7 — 1 ocijenjen sa

O(e)llAllz(llz]l2 + Pi—1 max [laz]l2).

Za n; to vrijedi, jer je, nakon uvrstavanja ocjene za ||ro|l2 < ||b— Axo—roll2+]b— Azo|2
w(2.182) za j = 1

Il < (2e + )l All2llzll2 + (e + O(€))(6 + 2)@o | All2 max |l +

+O()[[Alla(|ll2 + § max [|1]|2)-

Uvrstavanjem pretpostavke indukcije i (2.146) u (2.145) imamo

Irj-alle < Al = ;- 1lle + Ol Allallalls + @52 ax ). (2183)

Sada kad napokon i (2.183) uvrstimo u (2.182) imamo
Injllz < ellAllaf2ll2ll2 + (24 (6 + 2¢) @) max |l o] +

+O(*)|All2(lzl2 + 74 max ||z 2), (2.184)

¢ime je indukcija dokazana. Odavde je

imllz_ < (e+@;10(*))[2+ (24 (6 + 2¢)P;-1)0],
[All2[l2l2
pa nakon sumiranja i maksimiziranja dobivamo trazenu ocjenu (2.178). O

Uvrstavanje (2.146), (2.177) i (2.178) u (2.145) daje tvrdnju sljedeceg teorema.

Teorem 2.10.4. Razlika izmedu pravog reziduala b — Axy, i izracunatog vektora ry kod
BICGSTAB algoritma zadovoljava nejednakost

b— Axy —
| IIAIISCIT\:cllrkH2 < (e4+ @ 10(2)) 2k + 14+ (1+c+ k(4 + (12 +20) 4 1))Ok], (2.185)
2 2

gdge je ¢ definiran sa (2.140), Ok sa (2.147) a Pr_1 sa (2.176).
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Primijetimo da niti ocjene Leme (2.10.3) nisu stroge. Ovdje isto vrijedi da, kako
vektori r; teze k nuli, tada i vektori ay_1pr—1 + wrqr—1 teze k nuli. U slucaju da smo
prodli tocku u kojoj je ||A1ry_1]|2 dostigao O(e)||zk_1]l2, pravi rezidual b — Azy ée
ostati skoro konstantan. Ako sa S oznacimo broj koraka potrebnih da postignemo ovo
nepromijenjivo stanje tada se ograda (2.185) moze zamijeniti sa

b— Axy —
H [ Al 793"7";@!2 < (e+ Qp10(H))[2S + 1+ (1 +c+ 5S4+ (12 +2¢)®))O], (2.186)
2 2
gdje je
= max lej—1pj-1ll2 + ||quj_1||27
J Haj—lpj—l +qu]'_1H2

(2.187)

a O je definirano sa (2.159). Ono §to je joS potrebno je, prona¢i nekakvu ocjenu za ®. ®
ovisi o kutu izmedu vektora p; i g; za sve j-ove, pa u slucaju da su u nekom koraku ta
dva vektora skoro kolinearna ali suprotnih orijentacija, ili da je a;_1pj—1 + w;jgj—1 mali
a sami vektori a;_1pj_1 1 wjg;—1 veliki, ® moze biti prilicno velika konstanta, a ocjena
(2.186) precijenjena.

Iterativne metode koje se svode na problem najmanjih kvadrata

Druga grupa metoda, koje ¢emo promatrati, su one koje se zasnivaju na Arnoldijevom
ili Lanczosevom algoritmu, i koje minimiziranje norme reziduala ili kvazireziduala svode
na rjeSavanje problema najmanjih kvadrata dimenzije manje od dimenzije prostora. U
ovakvim metodama numerika potrebna za dobivanje ocjene pravog reziduala je puno
kompliciranija nego kod metoda sa rekurzijom za dobivanje reziduala, jer se ra¢unanje
aproksimacije rjeSenja u svakom koraku odvija u nekoliko faza, a aproksimacija nor-
me reziduala dobiva se obi¢no preko odredene komponente vektora koji je nastao kao
medurezultat u racunu aproksimacije rjeSenja. U analizi greske metoda koje se svode na
problem najmanjih kvadrata, koriste se analize greske raznih tipova QR faktorizacije i
rjeSavanja trokutastih sustava. Najbolji primjeri takvih metoda su GMRES i QMR me-
tode. Prije same analize vazno je napomenuti da ¢e sve veli¢ine izrazene u algoritmima
biti izracunate vrijednosti u aritmetici kona¢ne preciznosti, a sa fl( - ) éemo oznacavati
rezultat operacije ( - ) u istoj aritmetici. Dimenzija sustava je n.

GMRES metoda

Numericka stabilnost GMRES metode prezentirana je u [8], a analiza u ovoj radnji
temelji se na tom ¢lanku. Prva faza GMRES algoritma je Arnoldijev algoritma, kojeg
mozemo smatrati QR faktorizacijom matrice [¢1 AQy], jer za gornjetrokutastu matricu
Ri+1 = [&1 Hgi14], u egzaktnoj aritmetici vrijedi da je

1 AQk] = Qry1 Ry

U aritmetici kona¢ne preciznosti ovu dekompoziciju mozemo prikazati na sljede¢i na¢in

A(AQk) = AQy + Fap,

(1 A(AQk)] = Qrs1Ri+1 + Fok
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prema redoslijedu vrsenja operacija, tako da kao konac¢ni rezultat imamo

(1 AQk+ Fayl =gt Qrr1Hi+1%) + For,

odakle je N
AQp + Far = Qry1Hiy1x + Fos

pri cemu je ﬁo,k n x k matrica zadnjih k£ stupaca matrice Fp ;. Dakle, gresku Arnoldijevog
algoritma mozemo izraziti kao

AQ = Qrr1Hg 11k + Fr, (2.188)

gdje je B
Fy = Fop — Fag,

pa je

15 ll2 < 1Fokllz + [ Faglle <

Potrebno je sada naci ocjene za norme matrica Fyj i Fia . Prema (2.140) za ¢ = my/n,
gdje je m najveci broj netrivijalnih elemenata u retku matrice A, vrijedi

1Farllz < IFarlle < mle+OEDIAIFIQuF <

k
> llaill3
i=1

_ - g i= 1. vieroi oubill svoisty A
Izracunati vektori ¢;, ¢ = 1,...,k su vjerojatno izgubili svojstvo ortogonalnosti, ali im
je norma priblizno jednaka 1. Naime, oni su dobiveni normalizacijom, odnosno

< my/n(e+O(e))]| A2

Prema (2.139) i (2.137) vrijedi
0((Ga) < [1+n(e+OE)]al3,
8(lGilk) < (1+ VAT @) < (1L+ /(1 +n(e+ O3 <
(146 [1+ 5+ 0] a3 <

)
<1+n—21— e+ O(e

A

IN

< ) Gl
A(llgll2) > (1- ﬂ(<ql,qz >

> (1 E—i—(’) ) l|Gill2,

qu||2
laslls < (U +e)gmz
' A(llgl12)"
§to daje rezultat
1Gill3 2 I1ill3
g2 < (1+ 6?2 < (14 26+ €2) <

. 1l (1 - "2+ 0@) a3

1+ 2¢+ €2
14+ (n+2)e+ nO(e?)

<1+ (n+4)e+nO(e?).
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Prema tome je

< myn(e + O(E@)WVEV1+ (n+4)e+nO(e2)| Al|z <
< mynvE(e + O@) (1 n ”+4e+n0<e2>> Al <
< myvnVk(e +nO(e))||Allz,

odnosno

1Qullr < VE (1 ; +4e+no<8>) |

Za daljnje ocjene bit ¢ée nam potreban teorem o povratnoj greSci modificiranog
Gram-Schmidtovog postupka (MGS) kao metode za dobivanje QR faktorizacije.

Teorem 2.10.5 ([21]). Pretpostavimo da je MGS postupak primijenjen na B € RP*9,
p = q ranga q, tako da su kao rezultat u aritmetici konacne preciznosti dobivene iz-
racunate matrice Q € RPX4 j R € RYY. Tada postoje konstante c;, 1 = 1,...,4 takve da

je
(i) B+AB1=QR,  |ABi|r < cig’(e + O())| B r,

(ii) i postoji ortonormalna matrica Q € RP*? takva da je
B+ABy=QR,  [ABr|2 < capgle + O(¢*))|| Bl r,

(iii) |Q — Qll2 < (c16%/% + c2¢®*p) (K(B)e + O((k(B)e)?)),
(iv) |QTQ — Ill2 < (c3q® + cag?p) (K(B)e + O((x(B)e)?)).
Dokaz: (i) MGS postupak u egzaktnoj aritmetici moze se izraziti u matri¢cnom obliku
pomodu matrica By = [q1 ... qk—1 b,(f) . .bék)], pri ¢emu je B = By = [bgl) .. .b((ll)],
i bg-kﬂ) = bg-k) — (bg.k), g zaj =k+1,...q, te qg+1 = b,gk)/Hb;(gk)Hz. Dakle, lako se
vidi da MGS transformira matricu B u ortonormalnu matricu By41 = @ preko niza

transformacija By = By11 Ry, gdje je Ry ekvivalentna jedini¢noj matrici svugdje
osim u k-tom retku, u kojem se podudara sa kona¢nim R. Imamo

k
g1+ qx—1 000 =

- -
1
E+1
:[ql...qkb,(ﬁt)...bgkﬂ)] Thie 0 0 Thq
1

- 1 -

Za izraCunate matrice tada vrijedi
By = B Ry + ABy, |ABy| < (2¢ + O(¢%))| Byt || Ri,

jer se u svakom stupcu od Ry nalaze najvise dva netrivijalna elementa. Uzastopnim
izvodenjem svih koraka ove rekurzije dobivamo

B=QR+ABy,R, 1---Ri+---+ AByR;, + AB;.
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Odatle je
|B=QR| < (2¢+O(*)(| By Ryl - | Bl ++ -+ |Bs]| ol | Ra| +| Bal [ Ral), (2.189)
a tipici ¢lan ove sume ima oblik
|Bil| R |-+ [Bal = 1[d1 - - G 0 .. 50]1Skc,

gdje se Si_1 podudara sa \]§| u prvih k£ — 1 redaka, a sa identitetom na zasnjih
q — k + 1 redaka. Za izracunate ¢; takoder vrijedi da je

1Gil13 =1+ (p+ 4)e + pO(e?),

zato za b( = ﬂ(b(k) (Grs l;gk)ﬁ]k) direktnim ra¢unom iz (2.137), (2.138) i (2.139)
imamo

B — (6% — (i, B i) 12

IN

e+ ((p + 2)e + pO(EN @3B 12 <
[(p + 3)e + pO(e2)]|B|2

IN

a s druge strane je

15 — (G, B i1
VIO — 20, 5912 + (G, B2l <
VIBP B = e B2 + @, 5)21(0 + 4)e + pO() <
\/||5§.’<)||§ + ||5§,’f)||§[1 4 (p+ 4)e + pO()][(p + 4)e + pO(e2)] <
169 ll2v/1+ (p + De + pO(e2) <
1 (14 24 e pote)

tako da na kraju dobivamo

IA

IN

IN

IN

IN

185Dy < 1+ (3/2p + 5)e + pO(€)] B

Iz iy = A((G, 0)")) slijedi

gl < [+ ple+ O] aull2lIb]l2 <

< [+ ple + O()] <1+p+4 + O ))-

k—1
: [1 + <;’p+ 5) e+p0(62)} 1bjll2 <
(L +pO(€))1b;]l2,

IN

odnosno

IRl < Va(1+pO(e)|| B .

Rp—1)xq]
S, 4 = | (k—1)xq ] 7
. [ [0 1(g—k+1)x (q—k+1)]

Dalje, imamo
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pri ¢emu je é(k_l)xq gornji (k — 1) x ¢ blok matrice R, pa vrijedi
o _ o _ sy -
|Bel|Ri—1| -~ [R1| = I[G1 - - - Ge—1]l| R(k—1)xql +1[0...0 B )---bék)ﬂ-
Slijedi
|| Be||R—1| -+ - |Ra||| F
- - > (k) 7
[ [ 2 P ] o

P ELe40(6) Vi1 + 0B +

IN

< k—1<1+

3 k—1
+ q—k+1[1+(2p+5>6+p0(62)} |B|lr <

< [g(1+pO(e) + Vq(1 + pgO(e)]l| Bl r <
<

(a+ va+pa*?0(e)|Bllr < a(2 + pg"*O()) || B r,
pa koristeéi (2.189) imamo
1B - QRIlr (2¢ + O())d* (2 + pg"*O(e) | Bl ¢ <

<
< 4¢°(e +O()| Bllp.

Analizu greske MGS metode pojednostavljuje ¢injenica da je MGS metoda ekvi-
valentna matematicki i numericki Householderovoj QR faktorizaciji, izvedenoj na

. . .. |0 . , . . .
prosirenoj matrici [ a } e R(P+ta)*a 75 koju veé postoje gotove ocjene greske,

vidi [2]. Moze se pokazati da je u egzaktnoj aritmetici

0 R
PTL;}:[O}, PT =P, .- P, (2.190)

pri ¢emu je R ekvivalentna gornje trokutastoj matrici koja se dobije MGS meto-
dom, a

Pk:I_vk’Ulz’ Uk:|:_q§k:|7k:17"'7qa
k

& je jednak k-tom jedini¢nom vektoru, a ¢ je k-ti ortonormirani vektor dobiven
MGS metodom. Primjenjuju¢i Teorem 18.4 iz [21, str. 368] na (2.190) dobivamo
da postoji ortogonalna matrica P takva da vrijedi

] -#{2)-

AB;
AB,

za neku malu konstantu d.

le1
Py

R, (2.191)

< dq(p+ q)(e + O()) || B,
F

Promotrimo sada danu particiju matrice P

a p
p_ Pri Py
p | Po1 Pa
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dimenzije (¢ + p) % (¢ + p), za koju, zbog ¢ < p, vrijedi da je 2¢ < (¢ + p). Iz tog
razloga mozemo na P primijeniti teorem o CS dekompoziciji iz~[19], koji kaze da,
u ovom slu¢aju, postoje unitarne matrice U = diag(Uy1,Us2) 1 V = diag(Vi1, Vaz),

gdje su Upp, Vi1 € R9%9, i Uy, Vag € RP*P ortogonalne matrice, takve da je

¢ g pq
_ r -y
uh o Pi1 Pro Viin 0 I 0
A B I - 4l T 0],
0 Uy Py1 Py 0 Va
p—q | O 0o I

pri cemu su

I = diag(v,...,7) >0
Y = diag(oy,...,04) >0

i vrijedi
M4+x2=1r.
Odavde slijedi

U1T11311V11 = T

~ >
UpPuVii = [ 0 ] ,
(2.192)
odnosno
Py = Unlvy
Py = (Un)pxqEVih,

gdje je (Uz2)pxq matrica koju €ine prvih ¢ stupaca matrice Us. Zato mozemo
tvrditi da postoje ortonormalne matrice U = Uy i V' = (Uz2)pxq, ortogonalna
matrica W = V1, te kvadratne pozitivne dijagonalne matrice I' i ¥, sa svojstvom
I2 + %2 = I, takve da vrijedi Py = UTWT i Pyy = VEWT. Neka je sada
Q=VWT, tada je

AB; = UTWTR
B+AB, = VIWTR

i, zbog toga §to je (I —X)(I +X) =1 —¥? odnosno I +¥ > 0, pajel — % =
(I+3)71I - %?) = (I +%)7'1?, vrijedi sljedece

QR = PyR+(Q-Pu)R=B+AB+V(I-S)WTR=
= B+AB+ V(I +2)'TuTUTWTR
B+ ABy+ V(I +%)'TUTAB;.

Ako sada definiramo
F=V(+%)'TuT,
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ABy = AB; + FABs,
tada je

1F |2 = [|(Z + %)7'T|2 = max

K3
140

Na kraju imamo

|ABz|[r < [|ABs||r + [[AB4|lr <
ABg 2
< 2| 2 || <2+ aer oz
< 4dgp(e + O(e%))||B||r

Iz (i) i (ii) slijedi da je Q — Q = (AB; — ABy)R™!, pa vrijedi
R=Q"B+QTAB,,

E—l — ﬁ_lQTB(QTB>_l

R Q"B+ Q"ABy — QTAB)(Q"B) ™! =

= [I-R'QTAB(QTB)™!

odnosno

1@TB) Mla(L + |AB2 2| B 2) < R
QT B)l2(L + capg®? (e + O(e*)) | Blla|| B |2)-

1B |2

IA N
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Sada nam jo§ ostaje ocijeniti normu [|(Q7 B)~!||2, a za §to ¢e nam biti potrebni
neki rezultati vezani uz generalizirani inverz. Prema tocki 9. u Teoremu 2.13 iz

[19] vrijedi da je
(@TB)™ = (@Q"B)" =B* Q") = B'Q,

pa iz toga slijedi
(QTB) 2 < 1B |l2.

Sada konaéno mozemo pisati
IR |2 < 1B [l2(1 + capg®? (e + O()) || Bl R l2)-
Uz uvjet da je copg®?(e + O(e2))k(B) < 1, za k(B) = || B||2||B||2, imamo

B2
1 — copg®/?(e + O(2))k(B)

IRz <

Sada napokon mozemo dati ocjenu za ||Q — Q|2

IQ=Qll2 < (IABilr+ [|ABz|[#)[R |2 .
< (a1 + capg) (e + O(E)) Bl p | B2 <
B)
< 5/2 3/2 2 i <
< (e1q”” + capg? ) (e + O(e ))1—62])(]3/2(64-0(62))%(3) =

(16 + copg®?) (r(B)e + O(((B)e)?)).

IN
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(iv) Vrijedi sljedece
QAMQ-1=Q-Q"Q+Q+Q"Q-Q o,
a s druge strane, ako definiramo AQ = @ —Q, je
RTQ-0"Q = Q"Q+AQ) - (QT+AQ"Q =
I+QTAQ -1 -AQTQ =Q"AQ - AQ™Q.
Jer je Q2 < [1Qllr < v/a(1 + (p+4)/2¢ + pO(€2)), vrijedi
IQ"Q 1l < [1Q - Ql2(IQll2 + 1) +2[Q — Q|2 <
< B4 Va(l+ (p+4)/2¢+pO())]IQ - Q2 <
< B+ VAl + (p+4)/2e +pO(e?))] -
{(e16° + capg®?) (k(B)e + O((k(B)e)?)) <
(3 + @) (c10”? + capg®?) (K(B)e + O((K(B)e)?)).

IN

O

Sada ovaj teorem primjenjujemo na na$ problem QR faktorizacije. Iz (i) dijela
teorema slijedi da postoji neka konstanata c, i postoji konstanta d za koju vrijedi 1 +
nk||A|% < dnk||A||%, takve da je

IFoills < elk+ D% e+O()lar AQw+ Faglllr <
e(k+1)2(e + O llarll3 + (1AQxl  + [ Fallr)? <
ek + 12(e + O\ la1]13 + [1 + mle + O(2) 2| A% Qul3 <

el +1)2(c + O()y/1 + k] A3 + n2k] A0(0) <

IN

IA

IN

IN

(7))
el + 1)*(¢ + O()ydnk [ AIB(1 + nO(e)) <
)

c(k +1)* (e + O())VdVkv/n(1 + nO(e) | A2 <
eVd(k +1)*VEv/n(e + nO(e?) | Allz <
csk?*n'2 (e + O()) | Alle,

VARVANNVAN

za neku konstantu cs. Dakle, vrijedi kona¢na ocjena

[Fkll2 < [[Foxll2 + [Fakllz <
< (esk® 02 4+ mEV 20 2) (e + nO(€2)) || All2 =
= p(mvkvn)(6+n0(€2))|’AH2'

Dalje, prema (ii) dijelu teorema postoji ortonormalna matrica Q\k+1 takva da je

(1 AQr + Fayl — Fr = Qriil& Hyp1 1]

takva da postoji konstanta c za koju vrijedi

[F%[l2 c(k+ n(e+ O()|lan AQk + Faulllr <

c(k + Dn(e +nO(E)VdVkyn(1 +nO(e))|| A2 <
eVd(k + D)VER®? (e + nO(2))|| A2 <
cok>*n®? (e + nO(2))|| A2,

VAN VAN VANRR VAN



2.10. KRITERIJ ZAUSTAVLJANJA I TOCNOST ITERATIVNIH METODA 145

za neku konstantu cg. Sada, ako definiramo F'}. kao matricu koju ¢ine zadnjih k stupaca
matrice F, minus Fy 1, tada vrijedi da je

AQy, = Qi1 Hyyrp + Fr,

< | Frllz + | Fagle <
< (csk®?n3% + mk 201 ?) (e + nO() || A2 <
< k3P (e + nO() || A2,

[ Fkll2

za neku konstantu cy.

Preostalo nam je jo§ provijeriti koliko je izracunati (Jr+1 udaljen od ortonormalne
matrice. U (iii) i (iv) dijelovima teorema. ||Qpr1— Qps1ll2 i 1QF 1 Qr+1—1||2 su ogradeni
sa k([q1 AQr + Fayl), sto je zapravo r([q1 l(AQy)]), odnosno broj uvjetovanosti za
izracunatu matricu nad kojom izvrsavamo QR faktorizaciju, koja nam tako i onako stoji
na raspolaganju u svakoj iteraciji GMRES algoritma. Imamo

1Qrs1 — Qrrills < (crlk+1)%2 + ca(k + 1)%%n) k(g1 £(AQk)])e +
+O((r([qr A(AQ)])e)?)] <
csk®n[k([qr A(AQk)])e + O((k([qr A(AQR)))e)?)]

IN

1Qk1Qre1 —Ill2 < (ealk +1)° + ca(k + 1)*n)[w([a A(AQR)])e +
+O((s([q1 A(AQK)])e)*)] <
cok®nr([qr A(AQw))e + O((r(lar A(AQR)])e)®)]

za neke konstante cg i cg. Ovime smo zavrsili analizu Arnoldijevog algoritma u aritmetici
konaé¢ne preciznosti.

Dalje nas interesira koliko izracunata norma Arnoldijevog reziduala fi(|| &1 — Hy41 k-
Yk ||2) odstupa od norme pravog reziduala ||b— Axg|2, u k-toj iteraciji GMRES algoritma
izvodenog u aritmetici konacne preciznosti. Aproksimacija rjeSenja x, u k-tom koraku,
je u toj aritmetici tada izrazena sa

IN

xp = T + Qryi + Axy, (2.193)

gdje za Azy, = fl(zo + Qryr) — (zo + QrYk), prema (2.138) i (2.140), te ogradi za normu
od @y, vrijedi ocjena

Azlle < [fl(zo + Qryr) — (zo + L(Qryr))ll2 + [ Qryx) — Qryrll2 <
< e([lzolle + I(Qryr)ll2) + IH(Qryx) — Qrykllz <
< e(llzollz + 1QrYkll2) + (1 + )lA(Qryr) — Qurukll2 <
< e(llzollz + 1QullFllyrll2) + (1 + €)k(e + O(ENQklFllyll2 <
< ellwollz + [(1+ k)e + kO] Qkllpllyll2 <
< €llzolla + [(1 + k)e + kO(D)|VE (1 s 4e + n(’)(e2)) lylle <
< ellzollz + VE[(k + 1) + nkO(e?)]||yx |2 <
< ellzoll2 + 2632 (e + nO(2))|yx 2
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Koristeéi (2.188) i (2.193) imamo

b—Axy, = b— Axg— AQr — AlAx, =
= b— Axo — Qry1Hgr1kyr — Fryr — AAzy =
= (b—Azxg— Bq1) + (Bar — Que1Hit1,1yx) — Fryp — AAxy =
= (b= Azxg — Bq1) + Quy1(BE1 — Hyp1,1yk) — Fryp — AAxy,.

Dakle, vrijedi

16— Azy) = Qui1(B& — Hirakyr) 2 < b= Azo— Barlla + [ Fryrll2+ | AAzk 2. (2.194)

U sljede¢em koraku trebamo odrediti ocjene normi na desnoj strani nejednakosti. Za d;,
takve da je |0;| <€, i=1,...,n, iz (2.136) imamo
o1
ﬂ(b — ASC()) S
p

2

|b— Azo — Bq1]|2 b—Axg—p I+

0 On,
b — Azg — (b — Axg)||2 + €||l(b — Azp)]|2 <
(1+€)||b— Az — fl(b — Axg)||2 + €]|b — Azgll2 <
(T+e)[[Ifi(b — Azo) — (b — fl(Axo))l|2 +
+[(Azo) — Azo|l2] + €]|b — Azol2 <
(L + €)[e([|bll2 + [[i(Azo)l2) + [[(Azo) — Azo|l2] +
+e||b — A2 <
(L+e)[ellbllz + (1 + e)[fl(Azo) — Axol|2 + €| Azol|2] +
+||b — Azg|2 <
(14 €)[ellbll2 + (1 + e)my/n(e + O()) | All2]|zoll2 +
+el|All2[[zoll2] + €[|b]l2 + €[l All2llzoll2 <
(mn'/? + 2)e|| Alla|lzol2 + 2¢[|bll2 +
+0O(e%) (mn || All2|zoll2 + [1b]12), (2.195)

IANIAIA

IN IN IN

IN

|AAZ[2
| Fryr||2

el Allzlloll2 + 25%(c + nO(e)) [ Allz |y 12,

<
< (esk™2n!2 4 mk! 20t 2) (e 4+ nO(e)) | Allz g2,

sto daje, prema (2.194) ocjenu

1(b — Azk) — Qry1(B1 — Hyp1kyn) |2 <
< (2K + skt 4+ mk a2 )e || All2lyell2 +
+(mn'/? + 3)el| All2]lzoll2 + 2€[[bl|2 +
+O() (| Allllywll2 + [[All2llzoll2 + [[bl2)- (2.196)

Uz pretpostavku da ||zo||2 nije ekstremno velik, izraz (mn'/? + 3)e||A|la||zol|2 + 2¢[|b]|2
nije od presudnog znacaja u prethodnoj ocjeni. On moze postati velik jedino ako ||yx||2
pocéne nekontrolirano rasti. Iz (2.196) i ocjene za normu od Q41 imamo kona¢nu ocjenu

n+4

16— Azplla < (k+1)Y/2 (1 + 26) 18& — Hg1,k9xl2 +
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(2K 4 esk5 22 4 mE 20 2)e|| Alla|lykll2 +
+(mn'’? + 3)el| All2|zol2 + 2¢[[bll2 +
+O(E) (| All2llynllz2 + 1 All2llzoll2 + [[]]2)- (2.197)

U praksi, mi naravno nemamo ||8& — Hyy1 ,Yk||2 veé izracunatu normu Arnoldijevog
reziduala, pa sada joS moramo ustanoviti odnos izmedu te dvije veli¢ine. Izracunata nor-
ma Arnoldijevog reziduala je zapravo apsolutna vrijednost (k4 1)-e komponente vektora
g®) = A(F®)(3¢])) dobivenog primjenom Givensovih rotacija, koje Hessenbergovu ma-
tricu Hy41, svode na gornje trokutasti oblik, u aritmetici kona¢ne preciznosti. Zbog to-
ga bi trebali ocjenu norme pravog reziduala izraziti preko ’91(:21 |, ane |36 — Hyy1,xykll2-
Za nastavak analize trebat ¢e nam dva teorema i jedna lema iz [21, str. 154, 373, 375].
Lema 18.7 daje ocjenu povratne greske djelovanja jedne Givensove rotacije na vektor.
Buduéi da je F*) produkt od k Givensovih rotacija Fj, ovu lemu primjenjujemo k puta
da bi dobili ocjenu za g*). Imamo

g% = (B[ + AR (F] + AF)(861) =
— (F{-F{ + AF[F_ - Ff 4+ F - FEAF] + AF®)(3¢))

pri cemusu F], i =1,...,k egzaktne (k+1) x (k+1) Givensove rotacije, a Frobeniusova
norma od AF®*) je reda kO(e?). Prema Lemi 18.7 vrijedi

lg®lls < B+ [AF2 + -+ + [AF 2 + kO()) <

<
< B+ 6V2k(e + O(e%))].

Teorem 8.5 daje ocjenu povratne greske rjeSsavanja trokutastog sustava. Njega primje-
njujemo u procesu dobivanja vektora g, koji se dobiva kao rjeSenje gornje trokutastog
(k)

sustava Riyr = g;,/; u aritmetici konacne preciznosti, gdje je g,gil vektor sastavljen od
prvih k komponenti vektora ¢(*). Vrijedi

(Rk + ARk)yk = g,(!;)l,
gdje je
IARK|2 < K22 (e + O()) || Ri|l2.

I naposlijetku nam treba Teorem 18.9 koji kaze da postoji ortogonalna (k +1) x (k +1)
matrica F*) takva da je

)

=~ R
Hpp1k +AHpp = F®T [ Ok ]
gdje je

IAHy 1 k]2 < 10k (€ + O()) | Hig1 k2,
za neku konstantu cig > 1, a Pk je produkt egzaktnih Givensovih rotacija F;. Ovo
mozemo na drugaciji nac¢in napisati kao

PO H = [ ]Ek ] + ARy,

sa
|ARk2 = [F®AHi1 k]2 < c10k* (e + O(2) | Hyt1 |-
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Prema Lemi 18.7 jo§ vrijedi da je
lg* — F®(81)ll2 < 6V2kB(e + O(€%)).

Sada se kona¢no vracamo na Arnoldijev rezidual. Imamo

1861 — Hyppuklla = I1FE® (Hyprpyr — 861)||2 <
R ~ ~
< H{ O’C}yHARkyk—g(’“’ +1lg™ = FM(Be1)]2 <
2
k k faN
< Ry — 0 1o + 19 + | ARKII2 w2 +
+6V2kB(e + O(€%)) <
k_ o~
< |ARgallyellz + 1981 + ARz lysll2 +
+6V2kB(e + O(€%)) <
< o) |+ K2 (e + O() | Ridllallyel2 +

+c10k*2 (e + O(€%)) | Hip1 pll2l|ynll2 + 6v/2k5(e + O(%)).
Na isti nac¢in kao $to smo dobili ocjenu za Axy, mozemo dobiti i ocjenu za 3 = fl(b— Axy),
B < [IA[l2llzoll2 + [[ll2 + O(e) (nl| All2]lzo + [|b]2)-

Tako, dobivamo da je

k
186 — Hiprpykll2 < |9;(€+)1| + E32€(|| Rill2 + 10l Hig1 kll2) lyll2 +
+6v/2ke([| All2llzoll2 + [Ibll2) + O(*) (|| Rill2llyell2 +
[ Hir 1,k ll2llyll2 + [[All2llzoll2 + [|b]]2)-

Na kraju analize to¢nosti GMRES metode napokon mozemo dati odnos izmedu norme
pravog reziduala i izracunate norme Arnoldijevog reziduala u k-toj iteracije.

n-+4
Ib— Azgls < (k+1)'2 (1 + 26> il +
(2632 + esk® Pt 4k 2nt e | Alla|yk 2 +
+e11k%e(|| Rigll2 + ciol| Hev1,xl12) lyll2 +
+(mn'"? + e1ok®? + 3)e|| Allallzoll2 + (c12k* + 2)e[|b]l2 +
+O(E)[(I1All2 + | Rell2 + I His 1k ll2) 1wk ll2 + [ All2llzoll2 + [1b]]2],

za neke konstante cq1 1 ¢190.

QMR metoda

Analiza greske QMR metode sliéna je analizi GMRES metode, osim §to se aproksimacija
x) u k-toj iteraciji rac¢una rekurzivno, preko aproksimacije xp_1, a ne direktno iz xg.
Prva faza QMR algoritma je dvostrani Lanczosov algoritam, kojeg najprije promatramo.
U njemu se vektori v; dobivaju normalizacijom vektora v;, pa i za njih vrijedi da je

[vil|3 < 1+ (n + 4)e + nO().
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Nadalje, promatramo postupak za dobivanje vektora v;, koji je jednak za sve vektore
osim za slucaj ¢ = 2, kojeg ¢emo najprije analizirati. U aritmetici kona¢ne preciznosti
definirajmo

Uy = Avy — aquy + Ao,

pa prema (2.138), (2.140) za ¢ = my/n, gdje kao i kod analize GMRES metode, m
najveéi broj netrivijalnih elemenata u retku matrice A, te (2.137), vrijedi

[ADs[l2 = [[1(Avy — aqv1) — (Avr — aqor) |2 <
< [f(Avi — agvr) — (B(Avr) — fi(eqvr)) 2 + [[A(Av1) — Avil2 +
+[fi(c1v1) — aqvrfj2 <
e([[1(Av1) |2 + [[A(c1v1)(]2) + [[(Av1) — Avil2 + [[l(a1v1) — arvif]2 <
e([[Avi[l2 + [Jarvifl2) + (1 + €)([[L(Av1) — Avi)2 + [[fl(a1v1) — arvif|2) <
e([[All2][v1l2 + lea|llvi]l2) +
+(1+ &) [myv/n(e+ O(*)) | All2llvr]l2 + elaa[[o 2] <
[(1 4+ myv/n)e + my/nO()]||All2[[v1]l2 + (26 + O()) Jan[|vi]|2 <
[(1 4+ my/n)el|Allz + 2€|ar| + O(€*) (mv/nl|All2 + [Ty 1,x1)] -

: <1+ n;_4e+n(9(62)> <

(1 +my/n)el|All2 + 2elar| + O() (| Allz + | Ter1,e]l1)-

VAN VAN VAN

IAIA

IN

Kako vg dobivamo dijeljenjem o9 sa «y1, prema (2.136), nadalje vrijedi

vy = f () |+ %
a! 0 5. 7
pri ¢emu je |§;| < ezai=1,...,n. Iz prethodnog slijedi
01 0
Yiv2 = I+ 172:14’1)1—0411)1"1'
0 On
01 0 01 0
+ (Avl—alm)—i- I+ Af)gz
0 n 0 On,

= Avi —aqv — fi,
gdje je norma od f; ogradena sa

n+4

1Al < Al + Joal) (1+ e+n0<e2>)+

F(L+ O+ mym)el|Allz + 2elan| + O (IAll2 + [Tiwrlly)] <
< 2+ mya)|Allz + 3larl] + O (| Allz + | Tsrill). (2.198)

Dakle za ¢ = 2 vrijedi
Avi = aquy + 1102 + fi, (2.199)
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uz ocjenu (2.198). Sliénu analizu radimo i za i > 2, jedina razlika je ta $to rekurzija za
v; sadrzi tri ¢lana. U aritmetici kona¢ne preciznosti imamo

Vip1 = Avi — 0v; — Bi1vi—1 + AUy,
za koje ponovo prema (2.138), (2.140), (2.137) i ocjeni za ||Avs||2, vrijedi

|ADiy1 |2 = [[A(Av; — aiv; — Bi—1vi—1) — (Avi — vy — Bi—1vi-1) |2 <

< A(Av; — v — Bic1vio1) — [A(Av; — aivi) — A(Bi—1vi1)]l|2 +
HA(Av; — ivi) — (Avi — av;)]]2 + [[A(Bi—1vi-1) — Bi1vi1]]2 <

< e([f(Avi — aqvi)[l2 + [B(Bim1vie1) [l2]l2) +

+HI(Av; — aivy) — (Avi — ) ||2 + [|[H(Bi—1vi-1) — Bi—1vi—1]l2 <

(|| Av; — avill2 + [|Bi—1vi-1l]2) + (1 +¢) -

MM (Av; — ;) — (Avi — aivy) |2 + [[A(Bi—1vi—1) — Bic1vie1|l2] <

e(llAllz + ol + 1Bi1)) (1 + ”+4e+no<62>> N
(Lt UL + mymel| Alla + 2elo] + OE)(JAll2 + [Tsrlls) +
+e|Bi—1| <1 + nt 46 + n(’)(ez)>} <

< 2+ myn)e|Allz + 3efail + 2¢[Bi—1| + O() (| Allz + | Tz xl10)-

IA

IN

Nastavljamo kao i za va,

_ 01 0 _
Uv;+1=ﬂ<vif1>= I+ Lﬂ>
Vi 0 5, Vi
za d; <€, i=1,...,n, paje zato
01 0
Yivigr = | I+ Uip1 = Av; — av; — Bim1vim1+
0 On
01 0 5 0
+ (Av; — aiv; — Bim1vi1) + | 1+ Avjp =
0 On 0 On
= Av; — v — Bi—1vie1 — fiy
pri cemu vrijedi ocjena
n+4

Ifillz < e(l[Allz + |ail + [8i-1l) <1+ 5

+(1+ )2+ my/n)e||All2 + 3ela| + 2¢[Bi—1| +
+O() (| All2 + | Te41,kl11)] <
< €lB+mvn)|Allz + 4|ail + 3|8i-1[] + O(*) (| All2 + | Ths1.4

Dakle, i za ¢ > 1 vrijedi

¢ +n(9(62)> +

1)(2.200)

Avy = i 1vi1 + v + Yivig1 + fi, (2.201)
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uz ocjenu (2.200). Sada ako definiramo matricu Fj, kao

Fo=1[fi f2 - fil,

tada dvostrani Lanczosov algoritam, izveden u aritmetici kona¢ne preciznosti, mozemo
napisati u matri¢nom obliku, na sljedeéi nacin

AV = Vi1 T,k + Fi, (2.202)

pri cemu je Ty 1 tridijagonalna matrica, kod koje je i-ti stupac oznacen sa (Ty11.k)s,
a ocjena za normu matrice Fj dana je sa

& 1/2
[Fell2 < HFkHF=<ZHfi!§> <
i=1

<{6[(2 +my/n)l|All2 + 3lar]] + O (All2 + [T

IA

)Y+

k
+ > Al +mvn)l|lAllz + 4lai| + 3|61 ] +
=2

1/2
+0(62)(\|AII2+IITk+1,kII1)}2) <

< <{€[(3 +my/n)[|Allz + 4(lea| + D]+ O(@)1All2 + [ Trsr i)} +
K
+> {el3+mvn)l[Allz +4(1Bi-1] + o] + )] +
i—2

1/2
+(9(62)(||A||2+IITk+1,kII1)}2> <

< <{6[(3 +my/n)|[Allz + 4(Ter1,0)1ll1] + OE) (| All2 + 1T 1.xll1)}* +
k
+ > el +mvn)l| Az + 4l (Tirp)ill1] +
1=2

IA

1/2
+O(E)([|A]]2 + \ITk+1,k|!1)}2>

IA

<k‘{6[(3 +myn)l|Allz + 4| Tt 2] +

1/2
+m8mmm+mmmmﬁ) <

< VEIB+myml|Allz + 4l Tir1all] + O IAll2 + [ Tepralh).  (2:203)

Buduéi da nakon koraka dvostrukog Lanczosovog algoritma slijedi Givensova QR
faktorizacija matrice Tj11 k, za nastavak analize greske QMR metode ponovo nam je
potreban Teorem 18.9 iz [21, str. 375] koji tvrdi da postoji ortogonalna (k+1) x (k+1)
matrica F*) takva da je

FOT, = [ }E’“ } + ARy, (2.204)
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pri ¢emu je

|AR: | r 6V 2k(e + O(EN | ThrrnllF <

9k (e + O(*)|| T 1.1l - (2.205)

<
<

Sljededi korak je racunanje matrice P, = ﬂ(Vlezl), koja se zapravo rac¢una povrat-
nim supstitucijama, kao rjeSenja trokutastog sustava. Naime, neka su p* i v* stupci
matrica PkT i VkT, tada prema Teoremu 8.5 iz [21, str. 154] za svako ¢ vrijedi da je

(R% + ARD)pt =o',
i, bududi da Rf u svakom retku ima najviSe 3 netrivijalna elementa, vrijedi ocjena
|ART| < (8¢ + O(e*))| R |.

Prema tome, imamo
RIp' =o' + Av',

sa
|AV'| < (3¢ 4+ O(e?))|RE 1P,
odnosno
P.R, =V, + AV,
sa

|AVi| < (3¢ + O(2)) | Py | R
Napokon, promatramo gresku koja se javlja koda same matrice Py,
Py = ViR '+ AVR, ' =
= ViR,'+ AP, (2.206)
sa ocjenom
IAPl2 < [[AVR]lp|[ Ry 2 <
3VE(e + O(2)) || Pull pi(Ri).- (2.207)

N

Na kraju iteracije QMR algoritma provjerava se da li je kvazirezidual dostigao
odredenu granicu, Sto je u egzaktnoj aritmetici ekvivalentno provjeravanju apsolutne
vrijednosti (k 4 1)-ve komponente vektora F*)(5¢;). U aritmetici konacne preciznosti,
na kraju svake iteracije provjerava se (k- 1)-va komponenta vektora g¥) = fi(F*)(g¢,)),
za kojeg, ekvivalentno kao i kod GMRES metode vrijedi,

lg™ ]2 < BIL + 6v2k(e + O(c*))).

Preostaje nam jo§ naéi gornju ogradu za § = fi(||b — Axg||2). Neka je z = fl(b — Axy),
tada prema (2.138) i (2.140) imamo

Iz = (b= Azo)l2 < [[fi(b— Azo) — [b— fi(Azo)]l[2 + [[Azo — i(Azo)|2 <
< e(lbllz + [[A(Azo)[|2) + [[Azo — fi(Azo)[|2 <
< e(lbllz + [[Azoll2) + (1 + €)[| Azo — A(Azo)ll2 <
< e(libllz + [[Allzllzoll2) +
+(1+ e)my/n(e + O(e)) [ All2]loll2 <
< efbllz + (1 + my/n)el|Allz[lzoll2 + O(e*) [ All2lol2.
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U daljnjem postupku za dobivanje konstante 3 vektor z sudjeluje u skalarnom produktu,
koji se nakon toga korjenuje, stoga imamo

(z"2) — 272 < n(e+O())l|z]3,

A(/A(T2) = AGET2)] < ef8T2) < /[ +nle + Oz <

IN

¢ [1+ S+ O] 12ll2 < (e +nO(E) ]2

Sada mozemo analizirati odnos izmedu g 1 [|b — Axg|2.

|16 = lb = Aol|2]

odakle je

=
AN

IN

INIA

IN

IN

IN

IN

18— \/AGT2)] + [\AGT2) — zlla] + 12l — [1b— Azollo] <
(e +nO))zll2 + 3 (e + O())|zll2 + 12 — (b — Ao)|2 <

[(1 + E) e+ n@(g)} 2]l + |2 — (b — Azo)|l2 <

2
2 2

n—2|— (e 4+ O(2))||b — Axol2 + <1 + nt (e + 0(62)> :
[lz = (b — Axo)|l2 <
n+2 9

"2 e+ O@)(Ibll + 1 4lbllzolls) +

2

+[1+"; (e+0(62))]-
Lellbll + (1 + myA)ell Al |zl + O Al ol <
n+4 n+ 2my/n +4

Aol + 2L Al +

+O()([IAl2llwoll2 + [1b]|2),

b — Axoll2 + |8 — ||b — Awol2] <

<1+

n+4 n+ 2my/n +4
2te) toll+ (14 2L Aol +

+O(*) ([l All2l|woll2 + [1B]]2)-

(2.208)

Ograda za (3 bila nam je potrebna da dovrimo ocjenu za [|g¥ |2, pa zato slijedi

g™l < {(1 n

n—+4 n 4+ 2my/n + 4
3t ol + (1 2L Aol +

+O(e) (I All2l 0|2 + Hsz)} [1+6V2k(e + O(e*))] <

IN

(14

2 2

122k + 4 2 12v/2k + 4
n+ 122k + 6>||b||2+<1+n+ my/n + 12V2k + 6>'

([ All2llzollz + Oe*) (| All2lloll2 + [[bll2) (2.209)

I na samom kraju svake iteracije algoritma izracunava se aproksimacija rjeSenja,
tekuce iteracije, ¢ije je oblik u aritmetici kona¢ne preciznosti

Tk = Tho1 4 9 P + A, (2.210)
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i koji je istovjetan obliku (2.141), pa zato mozemo koristiti rezultat (2.151) iz Leme
2.10.1 uz uvijet da je 1 — 2¢ — €2 > 0, koji daje ocjenu

[Azll2 < €(3llar—1ll2 + 2[|zxll2) + O€) (|ar—1ll2 + lzxll2)-

Ako definiramo
Xk = max [|zi[|2, (2.211)
i<k

tada ocjena norme vektora Axy glasi
|Azg|l2 < (5e + O(€)) xk (2.212)
Izvrsavanjem rekurzije (2.210) do kraja, dobivamo konaéni oblik za aproksimaciju rjesenja
k
ar =20+ Poght) + > A, (2.213)

i=1

(k)

gdje je g5/, k-dimenzionalni vektor sacinjen od prvih k& komponenti vektora g™ . U tom
slucaju je

Z |Az;]]2 < (56 + O(2)) kX (2.214)

Ovime smo napravili ocjene svih elemenata koji ée se pojaviti u analizi odnosa pravog
reziduala i kvazireziduala, ra¢unatih u aritmetici kona¢ne preciznosti. Ta analiza je
vrlo sliéna onoj za GMRES metodu, osim u ¢injenici da kod QMR metode mi niti ne
oc¢ekujemo da matrica V; bude blizu ortonormalnoj matrici. Imamo

b— Axp — Vi1 (86 — Tk+1,k3219£’21) =

k
= b— Axg— APkg,g];)l - Z AAx; — Bur + Vk+1Tk+1,kR;19](£<)1 =
i=1

— (b— Azg— Bu1) — APg\") + AViR g — FuR ), — Z AAz; =
= (b— Axy— puvy) — AAPkg,(g]i)l — FkRglg,(ﬁli)l — Z AAx;,

=1

odakle je

b — Azglls < [Virall2 861 — Terr iRy gl ll2 + 1Ib — Azo — B2 +
H Al I APL12g% Nl + | Fell2l1 By ll2lg® 12 +

k
+[|All2 <Z HA:@HQ) :
=1
(2.215)
Prema (2.195), (2.207), (2.203), (2.209) i (2.214) dalje slijedi

b — Azgl]2 <
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n-+4 _
< VE¥l (1 Lntd +n0<e2>) 1861 — Terr o B g™ 1 +

+(my/n + 2)e|| All2l|zoll2 + 2el|b]l2 + O(e*) (mv/nl|Allz | zo]l2 + [[b]]2)
+HIAlI28VE(e + O(eA)) | Pyl p(Ry,)] -

122k + 4 2 122k + 4
<1+n+\2f—|—6> \b!]2+<1+n+ m\/ﬁ; V2h + 6)-

(I A]l2]lzoll2 + O€*) (| All2]lzoll2 + [|bl2)

+HeVE[(3 +my/n) 1]+ 0@ (| All2 + 1 Tesa il IR 2 -
<1+ n+12\/§k+46> bl + <1+ n+2m\/ﬁ+12\/§k+46> .

2 2

[ All2llzollz + O(*) (| Allzllwoll2 + [1bll2) | + [ All2(5¢ + O(*)kxe (2.216)

Kao i kod GMRES metode, umjesto kvazireziduala, nama je na raspolaganju skalar
]g,(jgﬂ, koji se za razliku od egzaktne aritmetike ne mora poklapati za normom kvazi-
reziduala u aritemtici kona¢ne preciznosti. Zato ¢emo sada promatrati njihov odnos.
Prema Lemi 18.7 iz [21, str. 373] (2.204), (2.205), (2.209) i (2.208) vrijedi

_ k e
1861 — Thsr 1Ry i) 2 = 1F® (T p Ry ), — B0 <

: _
- H[ ok]R Lt + ARG g — oM+ g — PO (Be))e <
2

= kx1
g(k) 1 2

< || % + AR R; M2 llg® Iz + 6v/2EB(e + O(e2) <

2

9] + 6V2k(e + O(e3) [ Thsr il lI B 2
122k + 4 2 122k + 4
<1+n+ V2k + 6>|b||2+<1+n+ my/n+ 12v/2k + 6>.

g

IN

2 2

[ All2llzoll2 + O(e) (| All2llzolz + [bll2) | + 6v/2k(e + O(€?)) -

n+4 n 4+ 2m+/n + 4
[(1 ] ) 1bll2 + (1 N fe) | Allllzollz +

2

LO(E) (| Allzlloll2 + ||b||2>] (2.217)

Uvrstavanjem (2.217) u (2.216), i sredivanjem nejednakosti, dobivamo konac¢an odnos
izmedu norme pravog reziduala i izracunatog kvazireaziduala.

b= Az < wc+1( )\ o+

+e{(my/n + 9kvVE +1+ 2)||A||2||:EO||2 + (9kVEk + 1+ 2)||b]|2 +
+BVE|All2|Pell pi(Br) + (3 + my/n)VE| All2|| Ry |2 +
+(9kVE + 14+ WEVE + 1) Tirrall p | Ry 2 (LAl llzoll2 + [[B]l2) + 5kxel | All2} +
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+O(E){[I1All2 + ([1All2llzoll2 + 1Bl12)[L + ([All2 + [ Trrr il o) | Ry Hl2 + [|All2]| Pell mr(R)]}-



Glava 3

Prekondicioniranje

3.1 Osnove prekondicioniranja

Najjednostavnije, prekondicioniranje mozemo opisati kao bilo kakvo modificiranje origi-
nalnog linearnog sustava, koje na neki nacin olakSava rjeSavanje danog sustava. Kon-
vergencija iterativnih metoda ovisi o nekim svojstvima matrice sustava, pri ¢emu se
najcesée radi o svojstvima spektra ili singularnih vrijednosti. Zato je cilj takve modifi-
kacije transformirati linearni sustav u ekvivalentan sustav koji ima isto rjesenje, ali koji
ima bolja svojstva, npr. bolja spektralna svojstva matrice sustava. Matrica prekondici-
oniranja je matrica koja utjeCe na transformaciju sustava. Na primijer, ako matrica M
aproksimira matricu sustava A na neki nac¢in, transformirani sustav

M YAz =M~ (3.1)

ima isto rjeSenje kao i originalni sustav Az = b, ali svojstva matrice M ~'A mogu biti
bolja. Matrica prekondicioniranja M bira se uglavnom tako, da je rjeSavanje prekondi-
cioniranog sustava iterativnom metodom brze, u smislu da ¢e metoda zahtijevati manje
iteracija do postizanja konvergencije od rjeSavanja originalnog sustava. To se najbolje
moze postié¢i ako je matrica prekondicioniranog sustava blizu identiteti. U veéini slucaja
matrica M ! se ne ra¢una eksplicitno, veé se radi o rjesavanju sustava sa matricom M,
pri ¢emu odabir matrice M treba biti takav da se taj sustav puno jednostavnije rjeSava
od onog sa matricom A.

Buduéi da upotreba prekondicioniranja u iterativnoj metodi zahtijeva neke dodatne
troskove u vremenu i memoriji, trebamo voditi racuna o odnosu troskova konstrukci-
je i primjene prekondicioniranja, i dobitka u brzini konvergencije. Ukoliko su troskovi
prekondicioniranja veéi tada se to mora amortizirati ili drasticno manjim brojem itera-
cija koje metoda treba izvesti, ili kroz viSestruku upotrebu prekondicioniranja na vise
linearnih sustava. U svakom slu¢aju, kona¢ni rezultat mora biti povoljan, na nacin da
usteda u koli¢ina rada kod koristenja prekondicioniranja mora biti veca od troskova same
upotrebe prekondicioniranja.

Transformacija A — M ~!A nije jedina moguéa. Kod sustava (3.1) radi se o lijevom
prekondicioniranju, dok kod sustava

AM Yy =0, r =M1y (3.2)

radi se o desnom prekondicioniranju. Ako, s druge strane, postoji neka faktorizacija
matrice prekondicioniranja M = LiLy tada mozemo definirati i dvostrano prekondici-

157
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oniranje pomocu faktora, pri ¢emu se tada rjesava sustav
Li'AL'y =L, =Ly (3.3)

U ovom slu¢aju treba napomenuti da, kod onih iterativnih metoda kod kojih konvergen-
cija ovisi o spektru matrice sustava, matrice M 1A i Ll_lALz_ ! imaju isti spektar, jer su
slicne. I kod primjene ovakvog nac¢ina prekondicioniranja, kao $to smo veé vidjeli, kod
velike vecine iterativnih metoda biti ¢e potrebno samo rjeSavanje sustava sa matricom
M, dok se faktori Ly i Lo nece trebati eksplicitno izracunavati. Matrice L1 i Lo zovu
se lijeva i desna matrica prekondicioniranja, a kod rjeSavanja sustava, jednostavno se
primijeni iterativna metoda na tako prekondicionirani sustav. Lijevo i desno prekondici-
oniranje je ocigledno varijanta dvostranog prekondicioniranja, kada je jedan od faktora
matrice M jednak identiteti. Kod prekondicioniranih algoritama, potrebne su u glavnom
dvije osnovne modifikacije: rg «— Lflro prije iterativnog procesa, i o) < Lo 124 nakon
iteriranja. Dvostrano prekondicioniranje ima posebnu ulogu kod prekondicioniranja her-
mitskog sustava sa hermitskom pozitivno definitnom matricom prekondicioniranja M.
Tada se se matrica M moze faktorizirati npr. metodom Choleskog na M = LL*, pa
matrica prekondicioniranog sustava L' AL™* ostaje hermitska.

Nagin na koji prekondicionirana matrica treba aproksimirati identitetu ovisi o ite-
rativnoj metodi koju koristimo. Za jednostavne iteracije zeljeli bismo postiéi p(I —
M~'A4) <« 1 kako bismo imali brzu asimptotsku konvergenciju, ili ||[I — M~1A|| < 1
kako bismo imali veliku redukciju norme greske u svakom koraku.

Za CG ili MINRES metodu primijenjenu na hermitski pozitivno definitni problem,
teznja nam je imati hermitsku prekondicioniranu matricu L='AL™* sa brojem uvjeto-
vanosti blizu jedan, tako da ograda greske bazirana na CebiSevljevim polinomima bude
mala. S druge strane, znamo da za konvergenciju ovih metoda znacajnu ulogu igra i
distribucija svojstvenih vrijednosti. U tom smislu mi mozemo zahtijevati da prekondici-
onirana matrica ima, na primjer, samo nekoliko velikih svojstvenih vrijednosti, a ostatak
gusto nakupljnih oko jedne tocke, ili da prekondicionirana matrica ima samo nekoliko
razli¢itih svojstvenih vrijednosti. Za MINRES metodu primijenjenu na hermitski indefi-
nitan linearan sustav, ali sa pozitvno definithnom matricom prekondicioniranja, ponovno
je vazna distribucija svojstvenih vrijednosti. U svakom slu¢aju svojstvene vrijednosti
bi trebale biti distribuirane tako da polinom malog stupnja, koji je jednak jedinici u
ishodistu, bude mali u svim svojstvenim vrijednostima.

Za GMRES metodu bila bi dobra prekondicionirana matrica koja je bliska normalnoj
matrici i ¢ije su svojstvene vrijednosti tijesno nakupljene oko neke tocke daleko od
ishodista, ali takoder i neka druga svojstva bila bi dovoljna da se definira dobra matrica
prekondicioniranja. Nadalje, nije ba§ sasvim jasno koja bi se svojstva trebala promatrati
za ostale nehermitske iterativne metode (kao npr. BCG, QMR, CGS ili BICGSTAB), ali
kako bi sve ove metode trebale konvergirati u jednoj iteraciji ukoliko je matrica sustava
jednaka identiteti, intuitivno nam je jasno da bi prekondicionirana matrica trebala na
neki na¢in aproksimirati identitetu.

Prekondicioniranje se u grubo moze podijeliti u tri kategorije:

1. Prekondicioniranja definirana za opcéenite klase matrica, npr. matrice sa netrivijal-
nim dijagonalnim elementima, pozitivno definitne matrice, M-matrice. Primjeri
takvih prekondicioniranja su Jacobi, Gauss—Seidel, i SOR prekondicioniranja, ne-
kompletna LU i Cholesky faktorizacija, i modificirana Cholesky faktorizacija.
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2. Prekondicioniranja dizajnirana za Siroke klase raznih polaznih problema, npr. elip-
ticke parcijalne diferencijalne jednadzbe. Primjeri su prekondicioniranje multigrid
metodom i dekompozicijom domene.

3. Prekondicioniranja dizajnirana za specificne matrice ili polazne probleme, npr.
transportna jednadzba. Primjer je difuzijska sinteticka akceleracija.

Prednost 1. kategorije prekondicionioniranja je ta, da se takva prekondicioniranja
mogu upotrebljavati u situacijama kada to¢no porijeklo problema nije poznato. Veéina
prekondicioniranja u toj kategoriji zahtijevaju poznavanje najmanje nekih elemenata ma-
trice sustava A. Za klasu problema koji dolaze od parcijalnih diferencijalnih jednadzbi,
ponekad je mogucée pokazati da prekondicioniranje mijenja ovisnost broja uvjetovanosti
prekondicionirane matrice o koraku mreze, koja se koristi u aproksimacijama kona¢nim
diferencijama ili kona¢nim elementima. To ne pomaze puno ako nam je cilj rijeSiti jedan
sustav Az = b, nego kad zelimo rijesiti polaznu parcijalno diferencijalnu jednadzbu, kod
koje se tezina rjeSavanja linearnog sustava odreduje u usporedbi sa to¢nosti kona¢nih
diferencija ili kona¢nih elemenata.

Usprkos velikim naporima u razvoju prekondicioniranja za opcenite linearne sustave
ili za Siroke klase polaznih problema, jo§ uvijek je mogucée u mnogim situacijama koristiti
fizikalnu intuiciju u vezi sa specificnim problemom, kako bi se razvilo jos efektivnije pre-
kondicioniranje. Zbog tog razloga je problem trazenja pravog nacina prekondicioniranja
linearnog sustava vrlo §irok, i obuhvaéa razne grane znanosti.

3.2 Klasic¢ne iterativne metode

Najprije ¢emo razmotriti klasi¢ne iterativne metode, zajedno sa nekim njihovim svoj-
stvima i konvergencijom. Ekvivalentan na¢in na koji mozemo opisati Algoritam 2.2.1
za jednostavne iteracije, kod rjeSavanja sustava Az = b, je sljedeé¢i. Rastavimo matricu
A na oblik A = M — N tako da linearni sustav Az = b transformiramo u

Mz = Nzx + b,

pri ¢emu je matrica M regularna. Ako nam je dana aproksimacija xj_1, novu aproksi-
maciju x; mozemo dobiti kao rjeSenje jednadzbe

Mz, = Nxp_1 +0b. (3.4)
U tom slucaju imamo iteracije oblika
T = M_lNl‘k_l + M_lb,

kod kojih se trazi fiksna tocka. S druge strane, da bismo vidjeli da je ovo ekvivalentno
jednostavnim iteracijama zamijenimo M !N sa I — M~ A kako bismo dobili

xp = (I — M_lA).TUk_l + M b= Tr—1 + M_lrk_l = Tk—1 + Zk—1-
Dakle radi se o iteracijama oblika
zp = Grg—1 + f, (3.5)

saG=1—-M1A,i f=M"'b. Uovom smislu, rastav matrice A = M — N i prekondi-
cioniranje sa matricom M su sinonimi. Ovisno o izboru matrice M dobit ¢emo razlicite
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metode. Takoder, ovako dobivenu matricu M mozemo koristiti i kao matricu prekondi-
cioniranja za prekondicionirani oblik bilo koje od metoda aproksimacije iz Krylovljevih
potprostora.

Pogledajmo sada neka osnovna svojstva konvergencije iterativnih metoda oblika
(3.5). Ako iteracije zapoénemo sa proizvoljnim xg, tada se postavlja pitanje u kojem
slu¢aju ée xj, konvergirati ka rjesenju A~'b, kad k tezi prema beskonac¢nosti. Promotrimo
sljedece.

o = Grp+f=GCGGrpo+f)+f=Car o+ Gf+f=-
Grzo+ (GM  f+ G2 f -+ Gf+ f) =

k—1
= GFag+ (Z Gi) f.
=0

Ako koristimo operatorsku normu || - ||, i ako je ||G|| < 1, tada prema Lemi 1.5.9 vrijedi
da je
k .
lim Y G'=(I-G)™",
k—o0 4
1=0
i
lim G* =0.
k—oo

Uzimanjem limesa imamo

k—1
=S A (ZG>f—
= 0‘x0+(I—G)’1f:
(I=6)"'f,

odakle je
odnosno

r=Gr+f

§to je ekvivalentno sa Ar = b. Jedino $to nam je preostalo, je pronaéi odgovarajuéu
operatorsku normu.

Na kraju mozemo izraziti rezultat koji govori o konvergenciji iteracija (3.5), koji je
analogan onome za jednostavne iteracije. U ovom slucaju je dokaz malo drugaciji.

Teorem 3.2.1 ([18]). Niz zy za k > 0, dobiven pomocu rekurzije (3.5), konvergira za
proizvoljnu pocetnu iteraciju xo i proizvoljnu desnu stranu f ako i samo ako je p(G) < 1.

Dokaz: Najprije pretpostavimo da je p(G) < 1. Tada postoji e > 0 takav de je p(G)+e <
1. Prema Lemi 1.5.6 postoji operatorska norma || - || takva da je

|B|| < p(G) +e< 1.
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Prije iskaza ovog teorema veé¢ smo pokazali da ako za neku normu vrijedi da je |G| < 1
tada niz xj konvergira, odnosno

lmxp,=2z, i z=Gx+f.

k—oo

Pretpostavimo sada obrat, to jest da niz xzp konvergira za svako zg i f. Sljedece,
pretpostavimo da je u tom sluc¢aju p(G) > 1. To znaci da postoji svojstvena vrijednost
A od G, takva da je |A| > 1. Neka je f # 0 svojstveni vektor od G, koji pripada A, i
zo = 0. Tada imamo

x1 = Grog+f=G-0+f=f
g = Gu+f=Gf+f=A+1)f
23 = Gra+ f=A+1D)Gf+f=N+X+1)f

zp = G+ f=0""T4H A+ )f

Prema tome za iteraciju u k-tom koraku vrijedi

k
—1
L
S
kS, A=1

§to u oba slucaja divergira kada k tezi ka beskonac¢nosti. Dakle nasli smo niz koji za
odredene zg i f divergira, Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom. Znaci, da mora biti
p(B) < 1. O

Teorem 3.2.2 ([18]). Ako za matricu G iteracije (3.5) konvergiraju za bilo koji xo i
[, tada za svaku operatorsku normu, za koju je |G| < 1 vrijedi

1G]l G
2 —apll < —— S llee — 2ol < T =p e — 2ol
1— G 1— G
gdje je x = limy_, oo Tk
Dokaz: Neka su k >11i¢> 0. Tada imamo
Thyivl — Thpi = G(Thpi — Tppic1) = GHThpio1 — Tpgioz) = -+

= G (1 — zp).

S druge strane prema prethodnom, za j > 1 imamo
Ttj — Tk = (Thtj — Thtjo1) + (Thtjo1 — Thpj—2) + -+ (Tpr1 — k) =

(Gj—l LGI2 L G+ I(2p1 — 1)
odakle je

w2l < (IGITTHH NG+ + G+ Dllwrss — 2l =
1—||GI
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Kako je limj oo T4 = @ 1 limj_o0 |G|l = 0 vrijedi

li ) < i 1- HGHJ
lim [[zg; — @l < lim [k t1 = 2l
j—oo ji—

o 1—|d]]

odnosno

1
|z — zp|l < ——=rllZrr1 — ol
1—G|

Ponovo je iz prethodno pokazanog, za | < k

lzrs1 — zxl = GM @11 — zh),
odnosno
k41 = zxll < NG lzpsr1—1 = zalls
pa vrijedi
e - axll < A e~
]l
Za | = 1 dobije se prva jednakost tvrdnje teorema, a za [ = k dobije se druga. O

Nakon $to smo uspostavili nuzne i dovoljne uvjete konvergencije, potrebno je jos
razmotriti i stopu konvergencije, pomoc¢u koje ¢emo moci usporedivati razli¢ite rastave
matrice A, odnosno prekondicioniranja. Promotrimo sada rastav A = M — N. Kao i
kod jednostavnih iteracija imamo

e = v—ap=a0— (I —-M'Azp_ 1 —M b=
= (I-M'A)zx—(I-M Az, =
= (I — M_lA)ek,1 = Gep_q.

Prema tome, vrijedi
[z =zl < Gl — zr-ll,

za bilo koju operatorsku normu. Prema Lemi 1.5.6 za svako ¢ > 0 postoji neka norma
za koju je |G| < p(G) + €, tako da spektralni radijus mozemo smatrati ocjenom stope
konvergencije, odnosno njene brzine.

3.2.1 Jacobijeva metoda

Ako je matrica M, dobivena iz rastava matrice A, dijagonalna, tada se jednostavne itera-
cije sa takvim rastavom matrice nazivaju Jacobijevom metodom. Ovdje pretpostavljamo
da su dijagonalni elementi matrice A razli¢iti od nule, tako da postoji M. To je jedan
od najlaksih na¢ina prekondicioniranja. Ako matricu zapisemo u obliku A =D —-L—-U,
gdje je D dijagonalna, L strogo donje trokutasta i U strogo gornje trokutasta matrica
tada za Jacobijevu metodu vrijedi xx = Gyxp_1 + fr, gdje je

Gy=I-D'A=DYL+U), f;=D'b (3.7)
U matri¢nom obliku iteracije Jacobijeve metode izgledaju kao

xr =D N L+ U)xp_1 + Db (3.8)
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Raspisivanjem jednadzbe (3.8) po komponentama, mozemo vidjeti kako se odvija korek-
cija vektora aproksimacije rjeSenja. Ako sa zagradama oznacimo komponente vektora,
tada se Jacobijeva metoda moze napisati u obliku

x (i Zaljxk 1(G)+0b() |, i=1,...,n. (3.9)
JF#i

Primijetimo da kod skladistenja vektora u memoriji, novi vektor z; ne moze se prepisati
preko starog vektora x_1 sve dok sve komponenete vektora xj nisu izra¢unate. Dakle,
prije kraja jedne iteracije, oba vektora moramo posebno skladistiti.

U nastavku, interesirat ¢e nas konvergencija Jacobijeve metode, medutim, samo za
matrice sa posebnim svojstvima postoje rezultati koji govore o tome. Definirajmo zato
pojam strogo dijagonalne dominantnosti.

Definicija 3.2.3. KaZemo da je matrica A strogo dijagonalno dominantna ako vrijedi
lail > > lagl,  i=1,...,n. (3.10)
J#
Za takve matrice vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 3.2.4 ([18]). Ako je matrica A strogo dijagonalno dominanatna, tada Jacobi-
jeva metoda konvergira za svaku pocetnu iteraciju xg.

Dokaz: Prema (3.7) i (3.10) vrijedi
G 1lleo = max Z] Gr)ij| = max

|Z’CLU’<1

pa prema Teoremu 3.2.1, Jacobijeve iteracije konvergiraju za svaku pocetnu iteraciju. [

”‘zz

3.2.2 Gauss—Seidelova metoda

Ako je matrica M, iz rastava matrice A sa svojstvom a;; # 0 za i = 1,...,n, jednaka
donjem trokutastom dijelu od A, odnosno M = D — L, tada se procedura jednostavnih
iteracija naziva Gauss—Seidelova metoda. Matrica i vektor iteracije su tada jednaki

Gas=(D—-L)"'U,  fas=(D—L)""b, (3.11)
u matriécnom obliku Gauss—Seidelove iteracije su oblika
wp = (D= L) "Uap1+ (D - L) 'b, (3.12)

a po komponentama je mozemo raspisati kao

xp (i Za”xk Z ajjrr—1(3)+0(G) |, i=1,...,n. (3.13)

j=i+1

Kod Gauss—Seidelove metode, tekuce aproksimacije prethodnih komponenata od z ko-

riste se da bi se izracunala njegova sljede¢a komponenta. Time se omogucéava da kom-

ponente od x; prebriSu stare vrijednosti komponenata od xp_1, ¢im se izracunaju. Zato

nam nije potreban dodatni pomoéni vektor za pamdéenje komponenti prethodne iteracije.
O konvergenciji Gauss—Seidelove metode govore sljedeéi teoremi.
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Teorem 3.2.5 ([34]). Ako je matrica A strogo dijagonalno dominanatna, tada Gauss—
Seidelova metoda konvergira za svaku pocetnu iteraciju xg.

Dokaz: Izaberimo proizvoljnu svojstvenu vrijednost A matrice Ggg sa svojstvenim vek-
torom y # 0. Tada imamo

(D - L)_lUy = )‘ya
§to, mnozenjem sa D — L, daje
Uy=AD —L)y.
Zbog daljnje analize, promatrajmo gornju jednakost po komponenetama,
n
Aamy(l) = - Z azgy )‘Zazjy = 17"')”7
j=i+1
odakle, prema nejednakosti trokuta imamo

(Mlaiilly(@] < Z |aijlly(7) |+|A|Z!amlly

Jj=i+1

IN

Z lagj| + |A Z jais] | max Jy(5)l; (3.14)

Jj=i+1
1=1,...,n

Neka je jo € {1,...,n} takav da

1y (jo)| = max ly(5)| > 0.

J* yeens Tl
Ubacujuéi to u (3.14), za i = jp imamo

Jo—1

[ Allajogol < Z lagos] + [Al Z |@jojl-

J=Jjo+1
Ako sada pretpostavimo da je |A| > 1, tada iz prethodnog imamo

Jo—1

|ajogol < | ’ Z |ajos| + Z lazo;] < Z |ajosl,

Jj=jo+1 J#Jo

Sto je kontradiktorno sa svojstvom stroge dijagonalne dominantnosti matrice A. Stoga
zakljucujemo da za svaku svojstvenu vrijednost A matrice Ggg vrijedi || < 1, Sto povladi
da je i p(Ggs) < 1, pa prema Teoremu 3.2.1, Gauss—Seidelova metoda konvergira za
svaku pocetnu iteraciju. O

Teorem 3.2.6 ([18]). Ako je matrica A hermitska i pozitivno definitna, tada Gauss—
Seidelova metoda konvergira za svaku pocetnu iteraciju xg.
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Dokaz. Neka je A proizvoljna svojstvena vrijednost matrice Ggg i neka je y # 0 odgo-
varajuéi svojstveni vektor. Tada ponovo imamo

Uy = XD — L)y, (3.15)
pa ako toj jednakosti dodamo —AUy s lijeve i desne strane, vrijedi
(1-=MNUy=AND—-L—-U)y=\Ay. (3.16)
S druge strane je, zbog (3.15)
Ay=(D—-Lyy—-Uy=(1—-X)(D—-L)y. (3.17)

Pomnozimo sada (3.16) skalarno sa Ay, a (3.17) sa y, i oduzmimo prvu jednadzbu od
druge, tada vrijedi

(1= [AP)(Ay,y) = (1 = N((Dy, y) — (Ly,y) — (Uy, \y)). (3.18)

Promatramo sada samo zadnji izraz u prethodnoj jednakosti. Zbog hermiticnosti ma-
trice A vrijedi da je U* = L, zbog pozitivne definitnosti D > 0, a zbog (3.15) vrijedi da
je ALy = ADy — Uy, pa imao

(Uy,\y) = (y,ALy) = (y,ADy) — (y,Uy) =
= (Dy,\y) — (Ly,y)-

Uz ovu jednakost, (3.18) ima oblik

(1—[A*)(Ay,y) = (1—=XN({(Dy,y) —(Ly,y) — (Dy, \y) + (Ly,y)) =

odakle zbog (Ay,y) > 01 zbog A # 1 (buduéi da bi iz (3.16) za A = 1 slijedilo da je
Ay = 0, sto je kontradiktorno sa svojstvom pozitivne definitnosti matrice A), slijedi

(Dy,y)
(Ay,y)

Znagi za svaku svojstvenu vrijednost A od Ggg vrijedi da je |A| < 1, pa to vrijedi i za
svojstvenu vrijednost koja ima maksimalnu apsolutnu vrijednost, odnosno p(Ggs) < 1,
iz ¢ega prema Teoremu 3.2.1 slijedi da Gauss—Seidelova metoda konvergira za svaku
pocetnu iteraciju. O

1- A% = I1T— X% >o0.

3.2.3 JOR metoda

Jacobi overrelaxation, ili skra¢eno JOR metoda je modifikacija Jacobijeve metode sa
svrhom poboljSanja konvergencije, odnosno svodenja spektralnog radijusa matrice itera-
cije na minimum. Ako je matrica A matrica sustava kojeg zelimo rijesiti, tada kao i kod
Jacobijeve metode, pretpostavljamo da je a; # 0 za i =1,...,n, i da matricu mozemo
rastavitina A = D—L—U, pri ¢emu je D dijagonala matrice A, a L i U strogi donji i stro-
gi gornji trokut od A. Promatrajmo sada novi rastav A = w™ 1D — (1 -w)w™'D—L-U,
za w € R, tako da vrijedi

1—w

M=-D ~ N=—=D+L+U.
w

1
w
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Sada mozemo definirati matricu iteracija G jorw = M ~1N i vektor kao
Giorw=1-wW) I +wD ™ML+ U)=(1-w) +wGy, frorw=wD'b. (3.19)
Iteracije tada izgledaju kao
zp=[(1 = w) [ +wD (L4 U)|zp_1 +wD . (3.20)

Time smo zapravo dobili tezinski prosjek izmedu prijasnje iteracije i izracunate Jacobi-
jeve iteracije, jer se iteracije mogu zapisati kao

zp =1 —-wzp_1 +w(Grrr—1 + f7). (3.21)

Po komponentama, iteracije imaju oblik

w1(i) = (1= w)ap 1 () + o | =S agzea()+b: |, =1, (322)
Y\ A
Osnovna ideja je izabrati koeficijent w tako da ubrza konvergenciju iteracija, i to tako
da konvergencija bude najbrza moguca.

Najcesce se pod “overrelaxation” podrazumijeva JOR postupak za svako w # 0, ali
ima i podjela na “overrelaxation” za w > 1 i “underrelaxation” za w < 1. Primijetimo
da za w = 1 dobivamo prije definiranu Jacobijevu metodu.

O konvergenciji JOR metode govore nam sljedeéi teoremi.

Teorem 3.2.7 ([34]). Ako Jacobijeva metoda konvergira za svaku pocetnu iteraciju xo,
onda za proizvoljno w € (0, 1] konvergira i JOR metoda i to za svako xg.

Dokaz: Neka je A proizvoljna svojstvena vrijednost Jacobijeve matrice G ;. Tada zbog
konvergencije Jacobijeve metode za svako xg, na osnovu Teorema 3.2.1, slijedi

Al < 1.

Matrica iteracije JOR metode G jor, je oblika (3.19), pa je njezina svojstvena vrijednost
oblika
p=1—w+w
Neka je A = a + 13, za o, 3 € R, i 12 = —1. Tada zbog |\| < 1 slijedi da je o + 3% < 1
i a? < 1. Zbog prethodno recenog i zbog ¢injenice da je 1 —w > 0, vrijedi
) = (1 -w+twa)?+w?p?<
< (1—w)?+ 201 —w)la| +w?(e®+ 6% <
< l-w+2wl-w+?=01-wt+w?=1.

Odavde slijedi da je p(Gjorw) < 1, pa prema Teoremu 3.2.1, JOR metoda konvergira
za svaku pocetnu iteraciju. ]

Teorem 3.2.8 ([34]). Neka je A hermitska pozitivno definitna matrica i neka Jacobi-
jeva metoda konvergira. Tada konvergira i JOR metoda za

2
0< < —<2
WsToa T

gdje je A <0 nagmanja svojstvena vrijednost Jacobijeve matrice G ;.
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Dokaz: Nekasu \;, i =1,...,n svojstvene vrijednosti matrice G ;. Zbog konvergencije
Jacobijeve metode iz Teorema 3.2.1 slijedi da je |\;| < 1 za sve i = 1,...,n. Kako su,
zbog hermiti¢nosti matrice Gy = D~1(L + L*), §to pak slijedi iz hermiti¢nosti matrice

A, sve \; realni brojevi i
n

Oztr(GJ):Z)\i

i=1

slijedi da nisu sve \; pozitivne, te vrijedi

A= min A\ <0.

i=1,..,n
Ponovo vrijedi da su svojstvene vrijednosti matrice G jor . oblika
wi=1—w(l—2XN), 1=1,...,n.
Kako je prema uvjetima teorema
O<w(l-MN)<2, i \<1l, zai=1,...,n

slijedi
O<wl—-XN) <w(l-2X) <2,

odnosno
—1 <,ui:1—w(1—)\i) <1,

odakle je p(Gjorw) < 1, pa prema Teoremu 3.2.1 JOR metoda konvergira za svaku
pocetnu iteraciju. [

Teorem 3.2.9 ([34]). JOR metoda ne konvergira za
w<0, 1 w>2.

Dokaz: Iz definicije (3.19) matrice G jor,, vidimo da je

n
tr(Grorw) =n(l —w) =,
i=1
pri ¢emu su p; svojstvene vrijednosti matrice G joR o, imamo

n
n|l —w| < Z il < np(Grorw)-
=1

Dakle,
p(Gorw) > |1 —wl,

odakle se vidi da je za w < 0iw > 2 p(Gjorw) > 1, iz Cega, prema Teoremu 3.2.1,
slijedi tvrdnja teorema. O
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3.2.4 SOR i SSOR metode

Succesive overrelaxation, ili skraceno SOR metoda je, u ovom sluc¢aju modifikacija
Gauss—Seidelove metode sa svrhom poboljSanja konvergencije. Ako je matrica A matri-
ca sustava kojeg zelimo rijesiti, pretpostavljamo da je a;; # 0 za i =1,...,n, i da je
A=D—L—U, priéemu je D dijagonala matrice A, a L i U strogi donji i strogi gornji
trokut od A. Pononovo, promatramo novi rastav A = w™!D — (1 —w)w™'D ~ L - U,
za w € R, ali ovaj puta uzimamo da su

1 1
M=-D-IL, N=-"YDyu.
w w

Sada mozemo definirati matricu iteracija Gsorw = M ~1N i vektor, kao
Gsorw = (D —wL)'[(1—w)D +wU], fsorw =w(D —wL)'b. (3.23)
Iteracije tada izgledaju kao
zp = (D —wL) (1 —w)D + wU]zp_1 +w(D — wL)™tb. (3.24)

Ako iteracije rastavimo po komponentama, tada za i = 1,...,n one imaju oblik

zp(i) = (1 — w)xg_1(7) —i—w— Zal]xk Z aijre—1(7) +0() | . (3.25)

a;
0 j=it1

Time smo, kod SOR metode, zapravo dobili da je komponenta novog vektora jedna-
ka tezinskom prosjeku izmedu komponente prijasnje iteracije i izra¢unate komponente
Gauss-Seidelove iteracije, jer se iteracije po komponentama mogu zapisati kao

(i) = (1 = w)ag_1 (i) + w(z 7% (i), (3.26)
(GS

gdje je x;, )(z) i-ta komponenta vektora dobivenog primjenom jedne Gauss-Seidelove
iteracije nad vektorom xj_.

Ponovo je osnovna ideja izabrati koeficijent w takav da ubrza konvergenciju iteracija,
i vrijede iste podjele na “overrelaxation” i “underrelaxation”. Primijetimo da za w =1
dobivamo prije definiranu Gauss—Seidelovu metodu.

Ako pretpostavimo da je matrica sustava A realna simetri¢na ili kompleksna her-
mitska, tada se mogu definirati simetri¢ne ili hermitske verzije Gauss—Seidelove i SOR
metode. Simetri¢nu verziju SOR metode nazivamo Symmetric succesive overrelaxation
metodom ili skra¢eno SSOR, a ona izvodi dva SOR koraka zajedno tako da rezultirajuca
matrica iteracije bude nalik hermitskoj matrici. Preciznije, prvi SOR korak se izvodi kao
kod (3.25), ali u drugom SOR koraku nepoznanice se ra¢unaju u obrnutom poretku. To
znaci, da je jedan SSOR korak ekvivalentan jednom SOR koraku u naprijed, kojeg slijedi
jedan SOR korak unazad. Slicnost SSOR matrice sa hermitskom, omogucava upotrebu
SSOR metode za prekondicioniranje hermitskih sustava. To je zaista i glavna motivacija
za koristenje SSOR metode, buduéi da njena stopa konvergencije sa optimalnim izborom
vrijednosti za w je obitno manja nego stopa konvergencije SOR metode sa optimalnim
w. Ako definiramo My = w™'D — L i My = w™'D — U, tada rjesavamo sljedec¢a dva
uzastopna problema

Mizg_1o = Nixgp—1+b, Ni=DM —A,
Mozr = Noxp_12+b, Nop=DMy— A,
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odakle je
z, = My "NoM[ ' Nywg 1 + (My ' No Myt + My )b

Ako u prethodnu iteraciju uvrstimo prave vrijednosti za My, N1, My i N2 tada dobivamo
konac¢an oblik SSOR iteracije

ry = (D—wU) (1 -w)D+wL)(D—wL) (1 —-w)D +wU]zk_1 +
+w(2 —w)(D —wU) 'D(D —wL)™ ', (3.27)

iz Cega se vidi da je

Gss0rw = (D —wU) (1 —w)D +wL](D — wL)'[(1 — w)D + wU], (3.28)

fssorw = w(2 —w)(D —wU)"'D(D —wL)™'b. (3.29)

Ako zelimo dobiti to¢an oblik matrice prekondicioniranja koju inducira SSOR metoda,
tada najprije (3.27) trebamo svesti na oblik

MssoRrwrr = NssorwTk—1 + b,

pri ¢emu je onda Mgsor,. trazena matrica. Mnozenjem (3.27) sa 1/w(2 — w)(D —
wL)D~Y(D — wU), kako bi matricu uz b sveli na identitetu, dobit ¢emo da je matrica
prekondicioniranja upravo oblika

1

—_— —w -1 —wU). .
02— w) (D LYD (D U) (3.30)

Mssorw =

Ovakvo prekondicioniranje ponekad se koristi sa CG metodom za hermitski pozitivno
definitni problem. Za w = 1 dobivamo simetri¢cnu Gauss-Seidelovu metodu, kod koje je

Mgsgs = (D — L)D™Y(D - U).

SSOR. matrica prekondicionioniranja dana je u svom faktoriziranom obliku, pa tako
ovakav nacin prekondicioniranja dijeli mnoga svojstva drugih metoda bagziranih na fak-
torizaciji, koje ¢e biti prezentirane u sljede¢em odjeljku. Primijetimo da je D — wL
donje trokutasta matrica, a D — wU gornje trokutasta matrica, pa zbog toga na SSOR
postupak mozemo gledati kao na LU faktorizaciju matrice prekondicioniranja, odnosno
imamo

Mssorw = LssorwUssoORw,
gdje su
1

L =(D—-wL)D™! U = —
§SORw = (D —wL)D™", SSORw = S5 3

(D —wl).

Matrica Lssorw je jediniéna donje trokutasta matrica, a Ussor,. je gornje trokutasta.
Zmnaci za izracunavanje w = M S_Slo R treba rijesiti dva uzastopna trokutasta problema

Lssorwz = v
Ussorww = z.
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Analiza SOR metode

Analizi konvergencije SOR metode posvetit ¢emo malo vise paznje, buduéi da se ona
i najcesée koristi, od svih metoda spomenutih u ovom odjeljku. Konvergenciju ¢emo
promatrati za nekoliko standardnih tipova problema. Najprije, pogledajmo kada SOR
metoda, u opéenitom slucaju, ne konvergira.

Teorem 3.2.10 ([34]). SOR metoda ne konvergira za

w<0, 1 w>2.
Dokaz:  Ocito je da za SOR matricu (3.23) vrijedi

det(Gsorw) = (det(D—wL)) tdet((1—w)D +wlU) =
= (det(D))"}(1 —w)"det(D) = (1 — w)",
jer su D —wL i (1 —w)D + wU donja i gornja trokutasta matrica. Kako je
(p(Gsore))" = [TIN| = [det(Gsorw)| = 1 = w[,

i=1

gdje su A; svojstvene vrijednosti matrice Gsorw, onda je
p(Gsorw) > |1 —wl.

Prema Teoremu 3.2.1 SOR metoda konvergirat ¢e ako i samo ako je p(Gsorw) < 1, pa
ako imamo da je |1 — w| > 1, tada SOR metoda neée konvergirati. Ovaj uvjet bit ¢e
ispunjen ako i samo ako je w < 0iw > 2. O

Iz ovog teorema se vidi da za opcéenite matrice vrijedi, ako SOR metoda konvergira, tada
za w mora vrijediti w € (0,2). Slijedi analogon Teorema 3.2.6, samo za SOR metodu.

Teorem 3.2.11 ([34]). Neka je A hermitska pozitivno definitna matrica. Tada SOR
metoda konvergira za w € (0, 2).

Dokaz: Neka je X proizvoljna svojstvena vrijednost SOR matrice Gsor, i neka jey # 0
odgovarajuéi svojstveni vektor. Tada vrijedi

GsorwY = Ay,

odnosno

[(1—w)D+wU)y=AD —wL)y. (3.31)
Za lijevu stranu jednakosti (3.31), direktnim ra¢unom dobivamo
2l —w)D+wlU]=(2-w)D —wA+w(U — L),
a za desnu stranu vrijedi
2(D—-wl)=(2-w)D+wA+w(U —L).
Koristeé¢i se time, uz ¢injenicu da je zbog hermiti¢nosti matrice A L = U*, poslije
skalarnog mnozenja sa y, iz (3.31) dobivamo
(2 —w)(Dy,y) —w(Ay,y) + (U = U )y, y) =
= A2 =w)(Dy,y) +w(Ay,y) +w(U = U")y,y)]. (3.32)
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Bududi da je A pozitivno definitna matrica, vrijedi da je a; > 0 za svakoi =1,...,n,
a kako je y # 0 imamo
(Ay,y) >0, (Dy,y) >0,
Matrica U — U* je antihermitska pa je ((U — U*)y,y) ¢isto imaginarni broj ili nula.
Definirajmo
d=(Dy,y), a=(Ayy), w={(U-U"yy)),
gdje je 1 = v/—1. Sada (3.32) glasi

(2 —w)d —wa+ wu = A[(2 —w)d + wa + wul,

odakle je
(2 —w)d —wa + wu

A= .
(2 —w)d+wa + wu

Imaginarni dijelovi brojnika i nazivnika u izrazu za A su jednaki, pa je |A| < 1 ako i
samo ako je
(2 —w)d + wa| > |(2 —w)d — wal,

§to je, nakon kvadriranja, ekvivalentno sa
dw(2 —w)da > 0.
Nadalje, buduéi da su d > 01ia > 0, to ¢e vrijediti ako i samo ako je
w2—-w) >0,

sto se postize ako i samo ako je w € (0,2). Za takav izbor omega, za proizvoljni A vrijedi
Al < 1, pa ¢e vrijediti i p(Gsorw) < 1, odakle prema Teoremu 3.2.1 SOR metoda
konvergira za svaku pocetnu iteraciju. O

Matrice sa posebnom strukturom

U praksi se pokazuje, da mnoge matrice koje dolaze iz konkretnih parcijalnih diferen-
cijalnih jednadzbi imaju posebnu strukturu. Zato ¢emo se usredotociti na matrice koje
imaju odredeni raspored nula medu svojim elementima. Za takvo nesto koristit ¢emo
terminologiju iz teorije grafova, Sto se pokazalo kao korisno sredstvo za rad sa takvim
matricama. Najprije ¢emo definirati nekoliko pojmova.

Definicija 3.2.12. KazZemo da je G = {V,E} orijentirani graf n x n matrice A, ako je
V={1,....,n} i(i,j) €E zai,j €{1,...,n}, i # j, ako i samo ako je a;; # 0.

Definicija 3.2.13. Za n x n matricu A sa usmjerenim grafom G = {V,E} kaZemo da
zadovoljava svojstvo A ako postoji particija V. =S; USs, kod koje je S NSy = 0, takva
da za svako (i,j) €E, ilit €Sy, j €S, ili j €Sy, 1 € Ss.

Alternativnu definiciju svojstva A daje sljedeéi teorem.

Teorem 3.2.14 ([12]). Matrica A zadovoljava svojstvo A ako i samo ako je A dijago-
nalna matrica, ili postoji matrica permutacije P takva da P~'AP ima oblik

[ Z} 52 ] , (3.33)

gdje su D1 i Do kvadratne dijagonalne matrice.
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Dokaz: Ako matrica A zadovoljava svojstvo A, tada ako je jedan od skupova S; i So
prazan, A je dijagonalna. U suprotnom slucaju treba poredati retke i stupce od A tako,
da se najprije izredaju indeksi iz Sy, iza kojih slijede indeksi iz So. Iz Definicije 3.2.13
gdje se definiraju skupovi S; i Sg, slijedi da ¢e tada dva dijagonalna bloka reda card(S;)
i card(S2) biti dijagonalne matrice.

Obrnuto, ako se A moze ispermutirati u oblik (3.33), tada uzmimo da je S; skup
indeksa koji odgovaraju prvom dijagonalnom bloku, a da je So skup indeksa koji odgova-
raju drugom dijagonalnom bloku. Tada S; i Sg zadovoljavaju svojstva koja se zahtijevaju
u Definiciji 3.2.13. O

Mnoge matrice dobivene diskretizacijom parcijalnih diferencijalnih jednadzbi zado-
voljavaju svojstvo A. Na primjer, takva matrica je matrica koja dolazi iz aproksimacije s
5 tocaka Poissonove jednadzbe na kvadratu, pomoéu konacnih diferencija. Ako évorove
na mrezi numeriramo na crveno—crni na¢in, poput polja na Sahovskoj ploc¢i, tada dobi-
vamo matricu oblika (3.33). Dakle, isplati se posebno promatrati matrice sa svojstvom
A i njihovo ponasanje u SOR procesu, §to nam je sljedeéi korak.

Najprije ¢amo iznijeti nekoliko pomoc¢nih definicija i tvrdnji, koje ¢e nam biti po-
trebne u teoremima o konvergenciji. Zapo¢nimo prvo sa definicijom jos jednog pojma,
vezanog uz orijentirani graf matrice.

Definicija 3.2.15. Za danu n X n matricu A, kaZemo da je u € Z™ vektor uredaja,
ako za mjegove komponente vrijedi |u(i) — w(j)| = 1 za svako (i,7) € E. Stovise, u je
kompatibilan vektor uredaja ako, uz ostalo zadovoljava ¢

i>i+1 = (i) —u(j) = +1,
i<j—-1 = @) —u(j)=-1

Lema 3.2.16 ([24]). Ako za matricu A postoji vektor uredaja, tada postoji matrica
permutacije P takva da za matricu A = PAP™' postoji kompatibilan vektor uredaja.

Dokaz: Svaka transformacija sli¢nosti sa matricom permutacije je zapravo preindeksira-
nje varijabli. Dakle, orijentirani graf matrice A je graf G = {m(V),n(E)}, gdje je m odgo-
varajuca permutacija skupa {1, 2,...,n}. Drugim rije¢ima, 7(V) = {n(1),7(2),...,7(n)},
i(m(i),n(j)) € w(E) ako i samo je (i,7) € E.

Neka je u vektor uredaja, koji postoji prema pretpostavci leme, i neka je v(i) =
uw(n71(i)), i =1,...,n gdje 77! inverz permutacije 7. Buduéi da iz (i,5) € 7(E) slijedi
(771(i),771(j)) € E, tada prema definiciji vektora uredaja vrijedi da je |u(7=1(i)) —
u(n71(4))| = 1. Prema konstrukciji vektora v, slijedi da je [v(i) — v(j)| = 1, odakle je v
vektor uredaja matrice A.

Izaberimo permutaciju 7 takvu da je v(1) < v(2) < --- < v(n), sto odgovara situaciji
u(r1(1)) < u(m 1(2) < --- < u(r"1(n)) koja se uvijek moze izvesti. Neka je dan
ureden par (i,7) € w(E), i« > j + 1, ¢ime dobivamo da je v(i) — v(j) > 0, a kako je v
vektor uredaja, tada mora biti v(i) — v(j) = 1. Na isti nacin, iz (i,j) € 7(E), : < j — 1,
slijedi da je v(i) — v(j) = —1. Prema tome mozemo zakljuciti da je v kompatibilan
vektor uredaja. ]

Vaznost definicije pojma vektora uredaja izrazena je u sljedeéem rezultatu.

Lema 3.2.17 ([24]). Matrica A zadovoljava svojstvo A ako i samo ako za nju postoji
vektor uredaja.
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Dokaz: Pretpostavimo prvo da matrica A zadovoljava svojstvo A i uzmimo vektor u
¢ije su komponente definirane sa

N 1, 1 €Sy, .
U(Z)_{2, i €Sy i=1,...,n.

Za svako (i,j) € E indeksi ¢ i j pripadaju razli¢itim skupovima, pa je zbog toga u(i) —
u(j) = +1, odakle mozemo zakljuciti da je u vektor uredaja.

Kako bi dokazali obrat, pretpostavimo da za matricu A postoji vektor uredaja u i
neka su

S1 ={i € V: u(i) je neparan}, Se ={i € V: u(i) je paran}.

Jasno je, da je u tom slucaju S1USy = Vi S1 NSy = 0, pa je zbog toga {S1, Sy} particija
skupa V. Za bilo koje i,j € V takve da je (i,7) € E iz Definicije 3.2.15 vektora uredaja
slijedi da je u(i) —u(j) = £1. Drugim rije¢ima, brojevi u(7) i u(j) moraju biti razli¢itog
pariteta, pa prema gornjoj konstrukciji slijedi da ¢ i j pripadaju razli¢itim skupovima
particije. Dakle, matrica zadovoljava svojstvo A. O

Napomenimo, da ako matrica A zadovoljava svojstvo A, da tada matrica A= P1AP,
koja ima oblik (3.33), ima kompatibilni vektor uredaja.

Postojanje kompatibilnog vektora uredaja je uzrok mnogih zanimljivih svojstava
martrica, koja su od velike vaznosti za ponasanje SOR metode.

Lema 3.2.18 ([24]). Ako za matricu A postoji kompatibilni vektor uredaja, tada je
funkcija
1
g(s,t):det(tL+tUsD>, seR, te R\ {0}

neovisna o t.

Dokaz: Buduéi da A i H(s,t) = tL + (1/t)U — sD dijele isti raspored nula za sve
t # 0, tada prema definiciji slijedi da je svaki kompatibilni vektor uredaja matrice A
takoder i kompatibilni vektor uredaja matrice H(s,t). Specijalno, mozemo zakljuciti da
za matricu H (s,t) postoji kompatibilni vektor uredaja.

Prema definiciji determinante je

g(S,t) = Z (_1)‘7T| Hhi,ﬁ(i)(‘s?t)’
melly, =1

gdje su h;j(s,t) elementi matrice H(s,t), II,, skup svih permutacija na skupu {1,...,n}
i |7| predznak permutacije 7 € II,,. Kako je

hij(sa t) _ —tai_jSl_‘Ui_j|aija 1,7 =1,...,n,
pri cemu je
+1, >0,
g] = —1, l < O,
0, =0,

mozemo zakljuciti da je

n

gls,t) = (~1)" 3 (~)rlgre@mne @ g [ a, 0, (3.34)

mell, i=1
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gdje nr(m) i ny(m) oznacavaju broj elemenatai € {1,...,n} takvih da suredom ¢ > 7 (i),
odnosno i < 7(3).

Neka je u kompatibilan vektor uredaja matrice H(s,t), za kojeg znamo da postoji,
i izaberimo proizvoljnu permutaciju © € II, takvu da je (jer radimo sa regularnim
matricama, takva permutacija mora postojati)

a1,7(1)s @2,7(2)5 « + + s An,m(n) 75 0.
Tada su svi parovi (i,7(i)), i = 1,...,n u E. Iz defincije slijedi
np(m) = Y [u(@) —u(@(@)], o) =Y [u(x(@) - u@),
(1)<t w(i)>1

odakle je

ny(m) —ny(r) = Y [uli) = u(r(@)] = Y [w(@) —u(x(@)] =Y uli) =Y ul(i).

()i i=1 i=1 i=1

Kako je m permutacija skupa {1,...,n}, onda je

n n

> i) =Y u(w(i)

i=1 i=1
ing(m) —ny(r) =0 zasve m € 11, takve da je a; ;) # 0 za sve i = 1,...,n. Zato

n n

grem—nu (@) H Ui (i) = H i, r (i) 7 € Uy,

i=1 i=1

iiz (3.34) slijedi da je g(s,t) neovisan o t € R\ {0}. O

Napomena: Prema Lemi 3.2.17, Lemi 3.2.16 i Lemi 3.2.18, slijedi da ako matrica A
zadovoljava svojstvo A, tada postoji matrica permutacije P takva da matrica P~1AP
zadovoljava

det(L +U — sD) = det(tL +t 'U —sD),  tcR\{0}. (3.35)

Sada ¢emo napokon iznijeti niz rezultata o svojstvenim vrijednostima i konvergenciji
SOR metode, vezanih uz matrice koje zadovoljavaju svojstvo A, odnosno za koje vrijedi
tvrdnja Leme 3.2.18.

Teorem 3.2.19 ([12]). Pretpostavimo da matrica A =D — L —U zadovoljava svojstvo
(3.35). Tada vrijede sljedeca svojstva:

(i) Ako je p svojstvena vrijednost Jacobijeve matrice Gy, tada je i —p svojstvena
vrijednost od Gy sa istom kratnosti.

(i1) Ako je A = 0 svojstvena vrijednost SOR matrice Gsorw, tada je w = 1.
(i1i) Ako je X # 0 svojstvena vrijednost od Gsorw 2a neko w € (0,2), tada je

A tw-—1

—i7 (3.36)

svojstvena vrijednost od G j.
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(iv) Ako je u svojstvena vrijednost od Gy i A\ zadovoljava (3.36) za neko w € (0,2),
tada je A svojstvena vrijednost od GsoRw-

Dokaz: 1z svojstva (3.35) sa t = —1, imamo da je za bilo koji broj p,
det(Gy —pI) = det(DY(L+U) —pul) =det[D"L +U — uD)] =

1
= qeip LU —pD) = a0

_ (_1)n _ (_1\n —1 _
= detD(L—I—U+,uD)—( 1)"det(D"(L+U)+pl) =
= (—1)"det(Gy + pl).

det(—L —U — uD) =

Bududi da su svojstvene vrijednosti od Gy brojevi za koje je det(G;—ul) = 0, a njihove
kratnosti su takoder odredene karakteristi¢nim polinomom, dobivamo tvrdnju (3).
Primijetimo da matricu Gsor,. mozemo napisati na drugaciji nacin,

GSOR,w = (D — wL)_l[(l — w)D —l—wU] =
= (I-wD'L)™'D7'D[1 —w)I +wD™'U] =
= (I-wD 'L)7M(1 -w)I+ DU (3.37)

Buduéi da je matrica I —wD 'L donje trokutasta sa jedinicama na dijagonali, njezina
detrminanta je jednaka 1, tako da za bilo koji broj A imamo

det(Gsorw — M) = det[(I —wD L) (1 —w) +wD U] - ] =
det[(1 —w)[ +wD'U — NI —wD™'L)]. (3.38)
Ako je A = 0 svojstvena vrijednost od Gsor,, tada slijedi da je
det[(1 — w)I +wD U] = 0.
Kako je ta matrica gornje trokutasta sa (1 —w) na dijagonali, zakljucujemo da je
det[(1 —w)[+wD U] = (1 -w)" =0,

i da je w =1, ¢ime smo pokazali tvrdnju (7).
Za \ # 0, iz jednakosti (3.38) slijedi

det(Gsore — M) = deiD det [(1 = w— A)D + wU + AwL] =
= A(;ng et [WD F A2 4 Al/ZL] .
Koristeéi svojstvo (3.35) za t = A1/? imamo
det(Gsorw — AI) = /\(:e/jgn det [1 ;1(72; )\D + U+ L] —
= A2 det (Dl(L +U) - %I) -
= A"2u" det (G = )\;72;1]) . (3.39)

Iz ovoga slijedi da ako je A # 0 svojstvena vrijednost od Gsorw 1 ako p zadovoljava
(3.36), tada je p svojstvena vrijednost od G ;. Obrnuto, ako je u svojstvena vrijednost
od Gy i ako A\ zadovoljava (3.36), tada je A svojstvena vrijednost od Gsor. Time
smopokazali tvrdnje (4ii) i (iv). O
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Korolar 3.2.20 ([12]). Kada matrica sustava A zadovoljava svojstvo (3.35), tada je
p(Gas) = [p(GJ)]*.

Dokaz: Kako je Ggs = Gsor,1, kad u (3.36) uvrstimo w = 1 onda se ona svodi na
W= )\1/2'

Ako su sve svojstvene vrijednosti od Ggg jednake nuli, tada je Ggs = (D — L)~'U = 0,
odakle slijedi da je U = 0. Kao posljedicu toga, imamo da je Gy = D~'L strogo donje
trokutasta matrica, sa nulama na dijagonali. Prema tome, u toj situaciji i sve svojstvene
vrijednosti od Gy su jednake nuli pa je p(Ggs) = 0 = [p(Gj]?. Ako postoji svojstvena
vrijednost A od Ggg, razlic¢ita od nule, tada prema tvrdnji (74i) Teorema 3.2.19 slijedi da
postoji svojstvena vrijednost p od G, takva da je p = A\/2. To vrijedi i za A za koji je
I\l = p(Ggs). Odavde slijedi da je [p(G1)]? > p(Gas). 1z tvrdnje (iv) Teorema 3.2.19
slijedi da ne postoji svojstvena vrijednost p od Gy, takva da je |u|? > p(Ggs), jer kad
bi postojala takva svojstvena vrijednost j, tada bi A = p? bila svojstvena vrijednost od
Gas sa |\ > p(Ggs), sto je kontradiktorno sa definicijom spektralnog radijusa. Dakle

p(G)? = p(Gas)- O
Prema ovom korolaru Gauss—Seidelova metoda dvostruko brze konvergira nego Jacobi-
jeva.

Sljedeéi teorem govori o optimalnoj vrijednosti parametra w kod SOR metode, i
odgovarajucoj optimalnoj stopi konvergencije.

Teorem 3.2.21 ([12]). Pretpostavimo da matrica A zadovoljava svojstvo (3.35), da
G ima samo realne svojstvene vrijednosti, i da je p, = p(Gy) < 1. Tada SOR metoda
konvergira za svako w € (0,2), i spektralni radijus SOR matrice je

2
1 2 _ _
p(Gsorw) =14 1 [w”“ Vwp)? — Afw 1)} 200 <w s wopt, (3.40)
w—1 20 Wopt < w < 2,

gdje je wopt, optimalna vrijednost od w, jednak

2

Wopt = —————.
L+ 4/1=p2

Za bilo koju drugu vrijednost od w, imamo

P(GSORwop) < P(G5ORw), W € (0,2) \ {wopt}- (3.42)

Dokaz: Napomenimo najprije da matrica Gy moze imati sve svojstvene vrijednosti
realne u slucaju kad je, na primjer, matrica A hermitska.
Rjesavanje jednadzbe (3.36) po A, za proizvoljni w, rezultira sa

1

A= (wu +/(wp)? — 4w — 1))2. (3.43)

Iz Teorema 3.2.19 slijedi da ako je u svojstvena vrijednost od G, tada su oba korijena
A svojstvene vrijednosti od GsoR,w-
Buduéi da je p realan, izraz unutar kvadratnog korijena u (3.43), za u # 0, je

negativan ako
2(1 —+/1—p?) e 2(1++/1—p?)
5 .
1

w
12

(3.41)
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Kako je |u| < 1, to znadi da je

2(1++/1—p?) 59
2 )

I

pa kako za w > 2 znamo sa SOR metoda ne konvergira, nas interesiraju samo w < 2.
Dakle imamo da je taj izraz negativan ako

21— V1— 42

wy = <w < 2,
u 2
i u tom slucaju je
1 2
A= g |en s Vion? —4w-1)| =

1

= 4l + (W)’ = 4w -1l =
1

= glwn)? +4w = 1) = (wp)’] =

= w-1, w € (Wy,2).

Za p = 0 je izraz pod korijenom u (3.43) jednak —4(w — 1), a w, = 1. U oba slucaja,
za w > wy, i w < wy, je [N = |w—1]. Zato, u slucaju da je G; = 0, kada su joj sve
svojstvene vrijednosti jednake nuli, p(Gsorw) = |w — 1] < 1 za w € (0,2) , Wopt = 1
odakle slijedi da je p(G'SORwo) = 0 < p(Gsorw) za w € (0,2) \ {0}, ¢ime je za G; = 0
tvrdnja teorema dokazana. Od sada pa na dalje ¢emo pretpostaviti da postoji svojstvena
vrijednost p od Gy razli¢ita od nule, i upravo nju ¢emo promatrati.

U preostalom intervalu (0,w,], za w € (0,w,], oba korijena A su pozitivna, a veci od
njih je oblika

el - VERPE G- D], wew) (3.44)

Ova vrijednost je veca ili jednaka od w — 1 za w € (0,w,,], jer za taj interval, buduéi da
je izraz pod korijenom u (3.43) veéi od nule, imamo

1

7 [l + VERT 1w D) > el 2w -1

Definirajmo sada funkciju f(|x|) = wy, i nju derivirajmo po varijabli |;|. Dobivamo

6 — |u|* —4/1 — [uf?
|13/ 1 = ]2

te zatim pretpostavimo da je f'(|u|) < 0. To vrijedi ako i samo ako je

F(lul) =

6 — [pf* —4v/1 - |u2 <0,

$to je ekvivalentno sa |u| > +/5/2 > 1, ¢ime smo dobili kontradikciju sa pretpostavkom
teorema da je p(Gy) < 1. Dakle, w,, je strogo rastuca funkcija od ||, i imamo

2(1—/1=p}) 2

wy < =

= = Wopt -
Pi L+ /1—p2
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Oznacimo sada sa g(|u|), za p # 0 izraz u (3.44) za fiksni w € (0,w,], i uzmimo neku
svojstvenu vrijednost v od G, takvu da je |v| < |u|, te oznacimo sa A, = g(|p]) i Ay
odgovarajuce svojstvene vrijednosti od Gsogr.- Imamo dvije situacije. Mi znamo da je
wy < wy, ali ne znamo u kom se odnosu nalaze w i w,. U prvom slucaju, ako je w > w,
tada vrijedi

Al =w =1 < g(ul) = Ay,
sto smo veé prije pokazali. U drugom slucaju, ako je w < w,, tada je A\, = g(|v|),
i pretpostavimo da je A\, > A,. To je ekvivalentno sa sljede¢im nizom ekvivalentnih
nejednakosti:

W]+ V22 — 4w - 1) > wlp| + Ve uP 4w -1) =
0 <w(lul— W) < VoP—Aw—1) - Voluf —4w—1) =
Volp2 4w —1) < Vw2 —4w-1) =
|l < v,
Sto je kontradikcija sa izborom v. Dakle, i u tom slucaju ispada da je A, < A,. MoZemo
zakljuciti da, za w € (0,w,] i za |v| < |p| vrijedi [A,| < |Au|-

Odavde slijedi da svojstvena vrijednost A od Gsorw za koju je [N = p(Gsorw)
odgovara svojstvenoj vrijednosti p od G za koju je |u| = pp, jer je takva svojstvena
vrijednost ve¢a od onih koje odgovaraju svojstvenim vrijednostima matrice Gy sa ma-
njom apsolutnom vrijednosti |u|, ako je w € (0,wqp], ili je po apsolutnoj vrijednosti
jednaka svim ostalim za w € (wept, 2). Prema tome, mozemo zakljuciti da (3.40) vrijedi
za wop: danog sa (3.41).

Nadalje, ako opet definiramo funkciju h(w) koja je jednaka (3.44) za fiksni |u| = py,
tada ta funkcija poprima vrijednosti A(0) = 1 i h(wept) = wopr — 1 < 1. Derivacija te
funkcije po w za w € (0, wqpt) je oblika

piw—2

o wn =11

W) = 5 [wpat o =i 1)

Ako pretpostavimo da je h'(w) > 0, tada je
2
puw — 2
Pu+ >0,
Y Ve A - 1)

sto je opet ekvivalentno sa p, > 1. To je kontradikcija sa pretpostavkom teorema, pa
zaklju¢ujemo da je h(w), odnosno p(Gsorw) strogo padajuca funkcija od w na (0, wep).
Prema tome vrijedi

p(Gsorw) < h(0) =1, za w € (0,wopt,

p(Gsorw) =w—1<1, za w € (Wopt, 2),

odakle mozemo zakljuciti da SOR metoda konvergira za w € (0,2). Dalje, vrijedi

P(GSORwop) < P(GSORW); za w € (0,wopt],

P(GSORwop:) = 1 — wWopt < 1 —w, za w € (Wopt, 2),

¢ime smo pokazali 1 nejednakost (3.42). O
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Valja napomenuti da, bududi da izraz za w,,; sadrzi spektralni radijus matrice G ;, on
¢esto nije poznat, i tada je bolje da se on precijeni, nego da se podcijeni. Razlog tome
se vidi iz izraza za h' i Slike 3.1, jer je h'(w,,) = oo, pa lijevo od wept p(G'sORwW) PUNO

brze pada nego §to desno od wey; raste (tu je brzina jednaka 1).
p(Gsor,w)

0.8 - .

0.4 _

0.2 - _

0 | | | |
0 0.5 1 Wopt 1.5 2

Slika 3.1: Spektralni radijus SOR matrice za razli¢ite vrijednosti w € (0, 2).

3.2.5 Blok metode

Ponekad se javlja potreba za koristenjem blok matrica prekondicioniranja, obi¢no zbog
blok strukture same matrice sustava kojeg rjeSavamo. Prirodni odabir za takav pristup
je:

e U problemima sa vise fizickih varijabli po ¢voru diskretizacijske mreze, blok se
moze oformiti grupiranjem jednadzbi za jedan ¢vor.

e Kod strukturiranih matrica, kao kod matrica dobivenih iz parcijalnih diferenci-
jalnih jednadzbi na regularnim mrezama, gdje se particioniranje u blokove moze
zasnivati na fizickoj domeni. Primjeri ovakvog slucaja su particioniranje duz linija
u 2D sluc¢aju, ili duz ravnina u 3D slucaju.

e Kod paralelnih racunala prirodno je da se particioniranje varijabli podudara sa
raspodjelom varijabli po procesorima.

Najcesce se koristi blok-dijagonalna matrica prekondicioniranja, $to je osnova za blok
verziju Jacobijeve metode. Ona se moze dobiti iz particioniranja varijabli. Ako se skup
indeksa S = {1,...,n} particionira kao S = |, S;, pri ¢emu su skupovi S; medjusobno
disjunktni, tada definiramo matricu Mpy, ¢iji su elementi definirani sa

e — 4 @i ako su ¢ i j u istom indeksnom podskupu,
K 0, inace.
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Druga moguénost je definiranje blok-rastava matrice A = Dp — Lp — Up za istu
particiju varijabli, pri ¢emu je za Dp = [di;], Lp = [li;] 1 Up = [uj]

g — 4 @i ako su ¢ i j u istom indeksnom podskupu,
K 0, inace,

I ako su i € Sy 1 j € ;) za koje je p(i) > p(j),
K 0, inace,

w — | @i ako su i € Sp(;) 1j € Sp(j) za koje je p(i) < p(y),
Y00, inace.

Tada blok verziju Gauss—Seidelove metode mozemo definirati kao Mpgs = Dp — Lp
i Npgs = Up, kod koje kad trazimo inverz od Mpgs umjesto inverza dijagonalnih
elemenata, trazimo inverz male blok dijagonalne matrice koja se ¢esto moze lagano
direktno rijesiti.

Us pomo¢ prethodnog rastava, potpuno analogno kao i kod standardnih metoda,
mozemo definirati blok verzije JOR i SOR metoda.

3.3 Usporedivanje prekondicioniranja

3.3.1 Perron—Frobeniusova teorija

Sada ¢emo dati mali uvod u teoriju koja se bavi asimptotskom stopom konvergenci-
je jednostavnih iteracija, kada su upotrebljene sa odredenom klasom rastava matrice,
poznatim pod imenom regularni rastavi. Ta teorija se zasniva na radu Perrona i Frobe-
niusa na nenegativnim matricama, i dat ¢e nam neke pomocéne rezultate za usporedbu
regularnih rastava.

Definicija 3.3.1. Koristit ¢emo notaciju A > B (A > B) sa znacenjem da svaki ele-
ment realne matrice A je veéi ili jednak od (strogo veéi od) odgovarajuceg elementa od
B. Matrica sa (i,7)-tim elementom |a;;| bit ée oznacena sa |A|l. Za matricu A kaZemo
da je pozitivna (nenegativna) ako je A >0 (A>0).

Lema 3.3.2. Neka su A i B n x n matrice, i neka je v n-vektor. Tada vrijedi:
(i) |AF| < |A|* za sve k=1,2,....
(i) Ako je 0 < A < B, tada 0 < AF < B¥ za sve k =1,2, .. ..
(iii) Ako je A >0, tada AF >0 za sve k =1,2,....
(iv) Ako je A >0, v >0 iv nije nul-vektor, tada Av > 0.
(v) Akoje A>0,v>01iAv > av za neko a > 0, tada A¥v > oFv za sve k = 1,2, . ...

Dokaz: (i) Dokaz se izvodi matematickom indukcijom. Prvo, promatramo slucaj za
k = 2. Imamo

4% =

n
E a1 Q 5
=1

n
< Z laallai| = (A1),
=1
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za proizvoljne i,j = 1,...,n, pa mozemo zakljuciti da je |A2%| < |A|?>. Pretpos-
tavimo da tvrdnja (i) vrijedi za k = 2,3,... i provjerimo da li ona vrijedi i za
k+ 1.
n n
A 3 = 1Y (AR aar| <Y 1AM aal,
=1 =1

za proizvoljne i,j = 1...,n, odakle mozemo zakljuéiti da je |[AFT1| < |A¥||A|. 1z
ove nejednakosti i pretpostavke indukcije, slijedi

AR < |APF|A] = 1A
pa mozemo zakljuciti da tvrdnja (i) vrijedi za svako k.

Za k = 2, prema pretpostavci tvrdnje, vrijedi
n n

(A%)i = aga; <> buby = (B?)i,
1=1 =1

za proizvoljne i,j = 1,...,n, pa prema tome je 0 < A% < B?. Pretpostavimo da
tvrdnja (7i) vrijedi za k = 2,3, ..., pa imamo

n

(AFF) = Z(Ak)z’laz]‘ < Z(Bk)ilblja
=1

I=1
za proizvoljne ¢,7 = 1,...,n, odakle je
0 < Al < Bk — gk+1.

Tvrdnja (i) vrijedi za svako k.
Za k = 2, prema pretpostavci tvrdnje, vrijedi

2

(A2)ij = Zailalj > 0,
=1

za proizvoljne 4,7 = 1,...,n, odnosno A% > 0. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za k=2,3..., tada je

(A = Z(Ak)ilalj >0,
I=1

za proizvoljne 4,7 = 1,...,n, odnosno A**1 > 0, pa pretpostavka (iii) vrijedi za
svako k.
Zat=1,...,n imamo

n
(AU)Z‘ = Zaijvj.
j=1
Kako v nije nul-vektor, tada postoji jo € {1,...,n} takav da je v;, > 0 tada je
(AU)Z > (45,050 > 0.

Buduéi da ova nejednakost vrijedi za svaku komponentu vektora Av, tada imamo
da je Av > 0.
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(v) Za k = 2, prema pretpostavci tvrdnje, za i = 1,...,n vrijedi
n n n
(AQU)i = Zair <Z ars”s) < az QirUy < 0427)1'7
r=1 s=1 r=1
odakle je A%v < o?v. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za k = 2,3,..., tada, za
i=1,...,n,1iuz tvrdnju (i) samo sa “<”, imamo
n n n
(AkJrlU)i = Z(Ak)zr <Z ars”s) S aZ(Ak)irvr S akJrlvia
r=1 s=1 r=1

odakle je A¥T1y > o*+1ly, éime smo pokazali da tvrdnja (v) vrijedi za svako k.
O

Slijede nekoliko rezultata koji omoguéavaju usporedbu matrica.

Teorem 3.3.3 ([12]). Neka su A i B n x n matrice. Ako je |A| < B, tada p(A) <
p(|A]) < p(B).

Dokaz: 1z tvrdnji (i) i (i) Leme 3.3.2 slijedi da za svako k = 1,2,... imamo da je
|AF| < |Al* < B*, tako da Frobeniusove norme tih matrica zadovoljavaju

1/k 1/k 1/k

AR < AFIE® < 184 (3.45)
Buduéi da je prema Korolaru 1.5.8 spektralni radijus matrice C' jednak limy,_.. ||C¥]|'/¥,
gdje je || - || bilo koja matriéna norma, uzimanje limesa u (3.45) daje p(4) < p(|4]) <
p(B). O
Korolar 3.3.4 ([12]). Naka su A i B n x n matrice. Ako je 0 < A < B, tada p(A) <
p(B).
Korolar 3.3.5 ([12]). Neka su A i B n x n matrice. Ako je 0 < A < B, tada p(A) <
p(B).
Dokaz: Postoji broj

a= min M > 1,

B,5=1,m,0i 70 2045

takav da je za svake,j = 1,...,n, kada je a;; = 0, a;; = aa;j = 0 < b;j, odnosno kada je
ai; # 0 a;; < aazy < % < bj;. Dakle, postoji a > 1 takavdaje0 < A< aA < B. Iz
Korolara 3.3.4 slijedi da je p(B) > ap(A), tako da ako je p(A) # 0, tada p(B) > p(A).
Ako je p(A) = 0, definirajmo matricu C' koja na (1,1) poziciji ima element jednak
b1, > 0, a svi ostali elementi su jednaki nuli. Spektralni radijus te matrice je b1, pa
imamo C = |C| < B, pa je ponovo prema Korolaru 3.3.4 p(B) > b11 > 0 = p(A). O

Peron je dosao do vaznih rezultata za pozitivne matrice, od kojih éemo iznijeti neke

od njih.

Teorem 3.3.6 ([12]). Neka je A n x n matrica i pretpostavimo da je A > 0. Tada je
p(A) > 0, p(A) je svojstvena vrijednost od A, i postoji pozitivan vektor v > 0 takav da
je Av = p(A)v.
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Dokaz: 1z Korolara 3.3.5 slijedi da je p(A) > 0. Prema definiciji spektralnog radijusa,
postoji svojstvena vrijednost A od A, sa svojstvom |A| = p(A). Neka je v odgovarajuci
svojstveni vektor, razli¢it od nule. Imamo

p(A)|v] = |Al - |v] = [Av] = [Av] <[A] - |v] = Aol

tada je y = Alv| — p(A)|v] > 0. Ako je y nul-vektor, tada iz toga slijedi da je p(A)
svojstvena vrijednost od A sa nenegativnim svojstvenim vektorom |v|. Kada bi |v| imao
komponentu jednaku nuli, tada bi ta ista komponenta od A|v| morala biti jednaka nuli,
a bududi da su svi elementi od A pozitivni, slijedi prema tvrdnji (iv) Leme 3.3.2, da je
v nul-vektor, $to je kontradikcija. Zbog toga, ako je y = 0 tvrdnja teorema je dokazana.
Preostalo je jo§ pokazati da je y uvijek jednak nuli.

Ako y nije nul-vektor, tada je ponovo prema tvrdnji (iv) Leme 3.3.2 Ay > 0. Oz-
nacimo sa z = Alv| > 0, pa imamo 0 < Ay = Az — p(A)z ili Az > p(A)z. Slicno kao
kod dokaza Korolara 3.3.5, slijedi da postoji broj a > p(A) takav da je Az > az. Iz
tvrdnje (v) Leme 3.3.2 slijedi da za svako k > 1, Az > oz Odavde zakljuc¢ujemo
da je ||Ak||§/k > a > p(A) za sve k. Buduéi da je limg_ ||Ak||§/k = p(A), dobivamo
kontradiktornu nejednakost p(A4) > a > p(A). O

Vektor v iz ovog teorema se ¢esto naziva Perronovim vektorom, a p(A) Perronovim
korijenom od A.

U mnogim primjerima pojavljuju se nenegativne matrice, koje ne moraju nuzno biti
pozitivne, pa je pozeljno prosiriti tvrdnju prethodnog teorema i na ovakve matrice.

Teorem 3.3.7 ([12]). Ako je A n x n matrica, i A > 0, tada je p(A) svojstvena vri-
jednost od A, i postoji nenegativan vektor v > 0, sa ||v]|2 = 1, takav da je Av = p(A)v.

Dokaz: Za bilo koji € > 0, definirajmo A(e) = [a;; + €] > 0. Neka je v(e) > 0 sa

|lu(e)|]2 = 1 Perronov vektor od A(e), a p(e) Perronov korijen. Buduéi da je skup
vektora v(e€) sadrzan u kompaktnom skupu {w : |Jw||2 = 1}, postoji monotono padajuéi
niz €; > € > ... sa limg_o = 0, takav da postoji limy_~ v(€x) = v 1 da zadovoljava

|lv]l2 = 1 ( To znamo, buduéi da ako definiramo niz €, = 1/k, koji tezi ka nuli, i za koji
niz v(€x) lezi u kompaktnom skupu, tada postoji podniz {e;} od €, koji tezi k nuli i
za koje je v(er) konvergentan, jer niz u kompaktnom skupu ima konvergentan podniz.)
Bududi da je v(ex) > 0, slijedi da je v > 0.

Prema Teoremu 3.3.3 niz brojeva {p(e) }x=1,2,... je monotono padajuéi niz, ogranicen
odozdo s nulom. Prema tome, postoji p = limy_.~ p(€x), 1 kako je ponovo prema istom
teoremu p(ex) > p(A), vrijedi da je i p > p(A). Ali iz ¢injenice da je

Av = lim [A(eg)v(ex)] = lim [p(er)v(er)] = po

k—o0
i ¢injenice da v nije nul-vektor (inac¢e ne bi imao normu jednaku 1), slijedi da je p
svojstvena vrijednost od A, i p < p(A). Dakle, mora biti p = p(A). O
3.3.2 Usporedivanje regularnih rastava

Prethodno iznjetu Perron—Frobeniusovu teoriju iskoristiti ¢emo sada za usporedivanje
regularnih rastava kada je matrica sustava A “inverzno-pozitivna”. Glavne rezultate
ovog odjeljka dao je Varga u [37].
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Definicija 3.3.8. Za n x n realne matrice A, M i N, rastav A= M — N je regularni
rastav ako je M regularna sa M~1>0iM > A (N >0).

Teorem 3.3.9 ([12]). Neka je A = M — N regularni rastav matrice A, za koju je
A1 >0. Tada )
—1 p(A™'N)
Dokaz: Buduéi da je M~ A = I — M~!N regularna matrica, slijedi da M ~'N ne moze
imati svojstvenu vrijednost jednaku 1, jer bi u suprotnom, za svojstveni vektor y # 0
pridruzen jedinici, bilo 0 = y — M 1Ny = (I - M~ N)y = M~ Ay, $to je kontradikcija.
Kako je M—'N > 0, prema Teoremu 3.3.7 p(M ! N) je svojstvena vrijednost, pa zbog
prethodne primjedbe, niti spektralni radijus od p(M ~!N) ne moze biti jednak 1. 1z istog
teorema slijedi da postoji vektor v > 0, takav da je M~!Nv = p(M~'N)v. Nadalje,
vrijedi
AN =T -MIN)"'M~IN,

tako da je
p(M~'N)

A Ny = ——————v.
ST T M IN)”

(3.46)
Da je p(M~'N) > 1, tada bi slijedilo da A~ Nv ima negativne komponente, §to je
nemoguce prema Lemi 3.3.2, jer je A1 >0, N >01iv>0. Time smo dokazali da je
p(M~—IN) < 1. Iz (3.46) slijedi da je p(M~1N)/(1 — p(M~1N)) svojstvena vrijednost
od AN, pa prema tome imamo

MIN)
ANy s PN
p( )—1_p(M_1N)7
ili, ekvivalentno, buduéi da je 1 — p(M~'N) > 0,

p(Mle) < p(A_lN)

< T AN (3.47)

Sada imamo da je AN > 0, pa ponovo prema Teoremu 3.3.7 slijedi da postoji vektor
w > 0, takav da je A~V Nw = p(A~'N)w. Uz pomoé relacije

MIN=(A+N)IN=T+AN)tAIN,

imamo

p(A7'N)
1+ p(A~IN)

pa je p(A7IN)/(1+ p(A~LN)) svojstvena vrijednost od M~tN. Prema tome slijedi da
je

M 'Nw =

w,

_ p(A~'N)
P(M 1N) > ma

sto zajedno sa (3.47) rezultira tvrdnjom teorema. O

Prema ovom teoremu, svaka metoda jednostavnih iteracija koja je dobivena iz regularnog
rastava A = M — N, sa G = M~'N konvergira za svaku pocetnu iteraciju.
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Korolar 3.3.10 ([12]). Neka su A = My — N1 = My — Na dva reqularna rastava od A,
pri cemu je A~1 > 0. Ako je Ni < N, tada

p(M'Ny) < p(M5'Ny).

Dokaz: Definirajmo funkeiju f(z) = x/(1 + ), tada je p(M; 'N;) = f(p(A7IN;)), za
i = 1,2. Ako funkciju f deriviramo, tada vidimo da je f'(z) = 1/(1+2)? > 0 za z # 0,
odnosno da je funkcija f strogo rastuéa. Kako je 0 < Ny < Ny i A~ > 0, onda slijedi
daje 0 < A71N; < A7INy, pa je, prema Korolaru 3.3.4 p(A~'N7) < p(A~1Ny). Zbog
strogo rastuée momotonosti funkcije f, slijedi da je onda i p(Ml_lNl) < p(Mz_lNg),
¢ime smo pokazali tvrdnju korolara. O

Dosta Cesto nije lako odrediti da li je inverz matrice sustava A nenegativan ili po-
zitivan, a $to se zahtijeva kao uvjet u Korolaru 3.3.10. Zato ¢emo iznijeti nekoliko
ekvivalentnih uvjeta, koji garantiraju nenegativnost inverza matrice.

Definicija 3.3.11. Za n x n matricu A kaZemo da je M-matrica ako
(i) a;; >0,i=1,...,n,
(it) aij <0,4,5=1,...,n, j#1i, 1

(iii) A je regularna i A= > 0.

Mnoge matrice, dobivene iz parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, kao na primjer iz
transportne jednadzbe, jesu M-matrice, pa zato ova definicija ima smisla. U sljede¢em
teoremu iznijet ¢emo ostale ekvivalentne tvrdnje, prema kojima mozemo prepoznati M-
matricu, pa prema tome i garantirati da takve matrice imaju nenegativan inverz. Njegov
dokaz nalazi se u [23, str. 114-116].

Teorem 3.3.12 ([23]). Neka je A realna n x n matrica sa nepozitivnim vandijagonal-
nim elementima. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(i) A je M-matrica.

(ii) A je reqularna i A=Y > 0. (Primijetimo da je uvjet (i) u Definiciji 3.3.11 suvisan.)
(iii) Sve svojstvene vrijednosti od A imagju pozitivan realni dio.

(iv) Svaka realna svojstvena vrijednost od A je pozitivna.

(v) Sve glavne minore od A su M -matrice.

(vi) A se moZe faktorizirati u oblik A = LU, gdje je L donje trokutasta, U gornje
trokutasta, a svi dijagonalni elementi obaju matrica su pozitivni.

(vii) Dijagonalni elementi od A su pozitivni, i AD je strogo dijagonalno dominanatna
za, protzvolynu pozitivnu, dijagonalnu matricu D.

Za realan simetrican sluc¢aj imamo sljedeéi rezultat.

Definicija 3.3.13. Realna matrica A je Stieltjesova matrica ako je A simetricna, po-
zitivno definitna i svi vandijagonalni elementi od A su mepozitivni.

Teorem 3.3.14 ([12]). Svaka Stieltjesova matrica je M-matrica.
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Dokaz. Neka je A Stieltjesova matrica. Dijagonalni elementi od A su pozitivni jer je
A pozitivno definitna, zato jos trebamo samo provjeriti da je A~! > 0. Rastavimo
matricu A na A = D — C, pri ¢emu je D = diag(A) sa pozitivnim elementima na
dijagonali, a C' je nenegativna. Bududéi da je A pozitivno definitna, ona je i regularna,
i A7l =[D(I-B)]"' = (I - B)"'D7}, gdje je B= D~'C. Ako je p(B) < 1, tada je
inverz od I — B dan Neumanovim redom

(I-B)'=I+B+B*+..-,

i buduéi da je B > 0, tada bi slijedilo da je (I — B)~! > 0, pa zbog toga i A=! > 0.
Zbog toga, jedina stvar koju jo§ moramo pokazati je da p(B) < 1.

Pretpostavimo da je p(B) > 1. Kako je B > 0, prema Teoremu 3.3.7 slijedi da
je p(B) svojstvena vrijednost od B. Ali tada D™'A = I — B mora imati nepozitivnu
svojstvenu vrijednost 1 — p(B). Ta matrica je sliéna simetri¢noj pozitivno definitnoj
matrici D~/2AD~1/2, pa smo dobili kontradikciju. Zbog toga mora biti p(B) < 1. [

Matrica dobivena iz difuzijske jednadzbe je Stieltjesova matrica, pa prema tome i M-
matrica.

Na temelju prethodno danih rezultata, sada mozemo dati nekoliko zakljucaka u ve-
zi stopa konvergencije klasi¢nih iterativnih metoda, baziranih na prekondicioniranim
jednostavnim iteracijama.

Korolar 3.3.15. Ako je matrica sustava A M-matrica, tada stopa konvergencije Gauss-
Seidelove metode je najmanje tako dobra kao stopa Jacobijeve metode.

Dokaz. Prema definicijama metoda, za rastav A = D — L—U pri ¢éemu je D dijagonalna,
L strogo donje trokutasta i U strogo gornje trokutasta matrica, za Jacobijevu metodu
imamo

Mj;=D, N;=L+U2>0,

gdje je Mjl = D! >0jer je D >0, iza Gauss-Seidelovu metodu
Mags =D — L, Ngs=U >0,

gdje je Mgs donje trokutasta matrica, sa nepozitivnim vandijagonalnim elementima i
pozitivnim dijagonalnim elementima, Sto znaci sa pozitivnim realnim svojstvenim vri-
jednostima. Prema tvrdnji (iv) Teorema 3.3.12 ona je M-matrica pa stoga je i njen
inverz nenegativan odnosno Maé > 0. Kako je A = Mj;— N; = Mas — Nag, obje
metode definiraju regularne rastave. Prema pretpostavci korolara je A= > 0 i o¢ito je
Ngs < Ny, pa iz Korolara 3.3.10 slijedi da je

p(Mg;gNas) < p(M;'Ny).
]

Ovdje mozemo primijetiti i ¢injenicu da je Mgg blizi matrici A od My, odnosno Gauss—
Seidelova matrica prekondicioniranja je u ovom smislu bolja od Jacobijeve.

Ako sada promatramo samo dijagonalne matrice prekondicioniranja M, ¢iji su ele-
menti vedi ili jednaki onima na dijagonali matrice A, zbog tvrdnje Korolara 3.3.10
mozemo zakljuciti da je Jacobijev rastav M = diag(A) najbolji. Sli¢no, ako razma-
tramo regularne rastave, u kojima se zahtijeva da matrica M ima odredeni raspored
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nula (na primjer, vrpcaste matrice), tada isti korolar nudi najbolji izbor za M. Sa
stanovista stope konvergencije jednostavnih iteracija najbolje je elemente matrice M,
razli¢ite od nule uzeti takve, da budu jednaki onima iz A, na istoj poziciji.

Korolar 3.3.10 potvrduje nasu intuitivnu spoznaju, a to je da u specijalnom slucaju
regularnih rastava inverzno-nenegativnih ili inverzno-pozitivnih matrica, $to je matrica
prekondicioniranja M bliza matrici sustava A, po komponentama, to je stopa konver-
gencije prekondicioniranih jednostavnih iteracija bolja.

3.3.3 Regularni rastavi i CG metoda

Za hermitske pozitivno definitne sustave, A norma greSke kod CG metode, i euklidska
norma reziduala kod MINRES metode, mogu se ograditi izrazom koji sadrzi korijen broja
uvjetovanosti matrice sustava A. Kod prekondicioniranih sustava, radi se o L1 AL™*-
normi greske za CG metodu, pri ¢emu je M = LL*, 10 M~! normi reziduala za MINRES
metodu. Prema tome, kod mjerenja uspjesnosti prekondicioniranja, umjesto spektralnog
radijusa matrice I — M 1A, kao kod jednostavnih iteracija, nas ¢e sada zanimati broj
uvjetovanosti od L' AL™*, odnosno kvocijent najveée i najmanje svojstvene vrijednosti
od M~1A. Sto je broj uvjetovanosti manji, brzina konvergencije je veéa.

Teorem 3.3.16 ([12]). Neka su A, My, i My simetriéne, pozitivno definitne, realne
matrice, takve da zadovoljavaju uvjete Korolara 3.3.10, © pretpostavimo da je najveéa
svojstvena vrijednost od MQ_IA veca ili jednaka od 1. Tada kvocijentt najveée i najmanje
svojstvene vrijednosti od Ml_lA i M2_1A zadovoljavaju

)\maz(MflA) < 2Ama$(M51A)
Amin(M7A) Amin (M5 tA)

(3.48)
Dokaz: Bududi da su elementi od My !N, nenegativni, iz Teorema 3.3.7 slijedi da je
spektralni radijus od My LN, jednak najveéoj svojstvenoj vrijednosti:

p(M5INg) = p(I — My A) =1 — Apin (M5 A). (3.49)

Isto vrijedi i za M. Iz rezultata Korolara 3.3.10 p(M[*Ny) < p(My ' Ny) slijedi sljededi
niz nejednakosti. Kako je 1 — A\pq0 (M7 A) u spektru od Mlel, vrijedi

Amaa(MyHA) = 1< 1= Anaa (M A)| < p(MIND) = 1 = Anin (M1 A),
pa zato imamo
1= Anin(M7PA) <1 = Xin(My P A) 1 Apaa (M7 PA) — 1 <1 — Apin (M P A),
ili ekvivalentno,
Amin(M7 Y A) > Apin(My P A) 10 A (M]EA) <2 — Apin (M A).
Kako je LY AL™* pozitivno definitna i slicna M 1A, onda su sve svojstvene vrijednosti
od M A My LA pozitivne. Zato, dijeljenjem druge nejednakosti s prvom dobivamo

Amaz (M1 A) - Amaz(My 1 A) (2 — Amm(Mz_lA))
Amin (M7 PA) ™ Apin (M5 1 A) Aimaz (M T A)

Kako je, prema pretpostavci, )\max(MQ_IA) > 1, 1ikako je )\mm(MQ_IA) > 0, drugi faktor
desne strane nejednakosti je manji od 2, ¢ime je teorem dokazan. O
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Teorem 3.3.17 ([12]). Pretpostavka u Teoremu 3.3.16, da je najveéa svojstvena vri-
jednosto od MQ_IA veéa ili jednaka od jedan, je zadovoljena ako i samo ako A i Mo
mmaju najmange jedan zajednicki dijagonalni element.

Dokaz: Ako A i Ms imaju zajednicki dijagonalni element, onda simetri¢na matrica N

mora imati nulu na dijagonali. Iz toga dalje slijedi da M, !N, ima nepozitivnu svoj-

stvenu vrijednost, jer prema Teoremu 1.6.6 najmanja svojstvena vrijednost te matrice
zadovoljava

v*Nov _ §N2&  (N2)jj

Amin(M5 Y Ny) = min < 2 = JJ

mm( 2 ) v£0 v* Mov ijgfj (Mg)jj

:O,

pri cemu je &; vektor sa 1 na j-toj poziciji, koja je jednaka poziciji nule na dijagonali
matrice N, i sa nulama na ostalim pozicijama. Zbog toga, Mz_lA =1- Mz_lN_1 ima
svojstvenu vrijednost veéu ili jednaku od 1. O

Teoremi 3.3.16 i 3.3.17 pokazuju da, kad je par regularnih rastava pravilno skaliran,
§to znac¢i da je Ms bio pomnozen s konstantom, ako je bilo potrebno, tako da A i
M> imaju najmanje jedan zajednicki dijagonalni element, tada onaj rastav koji je bio
blizi matrici A po komponentama daje manji broj uvjetovanosti za prekondicioniranu
matricu sustava, do na faktor 2. To znaci da ée Cebisevljeve ograde greske za svaki
korak CG i MINRES metode biti manje, ili u gorem slu¢aju malo veée, za blizu matricu
prekondicioniranja.

3.3.4 Optimalno dijagonalno i blok-dijagonalno prekondicioniranje

Uz regularne rastave, skoro jedina preostala klasa prekondicioniranja, za koje se moze
odrediti optimalna ili skoro optimalna matrica prekondicioniranja, je klasa dijagonalnih
i blok-dijagonalnih prekondicioniranja. Ako se “optimalnost” definira kao posjedovanje
malog broja uvjetovanosti simetri¢no prekondicionirane matrice, tada je (blok) dijago-
nala hermitske pozitivno definitne matrice A blizu najbolje (blok) dijagonalne matrice
prekondicioniranja.

Definirat ¢emo jos jedno svojstvo matrice, slicno svojstvu A.

Definicija 3.3.18. Matrica A je blok 2-ciklicka ako se ona moze ispermutirati u oblik

_[D, B
=25l

gdje su D1 i Dy blok-dijagonalne matrice

D;1
D; = e , 1=1,2, Di’j € Cnid XM |
Di,mi

Sljedeéi rezultat o optimalnosti blok-dijagonalne matrice prekondicioniranaj dao je
Elsner.

Teorem 3.3.19 (Elsner [12]). Ako hermitska pozitivno definitna matrica A ima oblik

[I., B
A= [ B oI ] : (3.50)
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tada je k(A) < k(D*AD) za bilo koju regularnu matricu D oblika

[Dl 0

n1Xni n2 Xn2z
0 D, :| . D, eC , Dye€ C . (3.51)

Dokaz: Ako je X svojstvena vrijednost od A, sa svojstvenim vektorom [v, w]”

prvi blok ozna¢en sa v, a drugi sa w, tada iz (3.50) slijedi
I B v v
PRI

Bw = (A —1)v, B*v = (A —1)w.

, Ciji je

odnosno,

Odavde mozemo zakljuéiti da je i [v, —w]? svojstveni vektor od A, sa svojstvenom

vrijednosti 2 — A, jer je

v v — Bw v
A = =(2— .
)=l en ] L]
Iz pozitivne definitnosti matrice A slijedi, ako je Amqz najveca svojstvena vrijednost od
A, tada je Apin = 2 — Apag Dajmanja, a K(A) = AMpaz/(2 — Amaz)-

Neka je
| Iy 0
s=1% .|
tako da je S[v, w]T = [v, —w]|T. Ako je Az = Anaz?, tada je SAz = A\pasSz i
A A
-1 _ max -1 — max
AT SAz = SR )\mamSz, SAT'SAz SR /\maxz.

Prema tome, imamo

p(SATISA) > # — K(A),

i za bilo koju regularnu matricu D, zbog toga §to sli¢nost matrica ¢uva spektar, vrijedi
k(A) < p(SATISA) = p(D7'SATISAD) < ||D"'SAT'SAD|s. (3.52)
Sada, ako je D oblika (3.51), tada S i D komutiraju. Takoder ||.S||2 = 1, pa imamo
ID'SATISAD]; = [S(D"'A"'D"")S(D*AD)|; <
< |ID7'A7I'D™||y - |D*AD||2 = k(D*AD). (3.53)
Kombiniranjem (3.52) i (3.53) dobivamo trazeni rezultat. O

Dakle, prema ovom teoremu, optimalna matrica prekondicioniranja oblika (3.51), u smis-
lu najmanjeg broja uvjetovanosti, je matrica kojoj su dijagonalni blokovi jednaki odgo-
varajuéim blokovima matrice A.

Pretpostavimo da A nije oblika (3.50), ali da se moze ispermutirati u taj oblik. Neka
je A= PTAP, gdje je P matrica permutacije, i A je oblika (3.50). Tada za bilo koju
blok-dijagonalnu matricu D oblika (3.51), vrijedi

k(D*AD) = x(PD*PTAPDPT).
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Ako je permutacija takva da je PDPT ponovo blok-dijagonalna matrica oblika (3.51),
tada je A, kao i A, optimalno skalirana matrica medu takvim blok-dijagonalnim matrica-
ma. Naime, kad bi x(D*AD) bio manji od k(A) za neku matricu D oblika (3.51), tada bi
#(D*AD) bio manji od k(A), za D = PDPT, sto je kontradikcija. Narocito, ako matri-
ca A zadovoljava svojstvo A, tada je optimalna dijagonalna matrica prekondicioniranja
jednaka M = diag(A), sa D = M'/2, jer buduéi da je D dijagonalna, onda je i PDPT
dijagonalna za bilo koju matricu permutacije. Ako je A zapisana u blok obliku, gdje
se blokovi mogu ispermutirati u 2-blok ciklicki oblik, ali bez permutiranja elemenata
iz jednog bloka u drugi, tada je optimalna blok-dijagonalna matrica prekondicioniranja
jednaka M = blok_diag(A), jer ée tada PDPT ostati blok dijagonalna matrica.

Dakle, iz Teorema 3.3.19 slijedi da u odredenim sluc¢ajevima, kada je matrica sus-
tava hermitska i pozitivno definitna, blok dijagonala matrice, s dva bloka, je najbolja
blok-dijagonalna matrica prekondicioniranja, u smislu minimiziranja broja uvjetovanosti
prekondicionirane matrice. Za proizvoljne hermitske pozitivno definitne matrice imamo
jos i sljedece rezultate: od van der Sluisa, koji se odnosi na dijagonalne, i od Demmela,
koji se odnosi na blok-dijagonalne matrice prekondicioniranja.

Teorem 3.3.20 (van der Sluis [12]). Ako hermitska pozitivno definitna matrica A
mma sve dijagonalne elemente jednake 1, tada

< - mi .
k(A) <m min k(DAD), (3.54)

gdje je D = {pozitivno definitne dijagonalne matrice}, a m je maksimalan broj ele-
menata, razli¢itih od nula, u bilo kojem retku od A.

Dokaz: Izra¢unajmo faktorizaciju Choleskog matrice A, tako da je A = U*U, pri ¢emu
je U gornje trokutasta matrica. Buduéi da A ima sve dijagonalne elemente jednake
1, svaki stupac od U ima normu 1. Takoder, svaki vandijagonalni element od A ima
apsolutnu vrijednost manju ili jednaku od 1, buduéi da je

laij| = |ujui] < |lugll2 - [Jujllz = 1,

gdje su u; i u; i-ti i j-ti stupac od U. Nadalje, iz Gerschgorinovog teorema slijedi da
najveca svojstvena vrijednost Apq.(A) od A mora biti u nekom od Gercshgorinovih
krugova, odnosno da postoji indeks 7 takav da je

Amaz(A) =1 < [Apaz(A) — 1] < Z |agj]-
J#

Odavde imamo .

[All2 = Amaz(A) < m?sz; |aii| < m.
Za bilo koju regularnu matricu D mozemo napisati
R(D*AD) = |D*AD|s- DA™ D;
= |[|[D*U*UD|s- |[D7'UUT*D™*||2 =
= |UD|3- DU
Sada je [DT'UTHZ = [UTYZ/IIDIZ = [A7H |2/ DII3, tako da imamo

lDl3 _ r(A) <||UDHz

1Az )
: > . 3.55
14l 1D = “m \' Dl (3:55)

K(D*AD) 2 |UD|z e = #(4)
1Dl
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Sada pretpostavimo da je D pozitivno definitna dijagonalna matrica, sa najveéim
dijagonalnim elementom jednakim d;;. Neka je §; j-ti jedinici vektor. Tada je

|UDIl2 = hax, IUDv||2 > [[UDEjll2 = lldjjujll2 = djj = [|Dll2- (3.56)

Kombiniranjem (3.55) i (3.56) dobivamo trazeni rezultat. O

Teorem 3.3.21 (Demmel [6]). Ako hermitska pozitivno definitna matrica A ima sve
dijagonalne blokove jednake identiteti, odnosno, ako je oblika

Inl A12 R Alm
| Bt
AL, As. ... Iy,
tada
k(A) <m- min k(D*AD),
DeDp
gdje je Dp = {regularne blok — dijagonalne matrice, sa blokovima reda ni, ..., Ny},

a m je broj dijagonalnih blokova u A.

Dokaz: Dokaz je vrlo slican dokazu prethodnog teorema. Ponovo faktoriziramo matricu
na A = U*U, i matricu U particioniramo na

U=[U, Ug...,Upyl,
pri cemu su matrice U; dimenzije n X n;, za ¢ = 1,..., m. Tada vrijedi
UiU; = Ai; = I, i=1,...,m,
pa je svaki od blokova U; ortonormalan. Nadalje je,
[Aijll2 = U7 Ujll2 < [Uill21Ujl2 = 1,

za i # j. Prema blok verziji Gerschgorinovog teorema, vrijedi da za najveéu svojstvenu
vrijednost ez (A) = ||A||2 postoji indeks i, takav da je

(| (Armaz (A)T — Aii)_lngl = Z [[Aij [2-
J#i
Kako je A;; = I imamo
1(Amaz (AT = Aii)7HIZH = [Amao(A) = LT Nl2] ™ = [Amas(4) — 11,
pa na kraju dobivamo

m
1All2 <) [ Aijll2 < m.
j=1

Kao i u prethodnom teoremu, za svaku regularnu matricu D vrijedi

2
k(D*AD) > ”Ef) (HHUDDH’;) . (3.57)
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Sada pretpostavimo da je D regularna blok-dijagonalna matrica. Tada su singularne
vrijednosti svakog od dijagonalnih blokova ujedno i singularne vrijednosti cijele matrice
D. Uzmimo da je opqr (D) singularna vrijednost i-tog dijagonalnog bloka D;, takva da
je Omaz(D) = ||D||2. Tada postoje singularni vektori u i v, zapisani u blok obliku

u=100 ...uw0...07 wv=[0..0v0.. 0T,

kod kojih je i-ti blok dimenzije n; netrivijalan, i kojima je norma jednaka 1, takvi da je
Dv = 0paz(D)u. Tada je

IUD|lz = max [[UDwllz > [[UDv]2 =
[lwll2=1
= Omax(D)||Uull2 = [|Dl2[|Uiuill2 = | D||2- (3.58)
(3.57) zajedno sa (3.58) daje trazeni rezultat. O

Tvrdnje ovih teorema mogu se na drugaciji nacin iskazati kao: za proizvoljnu her-
mitsku pozitivno definitnu matricu njena (blok) dijagonala je skoro optimalna (blok)
dijagonalna matrica prekondicioniranja.

Na osnovi ovih rezultata, razumno je reé¢i da bi se kod pozitivno definitnih matrica
skoro uvijek trebalo koristiti barem dijagonalno prekondicioniranje zajedno sa primje-
nom CG ili MINRES metoda. Ponekad matrice koje dolaze u praksi iz konkretnih
problema imaju dijagonalne elemente koji jako variraju u redu veli¢ine. Tada i svoj-
stvene vrijednosti takoder variraju po veli¢ini, pa je uvjetovanost velika. Jednostavnim
skaliranjem, Sto u biti i je dijagonalno prekondicioniranje, mozemo prili¢no reducirati
uvjetovanost matrice, uz minimalan trosak.

3.4 Nekompletne faktorizacije

Kao sto smo vidjeli u prethodnom odjeljku, SSOR ili SGS matrice prekondicioniranja su
oblika M = LUy gdje Ly i U, imaju isti raspored nula kao donje trokutasti L i gornje
trokutasti U dijelovi matrice sustava A. Ako izra¢unamo matricu greske A — Ly Uy,
tada bi, na primjer za SGS, imali

A—LyUy=D—~L-U~(I-LDYD-U)=-LD'U.

Ako Ljs ima isti raspored nula kao i L dio od A, i Ujs ima isti raspored kao i U dio od
A, postavlja se pitanje, da li postoje Lys i Ups takvi da rezultiraju manjom greskom, u
nekom smislu, od gore navedene. Mi mozemo, na primjer, pokusati pronac¢i nekompletnu
faktorizaciju u kojoj matrica reziduala A — Lj;Up; ima nule na mjestima gdje A ima
netrivijalne elemente. Pokazat ¢emo da je to opéenito moguce za ILU(0) faktorizaciju.
Naime, mnoge direktne metode za rjeSavanje sustava koriste se raznim faktorizacijama,
medutim za velike i rijetko popunjene matrice, koje se ¢esto pojavljuju kao rezultat
diskretizacije parcijalne diferencijalne jednadzbe, te metode su neprekticne i preskupe.
Umjesto toga, trazit ¢emo aproksimativne, nekompletne faktorizacije, A ~ LUy,
gdje su Lys i Ups rijetko popunjene donja i gornja trokutasta matrica. Produkt M =
LUy tada mozemo koristiti kao matricu prekondicioniranja, u oéekivanju da ée M1
dobro aproksimirati inverz matrice A. Opéenito, razni rasporedi se mogu specificirati,
a matrice Lys 1 Ups se mogu definirati tako da zadovoljavaju odredena svojstva. To nas
vodi do opéenitije klase nekompletnih faktorizacija, koje ¢emo u kratko razloziti.
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Nekompletnima smatramo one faktorizacije, kojima se tokom samog procesa fakto-
rizacije odredeni elementi zanemaruju. To na primjer mogu biti netrivijalni elementi
u faktorizaciji na pozicijama u kojima originalna matrica sustava ima nulu. Takve se
matrice prekondicioniranja tada uvijek ostavljaju u faktoriziranom obliku. Njihova efi-
kasnost onda ovisi o tome kako dobro njihov inverz aproksimira A~'. Medjutim, kod
nekompletnih faktorizacija se moze pojaviti problem, a to je da one mogu zakazati, zbog
pokusaja djeljenja s nulom, ili mogu rezultirati indefinitnom matricom, zbog negativnog
pivotnog elementa, iako potpuna faktorizacija iste matrice postoji i treba biti pozitivno
definitna, kao na primjer kod faktorizacije Choleskog. Isto tako je vazno razmotriti nji-
hov trosak izvodenja. Cak i kad nekompletna faktorizacija postoji, broj operacija koji je
sudjelovao u njenom dobivanju je najmanje jednak broju operacija koji bi sudjelovao u
rjeSavanju sustava s takvom matricom, tako da trosak moze biti jednak trosku jedne ili
viSe iteracija iterativne metode. Takvi troskovi se mogu nadoknaditi ako znamo da ¢e
iterativna metoda zahtijevati puno iteracija, ili ako ¢e ista matrica prekondicioniranja
biti upotrijebljenja na nekoliko linearnih sustava.

Dakle, nekompletne faktorizacije mogu biti dane u raznim oblicima. Ako je M =
Ly U sa Ly i Upy regularnim trokutastim matricama, rjeSavanje sustava sa matricom
M se svodi na standardni nac¢in, prvo supstitucijama u naprijed, a zatim povratnim
supstitucijama. Medutim, Cesto su nekompletne faktorizacije dane sa M = (Djps +
LM)D]T/[I(DM + Up), pri éemu je Dy dijagonalna, a Lys i Uy su strogo trokutaste
matrice. U tom slu¢aju mozemo koristiti jedan od sljede¢ih ekvivalentnih oblika za
rjeSavanje sustava Mx =y

(Dar+ Lag)z = 9, (I+ D3/ Un)z = 2,

ili
(I + LyDy)z =z, (Dy + Unp)z = 2.

3.4.1 Nekompletna LU faktorizacija (ILU)

Pretpostavimo da je A proizvoljna, rijetko popunjena matrica, ¢ije elemente smo oznacili
sa a;j, 1, = 1,...,n. Opcenita nekompletna LU faktorizacija (ILU) rac¢una rijetko po-
punjenu donje trokutastu matricu Ly i rijetko popunjenu gornje trokutastu matricu Uyy,
tako da rezidual R = LUy — A zadovoljava odredena svojstva, kao na primjer, da ima
nule na odredenim pozicijama. Algoritam za dobivanje nekompletne LU faktorizacije
moze se dobiti iz postupka Gaussovih eliminacija uz izbacivanje odredenih elemenata sa
unaprijed odredenih vandijagonalnih pozicija. Postavlja se sada pitanja egzistencije tak-
ve faktorizacije. Ona postoji u mnogim sluc¢ajevima, a mi éemo prvo iznijeti Ky-Fanov
rezultat koji govori o egzistenciji nekompletne LU faktorizacije za M-matrice.

Lema 3.4.1 ([32]). Neka je A = [a;;] M-matrica, i neka je A1) = [agjl-)] matrica dobi-

vena iz prvog koraka Gaussovih eliminacija. Tada je i AV M-matrica.

Dokaz: Prvo, razmotrimo vandijagonalne elemente od AM):

1 a31015
a() :ai- —_ v ]_
3] J
aii

Bududi da su a;j;, a;1, a1j nepozitivni, a a1 je pozitivan, slijedi da je i az(jl») <0zaisj.
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Drugo, ¢injenica, da je AN regularna matrica, posljedica je standardne relacije Ga-
ussovih eliminacija

T 1 00 - 0]
—%2L 1 0 - 0

A=LWAD  gdjeje LW =] —g+ 0 1 - 0, (3.59)
—Gn1 9 0 ... 1

L a1l .

Pa kako je A regularna, a prema upravo pokazanom je i LY regularna, tada slijedi da
je i A regularna.
Na kraju, pokazat ¢emo da je [A(l)]* nenegativno tako da Sto ¢emo ispitati predz-
1 1

nake svakog stupca [A(l)}_lej za j=1,...,n. Za j =1 jasno je da je [AD] e, = T

1

zbog toga Sto prvi stupac od A® ima u prvom retku element jednak a1, a u ostalima
je nula. Za slucaj kada je j # 1, iz (3.59) slijedi

AW le; = A7 LWe; = A71e; > 0.

Prema tome, svi stupci od [A()]~! su nenegativni, i time smo dovrsili dokaz, jer je

prema tvrdnji (4i) Teorema 3.3.12 matrica A() M-matrica. O

Takoder, (n — 1) x (n — 1) matrica Ag? dobivena iz A" odstranjujuéi prvi redak i prvi
stupac je isto M-matrica. Prvo, buduéi da dijagonalne kao i vandijagonalne elemente
dijeli s matricom A", koja je prema upravo dokazanom teoremu M-matrica, i matri-
ca A%) ima dijagonalne elemente pozitivne, a vandijagonalne nepozitivne. Predznaci
elemenata inverza te matrice su ponovo vidljivi iz strukture matrice A®), koja u pr-
vom stupcu ima svuda nule osim u prvom retku. Naime, inverz matrice A%) je jednak
(n —1) x (n — 1) donjem dijagonalnom bloku inverza matrice A0, &ji su elementi svi
nenegativni.
Sljededi rezultat dao je Varga.

Lema 3.4.2 (Varga [12]). Ako je A = [a;;] M-matrica i ako elementi matrice B =
[bij] zadovoljavaju

0 < a;i < b, aij <bij <0 zai#j,
tada je B takoder M-matrica.

Dokaz: Rastavimo matricu B na dijagonalni dio D i vandijagonalni dio —C, tada je
B=D-C=D(I-G),gdjeje D >0, C,>0iG = D"'C >0. Imamo B™! =
(I - G)~'D7! i ako je p(G) < 1, tada

I-G)'=I1+G+G*+--- >0,

odakle slijedi da je B~ > 0, i da je zbog toga B M-matrica. Da bi vidjeli da je p(G) < 1,
primijetimo prvo da ako rastavimo A kao A = M — N, gdje je M = diag(A), tada je to
regularni rastav, pa je prema Teoremu 3.3.9 p(M~'N) < 1. Prema pretpostavci leme o
elementima od B, slijedi da je 0 < G < M !N, odakle je prema Korolaru 3.3.4

p(G) < p(M~'N) < 1.
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Neka je P podskup indeksa {(i,j) : 7 # ¢, 4,5 = 1,...,n}. Indeksi u skupu P
biti ¢e oni indeksi, na ¢ijim ¢e pozicijama u nekompletnoj LU faktorizaciji elementi biti
postavljeni na 0. Sljedeéi teorem ne samo §to dokazuje egzistenciju nekompletne LU
faktorizacije, nego i demonstrira nacin na koji je mozemo izra¢unati. Dokazali su ga
Meijerink i van der Vorst, zajedno s njegovim korolarom.

Teorem 3.4.3 (Meijerink, van der Vorst [12]). Ako je A = [a;;] n x n M-matrica,
tada za bilo koji podskup P wvandijagonalnih indeksa postoje donje trokutasta matrica
L = [l;;] sa jedinicnom dijagonalom i donje trokutasta matrica U = [usj], takve da je
A= LU — R, gdje

lij =0, 2a (’L,j) eP,i>7,
uij:O) za (iuj)epv l<],
Tij = O, za (Z,j) ¢ P

Faktori L i U su jedinstveni, a rastav A = LU — R je regularan rastav.

Dokaz: Dokaz se provodi kroz konstrukciju n — 1 koraka analognih onima iz Gaussovih
eliminacija. U k-tom koraku, prvo zamijenimo elemente teku¢e matrice, s indeksima
(k,7)i(i,k) € P,sa0. Tada izvrsimo korak Gaussovih eliminacija, tako da se eliminiraju
elementi u redovima od (k + 1)-og do n-tog, k-tog stupca, pribrajajuéi odgovarajuée
multiple k-tog retka recima k + 1 do n. Preciznije, definirajmo matrice
k) _ | (k) Ak) _ [~k k) _ |;(k) k) _ |,.(k)
AB = [a®], A0 = aP], L0 = [1P], RO =[]
relacijama

AO = 4, AR = gG=1) 4 R A0 Z [WAR) =g -1,

gdje je R svugdje jednaka 0 osim na pozicijama (k, j) € P i na pozicijama (i, k) € P,

(k=1) . (k—1) (k—1)
.

gdje je r,(c];.) = —a; ir, = —aq, Donje trokutasta matrica LX) je svuda

jednaka identiteti, osim k-tog stupca, koji je jednak

(k) ~ (k)

a
0. 01—tk - Tu
O A,

Odavde se lako vidi da je A®) matrica koja se dobije iz A*) eliminiranjem elemenata
iz k-tog stupca, uz pomoé elemenata iz k-tog retka, dok je A®) dobivena iz A1)
zamjenom elemenata u k-tom stupcu i retku, ¢iji su indeksi u P, sa 0.

Sada, A©® = A je M-matrica, pa je R > 0. Iz Leme 3.4.2 slijedi da je A M-
matrica i, zbog toga je i L) > 0. Iz Leme 3.4.1 slijedi da je A) M-matrica. Prema
napomeni iza Leme 3.4.1 donji (n — 1) x (n — 1) dijagonalni blok od A®) je takoder
M-matrica, a sljedeéi korak Gaussovih eliminacija ¢e se izvesti upravo nad tim blokom.
Tako mozemo nastaviti redom za k = 2,3,..., odnosno mozemo, na prethodan nacin
pokazati, da je za svako k = 2,3,... donji (n — k) x (n — k) dijagonalni blok matrice
A®) M-matrica. Trebamo jo§ provjeriti kakva je situacija sa samom matricom A®).
Pretpostavimo, da jeza j = 1,...,k —1 AY) M-matrica, te zapisimo A®) u blok obliku

k k
Al Ay

Ak —
0o AW

)
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pri ¢emu je Ag’i) gornje trokutasti k x k blok, a Ag’;) je (n — k) x (n — k) blok. Kako su
prvih k redaka matrice A®) identicéni istim recima matrice A®~Y osim k-tog u kojemu
se neki elementi zamijenjeni sa nulom, a indukcijom smo pokazali da je i Ag;) M-matrica,
to znaci da su svi dijagonalni elementi matrice A®*) pozitivni, a vandijagonalni elementi
nepozitivni. Lako se moze provjeriti da je inverz matrice A®) oblika

k)\— k) — k k)\—
(A1 — | (AT —(Al) AR ()

Kako je je gornji k x k dijagonalni blok od (A®*))~! jednak istom bloku od (A®*—1)=1,
to znaci da je (Agli))*l > 0. Nadalje je Ag’;) < 0, a prema gore pokazanom (Ag;))*l >0,
pa mozemo zakljuciti da je i (A% =1 >0, odnosno da je A®) M-matrica. Analogno kao
gore je i A®) M-matrica, i L*®) >0, te R%) > 0zak =1,...,n— 1. Iz definicija odmah

slijedi

LERM = RM  ako k < m,
A(n—l) _ L(n—l)A(n—l) _ L(n—l)A(n—Q) + L(n—l)R(n—l) _

— ﬁL(n—j) A(0)+r§ ﬁL(n—j) RO,
j=1 i=1 \j=1

Kombinirajuéi te dvije jednakosti dobivamo

Aln=1) _ ﬁ 7,(n=J) <A + nilR(i)) )
j=1 i=1

Definirajmo sada matrice U = A=Y [ = (ITj= L=~ i R=3"""RO). Tada su,
prema ve¢ prije pokazanim svojstvima matrica L*¥) i R*%), LU = A+R, L=! > 0. U je M-
matrica pa U~! > 0, odakle slijedi da je (LU)~! > 0, i na kraju R > 0, tako da je rastav
A = LU — R regularan. Preostalo nam je jos pokazati jedinstvenost faktora L i U, §to

¢iji indeksi jesu u P, jednaki 0. To se lako moze provjeriti matematickom indukcijom po
k-tom retku i stupcu, koristeéi ¢injenicu da su elementi od A i LU jednaki za (i, 5) ¢ P,
da L ima jedini¢nu dijagonalu, te da je U M-matrica pa su joj svi dijagonalni elementi
vedi od 0. O

Korolar 3.4.4. Ako je A simetricna M-matrica, tada za svaki podskup P vandijago-
nalnih indeksa, sa svojstvom da za (i,j) € P slijedi (j,1) € P, postoji jedinstvena donje
trokutasta matrica L sa l;j = 0 ako je (i,j) € P za i > j, takva da je A = LLT — R,
gdje je rij = 0 ako je (i,7) ¢ P. Rastav A= LLT — R je regularan rastav.

Dokaz: Prema Teoremu 3.4.3 postoje jedinstvene matrice L, koja je donjetrokutasta
s jedinicnom dijagonalom, i U, koja je gornje trokutasta sa pozitivhom dijagonalom,
takve da je A = L1U — R, i da su zadovoljena svojstva iz istog teorema. Ovdje treba
naglasiti da je u;; = 0 ako je (j,4) € P. Definirajmo D = diag(U), koja je takoder
jedinstvena. Tada je

A=AT=u"L! - R" = "D ") (DL]) - RY,
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jos jedan rastav kao u Teoremu 3.4.3, jer je U7 D~! donje trokutasta matrica sa jedi-
nicnom dijagonalom, koja ima 0 na istim pozicijama kaoi L1, a DL{ je gornje trokutasta
matrica, koja ima 0 na istim pozicijama kao i U. Zbog jedinstvenosti faktora vrijedi
L1 =UTD!, odnosno U = DLlT, pa ako sada definiramo L = L; D2, imamo

A=L,DLY —R=LL" - R,
pri ¢emu je, zbog jedinstvenosti matrica L; i D, L jedinstven. O

U ovom slucaju radi se o nekompletnoj faktorizaciji Choleskog (1C).

Tako je nekompletna faktorizacija Choleskog regularni rastav, ona se ne moze us-
porediti sa matricama prekondicioniranja, kao sto su dijagonala od A ili njen donje
trokutasti dio (Korolar 3.3.10, i Teorem 3.3.16), zbog toga sto su neki elementi matrice
prekondicioniranja nekompletene faktorizacije Choleskog M = LL” blize odgovarajuéim
elementima iz A, nego sto su odgovarajuéi elementi od diag(A) ili njenog donje trokutas-
tog dijela, ali neki elementi su puno udaljeniji. Ipak, mnogi numericki primjeri pokazuju
da nekompletna faktorizacija Choleskog primijenjena na CG algoritam, ¢esto zahtijeva
znacajno manje iteracija od dijagonalnog prekondicioniranja. S druge strane, svaka ite-
racija zahtijeva viSe operacija, pa se ukupni profit upotrebe nakompletne faktorizacije
Choleskog treba gledati kroz omjer smanjenja broja iteracija i porasta broja operacija
u svakoj iteraciji.

ILU(0)

Nekompletna LU faktorizacija bez popunjavanja, koju ozna¢avamo sa ILU(0), je ona
u kojoj se podskup vandijagonalnih indeksa P toéno poklapa sa podskupom indeksa
vandijagonalnih elemenata koji su, kod matrice A, jednaki 0. Drugim rijeCima, ras-
pored nula kod L i U, matrica koje su dobivene nakompletnom LU faktorizacijom, je
ekvivalentan rasporedu nula kod matrice A.

ILU (p)

Toc¢nost ILU(0) nekompletne faktorizacije, moze biti nedovoljna za postizanje zeljene
stope konvergencije, budué¢i da, na primjer, kod rijetko popunjenih matrica, produkt
LU, moze imati puno vise netrivijalnih elemenata od polazne matrice A. Tocnije verzije
nepotpune LU faktorizacije dozvoljavaju odredeno “popunjavanje”. Naime, za razliku od
ILU(0), takve faktorizacije dozvoljavaju da matrice L i U imaju netrivijalne elemente na
pozicijama, na kojima A ima 0, odnosno na pozicijama u skupu P. U tu svrhu uvodimo
pojam stupnja popunjevanja. Stupanj popunjavanja se pridruzuje svakom elementu
tokom procesa Gaussovih eliminacija, a da li ¢e taj element biti sveden na nulu ili ne,
ovisi 0 njegovoj vrijednosti. Pri tome vrijedi pravilo: §to je stupanj vedi, to je element
manji.
Definicija 3.4.5. Pocetna vrijednost stupnja popunjavanja elementa a;; rijetko popu-
njene matrice A je definirana sa

levs; _{ 0 qkovaij £0, ilii=j

00 inace.

Nakon k-tog koraka Gaussovih eliminacija u kojem se element na pozicigi (i,7) promi-
jenio, njegov stupanj popunjavanja se takoder treba ponovo izracunati sa

levij = min{levsj, levy, + levy; + 1}. (3.60)
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Primijetimo da se stupanj popunjavanja nikad nece povecati tokom eliminacija. Pre-
ma tome, ako je a;; # 0 u originalnoj matrici A, tada ¢e element na poziciji (7, ) imati
stupanj popunjavanja jednak nuli, kroz cijeli postupak Gaussovih eliminacija. Gornja
definicija daje prirodnu strategiju za transformaciju elemenata u nulu. Kod ILU(p)
faktorizacije, svi elementi kojima stupanj popunjavanje ne nadmasuje p, su zadrzani.
Dakle, raspored nula za ILU(p) faktorizaciju je dan sa

P, = {(Z,j) : levij > p},

pri cemu je lev;; stupanj popunjavanja nakon §to su sve transformacije (3.60) izvrsene.
ILU(0) je podudaran sa slucajem kada je p = 0.

Postoje mnogi nedostaci ovakve nepotpune faktorizacije. Prvo, broj operacija za
izvrsavanje ILU(p) nije predvidiv za p > 0. Drugo, trosak za racunanje stupnjeva
popunjavanja moze biti visok. Sto je najvaznije, stupanj popunjavanja za indefinitne
matrice ne mora biti dobar pokazatelj elemenata koje treba svesti na nulu. Moze se
dogoditi da algoritam ILU(p) faktorizacije odbaci veliki element (svede ga na 0), i kao
rezultat dobivamo netoé¢nu nekompletnu faktorizaciju, u smislu da R = LU — A nije
malen. U prosjeku, to ¢e uzrokovati velikim brojem iteracija iterativne metode, sa
kojom se primijenjuje nekompletna faktorizacija, do postignuéa konvergencije. Da bi
se popravili ovi nedostaci, uvedene su tehnike koje daju nekompletnu faktorizaciju sa
malom greskom R i sa kontroliranim brojem elemenata koji nisu svedeni na 0.

ILUT

Nekompletne faktorizacije koje se oslanjaju na stupanj popunjavanja su slijepe na nume-
ricke vrijednosti, buduéi da elementi koji se svode na nulu ovise o strukturi matrice A.
Postoje nekoliko alternativnih metoda baziranih na Gaussovim eliminacijama i svodenju
elemenata na nulu i to na osnovu njihove veli¢ine a ne pozicije. Kod tih tehnika raspored
nula se odreduje dinamicki.

Genericka ILU faktorizacija sa pragom moze se dobiti iz Gaussovih eliminacija, uz
dodatak skupa pravila za svodenje malih elemenata na nulu, $to znaci da ¢e element
biti sveden na nulu ako zadovoljava odredeni skup kriterija. Tako dobivenu faktorizaciju
oznacavamo sa ILUT(p,7), i kod nje su koristena sljedeéa pravila.

1. U k-tom koraku Gaussovih eliminacija, pivotni element a;; = a;x/akk, za i > k se
svodi na nulu ako je manji od relativne tolerancije 7;, dobivene mnozenjem 7 sa
normom originalnog i-tog retka.

2. Nakon prvih k£ — 1 koraka Gaussovih eliminacija, k-ti redak se nece viSe mijenjati,
pa su u njemu smjesteni gotovi elementi k-tih redaka matrica L i U. Prvo treba
svesti na nulu sve elemente u k-tom retku koji su manji od relativne tolerancije
T,. Tada, treba zadrzati samo p najvecih elemenata u L dijelu retka, i p najvecih
elemenata u U dijelu retka, uz dijagonalni element koji se uvijek zadrzava. Svi
ostali elementi se svode na nulu.

Cilj drugog koraka svodenja elemenata na nulu je kontrola broja netrivijalnih elemenata
po retku. Grubo rec¢eno, na p mozemo gledati kao na parametar koji pomaze u kontroli
troska memorije, dok 7 reducira troskove racunanja.
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3.4.2 Nekompletan Gram—Schmidt i IQR

Kod prekondicioniranja normalnih jednadzbi, postavlja se pitanje kako prekondicionirati
rezultirajuce iteracije. ILU matrica prekondicioniranja moze se izra¢unati za matricu
A, i onda pomocu nje rijesiti prekondicioniranu normalnu jednadzbu

AT(LUY " T(LU) Az = AT(LU) T (LU) .

Medutim, znamo da ILU nekompletna faktorizacija ne mora uvijek postojati, a i ako
postoji, dobivena matrica prekondicioniranja ne mora biti kvalitetna. Zato ¢emo pro-
matrati jo§ jedan nacin prekondicioniranja, svojstven normalnim jednadzbama.

Razmotrimo opcenitu rijetko popunjenu matricu A i sa aq,...,a, ozna¢imo njene
stupce. Ako definiramo (kompletnu) QR faktorizaciju matrice A sa

A=QR,

gdje je R gornje trokutasta matrica, a ) je unitarna. Tada je R faktor gornje faktori-
zacije faktor faktorizacije Choleskog matrice AT A, jer ako je A = QR, pri ¢emu R ima
pozitivne dijagonalne elemente, tada je

B=ATA=RT'QTQR = RTR.

Iz jedinstvenosti faktorizacije Choleskog sa faktorom R koji ima pozitivne dijagonalne
elemente, slijedi da je R zaista jednak faktoru faktorizacije Choleskog matrice B. Taj
odnos se moze iskoristiti za dobivanje matrice prekondicioniranja za normalne jednadzbe.

Postoje dva nacina dobivanja matrice R. Prvi je eksplicitno formiranje matrice B
i izracunavanje njene faktorizacije Choleskog. To znaéi formiranje matrice AT A koja
moze biti puno gusée popunjenija od matrice A. Drugi pristup je koristenje Gramm-
Schmidtovog postupka. Na prvi pogled ovo bi mogao biti nepozeljan izbor, zbog gubitka
numericke tocnosti kod ortogonalizacije velikog broja vektora. Medutim, kako vektori
ostaju rijetko popunjeni kod nekompletne QR faktorizacije, takvi gubici to¢nosti ¢e biti
svedeni na minimum. Sa strane memorije, Gram-Schmidt je optimalan jer ne zahtijeva
dodatnu memoriju za spremanje dodatnih podataka.

Kako bi definirali nekompletnu QR faktorizaciju IQR, moramo definirati strategiju
po kojoj éemo svoditi elemente na nulu, sliénu onoj kod ILU faktorizacija. To se moze
napraviti na sljede¢i nac¢in. Neka su Pg i Pr podskupovi indeksa koji ¢e predstavljati
raspored nula za matrice () i R. Jedina restrikcija za R je

PrC{(i,4): i # 3}

Sto se tice skupa Pq, za svaki stupac matrice () mora postojati barem jedan netrivijalan
element, odnosno

{7: (,)) e Po} #{1,2,...,n}, zai=1,...,n.

Ova dva skupa se mogu definirati na razli¢ite nacine, kao na primjer kod ILUT faktori-
zacije, dinamicki.

Svodjenje elemenata na nulu, ¢iji indeksi se nalaze u ova dva skupa, izvodi se na
sljedeé¢i na¢in. U k-tom koraku Gram—Schmidtovog postupka, nakon Sto se izra¢unaju
vandijagonalni elementi k -tog stupca matrice R (skalarni produkti koji predstavljaju
koeficijente ortogonalizacije), na nulu se svode elementi tog stupca ¢iji se indeksi nalaze
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u skupu Pr. Zatim, nakon izracunavanja vektora ¢, sa dobivenim koeficijentima or-

skupu Pg. Tada imamo
k

ar =Y Tirg; + Dr, (3.61)
j=1

gdje je pr stupac elemenata koji su izbaceni iz stupca ¢i. Gornja jednakost se svodi na
A=QR+ P, (3.62)

gdje je P matrica kojoj je k-ti stupac jednak pg. Slucaj u kojem je Pp prazan skup
je posebno zanimljiv, jer je tada P = 0, pa imamo egzaktnu jednakost A = QR. U
svakom slucaju @ nije opéenito unitarna, jer su neki elementi u R svedeni na nulu. Kad
bi u k-tom koraku bilo 5 = 0, tada bi iz (3.61) slijedilo da je aj linearna kombinacija
stupaca qi,...,qr_1, odakle indukcijom slijedi da je a; linearna kombinacija stupaca
ai,...,ap_1, Sto ne moze biti istina za regularnu matricu A. Kao rezultat, mozemo
iznijeti sljedeéi teorem.

Teorem 3.4.6 ([32]). Ako je A regularna matrica i ako je Po = 0 tada nekomplet-
na QR faktorizacija A = QR postoji, u kojoj je Q regularna matrica, a R je gornje
trokutasta matrica sa pozitivnim dijagonalnim elementima.

3.5 Aproksimacije inverza matrice

Nagini prekondicioniranja navedeni u prethodnom odjeljku ponekad mogu zakazati, ako
npr. nekompletna LU faktorizacija ne postoji, ili je dobivena matrica prekondicioniranja
daleko od optimalne. Iz tog razloga, nastojalo se pronaéi na¢in prekondicioniranja koji
ne zahtijeva direktno rjesavanje linearnog sustava, ve¢ se polazni sustav moze prekondi-
cionirati matricom M ™! koja je direktna aproksimacija inverza od A.

Jednostavna tehnika pronalazenja aproksimacije inverza proizvoljne rijetko popu-
njene matrice je pronalazenje rijetko popunjene matrice N = M~! koja minimizira
Frobeniusovu normu rezidualne matrice I — AN,

F(N)=|I - AN|%. (3.63)

Matricu N, ¢ija vrijednost F'(N) je dovoljna mala, mozemo uzeti kao aproksimaciju
desnog inverza (kao matricu desnog prekondicioniranja) od A. Sliéno, aproksimacija
lijevog inverza moze se definirati koristenjem objektne funkcije

F(N)=|I - NA|3%. (3.64)
Na kraju, mozemo traziti par L i U, takav da minimizira
F(L,U) = ||I — LAU|%. (3.65)

Nadalje, ¢emo promatrati samo slucaj (3.63), dok se ostala dva slucaja mogu anali-
zirati na slican nacin.

Pristup globalnih iteracija tretira matricu N kao nepoznatu, rijetko popunjenu ma-
tricu, i metodom tipa najbrzeg silaska minimizira objektnu funkciju (3.63). Ta funkcija
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je kvadratna funkcija definirana na prostoru n x n matrica, kojeg mozemo identificirati
sa R"”. Skalarni produkt na prostoru matrica je definiran sa

(X,Y) =tr(YTX), (3.66)
a kvadrat odgovarajuce norme je upravo u skladu sa definicijom objektne funkcije (3.63),
jer je | X[IF = (X, X).
Definicija 3.5.1. Poljska reprezentacija n?-dimenzionalnog vektora X = [x1 zo ... z,2]7
predstavlja n X n matricu

1T Tp4+1 .- xn2_n+1
T2 Tp42 -+ Tp2_py2
Tn Ton . Tp2

U algoritmu silaska nova aproksimacija Vi se definira izvodenjem koraka duz smjera
G_1, odnosno
N, = Ng-1+ ap-1Gk-1,

gdje je ag_1 izabran tako da minimizira objektnu funkciju F'(Ny). Kao sto smo vidjeli
kod izvoda Orthomin metode, minimiziranje norme reziduala je ekvivalentno zahtjevu
daje R = I — AN, = Rr_1 — ap_1AGL_1 okomito na AGj_1, obzirom na skalarni
produkt (-,-), pri ¢emu je Ry_1 = I — ANk_1. Prema tome, optimalno aj_; je dano sa

o (Ri1, AGr—1) _ tr(Rf_ AGy_1) (3.67)

T (AGk1, AGk-1) t((AGR-1)TAGk-1) '

Rezultiraju¢a matrica N ¢e postajati sve gusca i guscéa nakon svakog koraka metode
silaska, zato je vazno primijeniti neku strategiju svodenja elemenata na nulu. Medutim,
u tom slucaju je svojstvo silaska naruseno, odnosno, ne¢emo vise mocéi garantirati da je
F(Ny) < F(Ng_1).

Najjednostavniji izbor za smjer silaska Gj_1, je da on bude jednak matrici rezidu-
ala Ry_1 = I — AN;_1, gdje je Ni_1 zadnja aproksimacija. Osim koraka u kojem se
elementi svode na nulu, odgovarajuéi algoritam silaska li¢i upravo na Orthomin(1) me-
todu, primijenjenu na n? x n2-dimenzionalni linearni sustav AN = I. Metoda globalnog
mintmalnog reziduala ima sljedeéi oblik.

Algoritam 3.5.2. ALGORITAM GLOBALNOG MINIMALNOG REZI-
DUALA

Dana je pocetna iteracija Ny.
Zak=1,2,...
Gr-1=1— ANy,
Izracunaj AGp_1,
B tr(G{_lAGk_l)

Ap—1 =
IAGk-1l%

Ny = Ni—1 + ap—1Gr—1,

Svedi odgovarajuée elemente od Ny na nulu.
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Drugi izbor za matricu Gi_1 bi bio da je ona jednaka smjeru najbrzeg silaska, odnos-
no smjeru suprotnom gradijentu funkcije (3.63), s obzirom na varijablu Ny_;. Ako su svi
vektori prezentirani kao 2-dimenzionalna n x n polja, tada se gradijent moze definirati
kao matrica Gi_1, koja zadovoljava sljedecu relaciju, za malu perturbaciju F,

F(Ng_1+ E) = F(Ni—1) + (Gr—1, E) + O(| E|I*). (3.68)

Time mozemo gradijent shvatiti kao operator nad matricama, a ne kao opereator nad
n?-dimenzionalnim vektorima.

Teorem 3.5.3 ([32]). Poljska reprezentacija gradijenta funkcije F', definirane sa (3.63),
je matrica
Gp1=—2ATRy_4

gdje je Ri_1 = I — ANj_1 matrica reziduala.
Dokaz: Za bilo koju matricu E imamo
F(Ny_1+ E) = F(Ny_1) = tr[(I — A(Np_1 + E)T(I — A(Ny_1 + E))] —
—tr[(I — ANy_)T(I — AN,_1)] =
= tr[(Rp_1 — AE)(Ry_1 — AE) — R} _|R._1] =
—tr[(AE)T'Ry_1 + RI_|AFE — (AE)T(AE)] =
= —2tr(R}_,AE) + tr[(AE)T(AE)] =
= —2(ATRy_1,E) + (AE, AE).
Kako je
(AE,AE) = | AE|% < |AIE| EIE,
iz (3.68) slijedi trazeni rezultat. O

Dakle, algoritam najbrzeg silaska imati ée Gy_; = AT Rj_; i ima sljedeéi oblik.

Algoritam 3.5.4. ALGORITAM GLOBALNOG NAJBRZEG SILASKA

Dana je pocetna iteracija Ny.

Zak=1,2,...
Rp1=1— ANg_1,
Gr—1 = ATRy,_4,
izracunaj AGy_1,

|1Gr—1%
Ok—1 = T~ 19
[AGk-1]1%

N = Ni—1 + ap—1Gr—1,

Svedi odgovarajuée elemente od Ny na nulu.

Prvo teoretsko pitanje, koje se postavlja, je da li aproksimacije inverza, dobivene
gornjim algoritmom, mogu biti singularne. Ne moze se dokazati da je INj regularna,
ukoliko aproksimacija nije dovoljno to¢na. Taj zahtjev moze biti u konfliktu sa zahtjevom
da je N rijetko popunjena matrica.
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Teorem 3.5.5 ([32]). Pretpostavimo da je A regularna matrica i da rezidual aproksi-
macije inverza N zadovoljava relaciju

I — AN| <1, (3.69)
gdje je || - || bilo koja konzistentna norma. Tada je N regularna.

Dokaz: Rezultat odmah slijedi iz jednakosti
AN=1—-(I—-AN)=1-R.

Buduéi da je |R|| < 1, tada prema Lemi 1.5.9 slijedi da je I — R regularna matrica, pa
je prema tome i N regularna. O

Ponekad se dogodi da je R velik, pa skaliranje moze dati manju normu. Rezultat
prethodnog teorema, zato, lako mozemo progiriti na sljedeéi nac¢in. Ako je A regularna
matrica, i ako postoje dvije regularne dijagonalne matrice D1 i Do, takve da je

||I_ DlADQH < 17

gdje je || - || bilo koja konzistentna norma, tada je N regularna matrica.
Sljedece, ispitajmo popunjenost matrice N za slucaj kada za svaki stupac od N
vrijedi pretpostavka
1€ — Anjlly < 75, (3.70)

gdje je & j-ti jedini¢ni vektor, a n; j-ti stupac od N.

Teorem 3.5.6 ([32]). Neka je B = A™Y, i pretpostavimo da dani element b;j od B
zadovoljava nejednakost
[bij| > 7 max bk, (3.71)

tada je element n;; razlicit od nule.

Dokaz: 1z jednakosti AN = I — R imamo da je N = A~' — A7 R, pa odavde slijedi

n
nig = bij — Y bikTk»
k=1

za r; (k, j)-ti element od R. Zato je

n
|bij] — Z |biTrs| >

gl =
k=1
> byl — max |bgl||rjl >
k=1,...,m
Z ’b”‘ — Imax ’bik‘Tj-
k=1,....,n
Sada iz uvjeta (3.71) slijedi |n;;| > 0. O

Prema ovom teoremu mozemo zakljuciti da, ukoliko je R dovoljno mali, odnosno kad
su konstante 7; dovoljno male, tada su elementi od NN razli¢iti od nule smjesteni na
pozicijama, koje odgovaraju pozicijama veéih elemenata inverza od A. Sljedeéi negativni
rezultat je direktna poslijedica prethodnog teorema.
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Korolar 3.5.7 ([32]). Neka je T = maxj—1 . ,7j. Ako netrivijalni elementi od B =
A~ zadovoljavaju nejednakost

bi;| > 7 max |by],

5:] k,l:l,...,n| vl
tada raspored netrivijalnih elemenata od N sadrzi i raspored netrivijalnih elemenata od
A~ Narocito, ako je A~" qusto popunjena, i ako za njene netrivijalne elemente vrijedi
gornja nejednakost, tada je ¢ N takoder gusto popunjena.

Sto je manji 7, to je vierojatnije da ¢e uvjet korolara biti ispunjen. Drugi nacin na
koji mozemo iznijeti tvrdnju korolara je, da se to¢na i rijetko popunjena aproksimacija
inverza moze izracunati samo ako elementi pravog inverza jako variraju u veli¢ini. Na
zalost, to je jako tesko unaprijed provjeriti.

3.6 Primjer: difuzijska jednadzba

Kod proucavanja matrica prekondicioniranja, nakon $to smo naveli razli¢ite nacine na
koje se ona moze izabrati, korisno je pogledati kako se to moze napraviti na konkretnom
primjeru. Numericko rjesavanje difuzijske jednadzbe dati ¢e simetrican pozitivno defi-
nitan linearan sustav, koji je znacajan sa fizikalnog gledista i koji daje prilicno dobru
ilustraciju principa koje smo naveli u ovom poglavlju.

Odredeni broj razlicitih fizikalnih procesa moze se opisati difuzijskom jednadzbom

ou

i V-(aVu)=f na€. (3.72)
Ovdje u(z,t) moze, na primjer, predstavljati distribuciju temperature po vremenu ¢ u
objektu €, na koji djeluje vanjski izvor topline f(z,t). Pozitivan koeficijent a(z) je
toplinski konduktivitet materijala. Da bi odredili temperaturu u vremenu ¢, trebamo
znati pocetnu distribuciju topline u(z,0) i neki rubni uvjet, recimo

u(z,t) =0 na 02, (3.73)

§to odgovara situaciji kada je rub podrucja 2 drzan na fiksnoj temperaturi.

Standardna metoda za dobivanje aproksimacija rjeSenja parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe, kao §to je (3.72), je metoda konacnih diferencija. U toj metodi iz danog podrucja
Q izabran je skup tocaka koji ¢ini mrezu, i u svakoj tocki mreze od € derivacija u (3.72)
zamijenjuje se sa kvocijentom koji se priblizava pravoj derivaciji kada mreza postaje sve
finija.

Na primjer, pretpostavimo da je podrucje 2 jedini¢ni kvadrat [0, 1] x [0, 1]. Uvedimo
uniformnu mrezu {z;,y; : ¢ =0,1,...,n, +1,5 = 0,1,...,n, + 1} sa koracima h, =
1/(ngy + 1) u 2 smjeru, i hy = 1/(ny + 1) u smjeru y, kao sto je pokazano u Slici 3.2 za
ngy = 3, ny = 5. Standardna aproksimacija parcijalne derivacije u smjeru z iz (3.72),
pomocu centralnih diferencija je

9 ou (5137 = iy1/2,5 (Vi1 = Wig) = im1/2,5(uij — ui1j)
or oz )" h2 ’
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13 14 15
10 11 12
(0.7 +1)
7 3 9
4 5 6
1 2 3
hy

by

Slika 3.2: Diskretizacija kona¢nim diferencijama, prirodni poredak.

gdje je a;i1/9; = a(wi+hy/2,y;), a u; j predstavlja aproksimaciju od u(z;, y;). Analogan
izraz moze se ostvariti za parcijalnu derivaciju u y smjeru:

0 Ou i jy1/2(Uig+1 — wig) — aijo1/9(Uij — wij—1)
< > (xia j) ~ h2 y
Yy
gdje je a; j+1/2 = a(w;, yj+h,/2). Ukoliko a(z,y) ima diskontinuitet u nekoj liniji mreze,
tada se uzima aritmeticka sredina lijevog i desnog limesa u trazenoj tocki, obzirom na
trazeni smjer.

Za aproksimiranje derivacije po vremenu, Cesto se Kkoriste centralne diferencije ili

diferencije u nazad. Na primjer, ako je poznata aproksimacija rjesenja ui ; u vremenu 1,
9,

i ako koristimo diferencije u nazad po vremenu, tada da bi dobili aproksimaciju rjeSenja

l

u; j u vremenu ¢4 =t + At, moramo rijesiti sljedeéi sustav linearnih jednadzbi:
1+1 , S R A D VS N S
Uzt _“é,j Qit+1/2,5 <ui+1,j Ui Ai—1/2,5 \ Ui — U1 5
At 12

€T

I+1 I+1 I+1 I+1
Qij+1/2 (“m‘ﬂ — i ) ~ Yij-1/2 (“m - “m‘—l)

hy

+1
:fi,—}_a

i=1,...,n, j=1,...,ny. (3.74)

Da bismo napisali jednadzbu (3.74) u matriénom obliku, moramo izabrati neki po-
redak jednadzbi i nepoznanica. Uobicajeni izbor je tzv. prirodni poredak u kojem su
tocke mreze numerirane s lijeva na desno, i od dole prema gore, preko pridruzivanja
(1,7) — (4 — )ng + 4, kao sto se vidi u Slici 3.2. Sa ovakvim poretkom jednadzbe
(3.74) mogu se napisati u obliku

Au = f, (3.75)

gdje je A blok tridijagonalna matrica sa n, dijagonalnih blokova, od kojih je svaki
dimenzije n; x ng, u je ngn,-dimenzionalni vektor vrijednosti funkcije u, kod kojeg je
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u;; smjesten na poziciji (j — 1)ng + 14, a f je nyn,-dimenzionalan vektor desne strane
sustava kod kojeg je f; ;j smjesten na poziciji (j — 1)ng + i. Definirajmo

1 iv1/25 T Qi—1/25 Qi j41/2 T Qi 5-1/2

dii = — , .
—Qi41/2,5 —Qi541/2
bit1/25 = T/Jy Cij+1/2 = # (3.77)
x Yy

Matrica sustava se tada moze napisati u obliku

S Tzp
Tyy - e
A= | 732 , (3.78)
K Th,~1/2
Tny—l/Q Sny
gdje su
dij b3y,
S; = 3/2.5 . . , (3.79)
- ' bnx_1/27]
bp,—1/25  Gngj
C1,j41/2
Tiy12 = . ) : (3.80)
Cng,j+1/2
Vektor desne strane je oblika
fi1
fnz,l
Ji2
f= : ; (3.81)
fnx,ny—l
1,ny
L fnmm«y
gdje je z
u -
fig = fif + (3.82)

Teorem 3.6.1 ([12]). Pretpostavimo da je a(x,y) > a > 0 na (0,1) x (0,1). Tada je
matrica A definirana sa (3.76-3.80) simetricna i pozitivno definitna.

Dokaz: Simetri¢nost je ocita. Za dokaz pozitivne definitnosti, razlikujemo dva slucaja.
Prvi slucaj je situacija opisana prije teorema, odnosno situacija u kojoj je jednadzba
(3.72) nestacionarna. Tada je matrica A = (A;;) strogo dijagonalno dominantna, sa
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pozitivnim dijagonalnim elementima, pa prema Gerschgorinovom teoremu postoji ¢ =
1,...,n, takav da je

A =A< A=A < Z |Aij| < |Ai| = A,
J#i

za proizvoljnu svojstvenu vrijednost A od A. Prema tome vrijedi da je A > 0 za svaku
svojstvenu vrijednost A od A, pa je matrica A pozitivno definitna.

Drugi slucaj je kada je jednadzba (3.72) stacionarna, pa se gubi parcijalna deriva-
cija po vremenu. U tom slucaju, na dijagonali matrice A nestaje sumand 1/At, a na
desnoj strani uij /At. Tako dobivena matrica je tada slabo dijagonalno dominantna, i
to apsolutna vrijednost dijagonalnog elementa je strogo veéa od sume apsolutnih vrijed-
nosti preostalih elemenata u retku samo ako je odgovarajuéi ¢vor mreze, reprezentiran
tim retkom, susjedan rubu. Za sve ostale retke vrijedi jednakost. Primjenom Gersch-
gorinovog teorema sada dobivamo da je A > 0 za svaku svojstvenu vrijednost A od A.
Pretpostavimo da postoji vektor v razli¢it od nule, takav da je Av = 0, i pretpostavimo
da komponenta od v sa najveéom apsolutnom vrijednosti odgovara ¢voru mreze (i, 7).
Mozemo izabrati predznak od v tako da je ta komponenta pozitivna. Prema definiciji
od A i pretpostavci da je a(z,y) > 0, slijedi da se, raspisivanjem jednakosti Av = 0 po
komponentama, v; ; moZe napisati kao tezinska suma okolnih vrijednosti od v:

Vijj = Wi—1,jVi-1,j + Wit1,jVit1,j T Wij-1Vij-1 + Wij41Vijt1,

1 ajti/2; w R SR ES )
.. 2 ’ G,jEl = S 2 )
dl’.y hl’ dlvj hy

Witl,j =

pri cemu su izrazi koji odgovarju rubnim ¢vorovima jednaki nuli. TeZine w;41; 1 w; j+1
su pozitivne i suma im je jednaka 1. Odatle slijedi, da ako su svi susjedi od tocke
mreZe (7, j) unutarnje tocke, tada sve vrijednosti od v na tim tockama moraju imati istu
maksimalnu vrijednost, buduéi da niti jedna ne moze imati vrijednost ve¢u od v; ;. Ako
ponavljamo ovakav princip zaklju¢ivanja na susjedne tocke mreze, kad tad naéi ¢emo
tocku mreze sa istom maksimalnom vrijednoséu za v, koja ima bar jednog susjeda na
rubu. Medutim, vrijednost od v u toj tocki je tada tezinska suma vrijednosti susjednih
unutarnjih ¢vorova, ali sa sumom tezina manjom od 1. Tad slijedi da vrijednost od v
u jednom od ovih ostalih unutarnjih ¢vorova mora biti veca od v; ;, ako je v; ; > 0, §to
je kontradikcija. Zbog toga, jedini vektor v za koji je Av = 0, je nul-vektor, pa su sve
svojstvene vrijednosti od A pozitivne, i s time je A pozitivno definitna matrica. O

Drugi poretci jednadzbi i nepoznanica su takoder moguéi, kao na primjer ako se
¢vorovi u Slici 3.2 pobojaju kao na sahovskoj tabli, gdje su crveni ¢vorovi grupirani oko
crnih, i obratno, te ako crvene ¢vorove poredamo najprije, a zatim crne, tada matrica

A poprima oblik
| D1 B
=55

gdje su D1 i Dy dijagonalne matrice.

Matrica oblika (3.76-3.80) se ponekad naziva i aproksimacijom s 5 toc¢aka, buduéi da
se druge derivacije u tocki mreze (i, j) aproksimiraju sa izrazima koji sadrze vrijednosti
funkcije u toj tocci i njezinih Cetiri susjeda.
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3.6.1 Poissonova jednadzba

U specijalnom slucaju kada je koeficijent difuzije a(x, y) konstantan, recimo da je a(x,y) =
1 na Q, i kada je jednadzba (3.72) stacionarna, tada se takva difuzijska jednadzba naziva
Poissonovom jednadzbom. Matrica sustava A u tom slucaju ima poseban oblik:

S T
AT , (3.83)
c. ..' T
T S
gdje je T = (—=1/h2)I i
d b
b e 2 2 ~1
. . b T Y x
b d

Ovaj oblik je poznat pod imenom blok-T'ST matrica, gdje je “T'ST” kratica za Toeplitz-
ovu (konstantna duz svih dijagonala), simetri¢nu i tridijagonalnu matricu. Ovakva ma-
trica je blok-TST matrica jer su blokovi duz bilo koje blok dijagonale jednaki, simetri¢na
je i blok-tridijagonalna je. Sto vige, svaki od njenih blokova je TST matrica. Svojstvene
vrijednosti i svojstveni vektori takve matrice su eksplicitno poznati.

Lema 3.6.2 ([12]). Neka je G m x m TST matrica sa dijagonalnim elementima o i
vandijagonalnim elementima 3. Tada su svojstvene vrijednosti od G dane sa

km
A = 2 _— k=1,... .
k= o+ 28 cos (m+1>’ R T (3.85)

a odgovarajuéi ortonormirani svojstvens vektori dani su, po komponentama, sa

k) 2 ) lkmw L k1
q, —Um+1sm<m+1 , Lk=1,...,m. (3.86)

Dokaz: Pretpostavimo da je 8 # 0, jer bi ina¢e G bio multipl od identitete, ¢ime je
tvrdnja leme trivijalna. Pretpostavimo da je A svojstvena vrijednost od G sa odgova-
rajuéim svojstvenim vektorom ¢. Ako definiramo gy = ¢m+1 = 0, jednakost Ag = Aq
mozemo napisati u obliku

ﬂ(Zl—l + (O[ - )\)Ql + ﬂQZ—H = 07 I = 17 sy, M. (387)

To je jednadzba linearnih diferencija, i moze se rijesiti na slican na¢in kao odgovarajuca
linearna diferencijalna jednadzba. Preciznije, razmatramo karakteristi¢ni polinom

X(2) = B+ (a =Nz + 2%

Ako korijene ovog polinoma ozna¢imo sa z1 i zo, tada opcenito rjeSenje jednadzbe dife-
rencija (3.87) ima oblik

q = clzll + czzé, za konstante cq, ca,
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pri ¢emu su konstante odredene iz rubnih uvijeta qg = ¢p41 = 0.
Korijeni od x(z) su

A—at/(A—a)?—45?
23 ’

a iz uvjeta go = 0 slijedi da je ¢y + co = 0. S druge strane, iz uvjeta gp41 = 0 slijedi:

Z12 = (3.88)

clz{”H + 0225”1 =0,

odnosno, zbog prethodne napomene je co = —c1, a kako nas interesira netrivijalno
rjesenje slijedi ¢; # 0, imamo
z{”“ = z;’”l.

Postoji m + 1 rjeSenja ove jednadzbe, i to

2k
29 = 21 €Xp <mﬂ+L1> , k=0,1,...,m, 1 =+v—1, (3.89)

medutim, sluc¢aj za k = 0 se moze odbaciti, jer je tada zo = 21, a odatle je

q = clzi + ngé = clzll - clzi =0.

Mnozeéi (3.89) sa exp(—mke/(m + 1)) 1 uvrstavajuéi vrijednosti za z; 1 22 iz (3.88)

dobivamo
()\ —a+vV(A—a)? - 462) exp (;Ti) =
= ()\ —a—yvA—a)? - 4ﬁ2) exp <T:§f1> .

Nakon potrebnih skracivanja, i dijeljenja jednakosti sa 2 imamo

(A — )2 — 432 cos (ﬁ) = (A — a)usin (mk: 1) ,

a nakon kvadriranja obaju strana jednakosti i rjeSavanja kvadratne jednadzbe po A

k
A2 —2a\ 4 o — 432 cos® <7r> =0,
m+1

dobivamo rjesenja

wk
Mo=a=*2 .
12 =0 0 cos <m+1>

Ako uzmemo rjesenje sa znakom plus dobivamo (3.85), dok rjesenje sa znakom minus
samo ponavlja te iste vrijednosti, pa se stoga moze odbaciti.
Uvrstavajudi (3.85) u (3.88) dobivamo

km . km
Z1,2 = COS £ ¢sin ,
’ m+1 m+1
(k)

kl
q =c1(2t — 2}) = 2¢1sin <nj+1>’ k,l=1,...,m.

pa je zbog toga
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Ako uzmemo da je ¢; = —(¢/2)y/2/(m + 1), kao kod (3.86), onda se lako provjeri da
svaki od vektora ¢®) ima normu jedan, jer je

m (k))2: 2 Lo tkr 2 1 - 20km \1 _
;(ql m+1l:1sm m+1) m+1 2Z O\
m 1 2lkn
2‘2;C°S<m+1>

odakle se, prelaskom sa kosinusa na realni dio kompleksnog broja, dobiva da je suma
kosinusa u zadnjoj jednakosti jednaka -1, ¢ime smo dobili trazeni rezultat. Svojstveni
vektori su ortogonalni, buduéi da je matrica simetri¢na. O

2

m—+1

Korolar 3.6.3 ([12]). Sve m x m TST matrice medusobno komutiraju.

Dokaz: Prema (3.86) sve takve matrice imaju iste ortonormirane svojstvene vektore.
Ako su G1 = QA1QT i G = QA2QT, tada je

G1G2 = QA1 A2QT = QA0 QT = GoG1.
Il

Teorem 3.6.4 ([12]). Svojstvene vrijednosti matrice A, definirane sa (3.83-3.84), su

ik — —F5 SIn — —F S1n ———
ik 2 2n, + 1)) ' h2 2(n, +1))’
J=1,...,ng, k=1,...,ny, (3.90)

a odgovarajuéi svojstveni vektori su

(k) 2 . <mj7r> : ( lem >
ul = sin sin )
U e 000 1) T
mi=1,.ng Lk=1,...,n, (3.91)

gdje ugj) oznacava komponentu koja odgovara tocki mreze (m,l) svojstvenog vektora,
pridruzenog svojstvenog vrijednosti A .

Dokaz: Neka je A neka svojstvena vrijednost od A sa odgovarajuéim svojstvenim vek-
torom wu, koji se moze particionirati u oblik

ui Uy,

Un, Ung,l
Jednakost Au = Au moze se tada napisati u obliku
Tui—1+ (S —ADu+Tus1 =0, 1=1,... s Ny (3.92)

gdje smo postavili da je ugp = up,+1 = 0. Prema Lemi 3.6.2, mozemo napisati da je
S =QAsQT i T = QArQ", gdje su Ag i Ar dijagonalne matrice, sa j-tim dijagonalnim
elementima jednakim

2 2 2 jm 1
Nsj= g+ g — o5 Ay =5
SIT Rt TR COS(nx—f—l)’ T 2

T
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m-ti element j-tog stupca od @ jednak je

q(j):” 2 sin mjm m,j=1,...,ny.
m ng +1 ng+1)° ’ B

Pomnozimo (3.92) sa Q7 slijeva kako bi dobili

Aryiq+ (As =MDy + Ay =0, v =Q w, 1=1,...,n,

Buduéi da su ovdje sve matrice dijagonalne, jednakosti duz vertikalnih linija u mrezi
imaju oblik

ATY041 + AS Y50+ AT Yi0-1 = Ay, =1, ng. (3.93)
Ako je, za fiksnu vrijednost od j, vektor [y;1 ... yj,ny]T svojstveni vektor TST matrice
ASj AT
At
A |
AT As,j

sa odgovarajucom svojstvenom vrijednoséu A, i ako su sve ostale komponenete vekto-
ra y jednake 0, tada ¢e jednakost (3.93) biti zadovoljena. Ponovo prema Lemi 3.6.2,
svojstvene vrijednosti ove matrice jednake su

k
/\j,k = )\S,j -+ 2)\T,j CcoSs ( il > =

ny + 1

2 N 2 2 < g > 2 ( km )

= —+ -5 — 5 cos — — Cos =
hz ~ hZ R ng + 1 hZ ny + 1
4 jm 4 ., < kmw

= s | —0——= |+ | —0—~ |,
h2 <2(nx + 1)> h% 2(ny + 1)

za k=1,...,n,. Pripadaju¢i svojstveni vektori su

Gk) 2 sin s
Vil Ty 1M\ 1)

Buduéi da je I-ti blok od 4% jednak @Q puta I-ti blok od v, i buduéi da je samo j-ta
komponenta [-tog bloka od y razli¢ita od nule, imamo

g = qy 5 = 2 sin < myT ) sin < Uk >
m, m Jjl \/(nx +1)(ny +1) ng +1 ny+1)"

Dobivanjem svojstvenih vrijednosti A;j i odgovarajucih svojstvenih vektora uU*) za
svako j =1,...,n,, sada imamo sve n,n, svojstvene parove od A. O

Kao poslijedica ovog teorema, vidimo da je matrica dobivena aproksimacijom s 5 tocaka
Poissonove jednadzbe M matrica, prema (iv) tvrdnji Teorema 3.3.12.
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Korolar 3.6.5 ([12]). Pretpostavimo da je hy, = hy = h. Tada se najmanja i najveéa
svojstvena vrijednost od A u (3.83-3.84) ponasaju kao

22+ 0% i 824+ 0(1) (3.94)

kada h — 0, tako da je uvjetovanost matrice A jednaka
4
—h™24+0(1).
h2+0(1)

Dokaz: Najmanja svojstvena vrijednost od A je ona sa j = k = 1, a najveca je ona sa
Jj=k=ng=mny,u(3.90):

Amin = 8h~ % sin’ <7T2h) ) Amaz = 8h =2 sin? <7T — 71']1) .

Razvojem funkcija sin(z) i sin(n/2 — ) = cos(z) u Taylorov red dobivamo trazeni
rezultat (3.94), a dijeljenjem Ajpaq Sa Apin dobivamo ocjenu za broj uvjetovanosti. [

3.6.2 Prekondicioniranje sustava Poissonove jednadzbe

Promotrit éemo neke konkretne nacine prekondicioniranja linearnog sustava dobivenog iz
Poissonove jednadzbe. Najprije napomenimo da je ova matrica specificnog oblika: blok
TST matrica, da je za a > 0 pozitivno definitna, i da ako numeriramo ¢vorove mreze
na crveno—crni nacin, kao na sahovskoj tabli, tada ¢emo dobiti matricu oblika (3.33).
Moze se pokazati da za bilo koju numeraciju ¢vorova mreze matrica zadovoljava svojstvo
(3.35). Svojstvene vrijednosti ove matrice su eksplicitno zadane iz tvrdnji Teorema 3.6.4.

Jacobi, Gauss—Seidel, SOR

Sada ¢emo pretpostaviti da je h, = hy = h, odnosno n, =ny, =min = m?2. Jacobijeva
matrica je tada oblika
h2
Gyj=1——A,
! 4

tako da su joj svojstvene vrijednosti oblika

] km
. = 1 — 9] 2 7271— — sl 2 ——— ) == 1 oo .
Xik(G) sin <2(m+ 1)) sin St i,k I 17}

Prema dokazu Korolara 3.6.5, imamo

o (ansn) o (g )|

7.‘_2
= 1- 7h2 + O(h"). (3.95)

p(Gs) = max

Ako znamo vrijednost od p(Gy), Teorem 3.2.21 ¢ée nam dati optimalnu vrijednost za
w, kao i stopu konvergencije SOR metode za proizvoljnu vrijednost w. 1z tog teorema
slijedi

2

o /AR 1 O

= 2(1 — wh) + O(h?),
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pa je zbog toga
P(GSORwoy) = Wopt — 1 =1 = 21th + O(h?). (3.96)

Prema Korolaru 3.2.20, za Gauss—Seidelovu metodu imamo
p(Gas) = [p(G))? =1 —7°h? + O(Y). (3.97)

Usporedujuéi (3.95-3.97) uz ignoriranje potencije od h viseg reda, mozemo zakljuciti
da SOR metoda sa optimalnim parametrom w daleko najbrze konvergira, dok je Jaco-
bijeva metoda najslabija.

Nekompletne faktorizacije

Povjesno gledano, matrice prekondicioniranja temeljene na nekompletnim faktorizaci-
jama razvijene su najprije za matrice sa specificnom pravilnom strukturom, kao §to je
matrica dobivena diskretizacijom Poissonove jednadzbe. Kao osnovna znacajka ovako
strukturiranih matrica je posjedovanje malog broja netrivijalnih dijagonala. Ako gle-
damo izgled matrice u ovisnosti o ¢vorovima mreze, tada vidimo da su u ¢-tom retku
jedini netrivijalni vandijagonalni elementi na pozicijama ¢ + 1 i ¢ — 1 za horizontalne
susjede Cvora mreze reprezentiranim ovim retkom, i na pozivijama ¢ +m i i — m za
vertikalne susjede. Ako i-ti redak reprezentira ¢vor mreze (k,[), tada se, kao $to smo
ve¢ prije vidjeli, radi o susjednim ¢évorovima (i + 1,7), (i — 1,7), (4,4 +1) 1 (¢,7 — 1).
Ako izvrgimo nekompletnu faktorizaciju Choleskog nad tom matricom, tada ¢e faktor L
imati istu strukturu netrivijalni elemenata kao donji trokut polazne matrice. Medutim
produkt LLT ima jos dodatne netrivijalne m — 1-e sporedne dijagonale u gornjem i do-
njem trokutu, Sto se lako provjeri uvrstavanjem stvarnih vrijednosti. Dakle, u i-tom
retku pojavit ¢e se jos dodatni netrivijalni elementi na pozicijama i+m —11i¢—m+1,
koje odgovaraju ¢vorovima mreze (i — 1,5 + 1) i (i + 1,7 — 1). Ovo dakako vrijedi za
nekompletnu faktorizaciju tipa IC(0). Ako promatramo, nadalje, IC(1) faktorizaciju,
tada se vidi da je struktura netrivijalni elemenata od L jednaka strukturi netrivijalnih
elemenata donjeg trokuta LL” produkta IC(0) faktorizacije.

IC(0) faktorizaciju ove matrice pogodno je promatrati kao nekompletnu faktorizaciju
oblika LDL”, gdje je D dijagonalna matrica, i pri éemu je d;; = i 1. Oznacimo sa
a glavnu dijagonalu od A, sa b prvu donju sporednu dijagonalu, i sa ¢ m-tu donju
sporednu dijagonalu. Nadalje, oznac¢imo sa e glavnu dijagonalu matrice L, sa f njenu
prvu donju sporednu dijagonalu, i sa g njenu m-tu donju sporednu dijagonalu, te sa d
glavnu dijagonalu od D. Tada imamo

f=Db, g=c,

-1 2 2 ;
€; = dz- = a; — fifldi—l - gifmdi_m, 1= 1, N N

Produkt M = LDLT ima i-ti redak oblika
Oci_m Ti—m+1 0--- Obi_l a; bz‘ 0--- OY’i C; 0 tty

gdje je
o biicia
= .
€i—1
Promatrajmo sada matricu A = Ap, = (aj;) definiranu sa (3.76-3.80), koju dobivamo
iz aproksimacije s 5 toCaka stacionarne difuzijske jednadzbe, ili opéenitije, promatrajmo
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bilo koju matricu Ay, dobivenu aproksimiranjem pomoc¢u konacnih diferencija elipti¢ne
diferencijalne jednandzbe drugog stupnja, sa korakom mreze h,

0 ou 0 ou
Lu = 9 <a18x> " oy <a28y> =f (3.98)

definirane na podruéju Q C R?, sa odgovarajuéim rubnim uvjetima na 0. Pretpostavi-
mo da je a; = o;(x,y) > a > 0,i=1,2. U tom sluc¢aju je prema Teoremu 3.6.1 matrica
A simetri¢na i pozitivno definitna.

Ovakva matrica obi¢no ima nekoliko posebnih svojstava. Prvo je lokalno svojstvo,
tj. ako je a;; # 0, tada je udaljenost od ¢vora i do ¢vora j zadane mreZe ogranicena
sa produktom konstante (neovisne o h) i parametra h. To mozemo oznaciti sa O(h), a
ovo svojstvo je vidljivo i iz definicije matrice (3.78). Drugo, budué¢i da svaki produkt
Av aproksimira Lo(z,y), gdje je v(x,y) funkcija reprezentirana vektorom v, i buduéi da
djelovanje operatora £ na konstantnu funkciju v daje 0, slijedi da je suma elemenata iz
svakog retka od A jednaka 0, osim mozda za retke koji predstavljaju tocke mreze, koje
su susjedne rubu od Q. Pretpostavimo da je A skalirana (pomnozena sa h?), tako da su
netrivijalni elementi od A reda veli¢ine O(1). Dimenzija matrice A je n = m? = O(h™2).
Tipi¢an primjer je aproksimacija s 5 to¢aka Poissonove jednadzbe (pomnozene sa h?),
za koju je

T -I
A= |1 T , T=| -1 4 . |. (3.99)
-1 T

Ako je A= M — R rastav od A, i ako je M = LL”, tada su najveca i najmanja svoj-
stvena vrijednost ez (M ~1A) i A\pin (M~ A) prekondicionirane matrice M ~! A jednake
odgovarajuéim svojstvenim vrijednostima od L= AL~ zbog sli¢nosti tih dviju matrica.
Vrijedi

(LTYAL " Tw, w) (AL Tw, L=Tw)

>\max M_lA = = =
(M7A) = max—7" 53 e )

(Av,v) (Av,v)
= max ————~— = max
v=L-Tw#0 (LTv, LTv)  w#0 (Mv,v)’

pri ¢emu je v = L~ Tw. Analogno je

N |
Amin(M7A) = min 7o =

Nadalje, je
<AU,U> _ 1
(Muv,v) ~ 1+ (Rv,v)/{Av,v)’ (3.100)

Pretpostavimo da vektor v predstavlja funkciju v(z,y) € C¢(Q), gdje je CE(2) pros-
tor neprekidno diferencijabilnih funkcija sa 0 na rubu od 2. Sumirajuéi po elementima
i koristedi simetriénost matrice A, imamo

(Av,v) = ZZaijvivj:
i
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= Z a“v +2 Z Z aj;ViV; =

iJ>0

= —ZZ@H . + ZZCL”U? (3101)

i g>1

Zbog svojstva da je suma elemenata u retku matrice A jednaka 0, imamo da je > j aijvzz =
0, osim ako je ¢vor i susjed rubu od {2, a to se dogada samo ako je udaljenost od ¢vora
i do Tuba ogranicena sa O(h). Kako je v(x,y) € C}(Q2), slijedi da je u takvim totkama,
prema Taylorovom teoremu srednje vrijednosti,

o(z,y) = v(zr,yr) + <Vv(xT +0(x— ),y + 0y — ), [ ‘”’;: ‘; } > ,

za tocku na rubu (x,,y,), i neki 6 € (0,1), pri ¢emu su (x,y) koordinate ¢vora i. Kako
je v(zy,yy) = 0, imamo
)
Y—Yr

Kako su netrivijalni elementi od A reda veli¢ine O(1), druga suma u (3.101) je ograden
sa veli¢inom jednakom broju évorova i koji su susjedni sa rubom 9§ puta O(h?).

Zbog lokalnog svojstva matrice A, slijedi da za ¢vorove ¢ i j takve da je a;; # 0,
udaljenost izmedu évorova i i j je O(h). Ako sa (z;,v;) i (2;,y;) oznacimo tocke u R?
koje predstavljaju ¢vorove 7 i j, tada ponovo zbog Taylorovog teorema srednje vrijednosti

imamo da je
i
Yi — Yy
za neko 6 € (0,1). Kako u prvoj sumi u (3.101) sumiramo po svim netrivijalnim elemen-

tima gornjeg trokuta matrice A, (to su 1. i m-ta gornja sporedna dijagonala) sumanada
u toj sumi ima O(n) = O(h™2), i svaki je reda velicine O(h?), vrijedi

> aii(vi —v)*| < O().

i >0

lvi| < ||[Vu(zr +0(x — ),y +0(y —yr)) |2 < O(h).

2

[vi —vj| < [|[Vo(x; + 0(x — x5), 95 + 0(yi — y5)) |2

< O(h),

I za matricu reziduala R, takoder mozemo pisati

(Rv,v) ZZTW v; — v;) —1—227“2] (3.102)

i J>1
Pretpostavimo da i matrica R ima isto svojstvo da netmvualm elementi r;; odgovaraju
samo ¢évorovima i i j koji su udaljeni za O(h), i pretpostavimo sa su netrivijalni elementi
od R reda veli¢ine O(1) (ali mozda manji od reda veli¢ine elemenata od A). To jest
slucaj kod nekompletne faktorizacije Choleskog matrice dobivene iz difuzijske jednadzbe.
rij je razlicit od nule samo ako je j = ¢+m — 1ili j —m + 1. Ti ¢vorovi odgovaraju
évorovima koji su od évora i udaljeni za v/2h.

1+m—1

t—m-+1
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Prema tome, zbog istih argumenata koristenih kod matrice A, prva suma u (3.102)
je ogranic¢ena po apsolutnoj vrijednosti sa O(1).

Ograda drugog izraza u (3.101) ovisi o svojstvu matrice A da je suma elemenata
u svakom retku jednaka 0. Medjutim, ovo svojstvo ne mora vrijediti za matricu R,
§to vise u nasem slucaju ne vrijedi, budué¢i da je prema Korolaru 3.4.4 nekompletna
dekompozicija regularni rastav, pa su svi elementi od R nenegativni. Stoga ova druga
suma moze biti prili¢no velika. Ona je ograni¢ena sa brojem netrivijalnih elemenata od R
u recima koji odgovaraju évorovima koji nisu na rubu, §to je reda velicine O(n) = O(h~2)
(gornja i donja m — 1-a sporedna dijagonala), puta najveca vrijednost od 75, $to je reda
velicine O(1), puta kvadrat najvecée vrijednosti funkcije v(z, y) na unutrasnjim ¢vorovima
podrucja €, sto je reda velicine O(1). Prema tome, druga suma u (3.102) moze biti reda
velicine O(h~2). Dakle, imamo:

(Av,v) = O(1) + O(h?) = O(1),

(Ru,v) = O(1) + O(h™2) = O(h™?),

jer znamo da je h < 1. Za vektore v koji predstavljaju Cj-funkciju, kvocijent (Rv,v)/
(Av,v) u (3.100) je stoga reda velicine O(h=2), i jos ako je (Rv,v) pozitivan, (kako je
R > 0, to ée vrijediti za bilo koji vektor v > 0), tada je kvocijent (Av,v)/(Mv,v) u
(3.100) reda velicine O(h?). Prema tome je Apmin (M ~1A) najvise reda velicine O(h?).
S druge strane, ako uzmemo prvi jediniéni vektor &1, tada je (A&, &1)/(M&, &) = 1,
pa je Apmaz(M~LA) barem reda O(1). Slijedi da je broj uvjetovanosti prekondicionirane
matrice M~ A najmanje O(h~2), $to je istog reda veli¢ine kao i x(A), prema Korolaru
3.6.5, odakle se vidi da nismo postigli zadovoljavajué¢e poboljSanje.

Modificirana nekompletna faktorizacija Choleskog

Zbog prethodno iznesenog razmatranja, sljede¢i nam je zadatak pronac¢i matricu pre-
kondicioniranja M = LLT, takvu da je A = M — R i da je |(Rv,v)| = O(h™!) za
v(x,y) € C}, kako bismo mogli dobiti prekondicioniranu matricu sa brojem uvjetova-
nosti reda velicine O(h~1) umjesto O(h~2). Pretpostavimo da je A napisana u obliku
A =M — R, gdje je

R=R+E (3.103)

1 gdje je R negativno semidefinitna matrica (<Rv,v> < 0, Yv), Zj Tij = 0 Vi, 1 E je
pozitivno definitna dijagonalna matrica. Pretostavimo takoder da R ima netrivijalne
elemente samo na pozicijama (i, ) koje odgovaraju ¢évorovima ¢ i j koji su udaljeni
za O(h) jedan od drugoga. Izbor matrice E ovisi o rubnim uvjetima. Za Dirichletov
problem, na primjer, izabrat éemo E = nh? diag(A), gdje je n > 0 parametar.

Kao i u dokazu da je apsolutna vrijednost prve sume u (3.101) reda veli¢ine O(1),
imamo da je zbog gornje pretpostavke lokalnog svojstva matrice R,

ZZrij(vi — vj)2 = szij(vi — Uj>2 <0O(1),

pa je prema (3.102)

(Rv,v) = Z Zrij|vi|2 +0O(1),
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kada je v(z,y) € C§(2). Kako su sume elemenata u svakom retku od R jednake nula i
kako su netrivijalni elementi od E reda veli¢ine O(h?), imamo

(Rv,v) erwm\ —i—Ze“]vz\ +0(1) = O(h?) + 0(1) = O(1),

¢ime je nuzan uvijet |(Rv,v)| < O(h~1) sigurno zadovoljen. Teorem koji slijedi, i kojeg
je dokazao Gustafsson, daje dovoljne uvjete za dobivanje prekondicionirane matrice sa
brojem uvjetovanosti O(h~1).

Teorem 3.6.6 ([12]). Neka je A = M — R, gdje je R oblika (3.103), R je nega-
tivno semidefinitna, zatim, suma elemenata u svakom retku od R je jednaka nuli, i@
R zadovoljava lokalno svojstvo, te neka je E pozitivno definitna dijagonalna matrica

sa dijagonalnim elementima reda veli¢ine O(h?). Tada je dovoljan uvjet za dobivanje
Amaz(M LAY JApin(M~YA) = O(h7Y) -

—(Rv,v) < (14 ch)"YAv,v) Vo, (3.104)
gdje je ¢ > 0 neovisan o h.

Dokaz: Najprije napomenimo da u ovom slu¢aju promatramo matricu dobivenu aprok-
simacijom s 5 to¢aka Poissonove jednadzbe pomnozenu sa h?. Tada, prema Korolaru
3.6.5 postoje konstante c; i ¢, neovisne o h, takve da je

Av,v)
2 < s < (4o, < Ami <
Clh =~ )\mzn(A) > <U, U> > )\mm(A) > C2,

za proizvoljni v # 0. Kako su F i A pozitivno definitne, i dijagonalni elementi od E su
reda velicine O(h?), slijedi da je
(Bv,v) _ ésh?

< —=<
(Av,v) — e1h? — E

0<

za neku konstantu cz. Iz (3.100) i ¢injenice da je E pozitivno definitna, a R negativno
semidefinitna, te iz pretpostavke (3.104), slijedi da je

(Av, v) - (Av,v) _ (Av,v) _
(Mv,v) — (Mwv,v) — (Rv,v)  (Av,v) + (Ev,v)
1

T 1+ (BEu,v)/(Av, v) 2 (14 e0)™ = O),

i s druge strane

(Av,v) - (Av,v) B 1
(Mv,v) = (Av,v) + (Rv,v) 1+ (Ruv,v)/{Av,v) ~
1+ch 1 _1
< =—+1=
< — S +1=007,

pa je prema tome
Amin(M7TA) = O(1),  Apax(M1A) = O(h7H).

Dakle mozemo zakljuéiti da je broj uvjetovanosti prekondicionirane matrice, Apq (M1 A)/
Amin(M~LA) reda velicine O(h™1). O
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Kada je A matrica koja dolazi od diskretizacije jednadzbe (3.98), jednostavna modi-
fikacija nekompletne faktorizacije Choleskog, poznata pod imenom modificirana nekom-
pletna faktorizacija Choleskog (MIC), rezultira matricom prekondicioniranja M kojoj je
Amaz(M LAY JAmin (M~ A) = O(h™1). Neka je L donje trokutasta matrica, sa nulama
na pozicijama koje odgovaraju indeksima iz nekog skupa P. Izaberimo netrivijalne ele-
mente od L tako da se M = LL" poklapa sa A na pozicijama koje nisu u P, osim glavne
dijagonale. Definirajmo E = nh? diag(A), i postavimo elemente od R=LLT - (A+E)
tako da u svakom retku daju sumu jednaku nuli. Moze se pokazati, slicno kao i za
nemodificiranu nekompletnu faktorizaciju Choleskog, da takva faktorizacija postoji za
opéenite M- matrice A, i da su vandijagonalni elementi od R nenegativni, dok su di-
jagonalni elementi negativni (minus suma elemenata u retku). I u ovom slucaju je
najpopularniji izbor za skup P skup pozicija u kojima A ima nule, tako da L ima isti
raspored nula kao i donji trokut od A.

Kada A ima raspored nula kao aproksimacija s 5 tocaka (3.76-3.80), to se moze
postiéi na sljedeé¢i nacin. Ponovo je pogodno modificiranu nekompletnu faktorizaciju
Choleskog napisati u obliku LDL”, gdje je D dijagonalna matrica. Oznac¢imo sa a glavnu
dijagonalu od A, sa b prvu donju sporednu dijagonalu, i sa ¢ m-tu donju sporednu
dijagonalu od A. Nadalje, oznac¢imo sa e glavnu dijagonalu od L, sa f prvu donju
sporednu dijagonalu, i sa g m-tu donju sporednu dijagonalu od L, te sa d oznac¢imo
glavnu dijagonalu od D, a sa r m — 1-u donju sporednu dijagonalu od R. Tada imamo

f =Db, g=c,
izai=1,...,n

e = I ai(l + 7]h2) — ff_ldlpl — g?_mdi,m —Ti—1 — Ti—m, (3.105)

T, = figidi, (3.106)

pri éemu su oni elementi koji ovdje nisu definirani jednaki nuli. Matrica R u (3.103)
zadovoljava

Piitm—1 = Titm—1,4 = Ti—1, Pii = —Ti—1 — Ti—m,
a svi ostali elementi od R su jednaki nuli.
Sada ¢emo pokazati rezultat koji je dobio Gustafsson za matricu A dobivenu iz
aproksimacije s 5 tocaka Poissonove jednadzbe, koji tvrdi da prekondicionirana matrica
L7'AL~T ima broj uvjetovanosti reda velicine O(h~1).

Lema 3.6.7 ([12]). Neka sur;, i =1,...,n —m elementi definirani sa (3.105-3.106)
za matricu A dobivenu iz aproksimacije s 5 tocaka Poissonove jednadzbe. Tada je

gdje je ¢ > 0 neovisan o h.
Dokaz: Prvo ¢emo pokazati da je
ei > 2(1++/2nh), Vi.

Za zadani model, jednakosti (3.105-3.106) mogu se, uz uvrstavanje vrijednosti od f;_1,
Gi—my di—1, di—m, Ti—1, 1 Ti—m, Napisati u obliku

ei = a;i(L+nh?) — bi—1(bi—1 + ci—1)/€i—1 — Cimm(Cimm + bi—m)/€i—m,
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a nakon uvrstavanja a; = 4, b; = ¢; = —1, Vi, imamo
€; = 4(1 + T]hZ) — 2/6i_1 - 2/6i_m.

Za t =1, imamo da je
e1 = 4(1+nh?®) > 2(1 4 \/2nh).
Pretpostavimo da je e; > 2(1 + /2nh), za sve j =1,...,i — 1. Tada imamo

4(1+nh?) = 2/(1+/2nh) >
4(1+nh?) = 2(1 — \/2nh + 2nh?) =

= 2+42y/2nh.

Buduéi da je r; = b;c;/e;, dobivamo

€;

AVARAYS

1
0<r <777~
- 2(1 4 v/2nh)

O]

Teorem 3.6.8 ([12]). Neka je M = LLT sa netrivijalnim elementima definiranim u

(8.105-3.106), i neka je A matrica dobivena iz aproksimacije s 5 toéaka Poissonove
jednadzbe. Tada je Amaz(MLA)/Amin(M~1A) = O(h7Y).

Dokaz:  Za ovaj model, koristeéi izraz (3.101), imamo

(Av,v) = = [bi(vi — vig1)? + ¢ivi + vigm)?],

i

za bilo koji vektor v. Medutim, kako je u nasem slucaju b; = ¢; = —1, Vi, dobivamo
(Av,0) > > [(0i = vig1)® + (vi — vigm)?]. (3.107)
i:b;,c; #0

Analogan izraz za <Rv,v>, buduéi da je suma elemenata u svakom retku jednaka nuli,
daje
<RU, U> = — Z Z f’ij(vi — Uj)2 = — Z Ti—l(vi — Ui+m—1)2-
i j>i i

Buduéi da je je R simetri¢na matrica, sa nenegativnim elementima van dijagonale, i
sa sumom elemenata u svakom retku jednakom nuli, prema Gerschgorinovom teoremu
imamo, da za svaku svojstvenu vrijednost A\ od R, postoji indeks ¢ takav da je

A —1y < E Pij = —T4,
J#i

odakle je A < 0, odnosno mozemo zakljuciti da je R negativno semidefinitna. Prema
Lemi 3.6.7 slijedi da je

—(Rv,v) < 1) > (i = vigm-1)® (3.108)
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Koriste¢i nejednakost 3(a — b)? < (a — ¢)? + (c — b)?, koja vrijedi za bilo koje realne
brojeve a, b, i ¢ (slijedi iz 1[(a + b) — 2¢]? > 0), nejednakost (3.108) moze se napisati u

obliku
1

_ <
(Rv,v) < 1+ch

Z [(vi = vi=1)? + (Vi1 = Virm—1)];
2170
odnosno
—(Ro,v) < (L+ch)™ > [(vig1 = v0)* + (v = vigm)?]-
i:r; 720
Buduéi da je r; razlic¢it od nule samo kada su i b; i ¢; razli¢iti od nule, ovu nejednakost
kombiniramo sada sa (3.107) kako bi dobili

—(Rv,v) < (14 ch) " (Av,v).
Trazeni rezultat slijedi iz Teorema 3.6.6. 0

Dakle, za dovoljno malu vrijednost od h, jasno je da MIC(0) daje bolju uvjetovanost
prekondicionirane matrice od IC(0), u slu¢aju aproksimacije s 5 tocaka Poissonove jed-
nadzbe. Prema tome o¢ekujemo da ¢e CG metoda prekondicionirana sa MIC(0) bolje
konvergirati od one prekondicionirane sa IC(0).



Glava 4

Multigrid metode

Do sada smo se bavili na¢inima prekondicioniranja za opcéenite klase matrica. Originalan
problem, koji je aproksimiran problemom rjesavanja linearnog sustava, nije igrao nikakvu
ulogu u konstrukciji matrice prekondicioniranja. Metode, koje ¢e biti predstavljene u
ovom i sljedeéem poglavlju, dizajnirane su za dobivanje prekondicioniranja sustava koji
su dobiveni diskretizacijom diferencijalnih jednadzbi.

Originalno, multigrid metode razvijene su za rjeSavanje rubnih problema, smjeStenih
na odredenim prostornim domenama. Takvi problemi su se diskretizirali izborom skupa
tocaka iz domene problema, koje su tvorile mrezu (grid). Rezultirajuéi diskretni problem
postaje problem rjeSavanja sistema linearnih jednadzbi, pridruzen izabranim tockama
mreze. Na taj nacin, fizicka mreza se pojavljuje kao prirodan faktor u formulaciji zadanih
rubnih problema. Kao $to ¢emo vidjeti u daljnim razmatranjima, nakon potrebne analize
moze se pokazati da rjeSavanje tog diskretnog sustava na raznim mrezama (sve grubljim
i grubljim) predstavlja temelj za metodu sa dobrim svojstvima konvergencije. Ovakve
metode se mogu koristiti za Siroku klasu problema, i nisu ograni¢ene samo za odredenu
diferencijalnu jednadzbu, pa se ¢ak koriste i za probleme koji nisu povezani ni sa kakvom
fizickom mrezom. Polazni multigrid pristup u sadasnjici se apstrahirao i proSirio se na
puno Siri skup problema, u obliku kojeg nazivamo algebarske multigrid metode.

4.1 Osnove multigrid metoda

Multigrid metode nisu originalno bile opisane kao kombinacija neke iterativne metode i
prekondicioniranja, ali one se, kao $to ¢emo pokazati, mogu gledati na taj nacin. Prve
multigrid metode koristile su jednostavne iteracije

ap = ap—1 + M (b — Azp_y),
¢ija je greska e, = A~1b — z, dana tada sa
ep =1 —MtAe_;.

Da bi najbolje shvatili osnovne karakteristike multigrid metoda, najbolje da najprije
razradimo jedan konkretan primjer, koji je detaljno obraden u [3]. Radi se ponovo
o difuzijskoj jednadzbi, opisanoj u odjeljku 3.6, samo Sto ¢emo se vise koncentrirati
na jednodimenzijalnom sluc¢aju. Dakle, kre¢emo od problema stacionarne distribucije
temperature duz uniformnog Stapa, koji je dan diferencijalnom jednadzbom drugog reda,

221
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sa rubnim uvjetima

—u"(z) = f(z), x€(0,1),
w(©0) = u(l) =0

Problem ¢emo ponovo rjesavati aproksimativno pomoc¢u konaé¢nih diferencija. Domena
(0,1) dijeli se na n + 1 podintervala (pri ¢emu je, zbog potreba algoritma, n + 1 paran,
ili jos bolje potencija broja 2) duljine h = 1/(n+ 1), tako da svaku tocku mreze mozemo
oznaditi sa x; = th, i = 0,...,n 4+ 1, a samu mrezu s Q"*. Ponovo s u; ozna¢imo
aproksimaciju vrijednosti u(x;), s fi = f(x;) zai =1,...,n, é¢ime dobivamo sustav sa n
linearnih jednadzbi oblika

—Ui—1 + 2u; — Ujp1 £
- 9

2 1=1,...,n,
Uy = Up4+1 = 0.
U matriénom obliku, ovaj sustav ima matricu
2 -1
1 -1 . e
-1 2

koja je pozitivno definitna TST matrica, ¢ije su nam svojstvene vrijednosti i svojstveni
vektori poznati. Prema Lemi 3.6.2, svojstvene vrijednosti ove matrice su

2 km 4 km
Ae(A) = = [1- = —sin® ( ———— k=1,... 4.2
k( ) B2 |: Ccos <n+1>:| 12 S (2(77,—’-1))7 ) y 1, ( )
a j-ta komponenta odgovarajuéeg svojstvenog vektora je
G i (TN k=1 (4.3)
7 n+1

Jedan od koraka multigrid metode ¢ine iteracije neke od standardnih iterativnih
metoda. Za pocetak koristit ¢emo se jednostavnim iteracijama, uz prekondicioniranje
sa jednom od klasi¢nih iterativnih metoda. Pokazat ¢e se da je to sasvim dovoljno
za postizanje zadovoljavajuce konvergencije. NajceS¢e su to JOR metoda i standardna
Gauss—Seidelova metoda ili Gauss—Seidelova metoda kojoj su tocke kvadratne mreze
numerirane kao na $ahovskoj plo¢i. U ovom modelu promatrat éemo iteracije JOR me-
tode, budud¢i da ona ima neka interesantna svojstva. JOR metoda je detaljno obradena
u odjeljku 3.2. Ako particioniramo matricu A = D — L — U, pri ¢emu je D dijagonalna
matrica, a L i U su strogo donja, odnosno, gornja trokutasta matrica, tada znamo da
je JOR matrica oblika

Giorw=1-wW)I+D YL +U)=1-wD A,

a u naSem slucaju je

wh?
GJOR,(U - I - TA
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Zato su njene svojstvene vrijednosti dane sa

km
A o) =1 —2wsin® [ ——— k=1,...
k(GJOR, ) W sm (2(7’1,—’—1))’ ) , 1,

a svojstveni vektori su jednaki svojstvenim vektorima matrice A. Vazno je jo§ napo-
menuti, da se iz izraza za svojstenu vrijednost vidi, kako za sluc¢aj kada je 0 < w < 1,
vrijedi da je |Ax(Gjorw)| < 1, odnosno da JOR metoda konvergira. Preostalo nam je
jos pronadi w za koji se postize najbolja stopa konvergencije, odnosno takav w, za koji je
Ak (G joRw)| najmanji moguéi za sve k = 1,...,n. Slika 4.1 je prikaz svojstvenih vrijed-
nosti A\y(Gjorw) za razlicite vrijednosti w, koje su nacrtane kao kontinuirana varijabla
na intervalu k € (0,n + 1).

A (GJOR,w)

1,

Slika 4.1: Svojstvene vrijednosti JOR matrice G jorw za w = %, %, %, 1.

Za nastavak analize potrebno nam je uvesti nekoliko pojmova. Kad bismo izraz za
koordinate pojedinih svojstvenih vektora (4.3) prikazali na domeni (0, 1), i izmedu dis-
kretnih vrijednosti j = 0,1,...,n + 1, provukli linearni interpolant, tada bismo uocili
da tako dobivena po dijelovima linearna funkcija predstavljaju malo ili jako oscilator-
ne valove, s obzirom da li je parametar k blizi 1 ili je blizi n. Radi se o Fourierovim
modovima, odnosno vektorima ¢ije koordinate mozemo definirati preko jednakosti (4.3),
a Cije oscilacije ovise o frekvenciji k. Zato se pojavljuje prirodna potreba da Fourije-

rove modove podijelimo u dvije skupine. Modove, za koje je 1 < k < ™l nazivamo

2
niskofrekventnim ili glatkim, dok one sa ”T"'l < k < n nazivamo visokofrekventnim ili
oscilatornim modovima. Poslije éemo vidjeti da te dvije skupine imaju i razli¢itu ulogu
u multigrid procesu.

Primijetimo da je za sve vrijednosti od w € (0, 1]

M(Gjorw) =1 —2w sin? <2(n7r+1)) =1 — 2wsin? <7T2h> ~1-—

Odavde slijedi da ¢e A\ (GjoRrw), svojstvena vrijednost pridruzena najglatkijem Fouri-
erovom modu, uvijek biti blizu 1. Buduéi da za iteriranje greske vrijedi ey = Gﬁo R.wEO>

wm2h?

(4.4)



224 GLAVA 4. MULTIGRID METODE

AN AN
DN D

Slika 4.2: Koordinate glatkog Fourierovog moda ¢*) za n =151 k = 4.

P ANY AN AU ANYAY
VAR VAR VAR VARV R v

Slika 4.3: Koordinate oscilatornog Fourierovog moda ¢*) za n = 151 k = 12.

i u slucéaju da pocetnu gresku predstavimo kao linearnu kombinaciju svojstvenih vektora
od GjoRrw

tada ¢emo nakon k koraka JOR metode imati
ey = Zcz (Grorw)d".

Zbog toga, niti jedna vrijednost od w ne¢e moéi uspjesno eliminirati komponente vektora
greske koje bi bile u smjeru glatkih modova. Sto vise, §to je manji korak mreze h,
u svrhu postizanja Sto tocnije diskretizacije, to je \i(Gjor.w) blizi 1, i konvergencija
glatkih komponenata greske je sve gora.

Buduéi da se moramo pomiriti sa ¢injenicom da niti jedna vrijednost od w nece na
zadovoljavajuéi nacin eliminirati glatke komponente greske, postavlja se pitanje koje
vrijednosti od w ¢ée na najbolji na¢in eliminirati oscilatorne komponente. Iz svojstava
krivulja prikazanih u Slici 4.1, ovaj uvjet mozemo predstaviti kao zahtjev da je

Ans1 (GoRw) = = An+1(GI0RW)- (4.5)

Rjesavanjem ove jednadzbe dobivamo optimalnu vrijednost w = %

Za svojstvene vrijednosti pridruzene oscilatornim Fourierovim modovima zbog uvjeta
(4.5) vrijedi da je

HTHI;?;H |)\k(GJOR,§)| = max{|)\nT+1(GJOR%)|, |)\n+1(GJOR,§)|}a

a dalje je,
4
‘)\n;l(GJOR 2)| =1-— 3 .
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|)\’n+1(GL]OR7%)| = —1+§sin2 <2(:j_1)) =-1+ 3 [1—cos <nn_|7_r1>} =
= —1+2[1+cos< T >:|_—1+QCOS( T ><
3 n+1 3 3 n+1
1
< g,

pa mozemo zakljuciti da za w = 2 vrijedi |\i(Gorw)| < 3 za sve 22 < k < n. To

znaci da se oscilatorne komponente greske reduciraju za najmanje faktor 3 prilikom
izvrSavanje svake iteracije JOR metode. Ovaj reducirajuci faktor za oscilatorne modove
je jako vazno svojstvo klasi¢nih iterativnih metoda i zovemo ga izgladujucim faktorom
sheme. Jo$ jedno vazno svojstvo je to da je on neovisan o koraku mreze h.

Dakle da rezimiramo, iz Slike 4.1 vidimo da se za w = % iteriranjem JOR metode
glatki modovi sporo reduciraju, dok oscilatorni modovi brzo konvergiraju k nuli. Za
razliku od toga, za w = 1 i vrlo glatki i vrlo oscilatorni modovi se sporo reduciraju, a
samo modovi sa frekvencijama blizu "T‘H vrlo brzo nestaju.

Do sada smo se detaljnije koncentrirali na JOR metodu, jer se lako dade analizirati,
a dijeli i sva osnovna svojstva sa ostalim klasi¢nim iterativnim metodama. Moze se po-
kazati da sli¢no vrijedi i za Gauss—Seidelovu metodu (odjeljak 3.2). Za Gauss—Seidelovu

matricu, svojstvene vrijednosti su oblika
k(G )_—COS2 716 1 <k<n
k GS 1 i — — .

Vidimo da kada je k blizu 1 ili n , odgovarajue svojstvene vrijednosti su blizu 1, i
konvergencija komponenti u smjeru pridruzenih svojstvenih vektora k nuli je spora. S
druge strane, svojstveni vektori od Ggg su dani sa

q; ' = |cos sin ,
n—+1 n—+1

za j,k = 1,...,n. Ovi svojstveni vektori se ne poklapaju sa svojstvenim vektorima
od A, zato \p(Ggs) daje stopu konvergencije komponente u smjeru k-tog svojstvenog
vektora matrice Ggg, a ne matrice A.

Uglavnom, konvergencijska svojstva JOR metode, dijele i ostale klasi¢ne iterativne
metode. Sve te metode funkcioniraju jako dobro u prvih nekoliko iteracija, kada se
greska naglo smanjuje zbog efikasne eliminacije oscilatornih komponenti greske. Na-
kon nekog vremena, konvergencija se usporava, jer nakon $to su odstranjene oscilator-
ne komponente, ostaju samo glatke komponente, ¢ija je redukcija prilitno neefikasna.
Ovakvo svojstvo eliminacije oscilatornih modova i ostavljanje glatkih modova nazivamo
1zgladujuce svojstvo, i predstavlja znacajan nedostatak klasi¢nih iterativnih metoda. Is-
pravljanje tog nedostatka vodi prema multigrid metodama. Treba jo§ napomenuti da za
razvoj multigrid metode, ne trebamo koristiti komplicirane iterativne metode, veé su,
kao $to ¢emo vidjeti, za efektnu multigrid metodu dovoljne i jednostavne metode poput
JOR-a i Gauss—Seidela.

Jedan nacin da se poboljsa rezultat klasi¢nih iterativnih metoda je uzimanje dobre
pocetne iteracije, ¢ija greska ne sadrzi glatke komponente ili su one vrlo male. Poznata
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tehnika za dobivanje bolje pocetne iteracije je izvodenje preliminarnih iteracija na grub-
ljoj mrezi. Iteriranje na grubljoj mrezi je jeftinije jer imamo manji broj nepoznanica koje
trebamo izracunati. Osim toga, prema (4.4) stopa konvergencije, koja je ekvivalentna
spektralnom radijusu matrice klasiéne iterativne metode, ponasa se kao 1 — O(h?), pa ée
zbog toga grublja mreza imati bolju stopu konvergencije. Odatle dolazi ideja o daljnjem
razmatranju grublje mreze.

Kako nam nakon odredenog broja iteracija klasi¢ne iterativne metode ostaju samo
glatke komponente, postavlja se pitanje kako ti glatki modovi izgledaju na grubljoj
mrezi. Najprije uvedimo Q" kao oznaku za mrezu sa korakom h, koja je definirana na
domeni Q. Q2" je tada oznaka za grublju mrezu, sa dvostruko veéim korakom, i u nasem
slucaju jednodimenzionalne difuzijske jednadzbe, tocke grublje mreze su tocke na finoj
mrezi Q" oznacene sa parnim brojevima. Promotrimo k-ti mod na finoj mrezi ali samo

u parnim tockama mreze. Ako 1 < k < ”T“, njegove komponente se mogu napisati kao

(k)" . 25km ) gk (k)2h ) n+1
©2j Sm<n+1 M\rnpe) Y o S ik <5

pri ¢emu h ili 2h oznacava na kojoj mrezi je vektor definiran. Zbog toga " mozemo
poistovijetiti sa vektorskim prostorom svih vektora v" definiranih na toj mrezi. Iz ove
jednakosti vidimo da k-ti mod na Q" postaje k-ti mod na Q2" a tamo ih ima duplo
manje nego na finijoj mrezi Q. Vazna posljedica ove éinjenice je da prelaskom s finije
mreze na grublju, mod postaje vise oscilatoran. Naroc¢ito za k > "TH, kada doslovce
postaju oscilatorni modovi na Q2" ”T‘H—ti mod na Q" prelazi u nul-vektor na Q" jer
. ((n+1)/2)2 L
je q; = sin(jm) = 0.

Oscilatorni modovi na finoj mrezi sa k > "TH, prelaskom na grublju mrezu, prolaze
n+1

kroz ozbiljniju transformaciju. Definirajmo k¥’ =n + 1 —k, i tada je k' < "3=, pa stoga
imamo
/= sgin =sin T ] =
©;j nt 1 It 1)/2
, < jk'm ) ) ( jk'm )
= sin|——— ] =—sin| —— ) =
(n+1)/2 (n+1)/2
_ _q§n+1—k)2’”. (46)

Dakle, k-ti mod na Q" postaje (n 4+ 1 — k)-ti mod na Q2" kada je k > ”TH Drugim
rije¢ima, oscilatorni modovi na Q" postaju relativno glatki modovi na Q2.

Ono vazno, §to sada mozemo zakljuéiti, je to da glatki modovi na finoj mrezi izgledaju
manje glatki na grubljoj mrezi. To nam daje sugestiju da se, kada iteracije klasi¢nih
iterativnih metoda naglo uspore svoju konvergenciju zbog dominacije glatkih modova,
prebacimo na grublju mrezu. Tamo ¢e glatki modovi brze konvergirati jer izgledaju vise
oscilatorno.

Dakle, glavna ideja multigrid metoda je iteriranje neke iterativne metode na raznim
mrezama, odnosno prebacivanje po¢etnog problema sa polazne na grublju mrezu, kako bi
se izvrsila korekcija aproksimacije rjeSenja. Sada se postavlja pitanje komunikacije medu
mrezama, odnosno kako prebaciti vektore i matrice s jedne mreze na drugu. U razma-
tranju prijenosa medu mrezama, uzimat ¢emo u obzir samo one slucajeve kada grublja
mreza ima korak dva puta veéi od prve finije mreze. Najprije samo trebamo istaknuti
jedan dogovor o oznakama vektora: vektore koji odgovaraju mrezi Q" oznacavamo sa
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gornjim indeksom A (v"). Prva klasa prijenosa medu mrezama je prebacivanje vektora
sa fine mreze na grublju. Oni se opéenito zovu operatori restrikcije i ozna¢avaju sa I,%h.
Najocigledniji operator restrikcije je injekcija, a definiran je sa I,thvh = v?" gdje je

oh _  h : n—1
Uj :Uzj, jzl,..., B

Drugim rije¢ima, primjenom injekcije vektor na grubljoj mrezi dobiva svoje komponenete
direktno iz odgovarajuceg vektora na finoj mrezi.
Alternativni operator restrikcije, kojeg nazivamo potpunim teZinskim sumiranjem,
definiran je sa I,thvh = %" gdje je
1
2h h
(

h h .
(K :*U2j71+2v2j+7)2j+1), jzl,...,

n—1
J 4 :

2

Kao sto vidimo iz definicije, komponente vektora na grubljoj mrezi su tezinske sume,
bolje re¢i konveksne kombinacije, komponenti koje odgovaraju susjednim tockama pri-
padne tocke na finoj mrezi. Mi ¢éemo od sada pa na dalje koristiti ovaj operator restrikcije
iz razloga koje ¢emo kasnije navesti. Potpuno tezinsko sumiranje je linearan operator
sa R™ u RnT_l, ima puni rang jednak ”T_l i jezgru dimenzije ”T'H Matri¢ni mu je oblik

(1 2 1 i
1 2 1
1 2 1 n—1

n
U dvodimenzionalnom slu¢aju, operator potpunog tezinskog sumiranja je ponovo uzi-
manje konveksne kombinacije komponenti vektora koje odgovaraju susjednim tockama
fine mreze. Ako je Izhvh = %" tada je

o2 I h

h h
Vi = TG[UZi—l,Qj—l T U9 12541 T V241,251 T V2412541 T
h h h h h
+2(v3; 951 + V9 9541 + V21,25 T V2i41.25) T 4v3; 951,

n—1
5
Buduéi da je ideja multigrida korekcija aproksimacije rjeSenja sustava pomocu ite-
racija na grubljoj mrezi od polazne, tada je potrebno tu korekciju prikazati ponovo na
polaznoj, finoj mrezi. Zato uvodimo drugu klasu prijenosa medu mrezama za preba-
civanje vektora sa grube mreze na finu. Takvi operatori se opcenito zovu operatori
interpolacije, i oznacavaju se sa Ié’h. U nasSem slucaju koristit ¢emo najjednostavniji
oblik interpolacije, a to je linearna interpolacija, zato Sto je ona dovoljno djelotvorna.
Ovaj operator uzima vektor sa grube mreze, i pretvara ga u vektor fine mreze prema
pravilu Ié’hvzh =", gdje je

ii=1,...,

Ao _ . 2h

'U2j = 'Uj s
h Lo o . n—1
V341 = 5(%’ + U541, J=0,..., 5
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Komponente koje odgovaraju parnim tockama fine mreze se direktno prebacuju sa Q2"
na Q" Komponente koje odgovaraju neparnim toc¢kama fine mreze, dobivaju se kao
aritmeticka sredina komponenti koje odgovaraju susjednim toc¢kama na gruboj mrezi.
Operator linearne interpolacije je linearni operator sa R™: u R"™, punog ranga i trivijalne
jezgre. Matri¢ni mu je oblik

o -
2
1 1
2
N . 11
Iy, =3 2 n
1
1
2
L 1]
—_———
n—1

2

Za dvodimenzionalan slucaj, operator interpolacije se moze definirati na slican nacin.
Ako je Ighv% = v", tada su komponente od v dane sa

h _ .2k
V2525 = Vi,
1
h _ o%h | . 2h
Viy12j = 5(%’ +vi1)s
h _ oh | . 2h
Vi 2j41 = 5(%’ +v7741),
h _ oh | . 2h 2h 2h
U2it1,2j41 — Z(vij + Ui Vi TV ),
o n—1
1,5 =0,..., 5

Sada promotrimo neka osnovna svojstva interpolacije. Pretpostavimo, najprije, da
je prava greska (koja nam nije egzaktno poznata) gladak vektor kada se prikaze na finoj
mrezi. Pretpostavimo takoder da je nadena aproksimacija greske na gruboj mrezi, i ta je
aproksimacija po definiciji egzaktna u tockama grube mreze. Kada se ta aproksimacija
na gruboj mrezi interpolira na finu mrezu, interpolant je takoder gladak, jer linearno
interpoliranje ima izgladujuéi efekt. Zbog toga ocekujemo da je on dobra aproksima-
cija greske na finoj mrezi. Naprotiv, ako je prava greska oscilatorna, ¢ak i vrlo dobra
aproksimacija na gruboj mrezi, moze proizvesti gladak interpolant, koji neée biti dobra
aproksimacija greske na finoj mrezi. Prema tome interpolacija je najefektnija kada je
greska glatka, i s time predstavlja sretnu nadopunu klasi¢nim iterativnim metodama, ko-
je su najefektnije kada je greska oscilatorna. Zato se obi¢no najprije izvrsava iteriranje
klasice iterativne metode, koja eliminira oscilatorne komponente greske i ostavlja samo
glatke, a zatim se prelazi na korekciju na grubljoj mrezi, na kojoj se rjesava rezidualna
jednadzba kako bi se greska tocno izracunala, buduéi da ¢e ona pri ponovnoj intepolaciji
na finu mrezu biti precizno prenijeta, postupak ima smisla.
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Nadalje, trebamo obratiti paznju na ovakav izbor operatora redukcije i interpolacije.
Naime, jedan razlog za odabir potpunog tezinskog sumiranja kao operatora redukcije je
vaznost ¢injenice

=T, ceR.

Cinjenica da je operator linearnog interpoliranja jednak transponiranom operatoru pot-
punog tezinskog sumiranja, do na konstantu, zove se varijacijsko svojstvo, i uskoro Ce se
pokazati kao svojstvo od velike vaznosti.

Kao sto smo veé prije spomenuli, nakon nekog broja iteracija iterativne metode
na finoj mrezi, cijeli se problem prebacuje na grublju mrezu, na kojoj se ponovo vrsi
odredeno iteriranje. Definirali smo kako vektore mozemo prebacivati s jedne mreze na
drugu, medutim ostalo nam je jos otvoreno pitanje vezano uz operator, odnosno matricu
kao njegovu reprezentaciju na grubljoj mrezi. Trebamo definirati matricu A% na mrezi
02" kao neku verziju originalne matrice A" na mrezi Q".

Analiza koja slijedi temelji se na pretpostavci da radimo sa problemom —u”(x) =
f(z), i da je odgovarajuéi diskretni operator A”. Neka je v izracunata aproksimacija
egzaktnog rjesenja u sustava A"u" = f* dobivenog diskretizacijom na mrezi Q". Za
sada pretpostavimo da greska te aproksimacije e” = u — v lezi u potpunosti unutar
slike interpolacije, koju oznacavamo sa R(I;‘h). To znaci da je za neki vektor g2, koji je
definiran na mrezi Q?", e = Ighg%. Prema tome, rezidualnu jednadzbu na " mozemo
napisati kao

h— pheh — Abph g2h, (4.7)

Buduéi da u ovoj jednakosti A" djeluje na vektor koji lezi u slici interpolacije, mozemo
zakljuciti kako A" djeluje na R(Igh). Ako promatramo vektor I} h 92", koji se nalazi u
R(Igh), tada su koordinate tog vektora koje odgovaraju toékama ﬁne mreZe 27,27+1,1
2j4+2,zaj=0,...,(n—1)/2, jednake redom: g] , (g] ]_H )/2,1 ng Ako gledamo
(27 + 1)-u koordinatu vektora A"Il ¢g?, tada prema definiciji matrice A* = A (4.1),
zakljuCujemo da u njenom dobivanju sudjeluju samo prethodno navedene koordinate
vektora I h g%", i vrijedi

1 g +yg +1
(AR 6?91 = o3 <—1 gt 2. % ~1-¢2 | =o0.

Dakle, zaklju¢ujemo da su one komponente od Ahlghgzh, koje odgovaraju neparnim
tockama mreze Q", jednake nuli. Taj efekt je analogan uzimanju druge derivacije od po
dijelovima linearne funkcije.

Sada mozemo zakljuciti da su neparni reci matrice AMI% u (4.7) jednaki nuli. S
druge strane, parni reci iste matrice odgovaraju tockama grube mreze Q2. Zbog toga
mozemo naci verziju rezidualne jednadzbe na gruboj mrezi tako da izbacimo neparne
retke u (4.7). To formalno mozemo posti¢i upotrebom operatora restrikcije I,%h na obje
strane u (4.7). Time rezidualna jednadzba prelazi u oblik

2h ph7h 2k __ 72h .k
I A G, g™ = Iy'r.
——

A2h

Ova analiza daje nam logi¢nu definiciju za matricu na gruboj mrezi:

h h AhTh
A?h =AM,
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Elementi od A?" se mogu exsplicitno izrac¢unati kao §to je prikazano u Tablici 4.1.
Ovdje su prikazani netrivijalni elementi j-tog stupca od A%", koji se dobiju primjenom
I }%hAhlgh na j-ti jedini¢ni vektor f?h, definiran na Q2". Takoder mozemo zakljuciti da

j—1 j j+1
ghoo 1 0

h ¢2h 1 1
hth ¢2h 1 1 1
AMIB e —on 0 35 0 —gm
2h Ah Th ¢2h 1 1 1
AN & — g onz — o2

Tablica 4.1: Dobivanje j-tog stupca operatora A?" = I}%hAhIQh.

je j-ti stupac od A?" jednak j-tom stupcu matrice

-1 2

koju bismo dobili da smo originalni problem diskretizirali na gruboj mrezi Q2. Prema
tome, po ovoj definiciji A%" je zaista verzija od A" samo na mrezi Q2.

Prethodna razmatranja bila su bazirana na pretpostavci da greska e/ lezi u slici
interpolacije. To opéenito nije slu¢aj, medutim gornja definicija za A% u svakom slucaju
ima smisla. Time mozemo upotpuniti varijacijska svojstva, koja su sada dana sa

A?h = phahTh o (Garlekinov uvjet), (4.8)
o= cIh)t, ceRr (4.9)

Sada smo pobrojali sve elemente multigrid metode, pa nam je preostalo jo§ samo
da ih uklopimo u jednu shemu. Postoje dva na¢ina na koji mozemo iskoristiti korekciju
greske pomocéu grublje mreze.

Najprije ¢emo iznijeti strategiju koja koristi grube mreze kako bi ostvarila bolje
pocetne iteracije za neku od klasi¢nih iterativnih metoda.

e Primijeni iterativnu metodu nad AP*u = fP* na vrlo gruboj mrezi QP kako bismo
dobili pocetnu iteraciju za sljedeé¢u finiju mrezu.

e Primijeni iterativnu metodu nad A*u = f* na Q* kako bismo dobili pocetnu
iteraciju za Q2.
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e Primijeni iterativnu metodu nad A%"u = f?* na Q2" kako bismo dobili pocetnu
iteraciju za Q".

e Primijeni iterativhu metodu nad A"u = f* na Q" kako bismo dobili kona¢nu
aproksimaciju rjesenja.

Prelaskom s jedne mreze na drugu, aproksimaciju rjeSenja prebacujemo pomocu ope-
ratora interpolacije, a na svakoj mrezi koristimo odgovarajuéu matricu A*. Ova ideja
koristi grublje mreze kako bi generirala poboljSane pocetne iteracije, i ona je baza stra-
tegije koju nazivamo ugnijeZdene iteracije. lako je ovakav pristup vrlo privlacan, ipak
ostavlja neka otvorena pitanja. Na primjer, §to ¢e se dogoditi, kada jednom dodemo
do fine mreze, a greska i dalje sadrzi neke glatke komponente? Mi smo mozda ostvarili
neko poboljsanje koristenjem grubih mreza, ali kona¢no iteriranje ¢e opet zakazati zbog
prisutnosti glatkih komponenti. Poslije ¢emo vidjeti, da postoji odgovor na to pitanje,
koje ¢e nam omoguditi koriStenje ugnijezdenih iteracija na vrlo moéan nacin.

Druga strategija se sastoji od ideje koristenja rezidualne jednadzbe i primjene itera-
tivne metode nad njom, kako bi se dobila aproksimacija greske.

e Primijeni iterativnu metodu nad A"u = f* na Q" kako bismo dobili aproksimaciju

oh,

e Izracunaj rezidual r* = f* — Ayl

Primijeni iterativiu metodu nad A?"*e = 2" na Q" kako bismo dobili aprok-
simaciju greske e2".

e Korigiraj aproksimaciju rjesenja dobivenu na Q" sa aproksimacijom greske dobi-
venom na Q2": vP =P + P,

Ponovo, za prelaz sa fine mreze na grublju koristimo operator restrikcije, kako bismo
dobili 72", a sa grube na finu koristimo operator interpolacije, kako bismo dobili e”.
Ova procedura je baza korektivne sheme. Primijenimo iterativnu metodu na finoj mrezi
dok konvergencije ne poc¢ne usporavati, zatim primijenimo iterativnhu metodu nad rezi-
dualnom jednadzbom na grubljoj mrezi kako bismo dobili aproksimaciju greske. Tada
se vracamo na finu mrezu kako bismo korigirali aproksimaciju koju smo najprije dobili.
Ponovo postoje dobri razlozi za upotrebu ove sheme, ali opet ostaju i neka pitanja. Na
primjer, koju pocetnu iteraciju upotrijebiti za iteriranje nad rezidualnom jednadzbom?
I na to ¢emo ubrzo odgovoriti.

Ovo su bile samo glavne ideje shema. Buduéi da su nam sad na raspolaganju svi
alati koji su potrebni za multrigrid metodu, ove sheme mozemo i preciznije napisati.

Korektivna shema na dvije mreze

e Iteriraj v puta iterativnu metodu nad A"u" = f* na Q" sa pocetnom iteracijom

oh

e Izracunaj rezidual na finoj mrezi r* = f* — A"v" i prenesi ga na grubu mrezu sa
r?h =1 ,%hrh.
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e Rijesi A?he?h = y2h na 2k,
e Interpoliraj gresku sa grube mreze na finu mrezu sa e* = Ig”hezh i korigiraj aprok-
simaciju na finoj mrezi sa v" := v" + e”.

e Tteriraj v5 puta iterativnu metodu nad A"u" = f* na Q" sa pocetnom iteracijom

oP.

U ovoj proceduri, iteriramo na finoj mrezi tako dugo dok se to isplati, u praksi v; je
obi¢no 1,2, ili 3. Nenegativni cijeli brojevi v; i v2 su parametri sheme koji kontroliraju
broj iteracija iterativne metode prije i poslije obilaska grube mreze. Oni su obi¢no
odredeni na pocetku, na osnovu teoretskih razmatranja ili prethodnih eksperimentalnih
rezultata. Kada rjeSsavamo rezidualnu jednadzbu na gruboj mrezi, egzaktno rjesenje
nam takoder neée biti dostupno, ve¢ samo njegova aproksimacija, kojom korigiramo
aproksimaciju rjeSenja na finoj mrezi.

Vazno je ponovo naglasiti komplementarnost koja dolazi do izrazaja u ovoj pro-
ceduri. Iteracije iterativne metode na finoj mrezi eliminiraju oscilatorne komponente
greske, ostavljajuéi realativno glatku gresku. Ako pretpostavimo da rezidualnu jed-
nadzbu mozemo rijesiti egzaktno na Q2" jos je vazno tocéno prebaciti gresku na finu
mrezu. Bududi da je greska glatka, interpolacija bi je trebala vrlo precizno prebaciti na
Q0" i korekcija aproksimacije rjesenja na finoj mrezi bi trebala biti djelotvorna.

Korektivna shema na dvije mreze ostavlja jedno pitanje, a to je koji je najbolji na¢in
rjesavanja problema A2"e?" = 12" na gruboj mrezi? Problem na gruboj mrezi nije puno
drugaciji od originalnog problema. Zbog toga mozemo upotrijebiti korektivnu shemu
na dvije mreze i za rezidualnu jednadzbu na Q2", to znagi: iteriranje na toj mrezi, a
zatim prebacivanje na Q%" za korekciju. Ovaj proces mozemo ponavljati na sve grubljim
i grubljim mrezama, dok direktno rjesavanje rezidualne jednadzbe ne postane mogucde.

Jo§ jednu stvar moramo rijesiti, a to je pocetna iteracija za rjeSavanje rezidualnog
problema na Q2. Budué nemamo nikakve informacije o njenom rjesenju e, jednos-
tavno ¢emo uzeti pocetnu iteraciju jednaku 0. Ionako ocekujemo da greska bude Sto
bliza nuli, pa je to logican izbor.

Sada imamo potpunu sliku multigrid metode. Buduéi da se korektivna shema na
dvije mreze izvodi na sve grubljim mrezama, s time da se na pocetku iterira nad polaz-
nim problemom, a u ostalim koracima nad rezidualnim problemu, i da su ti problemi
vrlo sli¢ni, potrebna je ekonomizacija oznaka kao kod ra¢unalne implementacije. Desnu
stranu rezidualne jednadzbe takoder ¢emo oznacavati sa 2, a ne sa 72", a rjesenje
rezidualne jednadzbe e sa u?*. v?* mozemo onda iskoristiti za oznaku aproksimacije
od u?".

Ono §to slijedi je korektivna shema na dvije mreze, ali koja ponovo poziva samu sebe,
rekurzivno. Nazivamo je shema V-ciklusa. Pretpostavljamo da postoji [ > 1 mreza sa
koracima h, 2h, 4h,...,Lh = 2""1h.

Shema V-ciklusa
vt = V" ).
h

e Tteriraj v; puta iterativnu metodu nad A"u” = f* sa pocetnom iteracijom v”.

e Izracunaj f2" = I%hrh.
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e Tteriraj vy puta iterativnu metodu nad A%?"u?" = f2" sa pocetnom iteracijom
2h _
v = 0.
e Izracunaj f* = I;%’rzh.
e Iteriraj vy puta iterativhu metodu nad A*u*" = f*" sa pocetnom itera-
cijom v** = 0.

e Izracunaj f&" = Iff’fr4h.

e Rijesi ALyl = fLh,

e Korigiraj v*" := v*" + Igﬁv%.

e Iteriraj vy puta iterativou metodu nad A* "

= % sa pocetnom itera-
cijom v*".
e Korigiraj v?" := v?" + IZ{ZL’UML.

e Iteriraj v puta iterativnu metodu nad A%?*u?" = f?* sa pocetnom iteracijom

U2h.

e Korigiraj v := v + Ié‘hv%.

e Tteriraj v» puta iterativnu metodu nad A"u” = f* sa pocetnom iteracijom v”.

Algoritam ide od najfinije mreze prema najgrubljoj, koja se moze sastojati od jedne
ili nekoliko unutarnjih tocaka, a zatim se vraca ponovo prema najfinijoj mrezi. Slika 4.4
pokazuje raspored posje¢ivanja mreza. Zbog svog oblika, ovaj algoritam se zove V-ciklus
i on je prvi predstavnik multigrid metode.

2h
4h
8h

16h

Slika 4.4: Raspored posjeta mreza na 5 nivoa za V-ciklus.

Zbog svoje definicije, V-ciklus ima kompaktnu rekurzivnu definiciju, koja je dana na
sljedeéi nacin.
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Algoritam 4.1.1. REKURZIVNA SHEMA V-CIKLUSA v/ = VR (vh, f7)

1. Iteriraj v1 puta iterativnu metodu nad AMu = f* sa danom pocetnom

iteracijom ol

2. Ako je Q" najgrublja mreza, tada idi na korak 4.

Inace
= IR - At
v =0,
U2h — VQh(UQh,th).

3. Korigiraj v == v + Ighv%.

4. Iteriraj vy puta iterativnu metodu nad AMul = f sa pocetnom iteracijom
h
™.

V-ciklus je samo jedan algoritam iz familije multigrid ciklickih shema. Cijela familija
se zove p-ciklus metoda i rekurzivno je definirana na sljedeéi nacin.

Algoritam 4.1.2. REKURZIVNA SHEMA u-CIKLUSA v/ = M " (v, 1)

1. Iteriraj vy puta iterativnu metodu nad AMuP = f* sa danom pocetnom

iteracijom ol

2. Ako je Q" najgrublja mreza, tada idi na korak 4.

Inace
= B A,
v =0,
v = VQh(v%,th) i puta.

3. Korigiraj v == v + Ighv%.

. ETITra) Vo pula tierattvnu metoau na u" = sa pocetnom 1teractjom
4. Iteriraj ta iterati todu nad Ay = fh Fet teracij

o,

U praksi se koriste samo sheme sa y = 1 (V-ciklus), i p = 2. Slika 4.5 pokazuje
raspored posjeta mreza za p = 2, §to rezultira W-ciklusom.

Jo§ ¢emo uvesti nekoliko oznaka. V-ciklus sa v iteracija prije korektivnog koraka i
sa vy iteracija nakon korektivnog koraka oznacavamo kao V(v1,v2)-ciklus. Isto vrijedi
iza W (v1,v2)-ciklus.

Do sada smo samo razradivali ideju korektivne sheme, a sada ¢emo razmotriti ug-
nijezdene iteracija. Ugnijezdene iteracije koriste grublju mrezu za dobivanje pocetne
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2h
4h

8h

Slika 4.5: Raspored posjeta mreza na 4 nivoa za W-ciklus sa pu = 2.

iteracije za problem na finoj mrezi. Ako s druge strane promatramo V-ciklus, pos-
toji problem odabira pocCetne iteracije za problem na finoj mrezi. Ako te dvije sheme
udruzimo dobivamo potpuni multigrid V-ciklus (FMG ), koji je definiran na sljedeéi nagin.

Potpuni multigrid V-ciklus
o = FMGH(fM).
Inicijaliziraj f2" = I%hfh, fHh = I;l,];fzh,. ..

e Rijesi ili primijeni iterativhu metodu na najgrubljoj mrezi.

o v = Ig‘,]fvgh.

o v = V(A FAhY 1y puta.

o v = IE{L‘UM.

o v2h = V2 (20 f2h) 1y puta.
o v = Ighvh.
o VM=V ) 1y puta.

Desne strane problema na grubim mrezama dobivaju se prebacivanjem s mreze na
mrezu vektora f", pocevsi od fine mreze. Druga moguénost je koristenje originalne
funkcije f. Parametar ciklusa vy, odreduje broj V-ciklusa u svakom nivou. Obic¢no
se odreduje na temelju prethodnih eksperimenata, ali najéeséi izbor je vg = 1. Slika
4.6 pokazuje raspored posjeta mreza za FMG sa vy = 1. Svakom V-ciklusu prethodi
V-ciklus na grubljoj mrezi, koji mu osigurava najbolju moguéu pocetnu iteraciju.

Izrazen rekurzivno, algoritam ima sljedeéi kompaktan oblik.
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2h
4h

8h

Slika 4.6: Raspored posjeta mreza na 4 nivoa za FMG shemu sa vy = 1.

Algoritam 4.1.3. REKURZIVNI POTPUNI MULTIGRID V-CIKLUS o" =

FMG"(f")
1. Ako je Q" najgrublja mreza, postavi v® = 0 i idi na korak 3.

Inace

f2h — I}%hfh
U2h — FMG2h(f2h).

2. Korigiraj v = Ié‘hvzh.

3. vl = V(" ) vy puta.

Kao zakljucak, mozemo primijetiti da su multigrid metode sinteza ideja i tehnika
koje su zasebno bile ve¢ dugo poznate i upotrebljavane. Ako ih gledamo svaku za sebe,
mnoge od tih ideja imaju ozbiljne nedostatke. Potpuni multigrid je tehnika koja ih sve
integrira, tako da one mogu zajedno funkcionirati, i to na nacin koji prerasta njihova
ogranicenja. Rezultat je vrlo moéan algoritam.

4.2 Spektralna i algebarska slika multigrid metoda: uvod
u teoriju konvergencije

Analiza konvergencije multigrid metoda je vrlo komplicirana i predstavlja, jo§ uvijek
otvoreno pitanja u numerickoj matematici. Konvergencija multigrid metoda, koje su
primijenjene na dobro uvjetovane probleme, poput skalarnog elipticnog problema, je
rigorozno dokazana, ¢ime je potvrdeno da u tom sluc¢aju multigrid metode funkcioniraju
vrlo uspjesno. Za opcenite probleme, kod kojih jos ne postoje analiti¢ki rezultati, postoje
mnogi eksperimentalni dokazi o njihovoj djelotvornosti.

Heuristicku argumentaciju ukratko mozemo opisati na sljedeé¢i nac¢in. Kao $to smo
vidjeli, izgladujuéi faktor (stopa konvergencije oscilatornih modova) za klasi¢ne iterativ-
ne metode je mala i ne ovisi o koraku mreze h. Buduéi da glatki modovi, koji ostanu
nakon primjene iterativne metode, izgledaju visSe oscilatorno na grubljim mrezama, pre-
bacivanjem na sve grublju i grublju mrezu, sve ¢e komponente greske kad-tad izgledati
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oscilatorno i mo¢i ¢e biti eliminirane pomoc¢u iterativne metode. Odavde slijedi da ¢e
konacna stopa konvergencije dobre multigrid sheme biti mala i neovisna o h.

Posvetit ¢emo sada viSe paznje korektivnoj shemi na dvije mreze, jer je V-ciklus samo
ugnijezdena primjena korektivne sheme na dvije mreze, a FMG metoda je ponavljana
primjena V-ciklusa na raznim mrezama. Zbog toga je razumijevanje korektivne sheme
na dvije mreze vazno za shvacanje osnovnih multigrid metoda.

Zapocet ¢emo sa detaljnjijom analizom operatora za prijenos medu mrezama. Raz-
motrimo najprije operator (restrikcije) potpunog tezinskog sumiranja I %h. To je operator
koji preslikava R"™ — R%, koji ima rang jednak ”Tfl i jezgru N(Iﬁh) dimenzije ”TH
Postavlja se pitanje kako I,th djeluje na modove originalne matrice A"?

U naSem jednodimenzionalnom primjeru modovi od A” su dani sa

ik
q](-k)hzsin<j7r>, 5 k=1,...,n.

n—+1

Primijenimo operator potpunog tezinskog sumiranja na te vektore. Djelovanje operatora
1 %h na glatke modove rezultira sa

17, ((25—1)knm . 2jkm . (2] + Dkr
12h R 2 \4J — L)1 9 \4J) T L)k _
(" ™); 4 i n+1 +asin n+1 s n+1
1 . 27k km . 27k B
= 4[251n<n+1>cos<n+1>—|—2sm<n+1>} =
1 . jkm km
= —sin| ———= ) |cos +1| =
2 (n+1)/2 n+1

km 2h n+1
12hg (B — og2 () (k) 1<k )
nd S \omry) T Shs

odnosno

To znaéi da djelovanjem I ,%h na k-ti, glatki mod od A" dobivamo konstantu puta k-ti
mod od A%, kada je 1 < k < "T“ Za k = ”TH je I,%hq(nTH)h
modove, sa ! < k' <nik'=n+1—k, prema dokazu (4.6) imamo

/ 1—k k
I}%hq<k "= cos? <(n + M) q(n+1_k)2h = — cos? <7T - 1)> q<k)2h =

= 0, dok za oscilatorne

2(n+1) 2 2(n+
= —sin? L q(k)% 1<l<:<n+1
2(n+ 1) ’ = 2

Odavde mozemo zakljuciti da kada I,%h djeluje na (n + 1 — k)-ti, oscilatorni mod od
A" dobivamo konstantu puta k-ti mod od A%". Operator I }ZLh transformira oscilatorne
modove na Q" u relativno glatke modove na Q2".

Na kraju mozemo zakljuéiti da i k-ti i (n+1—k)-ti mod na Q", djelovanjem operatora
potpunog tezinskog sumiranja I,th, postaju k-ti mod na Q2". Par modova na finoj mrezi
{q(k)h, q(”H_k)h} nazivamo komplementarnim modovima. Imamo

2 (span{g®", 170"}y = span{g®*"}.
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Kako je

sin (Wl_k)”> — sin <j7r _ Jkm ) = (~1)"'sin <W> ’

n-+1 n+1 n+1

vrijedi da je
AT C VAL
Time smo dobili spektralna svojstva od I gh‘

Kao §to ve¢ znamo od prije, operator potpunog tezinskog sumiranja ima netrivijalnu
jezgru /\/’(Iﬁh). Tvrdimo da je jezgra razapeta vektorima n; = Ahﬁj}-‘, gdje je j-neparan
broj, a 5;-‘ je j-ti jedini¢ni vektor na Q". Zapravo radi se o neparnim stupcima matrice
AP Dokazimo tu tvrdnju. Najprije promatramo produkt matrice I,%h sa neparnim
stupcima od A", i zanima nas koji neparni stupci od A" mogu dati netrivijalni skalarni
produkt sa i-tim retkom od I?", i =1,..., 251, Jedini kandidati su (2i —1)-i i (2i+1)-
i stupac, za ostale stupce skalarni produkt u svakom sumandu ima produkt s nulom.
Promotrimo komponente danog retka od I flh i stupaca od A" u sljedecoj tablici

[2i—2 2i—1 2i 2i4+1 2i+2

i-ti redak od I?" [ 0 1 2 1 0
(2i — 1)-i stupac od A" | -1 2 -1 0 0
(2i + 1)-i stupac od A" | 0 0 -1 2 -1

odakle vidimo da je skalarni produkt ¢-tog retka od Igh sa (2i — 1)-im stupcem od A"
jednak 2—2 = 0, a sa (2i+1)-im stupcem jednak —2+2 = 0. Dakle, buduéi da smo uzeli
proizvoljni redak, mozemo zakljuciti da je skalarni produkt bilo kojeg retka od I}QLh i bilo
kojeg neparnog stupca od A" jednak nuli, odnosno produkt matrice I }%h sa bilo kojim
neparnim stupcem od A" je jednak nulvektoru. Stoga se vektori n;, za neparni j, nalaze
u N(I ,%h) Lako se vidi da su oni i linearno nezavisni, ima ih ";1, pa stoga ¢ine bazu
od N (I}th). Kao sto vidimo u Slici 4.7 vektori baze n; izgledaju prilicno oscilatorno.

Medutim oni se ne poklapaju sa oscilatornim modovima od A”. Rastav vektora n; po

5
:

Slika 4.7: Tipicni vektor baze jezgre operatora potpunog tezinskog sumiranja N (I ,%h)

modovima od A" zahtijeva sve modove, a ne samo oscilatorne. Zato jezgra od I}th sadrzi
i oscilatorne i glatke modove od A", samo §to su komponente u smjerovima glatkih
modova male. Sada ¢emo slicnu analizu napraviti i za operator interpolacije Igh. To

je operator koji preslikava R"> — R”iima puni rang. Kako bismo dobili spektralna



4.2. SPEKTRALNA I ALGEBARSKA SLIKA MULTIGRID METODA 239

svojstva i od Igh, trebamo nadi kako Igh djeluje na modovima od A?". Neka su

(k)2h . Jkm o n—1
qj _Sln<(n+1)/2>’ ]’ 7t 2 I

modovi na Q%". Pokazat ¢emo da Igh ne ¢uva te modove. Posebno éemo gledati parne,

a posebno neparne ¢vorove od I;‘hq(k)% Neka je j = 0,...,"7_1, k = 1,...,%‘1 i

K =n+1-k, tada imamo

1 2h 2h
(Ighq(m?h) - - (q](k> +q]('_?1 ) _
2(7 + l)kw)]

2j+1
B 1 . 27k i
2 St n+1 St n+1
. (25 + Dkn km

= gsin| ———— ] cos =
n+1 n+1

_ g (B AR o km N Lo kT ]
n+1 2(n+1) 2(n+1)
km h . kmr h

_ 2 (k) 2j4+2 ;2 (R _

= COS <2(’n/—+—1)> q2j+1 — (—]_) J S11n <2(n_+_1)> q2j+1 =

= cos? 71{;” q(k-)h — sin? 7]” q(k./)h
2(n +1) ) 2+t 2(n +1) ) 2+t

kﬂ' h kﬂ' "h
_ 2 (k)" _ 52 (k)
- (2<n+1>>q2f o <2<n+1>)"23

odakle mozemo zakljuciti da je

km h km h n—1
Th g — o2 [T ) R g2 (T () =1,... .
2hq COs 2(n+ 1) q sin 2(n+ 1) q ) k ) ) 2

Vidimo da djelovanje od Igh na k-ti mod na Q2" proizvodi ne samo k-ti mod na Q"
veé i komplementarni &’-ti mod. To otkriva zanimljivo svojstvo, a to je da interpolacije
glatkih modova na Q2" ponovo uvodi oscilatorne modove na Q". Primijetimo, da je za
jako glatki mod na Q%" sa k < "Tfl

2 2
A0S PR SR Y B 5 RN ey
" = 10 ()| o+ (e ) o

U tom slucaju, rezultat interpolacije se u vecini poklapa sa odgovarajué¢im glatkim mo-
dom na Q", uz vrlo malo smetnje od strane komplementarnog oscilatornog moda.

Veé smo se uvjerili u vaznost slike interpolacije R(I%,). Baza za R(I}) je dana sa
stupcima od Ié‘h. Dok vektori baze izgledaju prili¢no glatko, kao $to Slika 4.8 pokazuje,
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oni se ne poklapaju sa glatkim modovima od A”. Moze se pokazati, da bilo koji od ovih
vektora baze zahtijeva sve modove od A" za svoj rastav po komponentama. Drugim
rije¢ima, slika interpolacije sadrzi i glatke i oscilatorne modove od A", samo §to glatke
komponente prevladavaju.

Slika 4.8: Tipi¢ni vektor baze slike operatora interpolacije R(Igh)

S ovom analizom operatora prijenosa medu mrezama, ponovo se vra¢amo korektivnoj
shemi na dvije mreze. Kao Sto smo ve¢ prije iznijeli, iteracija klasi¢ne iterativne metode
moze se izraziti kao

v = ooy + (ME) TN = AMop_y) = (1 — (ME) T AMop_y + (ME) ",
a ako identificiramo G* = I — (Mg)_lAh kao matricu iterativne metode, dobivamo
v = Gy + (M)
Induktivno se lako vidi da je
v = (GMPAM) AP — 1)+ (AN TR
ili jednostavnije
v = (G + (I = (GM)F)(AM)

Koraci korektivne sheme na dvije mreze, sa egzaktnim rjeSenjem na gruboj mrezi,
dani su sljede¢om shemom.

e Iteriraj v puta na Q" sa matricom iteracije G":
o= (G (T (Gh) (A

e Prenesi, pomoé¢u operatora potpunog tezinskog sumiranja, " na Q. f2h =
I (P — A,

e Egzaktno rijesi rezidualnu jednadzbu: v = (A2h)=1 2,

e Korigiraj aproksimaciju na Q": v := v" 4 Ighvzh.

Ako sa Ugmm' oznalimo staru vrijednost aproksimacije rjesenja na ", prije primjene
korektivne sheme na dvije mreze, i ako sa Uzom oznacimo njenu novu vrijednost, nakon
korektivne sheme na dvije mreze, tada cijelu proceduru mozemo napisati kao jedan korak
sa

UZOM’ = (Gh)yvgtari + (I - (Gh)y)(Ah)ilfh +
I (AP TR = AR((GM) ol + (1 — (GM))(AP) 1],
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Ako ovaj glomazni izraz malo sredimo dobit ¢emo konac¢ni oblik

Vs = Olhars [T = (I = Iy (AP LI AP) (G| (A) L1 — AP,

novi — Ustari + start

Ako oznac¢imo sa
(MM~ = [I = (I — L5y, (A*") T I AR (GM ) (AM)

tada imamo

Uh — 7)h + (Mh)il(fh _ Ahvh )’

novt stari stari
¢ime smo pokazali da je jedno izvrSavanje korektivne sheme na dvije mreze ekvivalentno
jednom koraku jednostavnih iteracija, nad sustavom A"u = f* i sa matricom prekon-
dicioniranja jednakom M". Ovo je i razlog zasto multigrid metode mozemo smatrati
jednom vrstom prekondicioniranja, kod primjene jednostavnih iteracija. Kako je izraz
za gresku e = u" — v" jednostavnih iteracija jednak
h hy—1 gh\ h
Cnovi = (I - (M ) A )estariﬂ
tada za operator korektivne sheme na dvije mreze, kojeg ¢emo oznaciti sa TG = I —
(MM~ A" yrijedi
el = — Ib (AP L2h ARy (Ghyveh, . = TGe! (4.10)

novi start stari*

Kao §to smo veé prije napomenuli, greSku mozemo izraziti kao linearnu kombinaciju
modova od A" zato nas to vodi do pitanja kako T'G djeluje na modove od A". Medutim,
TG se sastoji od G (koja je u nasem primjeru jednaka Gjog), A", (A2")~1, I,%h, i
I;h, a za svaki od tih operatora znamo kako djeluje na modove od A". Za trenutak,
pretpostavimo da se radi o korektivnoj shemi na dvije mreze bez iteracija iterativne
metode, odnosno da je v = 0. Koristeéi sva spektralna svojstva, koja smo do sada
dobili, za 1 < k < 2 i ¥ = n+ 1 — k imamo

h _ h
TG = (1 - I, (A% [ AN =
— g 4o km Th (A2hy=1 2R ()" _
q h2 Sin <2(n+1)) 2h( ) h 4
BN L SO km 2 km h ( 42hy—1_(k)2h _
L VA (2(n+1)>COS <2(n—|—1) (A7)

Asin (nkj—rl> Ighq(k)% =
R _ ph B =

]{?7'[' h "\h
— wn2 (k) (k")
sin <2(n+1)> (q +q ).

i, na slican nacin je

/ ’ 4 k/ﬂ' kﬂ'
TG — g Ao FT N Lo kT
tq T oy )™ By
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- km 2h
-h?sin 2 (n—i— 1) Ih g™ =

= q(k/)h + 4 cos? L sin? L .
2(n+1) 2(n+1)
'Sin2< i )Ighq(’“)% =

n+1
AV 2h
= ¢"" 1,V =

) o kT N oo kTN ey _
q + cos (2(n+1))q sin <2(n+1) q

km /
= cos® <2(> (q(k)h +q* )h),

n+1)
jer je
. K'm (T
sin|{ ——— | =sin| = —
2(n+1) 2 (n +1) (n+ 1
Za k = "L je I2hq(k) = 0 pa je zbog toga TGq( )" % . S druge strane je

=4q
ot () o )

iq(k’)h =gk )" Zato jeza k= ﬁ

O LN S WO 1 L (0 LN Y (S £ S W (5 LR ()
TGq sin <2(n+1)>(q +q¢\"%’") = cos (2(n+1)>(q +4q\%7).

Dakle, za ovako definiranu korektivnu shemu na dvije mreze, operator T'G je invari-
jantan na potprostor span{q(k)h k )h}, jer vrijedi

kﬂ' h \h
TGe®" = sin? [ —— ) (4® (k) 4.11
Gq sin 2n+ 1) (q +4q ), ( )
(k/)h _ ) k’/T (k‘)h (k/)h
TGq cos (2(n n 1)) @\ + ¢\ ), (4.12)
1<k< ”"2”, K =n+tl—Fk

Odavde slijedi, da kada se T'G' primijeni na glatki ili oscilatorni mod, rezultat je
kombinacija istog moda i njegovog komplementa. Ali vazno je obratiti paznju na ampli-
tude rezultirajué¢ih modova. Pretpostavimo da TG djeluje na vrlo gladak mod i na vrlo
oscilatorni mod, sa k < n+ 1. Tada (4.11) i (4.12) postaju

k2 b
TG — ()" | oK)
Gq O\ gy ) @+,

Nh k2 h Nh n+1
TGq*H)" = [10((%1)2)}(@1(’“) "), 1<k — K =nt+1-k

Kada T'G djeluje na glatkim modovima, kao rezultat daje glatke i oscilatorne modove,
sa vrlo malim amplitudama. Zbog toga je korektivna shema djelotvorna kod eliminacije
glatkih komponenti greske, i to §to je vektor gladi to bolje. Medutim, kada T'G djeluje na
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vrlo oscilatornim modovima, proizvodi glatke i oscilatorne modove sa O(1) amplitudom.
Zbog toga, korektivna shema na dvije mreze, bez iterativne metode, ne moze eliminirati
oscilatorne modove.

Sada uvodimo iterativnu metodu u shemu. Buduéi da znamo njezina spektralna
svojstva, otekujemo da ¢e ona jako dobro izbalansirati djelovanje operatora T'G bez
iterativne metode. Ukljucit ¢emo v koraka iterativne metode, sa matricom G", uz
pretpostavku da G" ne mijesa modove od A". Neka je A\,(G") svojstvena vrijednost od
G", koja je pridruzena k-tom modu q(k)h. Kombinirajuéi prethodnu analizu sa (4.10),
djelovanje operatora T'G sa iterativnhom metodom dano je sa

| _ mygn2 (_FT N w0
TGq A (G™)Y sin <2(n+ 1)) @ +4"), (4.13)
(2 O AR S L W (S LN (0L
TGq A (G™)Y cos (2(n+ 1)> (@ + )s (4.14)
1<k< ”;Ll, K =n+tl—Fk

Znamo da izgladujuce svojstvo klasi¢nih iterativnih metoda ima najbolji efekt na
oscilatornim modovima. To se reflektira kroz izraz A\ (G")Y, koji je mali. S druge
strane, sama korektivna shema na dvije mreze, bez iterativne metode, eliminira glatke
modove. To se reflektira kroz izraz sin?(kn/((2(n + 1))) koji je mali. Zbog toga su
svi izrazi u (4.13) i (4.14) mali. Rezultat je kompletan proces koji uspjesno eliminira
i glatke i oscilatorne modove. Time smo dovrsili takozvanu spektralnu sliku multigrid
metode.

Postoji jos jedan nac¢in na koji mozemo promatrati korektivnu shemu na dvije mreze,
pomocu kojeg ¢emo dobiti uvid u algebarsku sliku multigrid metode. Sa spektralnom i
algebarskom slikom moé¢i ¢emo dati solidno objasnjenje funkcioniranja multigrid metoda.

Daljnja razmatranja temelje se na varijacijskim svojstvima (4.8) i (4.9). Kao §to smo
vidjeli, slika interpolacije R(I},), i jezgra potpunog tezinskog sumiranja N'(I2") leze
na Q" i imaju redom dimenzije "51 i ”%rl Prema fundamentalnom teoremu linearne
algebre, znamo da je

NI(I5)"] L R(I3),

Q" = R(I},) @ N(I5,)"].

Prema drugom varijacijskom svojstvu, slijedi

NI L R(1),

Qb = R(I,) @ N (I2M).

Sto predstavlja vazno svojstvo. Sada ¢emo koristiti pojam A-ortogonalnosti kako bi na
drugaciji na¢in napisali gornju relaciju. Cinjenica da je N(I}%h) 1 R(Igh) znaci da je
(" wh) = 0 kad god je v" € R(Igh) i I,thwh = 0. To je ekvivalentno uvjetu da je
(0", APy = 0 za o € R(IL,) i IZPAhwh = 0. Ovaj zadnji uvjet moze se napisati kao

NI A") Lan R(I3),
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odnosno, jezgra od I ,%hAh je AM-ortogonalna slici interpolacije. To mozemo napraviti
jer je u nagem primjeru A" pozitivno definitna matrica. Ovo svojstvo ortogonalnosti
omogucava dekompoziciju prostora Q"

O = R(I,) ® 0 N (1" AY),

To znadi da ako je e/ vektor iz Q" tada se on uvijek moze izraziti kao

e = st
gdje su sh € R(I},), i th € N(I2hAM).

Sada bi bilo korisno bolje opisati vektore s" i t". Buduéi da je s element iz R(I1%, ),
mora zadovoljavati s" = Iélhq%, za neki vektor ¢?" iz Q?*. Mi smo primijetili da postoji
izgladujuéi efekt interpolacije i da vektori baze od R(Igh) imaju glatki izgled. Zbog
tog razloga, vektoru s pridruzit ¢emo u veéini glatke komponente greske e”. Takoder
smo primijetili oscilatorni izgled vektora baze od N (I,%h), a s druge strane bazu od
N (I}%hAh) ¢ine neparni jediniéni vektori. Zato ¢emo vektoru t" pridruziti uglavnom
oscilatorne komponente greske.

Sada ¢emo ponovo razmotriti djelovanje operatora korektivne sheme na dvije mreze,
sa naglaskom na ove potprostore. Taj operator, bez iterativne metode ima oblik, kao
§to veé znamo

TG =1 — Ih (AP~ 2h oM,

Tada imamo da je
TGs" = [I — I, (AP L2 AN 13, %1

Medutim, prema prvom varijacijskom svojstvu je I %hAhIQh = A%". Zato imamo da je
TGs" = 0.

To nam daje vazan rezultat, koji kaze, da bilo koji vektor iz slike interpolacije, takoder
lezi i u jezgri operatora korektivne sheme na dvije mreze, odnosno

N(TG) > R(IH).

U drugu ruku imamo
TGt" = [I — I, (A>T ANt

Kako je I}%hAhth = 0, zakljuCujemo daje
TGt = t".

To znadi da je TG identiteta kada djeluje na N (I %hAh). To znaci da je dimenzija slike
od T'G veca ili jednaka od dimenzije N (I zhAh). Prema toremu o rangu i defektu vrijedi

dmN(TG) < n—dimN(I2A") = n — dimN(12h) =

1 n-1
n— "; == — = dimR(1)).

Dakle mozemo zakljuciti da je

N(TG) =R(I%).
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Ovom argumentacijom dobili smo uvid u djelovanje operatora korektivne sheme na
dvije mreze, na dva ortogonalna potprostora od Q" to ¢ini njenu algebarsku sliku.
Ako sada stavimo i spektralnu i algebarsku sliku zajedno, vidimo da prostor vektora
na finoj mrezi Q" mozemo dekomponirati na dva nezavisna nacina. Imamo spektralnu
dekompoziciju

Q" = LhoH"=
1 1
= span{q(k)h: 1§k<n—2i_}@ span{q(k)h: nt <k§n},

i dekompoziciju s potprostorima
Q" = R(IL) @ 40 N (TP AM).

Kako se u standardnom multigrid algoritmu izmjenjuju iteracije iterativne metode i
korektivna shema na dvije mreze, to vidimo da se najprije eliminiraju oscilatorne kom-
ponente greske, a zatim komponente u potprostoru R(Igh), koje se uvelike poklapaju sa
glatkim modovima. Ovo je ukratko slika djelovanja standardne multigrid metode, u ko-
joj su dani argumenti o postupnoj eliminaciji svih komponenti greske, i o konvergenciji
metode, a ilustrirana je na Slici 4.9.

Hh NI AR

Slika 4.9: Redukcija komponenata greske e” u jednom izvodenju korektivne sheme na
dvije mreze.

Do sad smo razmatrali samo svojstvene vrijednosti i vektore matrice A" ili G*.
Pogledajmo jo$ na kraju kako izgleda spektar same matrice T'G, ali u najopéenitijem
slucaju. Pretpostavimo da se korektivna shema na dvije mreze sastoji od v iteracija
iterativne metode prije korekcije na gruboj mrezi, i od v» iteracija nakon korekcije. U
tom slucaju, iz (4.13) i (4.14) slijedi

TGq(k)h = /\Zl+”25kq(k)h—i—)\Zl)\Z?skq(kl)h, (4.15)

h

TGq™ " = NIN2epg®" 4 AT 20" (4.16)
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1
1<k< K =n+1—Fk,

2

pricemu su A\, = M\(G"), s, = sin? (%) i ¢, = cos? (%) Ako definiramo

3
Q=1 [0 g®" g™,

¢ije stupce ¢ine ortonormirani svojstveni vektori simetri¢ne matrice A", onda se radi o
ortogonalnoj matrici. 1z (4.15) i (4.16) slijedi da matrica

matricu

Z=@"'rcQ"

ima oblik
B )\V1+V2 AV2 \M1 T
1 51 1" n C1
v1+uve va2 V1
v1+v2
Z == )\n+1 5
2
A2 s A2 e
2 M\p—1°2 n—1 ©2
i )\111)\%281 )\Zl+y201 i

i bududéi da je slicna matrici T'G, imaju isti spektar. Direktan racun daje

n+1

2
. _ _ (\V1t2 v1+v2
det(Z — M) = Aus kl_[l[)\ (A2 50+ A2,

pa za svojstvene vrijednosti ui matrice Z, a ujedno i matrice TG, imamo

iy = A2 e+ A 20y, 1<k
e i<

Buduéi da nas zapravo interesira spektralni radijus matrice TG, kao stope konvergencije
korektivne sheme na dvije mreze, promatrat ¢emo samo njene netrivijalne svojstvene
vrijednosti, i to u tri razlicita slucaja, za G* = GioRp.2-

’3

1. n=1,=0
To je slucaj kada korektivnu shemu na dvije mreze koristimo bez iterativne metode.
Tada je,

M = Sk +ci =1, 1<k<

odakle se vidi da, prema stopi konvergencije p(T'G) = 1, konvergencija nije zaga-
rantirana.

2. 1% Z 1, V9 = 0
To je slucaj kada se u korektivnoj mrezi, prije korekcije na gruboj mrezi izvede v
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iteracija iterativne metode. Tada je, zbog toga Sto je A\ < 1 za JOR metodu za
nas primjer, kao $to smo veé prije ustanovili,

= Al Sk ANJcr < Aksg + Ay =
4 4
— (1 — 33k> Sk + (1 — 3ck) L =
4 4
= L-g(si+a) =1- g0k + k)’ = 2sp08] =

IN
|

odnosno p(TG) < %, Sto znaci da se sa svakim izvrSavanjem ovakve korektivne
metode na dvije mreze greska reducira za faktor koji je barem 3, i koji ne ovisi o

h.

3. 141 Z 1, 9 2 1
Ovo je najopcéenitiji slucaj korektivne sheme na dvije mreze, kada se prije i poslije
korekcije na gruboj mrezi izvrsavaju barem po jedna iteracija iterativne metode.

Vrijedi
Uy = )\ZH_VQSk + )\Z}—Hﬂck < /\%Sk + /\z/ck =
4 \? 4 \?
8 16
= 1=g(si+e)+ 5 (sk+ep) =
8 16
= 1- g(si +ci)+ o skt cx) (s — skek + ) =
8 16 8
= 1- 5(.9% +c2) — g SkCk = 1-— §(Sk +cp)? =
9 9
odakle je p(TG) < %. Ovaj slucaj je najbolji, jer garantira da ¢e se svakom

primjenom korektivne sheme na dvije mreze sa vq,vo > 1 greSka reducirati za
faktor koji je barem 9, i koji ne ovisi o h.

Iz prethodne analize vidimo kako se klasi¢na iterativna metoda i korektivna shema
na dvije mreze vrlo dobro upotpunjavaju. Kada se ta dva algoritma primjene zajedno,
rezultat je vrlo djelotvoran algoritam.

Trebamo jo§ napomenuti, da se cijela ova analiza bavila samo korektivnom shemom
na dvije mreze. V-ciklus koristi tu shemu na svim nivoima, osiguravajuéi da iteracije ite-
rativne metode budu usmjerene na oscilatorne modove tekuée mreze. Korektivna shema
na dvije mreze bez iterativne metode, brine se o glatkim komponentema greske na te-
kucoj greski, tako da su, ponovo, na svakom nivou postupno eliminirane sve komponente
mreze.

Djelotvornost korektivne sheme na dvije mreze se dalje pojacava FMG metodom. Ta
metoda koristi ugnijezdene V-cikluse, kako bi dobili toéne pocetne iteracije na grubljoj
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mrezi, prije nego Sto se djeluje sa iterativnhom metodom na finoj mrezi. To osigurava,
da se odgovaraju¢i problem na gruboj mrezi rijesi najtoc¢nije Sto se moze, prije nego
§to se pristupi skupljim iteracijama iterativne metode na finoj mrezi. Medutim, ¢ak i u
ovim kompliciranijim algoritmima, glavnu snagu daje kombinacija iterativne metode, i
korekcije na grubljoj mrezi.

Osim klasi¢nih iterativnih metoda, koje smo koristili kao jedan dio multigrid metode,
mogu se koristiti i druge iterativne metode kao npr. CG, GMRES, QMR, ili BICGS-
TAB, za ubrzavanje konvergencije. Isto tako, multigrid mozemo upotrijebiti i kao pos-
tupak prekondicioniranja iterativnih metoda koje koriste aproksimacije iz Krylovljevih
potprostora. Za rjeSavanje jednadzbe Mz = r, sa matricom prekondicioniranja M, dobi-
venom iz multigrid V-ciklusa, treba jednostavno izvesti jedan V-cikus nad sustavom ¢ija
je matrica jednaka matrici polaznog sustava, desna strana jednaka r, a poCetna iteracija
20 jednaka nuli. Tada nakon jednog V-ciklusa imamo z; = 0+ M ~L(r — M -0) = M~ 17,
pa je z1 trazeno rjeSenje. Odavde se vidi da primjena multigrid metoda, kao i njen
razvoj, mogu iéi u raznim smjerovima.
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Metode dekompozicije domene

Simulacijski se problemi ¢esto sastoje od kompliciranih struktura, kao na primjer tru-
povi aviona ili automobila. U tom slucaju pojavljuje se potreba za novim metodama
koje se mogu uhvatiti u kostac sa nepravilnim domenama u dvodimenzionalnom i trodi-
menzionalnom prostoru, na kojima je definiran problem, i sa veli¢cinom problema. Zbog
ogranicenosti racunalne memorije i vremena, ovakvi problemi se ¢esto ne mogu rijesiti
od jednom, veé se problem razbija na vise djelova koji se posebno rjesavaju. Ako se vie
tih dijelova moze rijesiti nezavisno jedan od drugoga, i zatim, ako se sva ta rjeSenja mogu
nekako slijepiti u rjesenje cijelog problema, tada se rjeSavanje tog problema moze izvo-
diti na paralelnim rac¢unalima. Najbrze metode koje smo do sada spominjali, multigrid
metode, funkcioniraju najbolje na prili¢no regularnim problemima kao $to je rjeSavanje
Poissonove jednadzbe, definiranim na pravilnim domenama, poput pravokutnika. S dru-
ge strane domena problema kojeg zelimo rijeSiti moze biti nepravilnog oblika, kao kod
modela krila aviona. Takoder, mozemo imati kompliciranije jednadzbe od Poissonove,
ili mozemo imati razli¢ite jednadzbe na razli¢itim dijelovima domene. Ponekad je pro-
blem vrlo velik, bez obzira na regularnost, i ne moze stati u memoriju racunala. U svim
tim slucajevima, trazi se moguénost razbijanja domene na manje dijelove na kojima
problem nije kompliciran za rjeSavanje, i na kojima se moze primijeniti jednostavnija
metoda, recimo, razbijanje na pravokutnike na kojima se onda primjenjuje multigrid
metoda. RjeSavanje tih potproblema moze se izvoditi jedno po jedno, ili paralelno. Ako
se rjeSenja potproblema mogu iskombinirati na pametan nacin, pri ¢emu bi se dobilo
rjeSenje kompletnog problema, tada ¢emo dobiti brzu i paralelizabilnu metodu za dobiva-
nje rjeSenja, od primjene standardne iterativne metode na cijeli, veliki problem. Vidjet
¢emo da je ovaj pristup ponovo ekvivalentan prekondicioniranju sustava, samo §to ¢emo
u ovom slucaju imati rjeSsavanje manjih problema na poddomenama. Opcenito posto-
ji mnogo nacina pomocu kojih mozemo razbiti domenu na poddomene, mnogo nacina
na koje mozemo rijesSiti potprobleme, i mnogo nacina na koji mozemo dobiti konacno
rjeSenje kompletnog problema. Teorija metoda dekompozicije domene ne nudi opéeniti
recept kako odabrati sve te nacine, ve¢ daje razumne moguénosti koje treba isprobati.

Metode dekompozicije domena dijele se u dvije klase, u jednoj se koriste neprekla-
pajuce poddomene, a u drugoj preklapajuce poddomene. U nastavku ¢emo razmotriti po
nekoliko predstavnika metoda dekompozicije domene, koje su rasporedene u obje klase
metoda.

249
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5.1 Metode sa nepreklapajué¢im poddomenama

Ovakve metode nazivaju se jo§ substrukturalne ili metode sa Schurovim komplementom.
Ovakve metode ve¢ se dugo koriste za razbijanje velikih problema na manje, koji bi stali
u memoriju racunala.
Neka je L diferencijalni operator definiran na domeni €2, i pretpostavimo da zelimo
rijesiti rubni problem
Lu=f, na {2,

U = Uup na I' = 09Q. (5-1)

Domena €2 je otvoreni skup u ravnini ili 3-dimenzionalnom prostoru, a 0} oznacava
rub od 2. Ovdje smo uzeli Dirichletove rubne uvjete, ali mogu se isto tako staviti
Neumannovi ili Robinovi rubni uvjeti.

Prepostavimo da je nas problem bio diskretiziran centralnim diferencijama, i da je
na domeni problema () definirana mreza. Prepostavimo da je domena podijeljena na s

poddomena €2;, i =1,...,s, odnosno da vrijedi
S
=],
i=1

pri ¢emu se poddomene ne preklapaju, Sto zna¢i da susjedne domene dijele samo rub.
Nazovimo rub izmedju €; i €;, ¢ # j granicom I';; izmedu i-te i j-te poddomene.
Te se granice mogu ili ne moraju poklapati sa bridovima mreze, ali opéenito mozemo
pretpostaviti da svaka granica I';; sadrzi neke tocke mreze. Cvorove mreze mozemo sada
poredati tako da grupiramo, redom, ¢vorove koji se nalaze u unutrasnjosti poddomena,
najprije poddomene €21, zatim 2, sve do 5. Na kraju poredamo ¢vorove granica. Kao
rezultat matrica pridruzena tom problemu imat ¢e oblik

By Eq 1 fi]
By E, T2 Jo
: =, (5.2)
B, E; Tg fs
B KB - Fs C ||y | L 9 |

gdje x; predstavlja podvektor nepoznanica koje se odnose na tocke u unutrasnjosti pod-
domene €;, a y predstavlja vektor svih nepoznanica koje se odnose na tocke koje pripada-
ju graniénom podru¢ju. Primijetimo da su blokovi na pozicijama (i, ), zai,j = 1,...,s,
1 # j jednaki nuli, zato $to niti jedna toCka iz unutrasnjosti jedne domene nije direk-
tan susjed niti jedne tocke iz unutrasnjosti bilo koje druge domene. Jedino moze biti
susjedna nekoj tocki iz grani¢nog podrucja.

5.1.1 Blok-Gaussove eliminacije i Schurov komplement

Sustav (5.2) mozemo napisati u jednostavnijoj formi, koju ée namo koristiti u daljnoj

[ =) e

Pretpostavimo da je B regularna matrica, $to je za ocekivati, jer su B; regularne, kao
matrice lokalnih problema na 2;. Tada iz prve jednadzbe mozemo izraziti x kao

analizi.

x= B (f - Ey). (5.4)
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Uvrstavajuéi to u drugu jednadzbu, dobivamo reducirani sustav na nepoznanicama gra-
nice

(C—FB 'E)y=g9—FB™'f. (5.5)

Matrica
S=C-FB'E (5.6)

zove se matrica Schurovog komplementa sustava, po nepoznanici y. Ako bi se ta matrica
mogla izrac¢unati, i ako se moze rijesiti sustav (5.5), dobili bi vrijednosti za sve varijable
grani¢nog podrucja. Ostale nepoznanice mogu se tada izracunati preko (5.4). Zbog
posebne strukture matrice B, koja je zapravo blok-dijagonalna, rjesavanje linearnog
sustava s njom je ekvivalentno rjeSavanju s nezavisnih i manjih sustava. Ovdje do
izrazaja moze doci paralelno rac¢unanje.

Metoda za rjesavanje sustava bazirana na ovom pristupu sasatoji se od ¢etiri koraka:

e Izracunaj desnu stranu reduciranog sustava (5.5).
e Izracunaj matricu Schurovog komplementa (5.6).
e Rijesi reducirani sustav (5.5).

e Pomocu (5.4) izracunaj ostale nepoznanice.

Jedno rjesavanje sustava sa matricom B moze se uStedjeti preformuliranjem algoritma
u pogodniji oblik. Definirajmo

EF'=B7'E, i f'=B7'Yf.

Matrica E’ i vektor f’ su potrebni u prvom i drugom koraku algoritma. Cetvrti korak,
tada mozemo napisati kao

x=B7'f-B'Ey=f - Ey,

§to nam daje sljedeéi algoritam.

Algoritam 5.1.1. ALGORITAM BLOK-GAUSSOVIH ELIMINACIJA
Rijesi BE' = E, i Bf' = f po E' i .
Izracunaj ¢ = g — Ff’.
LIzraéunaj S = C — FE'.
Rijesi Sy =¢'.

Izracunaj x = ' — E'y.

U konkretnoj implementaciji, rjeSavanje sustava sa matricom B svodi se na rjeSavanje
s sustava B;E! = E; i B; f! = f;. Treba jo§ napomenuti, da su mnogi stupci od E; jednaki
nuli, i to oni koji se odnose na one granice koje ne ogranicavaju poddomenu 1.
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Sada ¢emo pogledati koja je veza izmedu Schurovog komplementa i Gaussovih eli-
minacija. Zapo¢nimo sa blok-LU faktorizacijom matrice A,

e B E | I 0 B FE
“|F C| | FB'TI]]l0 S|’
sto se lako provjeri. Na Schurov komplement mozemo onda gledati kao na (2, 2)-blok U
faktora LU faktorizacije matrice A. Iz gornje jednakosti slijedi da ako je A regularna,

tada su to i njezini faktori, odakle slijedi da je i S regularna. Uzimajuéi inverz od A
dobivamo

(o] = [0 [ 1)

F C 0 S-1 —FB~ ! T
B 1+ B lES-'FB~! —B-1Eg§-1
— Cepp g1 ) (5.7)

Primijetimo da je S~! (2, 2)-blok blok-inverza od A. Posebno, ako je originalna matrica
A simetri¢na pozitivno definitna matrica tada je to i A~! (svojstvene vrijednosti od
A~ su inverzi svojstvenih vrijednosti od A, pa su pozitivne). Kao posljedica toga je i S
simetriéna i pozitivno definitna, jer je glavna minora matrice A~! (svojstvene vrijednosti
od S~! su izmedu najmanje i najveée svojstvene vrijednosti od A~!, koje su pozitivne).
Ova svojstva, koja smo jednostavno provjerili, sakupljena su u sljede¢em teoremu.

Teorem 5.1.2 ([32]). Neka je A regularna matrica, particionirana kao u (5.3), takva
da je podmatrica B regularna, i neka je I, operator restrikcije na wvarijable granice,
odnosno operator definiran sa
x
& [ y ] v

(i) Matrica Schurovog komplementa S je regularna.

Tada vrijede sljedeca svojstva.

(i) Ako je A simetricna pozitivno definitna matrica, tada je to i S.
(iii) Za bilo koji y je S™ly = I,A™! [ g ] .

Prvo svojstvo pokazuje da ¢e metoda koja koristi blok-Gaussove eliminacije biti
izvediva, buduéi da je S regularna. Poslijedica drugog svojstva je, da kad je A pozitivno
definitna, algoritma poput konjugiranih gradijenata moze se primijeniti kod rjeSnavanja
reduciranog sustava (5.5).

Dakle, rjesavanje pocetnog sustava svodi se na mnozenje vektora sa matricom A",
koje se opet satoji od mnozenja podvektora blok-elementima od A~'. U tom mnozenju,
osim standardnog mnozenja matrica—vektor, imamo i rjeSavanje sustava sa matricama
B i 5. RjeSavanje sustava sa matricom B je jeftino jer se svodi na rjeSavanj sustava
sa B;, kojima su domene tako odredene da se lako rjeSavaju npr. multigridom. Ostaje
jos problem rjesavanje sustava s matricom S, odnosno mnozenje sa S~!. Buduéi da je
u grani¢cnom podruéju mnogo manje tocaka mreze nego u unutrasnjosti poddomena, S
ima mnogo manju dimenziju od bilo kojeg B;. Ako je matrica A simetri¢na pozitivno
definitna, pa je onda to i S, S mozemo eksplicitno izrac¢unati preko (5.6), sto ukljucuje



5.2. METODE SA PREKLAPAJUCIM PODDOMENAMA 253

rjeSavanje sustava s matricom B, te zatim izvesti faktorizaciju Choleskog, i pomoc¢u nje
rijesiti sustav. Medutim, to je prilicno skuplje od samog mnozenja vektora sa matri-
com S. Zbog tog nam se metode aproksimacije iz Krylovljevih potprostora, kao npr
konjugirani gradijenti, ¢ine vrlo primjenljivim u ovom slu¢aju. Moze se pokazati da je
matrica S puno bolje uvjetovana od matrice A, O(h~!) umjesto O(h=2), §to znaci da
¢e 1 konvergencija biti bolja. (Za reference vidi [7].)

5.2 Metode sa preklapaju¢im poddomenama

Sada ¢emo promatrati metode koje dozvoljavaju da se poddomene preklapaju, kao $to su
aditivna i multiplikativna Schwarzova metoda. Ove metode potekle su od alternirajuée
procedure za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi, koju je Schwarz jos 1870. godine
opisao. Ona se sastoji od tri djela: alterniranja izmedu dviju preklapajué¢ih domena,
rjeSavanja Dirichletovog rubnog problema na jednoj od domena u svakoj pojedina¢noj
iteraciji, i koriStenja rubnih uvjeta, koji su dobiveni iz aproksimacije rjesenja, ostvarenog
u zadnjoj iteraciji na drugoj domeni.

Pogledajmo spomenutu alternirajucu Schwarzovu metodu malo detaljnjije. Pretpos-
tavimo da polazimo od problema (5.1), i da je domena 2 podijeljena na s poddomena ;.
Pretpostavimo da svaki par susjednih poddomena ima neprazni presjek. Rub poddome-
ne €); koji je uklju¢en u poddomenu j oznacen je sa I'; j, buduéi da se svaka poddomena
prostire izvan svojih originalnih granica i prodire u podrucje susjednih poddomena. Oz-
na¢imo sa I'; rub domene €2;, koji se sastoji od djela originalnog ruba ukupne domene
0€); N 09, oznacenog sa I'; o, i svih I'; ;. Oznacimo sa u;; restrikciju rjesenja u na rub
I'; ;. Alternirajuca Schwarzova metoda moze se tada opisati na sljede¢i nacin.

Algoritam 5.2.1. ALTERNIRAJUCA SCHWARZOVA METODA
Izaberi pocetnu aproksimaciju rjesenja u.
Dok nismo postigl Zeljenu konvergenciju, radi:

Zai=1,...,s
Rijesi Lu = f na §Y;, sa v =u;; nal;.
Korigiraj vrijednost w na I'j; za Vj, sa novoizracunatim
vrijednostima na ;.

Dakle, algoritam prolazi kroz s poddomena i na svakoj od njih rjesava originalni
problem, koristeéi rubne uvjete koji su dobiveni od aproksimacija rjesenja iz prethodnih
iteracija. Bududi da ée se potproblemi najvjerojatnije rjeSavati iterativnom metodom,
za pocCetnu aproksimaciju danog potproblema uzima se zadnja dobivena aproksimacija.

U ovom slucaju varijable ¢emo najprije poredati u grupe, tako da se u jednoj grupi
nalaze sve varijable koje korespondiraju tockama jedne poddomene izvan preklapanja.
Nakon toga ¢emo na kraju poredati varijable koje odgovaraju tockama u preklopljenim
podruc¢jima. Matrica, dobivena diskretizacijom, i koja je pridruzena ovakvoj particiji
domene, imat ¢e ponovo oblik kao u relaciji (5.2). Treba jos napomenuti da ¢e od sada
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pa nadalje ) predstavljati vektorski prostor, kod kojeg vektori sadrze komponente koje
odgovaraju svim tockama mreze, dok ¢e §; predstavljati vekorski prostor vektora Cije
komponente odgovaraju tockama mreze unutar poddomene (2;.

5.2.1 Multiplikativha Schwarzova metoda

Za definiciju multiplikativne Schwarzove metode potrebna nam je definicija projektora
na poddomene. Neka je S; skup indeksa

Si — {jlaj?v"' 7jni}7

gdje indeksi j; oznacavaju n; ¢vorova mreze unutrasnjosti poddomene ;. Svi skupovi
S; zajedno ¢ine kolekciju skupova indeksa takvih da je

U si={1....n},

i=1,...,n

pri ¢emu §; nisu nuzno disjunktni. Neka je I; operator restrikcije sa € na €2;. Prema
definiciji, ;v se nalazi u §2;, i zadrzava samo one komponente proizvoljnog vektora v,
koje su u §2;. Operator je reprezentiran n; x n matricom koja se sastoji od jedinica i nula,
Ciji raspored ovisi o poretku ¢vorova. Matrica I; je n; X n matrica, ¢iji reci su dobiveni
iz transponiranih jedini¢nih vektora ¢;, za j € S;. Operator [Z-T je operator interpolacije,
koja uzima vektor iz €2; i ekspandira ga u ekvivalentan vektor u 2. Matrica

A; = LAIY

dimenzije n; x n; definira restrikciju od A na €);. Sa ovom notacijom multiplikativna
Schwarzova metoda moze se opisati na sljede¢i nacin

Algoritam 5.2.2. MULTIPLIKATIVNA SCHWARZOVA ME-
TODA, MATRICNI OBLIK

Tzaberi pocetnu aproksimaciju rjesenja u.
Dok nismo postigle Zeljenu konvergenciju, radi:

Zai=1,...,s
wi=u+ I A7 (D — Au),

Pocevsi od pocetne, globalne aproksimacije ug, ¢iji je vektor greske definiran sa
ep = u — ug, svaka poditeracija daje gresku, koja zadovoljava relaciju

T A—1
€ — €;—1 — Iz Az IZ-Aei,l,

za i = 1,...,s. Primijetimo samo da varijable u; i e; oznacavaju vektore definirane
na cijeloj domeni €2, a ne na §2;, samo $to sudjeluju u i-toj poditeraciji. Kao rezultat,
imamo

e; = (I — Pei—1,
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gdje je
P, =TI A7 LA (5.8)

Primijetimo da je tako definiran operator P; projektor, jer vrijedi
P? = (ITA7'LA? = AT (LAIND AT LA =1 A7 LA = P

Prema tome, jedan prolaz kroz unutarnju petlju algoritma multiplikativne Schwarzove
metode zadovoljava relaciju

es= I —Ps)({ —Ps_1)---(I — P1)ep. (5.9)
U nastavku koristit éemo oznaku
Qs=I—Ps)({—Ps—1)---(I — P). (5.10)

Zbog ekvivalencije multiplikativne Schwarzove metode i blok-Gauss—Seidelove me-
tode, moguée je jedan prolaz kroz unutarnju petlju multiplikativne Schwarzove metode
napisati u obliku globalne iteracije fiksne tocke wnopi = Gustari + f. Naime, multiplika-
tivna Schwarzova metoda korigira aproksimaciju rjeSenja po poddomenama na isti na¢in
kao $to to ¢ini blok Gauss—Seidel po blok koordinatama. Prisjetimo se da je u slucaju
primjene jednostavnih iteracija na prekondicionirani sustav M ~'Au = M ~'b matrica G
jednaka G = I — M~1A ie; = Ge;1. 1z (5.9) slijedi es = Qseg. Ako sada sa Unovi
oznaCimo novu vrijednost aproksimacije rjeSenja nakon jednog prolaska kroz unutarnju
petlju multiplikativne Schwarzove metode, tada imamo

Unovi = QsUstari + (I - Qs)Ailba

pa je zbog toga
G =Qs, f - (I - QS)A_lb'

Prema tome je prekondicionirana matrica jednaka M 1A = I — Q,. Ovaj rezultat
sadrzan je u sljedeé¢em teoremu.

Teorem 5.2.3 ([32]). Multiplikativna Schwarzova metoda je ekvivalentna iteraciji fik-
sne tocke za prekondicionirani sustav

MY Au = M~1b,
u kojem je

M4 = T1-Q,, (5.11)
M = (I-QsA ' (5.12)

Desna strana prekondicioniranog sustava iz prethodnog teorema nije exsplicitno poz-
nata jer sadrzi egzaktno rjesenje u svom izrazu. Ipak moze se naéi procedura koja ée ju
izracunati. Drugim rije¢ima, moguée je upotrebljavati M ~! bez ra¢unanja A~!. Primi-
jetimo da je M~ = (I—Qs)A~L. Kao §to sljedeéa lema pokazuje M ! i M~ A se mogu
rekurzivno izracunati i iskoristiti za prekondicioniranje bilo koje iterativne metode za
rjeSavanje sustava.
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Lema 5.2.4 ([32]). Definirajmo matrice

Zi = I—Q; (5.13)
M; = Z;A™! (5.14)
T, = PRA ' =11A7'E (5.15)

zai=1,...,s. Tada je M~ = M,, M~YA = Z,, a matrice Z; i M; zadovoljavaju
rekurzije

Zl = P17
Z; = Zi,1+Pi(I—Zi,1), 1=2,...,8 (516)
1
Ml = Tla
M, = M, —I—Ti(I—AMifl), 1=2,...,8. (517)

Dokaz: 1z definicija (5.13) i (5.14) jasno je da je da je My = M~ Z, = M~'A,ida je
Z1 = Py, M1 =Ty. Za slucajeve, kada je i > 1, iz definicija za Q; i Q);_1 slijedi

Zi=1—(I—-P)I—Zi)=P+Zi_1— PiZ_1, (5.18)
Sto daje rekurziju (5.16). Mnozeéi (5.18) sa A~! slijeva dobivamo
M; =T, + M; 1 — P;M; .
Ako u gornju relaciju umjesto P; ubacimo T;A, dobivamo i rekurziju (5.17). O

Primijetimo da direktno iz (5.16) slijedi vazna relacija
i
Zi=) PQj 1 (5.19)
j=1

S druge strane, pogledajmo kako onda izgleda matrica M ~!. Imamo
MY = I-Q)A'=[I—-T—-P)I—-Psy)---(I-P)A =
= Y Ti=) PBTj+ Y PP+ +(-1)""'P---PT =
i > i>j>k
= Y T,-> TAT;+ Y TATjAT +---
i i>j i>j>k
(1) T AT, -+ THATY,
odakle se vidi opravdanje za naziv “multiplikativna” metoda.

Ako rekurziju (5.17) pomnozimo s desna sa vektorom v, i ako vektor M;v oznacimo
sa z;, tada dobivamo sljedeéu rekurziju

zi = zi—1 + Ti(v — Azi—1).
Kako je zg = Mgv = M~ v, vektor M~'v za proizvoljni vektor v moze se izracunati
sljede¢om procedurom.

Djelovanje matrice prekondicioniranja multiplikativhe Schwarzove metode
na vektor
Ulaz: v, izlaz: z = M~ v.
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[ Z:Tl’U.
e Zai=2,...,8
o z:=2+Ti(v— Az).

Slicnom argumentacijom, mozemo naé¢i proceduru koja ra¢una vektore oblika z =
M~'Av. U tom sluc¢aju, procedura je oblika

Djelovanje prekondicionirane matrice multiplikativne Schwarzove metode na
vektor
Ulaz: v, izlaz: z = M~ Av.

[ Z:Pﬂ).
e Zait=2,...,8
o z:=z+ Pi(v—2z).

Na kraju mozemo reéi da je multiplikativna Schwarzova metoda ekvivalentna rjesa-
vanju prekondicioniranog linearnog sustava

(I - Qs)u=g, (5.20)

gdje se operacije z = (I — Qs)v i g = M~'b mogu izraéunati iz gornjih algoritama. Te
procedure se mogu dalje koristiti unutar neke od iterativnih metoda, kao na primjer
GMRES.

5.2.2 Aditivna Schwarzova metoda

Aditivna Schwarzova metoda je slicna blok-Jacobijevoj metodi, i sastoji se od korigiranja
svih novih komponenti pomocu istog reziduala. Zbog toga se i razlikuje od multiplikativ-
ne metode, jer komponente svake poddomene se ne mijenjaju dok cijeli ciklus korekcija
kroz sve poddomene nije dovrsen. Osnovna aditivna Schwarzova metoda stoga ima oblik:

Algoritam 5.2.5. ADITIVNA SCHWARZOVA METODA, MA-
TRICNI OBLIK

Tzaberi pocetnu aproksimaciju rjesenja u.
Dok nismo postigli Zeljenu konvergenciju, radi:

Zai=1,...,s
Izracunaj 6; = IZ-TA;IIi(b — AUstari)-
wi=u4 Yy 40

Nova aproksimacija rjesenja 0, dobivena nakon $to je primijenjen cijeli ciklus od
s iteracija gornje petlje na wgieri, jednaka je

s
Unovi = Ustari T+ Z IZTA;IIz(b - Austari)-

i=1
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Svako izvodenje ove petlje redefinira sve komponente nove aproksimacije, i ne postoji ni-
kakava ovisnost izmedu potproblema vezanih uz poddomene. Ako ovu relaciju rastavimo
po blok-komponentama, dobit ¢emo

Us novi = Wi,stars + Ai_lri,stari = Az_l - Z Aijuj,stari + bz )
J#
§to je upravo korak blok-Jacobijeve metode primijenjen na globalni sustav.
Prekondicioniranu matricu za aditivnu Schwarzovu metodu je vrlo jednostavno do-
biti. Koristeéi oznake i definicije, iz multiplikativne Schwarzove metode, nova aproksi-
macija zadovoljava relaciju

s s s
Unovi = Ustari + Z T‘z(b - Austari) = (I - Z Pz) Ustari + Z sz
=1 =1 =1

Prema tome, ovakve iteracije korespondiraju iteracijama fiksne tocke tnop; = Gustari+f,

gdje je
G=I1-)_P, f=> Tb
i=1 i=1
Uz pomo¢ relacije G = I — M~ A, vidimo da je

M~ A= Z B,
=1

M~ = zsjBA—l = ZT
=1 =1

odakle se vidi razlog za ime metode: “aditivna” metoda. Sada je jasno kako izgleda
procedura primjene matrice prekondicioniranja M ! na vektor.

Djelovanje matrice prekondicioniranja aditivne Schwarzove metode na vektor
Ulaz: v, izlaz: z = M~ 1v.

e Zai=2,...,8
e Izracunaj z; = Tjv.
o z=2z1+2+ "+ 2.
Primijetimo da se ova petlja moze paralelizirati. Procedura za racunanje M ~!Av je
identi¢na gornjoj procedura, samo sto se T; treba zamijeniti sa P;.
5.2.3 Konvergencija metoda sa preklapaju¢im domenama

U analizi konvergencije, pretpostavit ¢emo da je A simetri¢na pozitivno definitna matri-
ca. Projektori P; definirani sa (5.8) imaju vaznu ulogu u teoriji konvergencije za aditivnu
i multiplikativnu Schwarzovu metodu. Prvu vaznu stvar koju moramo primijetiti je ta
da je P, hermitski operator, obzirom na A-skalarni produkt, sto je uz svojstvo Pf =B
dovoljan uvjet da za P; mozemo reéi da je A-ortogonalan projektor. Vrijedi

(P, w)a = (AIF AT L Av,w) = (Av, IF A7 L Aw) = (v, Paw) a.
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Promotrimo operator

A=) _P, (5.21)
i=1

koji predstavlja prekondicioniranu matricu M ~' A aditivne Schwarzove metode. Buduéi
da je svaki P; A-hermitski operator, tada je toi Ay. Zbog toga Ay ima realne svojstvene
vrijednosti. Direktna posljedica ¢injenice da su operatori P; projektori, iskazana je u
sljedeé¢em teoremu.

Teorem 5.2.6 ([32]). Najveca svojstvena vrijednost od Ay je takva da vrijedi
Amaa:(AAJ) S S,
gdje je s broj poddomena.

Dokaz: Za svaku matri¢nu normu je Apqz(As) < ||As||. Posebno za A-normu, imamo

)\maz(AJ) < Z ”P'L”A
=1

A-norma svakog P; je jednaka 1, buduéi da je P; A-ortogonalan projektor. Time smo
dokazali tvrdnju teorema. O

Kako bismo ocijenili najmanju svojstvenu vrijednost prekondicionirane matrice Ay,
moramo navesti jednu pretpostavku koja se tice dekompozicije proizvoljnog vektora v
na komponente od ;.

Pretpostavka 1. Postoji konstanta Ky takva da je nejednakost

S

Z(Aui,ui> < Ko(Au, u),
i=1

zadovoljena za svako u € €, ako je u reprezentiran kao

S
u = E Us, u; € ;.
i=1

Teorem 5.2.7 ([32]). Ako vrijedi Pretpostavka 1, tada je

1
. >
)\mln(AJ) el KO

Dokaz: Zapo¢nimo sa proizvoljnim vektorom wu, koji je predstavljen rastavom u =
Zle u;i, tada, zbog toga §to je P; A-ortogonalan projektor na {2;, imamo

S S S

(u,upa = Z(Uia'LL)A = Z<Piui;U>A = Z(uz',PﬂOA.

=1 i=1 i=1
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Koristenjem Cauchy—Schwarzove nejednakosti dobivamo

s s 172 /4 1/2
<ua U>A = Z<uz> Piu>A < (Z(Uz, U2>A> <Z<qu, qu>A> .

i=1 i=1 i=1
Prema Pretpostavci 1, dalje slijedi

s

1/2
1/2
lul% < Ko [lulla (Zu%u, au>A> ,
=1
odakle, nakon kvadriranja, slijedi

s

lully < Ko 3 (P, Pouba.
i=1

Napokon, primijetimo da, buduéi da je P; A-ortogonalan projektor, vrijedi

i(Piu,PiuM = i(Piu,u)A = <i Pm,u> = (Aju,u) 4.
A

i=1 i=1 i=1
Prema tome, za svaki u vrijedi nejednakost

1

<AJU7 'LL>A Z Fo<u7 U>A,
6.

Sto daje trazenu ogradu prema Teoremu 1.6. ]

Dakle kad bi simetri¢no prekondicionirani sustav, sa matricom prekondicioniranja
dobivenom iz aditivne Schwarzove metode, rjeSavali pomo¢u CG metode, tada bi konver-
gencija te metode ovisila kvocijentu najveée i najmanje svojstvene vrijednosti matrice
A;=M~1A. U tom slucaju bilo bi

H(AJ) < sKo,

§to ne ovisi o koraku mreze h.
Sada prelazimo na analizu multiplikativne Schwarzove metode. Zapoc¢injemo sa veé
poznatom relacijom za gresku

es = Qseo.

Zelimo naéi gornju ogradu za ||Qs||4. Prvo primijetimo da iz relacije (5.16) Leme 5.2.4
slijedi da je

Qi = Qi—1 — PiQi-1,
odakle je, zbog toga §to je P; A-ortogonalan projektor

1Qwl% = 1Qi-1vll% — IPQi-1v]4,

za proizvoljan vektor v. Gornja jednakost vrijedi i za ¢ = 1, ako uzmemo da je Qo = I.
Ako sada sumiramo ove jednakosti od 1 do s, dobit ¢emo kao rezultat

S
1Qsvll% = [[olZ = Y I1PQi1v]%- (5.22)

i=1
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Ovime smo pokazali da. A-norma greske nece rasti u svakom potkoraku unutarnje petlje
multiplikativne Schwarzove metode.
Za dokazivanje sljedece leme, moramo uvesti jos jednu pretpostavku.

Pretpostavka 2.  Za bilo koji podskup S skupa {1,2,...,s}? i u;,v; € Q, vrijedi
sljedeca nejednakost:

1/2

s 12 [ s
> (P, Puja < K (Z ||Piui||124> > 1Pl : (5.23)
i=1

(i,7)€S =1

Lema 5.2.8 ([32]). Ako su zadovoljene Pretpostavke 1 i 2, tada vrijedi sljedeéa nejed-
nakost:

ZHPUHA (1+ K1) ZHPQZ 1% (5.24)
Dokaz: Zbog toga §to je P; A-ortogonalni projektor, imamo
(Piv, Pv)a = (P, PQi—1v)a + (P, (I — Qi—1)v) 4,

odakle uz pomo¢ (5.19) slijedi

S s i—1
> IPwlh = Z(Pv PiQiv)a+ Y (P, PjQj 1v)a. (5.25)
=1 =1 =1 j=1

Za prvi izraz na desnoj strani, koristimo Cauchy—Schwarzovu nejednakost, kako bismo

dobili
s s 1/2 s 1/2
> (P, PQi—1v)a < (Z ”PW\E;> (Z \BQz‘lv\ﬁ) -

i=1 i=1 i=1
Za drugi izraz desne strane od (5.25) primjenjujemo (5.23) iz Pretpostavke 2, da bi
dobili

s i—1 1/2 s 1/2
S5 B, 2,0s 1o < (z upmu) (z uPiQi_lvua)
=1 j=1 =1

Zbrajajuéi ove dvije nejednakosti, kvadrirajuéi rezultat uz koristenje (5.25) dobivamo
trazeni rezultat. O

z (5.22) mozemo zakljuciti, da ako Pretpostavka 2 vrijedi tada je

1 S
1Qsv]1% < llvll% — A+ K Z Pl (5.26)
=1

Sada mozemo iskoristiti i Pretpostavku 1 kako bismo dobili donju ogradu za Y_5_; || Pv|/3.

Teorem 5.2.9 ([32]). Pretpostavimo da vrijede Pretpostavke 1 i 2. Tada je

1 1/2
da<|tle ——— | .
1@< 1
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Dokaz: Uz pomoénu relaciju || Pv||% = (P, v) 4, imamo

ZHBUH <ZPU v> (Ajv,v)A.
i=1 A
Prema Teoremu 5.2.7 je Apin(A4y) > odakle slijedi da je (Ajv,v)4 > (v,v)4/ K za

proizvoljni v. Zbog toga je
(v, v)a
P
gu iy > 2,

koje kad ubacimo u (5.26), daje nejednakost

1Quul3 1
ol Ko(l+ Ky)?
Rezultat slijedi iz uzimanja maksimuma po svim vektorima v. O

Dakle mozemo zakljuciti da je za multiplikativnu Schwarzovu metodu, za jedno izvodenje
unutarnje petlje po poddomenama,

1 1/2

gl R —
HBSHA —= K0(1+K1)2

lleoll a-

Konvergencija ponovo ne ovisi o koraku mreze h.

Ovi rezultati daju informacije o konvergenciji Schwarzovih metoda uz dvije vazne
pretpostavke. Te pretpostavke se ne mogu provjeriti samo uz pomoé¢ argumenata li-
nearne algebre. Ako uzmemo neki linarni sustav, vrlo teSko ¢emo provjeriti da li te
pretpostavke vrijede za njega. Medutim te pretpostavke vrijede za sustav dobiven iz
diskretizacije pomo¢u kona¢nih elemenata elipticne parcijalne diferencijalne jednadzbe.

5.3 Velik broj poddomena i koristenje grube mreze

Ako definiramo mrezu na domeni problema €) sa korakom h, tada prema prethodnim
rezultatima uz odredene uvjete, stopa konvergencije metoda dekompozicije domene sa
preklapajué¢im domenama ne ovisi o h. Sada pretpostavimo da imamo puno poddomena
Q;, svaka veli¢cine H > h. Drugim rije¢ima, na {2; mozemo gledati kao na podrucje
ogradeno grubom mrezom sa korakom H, plus dodatne celije fine mreze iza te granice,
kako bi dobili preklapanje. Tada, na primjer, za aditivnu Schwarzovu metodu, kao sto
se vidi iz Teorema 5.2.6 i 5.2.7, uvjetovanost prekondicionirane matrice ovisi o broji
poddomena s, odnosno ono je reda velicine O(H~!). Prema tome, ako se radi o pozi-
tivno definitnoj matrici, ili barem simetri¢oj, uz simetri¢no prekondicioniranje, i ako za
rjeSavanje sustava s takvom matricom koristimo neku od standardnih iterativnih meto-
da aproksimacije iz Krylovljevih potprostora, tada ¢e i konvergencija te metode ovisiti o
uvjetovanosti prekondicionirane matrice, odnosno o O(H~!). U slucaju da nismo zado-
voljni sa ovakvom konvergencijom, i ako zelimo imati stopu konvergencije kao multigrid,
koji ne ovisi ni o h, niti o H, mozemo se koristiti upravo idejom multigrid metoda. Dryja
i Widlund, predlozili su da, uz rjeSavanje problema na poddomenama, globalni problem
treba rijesiti na grubljoj mrezi, uz standardni operator restrikcije I ,1:[ i interpolacije I I}_‘I
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Drugim rije¢ima, treba jos izvrSiti korekciju na gruboj mrezi. Kao Sto smo veé prije
vidjeli, obje Schwarzove metode ekvivalentne su jednostavnim iteracijama oblika

Unovi = (I - MilA)ustari + M71b7

Sto se poklapa sa jednim prolaskom kroz sve poddomene. Kod multiplikativne Scwarzove
metode korekcija tada izgleda

Ukorigirani = Unovi T I[@ (AH)_lllljrnom' =
= [I - II}tL[(AH)_IIfJLLIA]unovi + IIZ(AH)_IIfIqu =
= [I—I5ADT AT — M A)ugiari + f =
= {1 = [IEADT LT+ (1 = (AT T A) M A ustar + £,

pri ¢emu je f vektor
f = (AR U (1 = Ty(AR) 7 A M,

a A je restrikcija operatora A na grubu mrezu. Vidimo da smo ponovo dobili jednos-
tavne iteracija odakle se vidi da je matrica prekondicioniranja My ovakvog algoritma sa
korekcijom na gruboj mrezi

My = Iy(A" I 4 (1 Iy(A") 'l 4).

S
AN T+ Y TAT; + -+ (1) T AT,y -+ TAT: |
=1

i>7

gdje je T; = IT AL
Kod aditivne Schwarzove metode korekcija je

Ukorigirani — Unovi T I;LI (AH)_II}?rstari =
Ustari + [M_l + II}—L[(AH)_II}?]TSMM =
= {1 =M+ (AN T L Abustars + f,

gdje je

f= M4 1A .
Ponovo se radi o jednostavnim iteracijama, kod kojih je matrica prekondicioniranja My
jednostavnijeg oblika

S
My = T+ Ip(A") Il
i=1

Ovakva metoda se zove two-level metoda, kod koje je pokazano da konvergencija ne
ovisi niti o koraku mreze h, niti o veli¢ini poddomena H, uz uvjet da je Sirina podrucja
preklapanja O(H). Dakle, mozemo zakljuciti da, sa samo nekoliko velikih poddomena,
rjeSavanje problema na poddomenama ¢e biti preskupo, dok sa mnogo malih poddomena,
rjeSavanje na gruboj mrezi ¢e biti preskupo. Zato treba naéi dobru ravnotezu izmedu
broja i veli¢ine poddomena.



Glava 6
Numericki primjeri

U ovom zadnjem poglavlju demonstrirat ¢emo rad svih iterativnih metoda za rjeSavanje
linearnih sustava, koje su spomenute u ovoj radnji. Osim §to ¢e se moéi vidjeti da li
metoda konvergira ili ne konvergira za odredeni linearni sustav, potvrdit ¢e se takoder
i neki teoretski rezultati vezani uz iterativne metode i prekondicioniranje. U svim pri-
mjerima, osim u nekoliko njih, kada ¢e to biti posebno naglaseno, dimenzija matrice A
je 100 x 100, pocetna iteracija je 7o = [0 0 ... 0]7, a desna strana sustava b je odredena
tako da rjesenje sustava bude jednako z = [1 1 ... 1], odnosno da je b = A -z. Sve
metode programirane su u Matlabu, uz masinsku toc¢nost € = 2.2204 - 10716, pri éemu
se u svakom koraku k kontrolira relativna norma reziduala ||rg||2/||b||2 1 iteriranje se
zaustavlja kada je ona manja od tol = 1075.

6.1 Primjer 1

Matrica sustava u ovom primjeru je simetri¢na i pozitivno definitna, sa svojstvenim
vrijednostima A(A) € {1,4,9,...,10000}, a dobivena je kao produkt A = QAQT, pri
¢emu je A dijagonalna matrica svojstvenih vrijednosti, a @) slu¢ajna ortogonalna matrica.
Uvjetovanost joj je jednaka x(A) = 10*. Za rjesavanje ovog sustava koristene su metode
CG i Orthomin(2), koje bi u egzaktnoj aritmetici trebale konvergirati u najvise 100
iteracija, medutim buduéi da je matrica A loSe uvjetovana, i bududi da broj iteracija do
postizanja Zeljene to¢nosti ovisi o O(y/k), broj iteracija do postizanja tolearncije tol u
aritmetici konacne preciznosti je veéi od 100.

6.2 Primjer 2

Situacija u ovom primjeru je sli¢na prethodnom, samo §to pozitivno definitna matrica
A ima deset razli¢itih svojstvenih vrijednosti, svaka od njih kratnosti 10. Dakle, A =
QAQT, gdje je A dijagonalna matrica svojstvenih vrijednosti A(A4) € {1,2,...,10}, a
@ slucajna ortogonalna matrica. Uvjetovanost matrice A iznosi k(A) = 10. Bududéi
da, konvergencija CG i Orthomin(2) metoda ovisi o stupnju polinoma koji minimizira
vrijednost polinoma u razli¢itim svojstvenim vrijednostima matrice A, takav polinom
moze imati minimalno stupanj 10, pa je za konvergenciju dovoljno 10 iteracija gore
navedenih metoda.
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Slika 6.2: Primjer 2.

6.3 Primjer 3

10

265

Matrica sustava A i u ovom primjeru ostaje simetri¢na, medjutim ona je indefinitna, od-
nosno svojstvene vrijednosti mogu biti i negativne, A\(A) € {—50,—-49,...,-1,2,4,...,
100}. Isto je dobivena kao produkt A = QAQT, dijagonalne matrice svojstvenih vri-
jednosti A i slu¢ajne ortogonalne matrice @), a uvjetovanost joj je jednaka x(A) = 100.
Buduéi da matrica nije pozitivno definitna, ne mozemo upotrijebiti CG metodu, veé¢ ko-
ristimo dvije varijante istog algoritma: Orthomin(2) i MINRES metodu dobivenu preko

Lanczosovog algoritma. Pokazuje se da je ova druga metoda malo stabilnija od prve.
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1 T T T T

T T
Orthomin(2) ——
0.1 MINRES(Lanczos) -------

0.01
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Slika 6.3: Primjer 3.

6.4 Primjer 4

Sljededéih Sest primjera bavi se nehermitskim matricama, odnosno metodama za rjeSavanje
nehermitskih sustava. Matrica sustava A ovog primjera je ne-normalna, nedijagonali-
zabilna matrica, kojoj se polje vrijednosti ne moze smijestiti u kruznicu koja ne sadrzi
ishodiste. Zato ne mozemo nista reé¢i o konvergenciji GMRES metode primijenjene na
taj sustav, osim da mora konvergirati do 100-te iteracije. Singularne vrijednosti matrice
Asuco(A) € {1,4,9,...,10000}, a dobivena je kao A = ULVT, pri ¢emu je ¥ dijago-
nalna matrica singularnih vrijednosti, a U i V' su razli¢ite slu¢ajne ortogonalne matrice.
Uvjetovanost joj iznosi k(A) = 10000. Niti ostale metode nemaju nikakvu garanciju
da ¢e konvergirati u manje od 100 koraka, dapace pokazuje se da su vrlo nestabilne i
vrlo slabo konvergiraju. Konvergencija metoda koje rjeSsavaju normalne jednadzbe ovisi
o uvjetovanosti matrice koja je u ovom slucju velika, pa ponovo nemamo garanciju o
dobroj konvergenciji.

6.5 Primjer 5

([29]) Matrica sustava ovog primjera je vrlo jednostavna. Ona je nehermitska, ali je
ortogonalna, stoga se singularne vrijednosti svode na jednu jedinu o(A) € {1}, a uvje-
tovanost joj je jednaka 1. Matrica A ima oblik

0 1 0 0

00 1 0 0
A=

00 0 --- 0 1

|10 0 0 0

Desna strana u ovom slucaju je jednaka b = 199, odakle slijedi da je rjeSenje sustava
x = &. & je i-ti jedini¢ni vektor. Ako ponovo uzmemo da je xg nul-vektor, tada je
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1e+015 : : .
- GMRES
B BCG ------- ]
1e+010 | OMR - E
L CGS oo ]
r BICGSTAB ———— ]
~ 100000 |- SENR T
= -
~ 3
= e kot e b Ao S C L S s
g 1e00s - E
1e-010 |- ]
1e-015 L . ! ! , ]
Y 20 40 60 80 100 120
K

Slika 6.4: Primjer 4.

ro = 51007 AT‘O = 599, A27°0 = ggg,. . ,A98T0 = 62 i A99T0 = 51. Kod primjene GMRES
metode na ovaj sustav imamo situaciju da ro LAKg(A,ro) za k = 1,...,99, odakle slijedi
da je ro =11 = -+ = rgg9, odnosno GMRES metoda neée konvergirati prije poslijednjeg,
100-og koraka. Osim toga, vektor rjeSenja x se ne nalazi niti u jednom Krylovljevom
potprostoru i okomit je na njih, osim KC199(A, rg), pa su svi ostali Krylovljevi potprostori
losa aproksimacija za rjeSenje. Kod metoda koje se zasnivaju na dvostranom Lanczo-
sovom algoritmu, za 79 = 79 imamo da je v; = w1 = &100, V2 = g9, W2 = &1, pa je
81 = (vg,w2) = 0 i dolazi do ozbiljnog sloma algoritma. Metode koje rjesavaju normal-
ne jednadze su ekvivalentne minimiziranju polinoma na skupu singularnih vrijednosti,
koji ima jedan element. Zato to moZemo posti¢i polinomom stupnja jedan, i takve
metode ¢e konvergirati u jednom koraku.

2 ' T T T T I
” GMRES
1: OMR -------
i BCG i srodne metode --------
| CGNR i CGNE e
1.5 [+ ]
s;
= |
=2 |
= 1 1
=<
05 |
(0] 1 1 1 |
0 20 40 60 80 100
k

Slika 6.5: Primjer 5.
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6.6 Primjer 6

([29]) U ovom primjeru matrica sustava A je ne-normalna, i ima oblik

M,y
My

M0
gdje je

M; = [(1) 211 } i=1,...,50.
Singularne vrijednosti matrice A nalaze se u rasponu otprilike od 0.2 do 50, a s druge
strane vidimo da je njezin minimalni polinom stupnja 2. To znaci da postoji polinom py
stupnja 2, takav da je p2(A) = 0, odnosbo da je pa(A)rg = 0 za bilo koji pocetni rezidual.
Iz ovoga slijedi da ¢ée GMRES algoritam konvergirati nakon dvije iteracije. Sli¢no vrijedi
i za metode bazirane na Lanczosovom algoritmu, jer ispada da je ro = const - v3 = 0,
jer je vg = pa(A)rg = 0. S druge strane, za metode koje rjesavaju normalne jednadzbe
konvergencija ovisi o uvjetovanosti koja je jednaka x(A) = 2.4-10%, a one nastoje pronaéi
polinom koje ¢e se minimizirati na skupu kvadrata singularnih vrijednosti. Buduéi da
njih ima 100 razlicitih na intervalu (0.2,50), tim metodama treba veliki broj iteracija
da bi dostigle konvergenciju.

T T T

100000 GMRES, BCG i srodne metode 1
CGNR ------- T
CGNE -------- 1
1 _
= SIUoIIniiIes i
= L S
= 16005 -
= i
g -
B i
1e-010 —
1e-015 | | . -]

40 60 80 100

k

Slika 6.6: Primjer 6.

6.7 Primjer 7

([29]) Za razliku od prethodnih primjera, u ovom slucaju matrica sustava A je dija-
gonalna matrica, ali demonstrira tipi¢no ponasanje iterativnih metoda za rjeSavanje
nehermitskih sustava. Matrica je oblika A = diag(d;,da, ..., d100), gdje d; predstavlja
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ekstremne tocke Cebisevljevog polinoma na intervalu [1,2],

1 1
di:1+2<cos<(299)7r>+1>, i=1,...,100.

Uvjetovanost matrice je k(A) = 2. GMRES i QMR metoda ponasaju se tada kao
MINRES metoda, koja je ekvivalentna minimiziranju polinoma nad skupom svojstve-
nih vrijednosti. Buduéi da je taj skup predstavlja tocke gusto poredane u intervalu
[1, 2], moze se naé¢i polinom stupnja oko 10, koji dobro minimizira skup. Metoda BCG
ponasa se kao CG, i nalazi se u istoj situaciji, jer polinomi koji minimiziraju A-normu
greske i normu reziduala su jednaki u svakoj iteraciji. Metoda CGS trebala bi imati dva
puta brzu konvergenciju od gornjih metoda, a BICGSTAB je prema pretpostavci blizu
njene krivulje konvergencije. Metode koje rjeSavaju normalne jednadzbe ocekivano losije
konvergiraju od GMRES, jer njihova konvergencija ovisi 0 O(k(A)), a ne o O(/(k(A)))
kao kod GMRES metode.

1K T T T

\N T T T =
AN GMRES, BCG i QMR ]
0.1 F S\ N\ CGS ------- 2
[\ BICGSTAB -------- 3
001 F CGNR i CGNE - E
F N 5
~ 0001 F \;\ 1
E L \‘\\\ 1
= 00001 F 3
= 1e005 | ]
£ 1e006 F ]

\

1e-007 N\ 5
1e-008 E 1
1e-009 L ' 1 NN ! ! ! ! .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Slika 6.7: Primjer 7.

6.8 Primjer 8

([29]) U ovom primjeru ponovo se radi o ne-normalnoj matrici sustava A. Ona ima oblik

Ny
Ny
A= ,
N5
gdje je
N=|% ¢ 1,...,50
1 0 2/dZ b 2_7 b )
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Svojstvene vrijednosti ove matrice rasporedene su po cijelom intervalu [1,2], dok su
singularne vrijednosti svake matrice NV;, pa stoga i matrice A, jednake 1 i 2. Zato
metode koje rjesavaju normalne jednadzbe konvergiraju u 2 koraka, a ostale metode u

puno vise. Buduéi da GMRES i BCG sli¢no konvergiraju, CGS i BICGSTAB imaju
skoro dvostruko brzu konvergenciju.

1~ T T T T T T
L GMRES i
L = BCG ------- |
001 t\ \‘A\. . \\\\ ///\\ QM R ,,,,,,,,
r . N D N [ 1= Jr— T
ooool |- ! S BICGSTAB ———— -
- ! N SNy CGNRi CGNE ------- -
- [ . " S
= 1e-006 |- : R 22 m
o TN s <~
=2 L \ : N ~. i
= 1e008 |- «, % S -
= \ !
= B R \_ T
T 1e010 - i -
L \ i
le-012 | \ —
L \ -
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1e-016 ; | | | | |
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k

Slika 6.8: Primjer 8.

6.9 Primjer 9

U ovom primjeru promatramo samo GMRES metodu, i pokazat ¢emo da se zaista
moze konstruirati matrica sa u naprijed odredenom krivuljom konvergencije, za bilo
koji skup svojstvenih vrijednosti. Definirat ¢emo najprije skup svojstvenih vrijednos-

ti A(A) € {-50,—-49,...,—1,2,4,...,100}, i niz vrijednosti f(0) = 100, f(1) = 99,
f(2)=098,...,f(99) =1, f(100) = 0. Nadalje, definirajmo

g(k) =/ (f(k— 1)) = (f(k))? = /(100 — k + 1)2 — (100 — k)2,

Matrica V' = [v1 vg -+ wv1g0] je slucajna ortogonalna matrica, i ako definiramo b =
S21% g(i)wi, tada je ||b]l2 = f(0). U nastavku, definirajmo jos matricu B = [bvy - - - vgo]
i izrac¢unajmo koeficijente polinoma

k=1,...,100.

99
a(z) = 2100 — Z;aizi = (2= A(A) (2 — Ago(A)),

i na kraju konstruirajmo matricu A kao

1 Q99
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Prema teoretskim rezultatima, ovako definirani sustav Ax = b ima matricu sa gore
definiranim svojstvenim vrijednostima i sa rezidualima, takvim da nakon svake iteracije
GMRES metode vrijedi ||rg||2 = f(k). Dobiveni rezultati u Slici 6.9 to potvrduju, do na
numericke greske.

T
GMRES

0.9
0.8 -
0.7 -
0.6 -
05 -

I I/ o1l

04
0.3 -
0.2 -
0.1 -

0 20 40 60 80 100
k

Slika 6.9: Primjer 9.

6.10 Primjer 10

Sljede¢a dva primjera demonstriraju razli¢ite nacine prekondicioniranja. U ovom pri-
mjeru, rije¢ je o dijagonalno dominantnoj matrici sustava A, oblika

1 0.0 --- 0.01 0.01 ]
002 2 ... 0.02 0.02
A= : e :
099 0.99 --- 99 0.99
1 1 - 1 100 |

Za Jacobijevu i Gauss—Seidelovu metodu primijenjenu na ovakav sustav stope konver-
gencije iznose p(Gy) = 0.99 i p(Ggs) = 0.2144, dok je eksperimentalno utvrdeno da
za JOR i SOR metodu, optimalni parametri iznose wjor = 0.67 i wsor = 0.9, za
koje vrijedi p(Gjor0.67) = 0.3367 1 p(Gsor,.9) = 0.1713. Ove teorijske pretpostavke
potvrduju i numericki rezultati prikazani na Slici 6.10, sa dekadskom skalom. Na primjer
u prvom koraku vrijedi: za Jacobijevu metodu ||r1||2/||roll2 = 0.99, za Gauss—Seidelovu
metodu ||r1||2/]|70]|2 = 0.15184, za JOR metodu ||71]|2/||ro||2 = 0.3333 i za SOR metodu
||r1||2/||1"0||2 = 0.105038.

6.11 Primjer 11

Matrica sustava ovog primjera je rijetko popunjena Stieltjesova matrica, ¢iji raspored
netrivijalnih elemenata je dan u Slici 6.12. Svojstvene vrijednosti ove matrice nalaze se
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Slika 6.10: Primjer 10, dekadska skala.
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Slika 6.11: Primjer 10, logaritamska skala.

u intervalu A(A) € (3.23,47.07), i mnoge su vrlo blizu jedne drugima, a uvjetovanost
iznosi k(A) = 14.5627. Izvr3ene su dvije klase pokusa. U prvoj se izvode jednostavne
iteracije sa razli¢itim matricama prekondicioniranja M. Prema teorijskim rezultatima
stopa konvergencije Gauss—Seidelove metode (M =gornji-trokut) je bolja od Jacobijeve
metode (M=dijagonala), a prekondicioniranja u kojem je matrica M=blok-dijagonali
matrice A i M=-11-0j, -10-0j, 0-0j, 10-0j i 11-0j dijagonali matrice A, takoder bolje ko-
nvergiraju od Jacobijeve metode, §to se potvrduje u numeriénkim rezultatima. Takoder,
vidimo da su od prethodno navedenih prekondicioniranja, bolja prekondicioniranja koja
su matricu M dobila iz metoda aproksimiranja inverza preko algoritama globalnog mi-
nimalnog reziduala i globalnog najbrzeg silaska. Najbolje od svih je prekondicioniranje
pomoc¢u nekompletne faktorizacije Choleskog. U drugoj klasi pokusa, ista prekondici-
oniranja (osim Gauss-Seidelovog) koristena su uz primjenu CG metode. Ponovo prema



273

6.11. PRIMJER 11
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Slika 6.13: Primjer 11, jednostavne iteracije.
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Slika 6.14: Primjer 11, konjugirani gradijenti.

6.12 Primjer 12

U ovom primjeru obradena je primjena multigrid metode na sustav dobiven diskreti-
zacijom dvodimenzionalne difuzijske jednadzbe. Uzeti su parametri n, = 7 i n, = 15,
tako da mreza na kvadratu [0, 1] x [0, 1] izgleda kao na Slici 6.15. Raspored netrivijalnih
elemenata matrice A dobivene iz diskretizacije, izgleda kao na Slici 6.16. Napravljena
su dva pokusa multigrid metodama. U prvom je uzeta Poissonova jednadzba, na kojoj
su izvrSeni V i W ciklusi, pri ¢emu su za JOR metodu koristenu u multigrid iteraciji,
upotrebljeni parametri w = 2/3 1w = 4/5. Bududéi da je ovaj drugi parametar optimalan
za dvodimenzionalni slucaj, tada je i konvergencija brza. V i W ciklusi primijenjeni su
i u slucaju kada su za pocetnu iteraciju uzeti rezultati dobiveni nakon FMG algoritma.
Za FMG rezultat dobivamo da je ||r||2/[[b]l2 = 0.07, i pri tom smo za dostizanje iste
tolerancije kao i kad je pocetna iteracija bila jednaka nul-vektoru, ustedjeli samo jedan
V-ciklus, a potrosili smo vrijeme za rac¢unanje samog FMG algoritma. Drugi pokus
napravljen je za difuzijsku jednadzbu, kod koje je toplinski konduktivitet materijala

definiran sa
> +y?, z,y € (0,0.5]

z2, x € (0.5,1), y € (0,0.5]
a(@,y) = Y2, z € (0,0.5], y € (0.5,1)
100, x,y € (0.5,1)

Konvergencija V-ciklusa uz w = 4/5 je sliéna kao i kod Poissonove jednadzbe.

6.13 Primjer 13

U zadnjem primjeru napravljena je demonstracija rada metoda dekompozicije domene.
Kao primjer domene uzet je L-oblik, koji je podijeljen u tri pravokutne poddomene, i
to na dva nacina: jednom bez preklapanja i drugi put sa preklapanjima. U oba slucaja
mreza domene se sastojala od n = 94 tocaka. Jednadzba koja se rjeSava na toj dome-
ni je Poissonova jednadzba. Prvi pokus napravljen je sa dekompozicijom domene bez
preklapanja, kada mreza na domeni izgleda kao u Slici 6.19. Matrica A koja je dobi-
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1
99 100 101 102 103 104 105
92 93 94 95 96 97 98
85 86 87 88 89 90 91
78 79 80 81 82 83 84
71 72 73 74 75 76 77
64 65 66 67 68 69 70
57 58 59 60 61 62 63
50 51 52 53 54 55 56
43 44 45 46 47 48 49
36 37 38 39 40 41 42
29 30 31 32 33 34 35
22 23 24 25 26 27 28
15 16 17 18 19 20 21
8 9 10 11 12 13 14
1 2 3 4 5 6 7

0

0 1

Slika 6.15: Primjer 12, mreza na intervalu [0, 1] x [0, 1].

vena diskretizacijom ovog problema, uz zadani raspored tocaka mreze, je simetri¢na i
pozitivno definitna, a raspored njenih netrivijalnih elemenata prikazan je u Slici 6.20.
Spektar matrice je sadrzan u intervalu A(A4) € (0.2494, 7.7506), tako da uvjetovanost
iznosi k(A) = 31.077. Problem je rjesavan metodom blok-Gaussovih eliminacija, pri
¢emu se za invertiranje podmatrice i Schurovog komplementa koristila CG metoda. Do-
bivena aproksimacija rjesenja imala je rezidual sa ||r|[2/||bll2 = 1.4429 - 1076, Drugi
pokus rjesava problem dekompozicije domene sa preklapanjem, a mreza na domeni ima
oblik kao u Slici 6.21. T u ovom slu¢aju matrica A dobivena diskretizacijom Poissonove
jednadzbe na ovoj domeni, uz zadani raspored tocaka, je ponovo simetri¢na i pozitivno
definitna, a raspored njenih netrivijalnih elemenata je prikazan na Slici 6.22. Takoder
spektar matrice A se nalazi u istom intervalu, sa istom uvjetovanoséu, kao i u slucaju
dekompozicije domene bez preklapanja, jer se radi o istoj matrici kojoj su ispermuti-
rani odredeni reci i stupci. Ovaj pokus izvrSen je primjenom multiplikativne i aditivne
Schwarzove metode, a rjeSavanje potproblema na poddomenama izvrseno je CG meto-
dom. Dok multiplikativna metoda konvergira u 11 koraka, aditivna metoda divergira
jer spektralni radijus njene matrice iteracija iznosi p(Gag) = 6.702 > 1.
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Slika 6.16: Raspored netrivijalnih elemenata matrice sustava iz Primjera 12.
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Slika 6.17: Primjer 12, Poissonova jednadzba.
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Slika 6.18: Primjer 12, difuzijska jednadzba
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Slika 6.19: Primjer 13, mreza za dekompoziciju domene bez preklapanja.
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Slika 6.20: Raspored netrivijalnih elemenata matrice sustava iz Primjera 13, za dekom-

poziciju domene bez preklapanja.



6.13. PRIMJER 13

donena 1

donena 2

ol g2 . 3 . ot g2 gh
of o8 Y 510 gl 12
ol3. gld. 15 516 (17 .18
ol9. 20 21 g22 .23 24
625 o2 27 528 529 30
o3l 32 33 34 35 .36
37538 39 A0 Al 42
o8l 582 B3 o84 .85 186 (87 .88 61 62 .63 .64 .65
A3 44 A5 A6 AT 4B 189 .90 166 67 68 69 70
649 690 51 552 453 454 - 91 .92 71 72 .73 T4 75
695 g96. 57 58 459 460 93 .94 76 .77 .78 .79 .80
Slika 6.21:

Primjer 13, mreza za dekompoziciju domene sa preklapanjem.

donena 3
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Slika 6.22: Raspored netrivijalnih elemenata matrice sustava iz Primjera 13, za dekom-

poziciju domene sa preklapanjem.
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Slika 6.23: Primjer 13, metode dekompozicije domene sa preklapanjem.
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