Univerzalni okviri za neke modalne logike
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PMF — Matematicki odsjek
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@HLU (Zoom)

1Ovaj je rad sufinancirala Hrvatska zaklada za znanost
projektom #7459 (CompStruct).
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Logika — motivacija

U najSirem smislu:
zelimo formalizirati matemati¢ko razmisljanje.

Zelimo pitomu logiku:
da moZemo nesto matematicki reci o njoj.
Primjeri: svojstvo kona¢nih modela, odludivost

Zelimo izraZajnu logiku:
da moZemo formalizirati razna razmisljanja.
Primjeri: relacije izmedu objekata, kvantifikacija

NaZalost, to dvoje je &esto u koliziji.
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Ekstremni primjeri

Logika sudova

Vrlo jednostavna logika, dva objekta: T i L.

MoZemo izraziti samo istinosne funkcije (tablice istinitosti).
Ali imamo brojna lijepa svojstva:

odludivost, kompaktnost, ...

Logika drugog reda

MoZemo izraziti komplicirane tvrdnje,

kao $to su aksiom matematicke indukcije na N
ili aksiom potpunosti skupa R.

Ali nemamo &ak ni potpun dokazni sustav!
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Logika prvog reda

U dosta smislova kompromis
izmedu krajnosti s proslog slajda.

MoZemo modelirati ,,dovoljno dobro” razne matematicke
strukture (PA za N, ZF za kumulativnu hijerarhiju, .. .)
Ipak, ne moZemo izraziti dobru utemeljenost, niti fiksirati
kardinalnost modela (Lowenheim—Skolemov teorem).

Takoder, imamo svojstva kao $to su kompaktnost,
Cak i potpunost dokaznog sustava (Godel),
ali nemamo odlugivost (Churchov teorem)!

SloZenost: model checking je PSPACE-potpun!
(Ali sloZzenost sama za sebe ba$ i nije neki argument:
Cak i logika sudova ima NP-potpun SAT!)
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Modalna logika

Drugatiji (iz perspektive ratunarstva, bolji) kompromis.

Dovoljno izraZajna za neke fenomene:

na primjer, za inverznu dobru utemeljenost.
Svojstvo kona¢nih modela = odlud&ivost.
Stovige, polinomni model checking!

Veza s logikom prvog reda:
m standardna translacija / van Benthemov teorem

m kvantifikatori kao modalni operatori
(valuacije kao svjetovi)

Nastala iz potrebe opisa modalnosti (nuZnost, moguénost)
logi¢kih tvrdnji, kasnije generalizirana na razne druge
neistinitosne operatore (znanje, vjerovanje, proslost,
buduénost, dokazivost, konzistentnost, interpretabilnost).
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Modalni operatori — ugrubo

Opisujemo veze izmedu svjetova (moguéih stanja stvari)
od kojih se sastoji nag model.

Modalne varijable: unarne relacije (skupovi) svjetova.
Unarni modalni operatori: binarne relacije medu svjetovima.
Binarni modalni operatori: ternarne relacije na svjetovima.

w lk p = Pp(w) (1)
wlF Op <= (Vv : wR v)(v IF ¢) (
wliFp>y <= (VW:wRvIF¢)3u:vS, ulky) (3)

N
~
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Logika dokazivosti

motivacija

Koja su minimalna svojstva predikata dokazivosti potrebna
da bi Godelov dokaz teorema nepotpunosti ,, prosao”?

Osnovna ideja: dokazivost kao modalni operator!
Uy <= ¢ je dokaziva

Hilbert—Bernaysovi uvjeti ~~ modalni aksiomi:

K O(p—v)AOp — Oy
4 Op — H0Op
Léb  O(0¢ — ¢) — Oy

Formule u zatvorenom fragmentu logike dokazivosti (GLo):

pu=L1](p—=9)|Op
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GL-okviri

semantika za logiku dokazivosti

Definicija
GL-okvir je struktura M = (W, R), gdje je W neprazni

skup svjetova, a R je tranzitivna relacija na W takva da je
R~ dobro utemeljena: ne postoji niz wg Rwy Rws R - - - .

Notacija: R[w]| :={u e W : wR u} — R-sljedbenici od w

Teorem (adekvatnost, potpunost, kona&ni modeli)

m Ako je p € GLy teorem, istinita je
na svakom svijetu svakog GL-okvira.

m U suprotnom, postoji konaéni GL-okvir,
i svijet u njemu, na kojem je v laZna.
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Dubina svijeta i okvira

Dubina: funkcija p: W — On, definirana rekurzivno
po (dobro utemeljenoj relaciji) R~

p(w) = sup p(v)" = p[R[w]]

wRv

Lema (o dubini)

Ako je v ordinal i w svijet takav da je p(w) > «,
tada postoji v € R[w] takav da je p(v) = a.

Korolar

Slika dubine, rng p, je takoder ordinal;
zovemo ga ,,dubina okvira” i oznatavamo p(9M).
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Propozicijske varijable i modeli

U &itavoj GL (za razliku od GLg) dozvoljavamo i modalne
propozicijske varijable u formulama (Prop := {p, q,...}).

Model je kao okvir, samo pored W i relacijad koje modeliraju
modalne operatore (poput R) ima i relaciju forsiranja zadanu
izmedu W i Prop (i prosirenu rekurzivno na sve formule).
Dakle, GL-okvir je zapravo model za GLy (i sli¢no za IL).

Ovo o &emu govorimo dalje uglavnom se odnosi na Prop = (),
pa je svejedno govorimo li o modelima ili okvirima.
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Modalna ekvivalencija

Definicija
KaZemo da su svjetovi w i w’ (moZda u razli¢itim modelima)

modalno ekvivalentni ako na njima vrijede iste formule.
(Na okvirima, naravno, gledamo samo zatvorene formule.)

Modalna ekvivalencija je slabija od izomorfizma:
svaka modalna formula ,vidi" okvir samo do fiksne kona€ne
dubine (broj ugnijeZdenih modalnih operatora u formuli).

Dakle, na primjer, svjetovi na dubinama w+1iw +2
jesu modalno ekvivalentni, ali nisu izomorfni.

(Takoder, okviri dubina w + 2 i w + 3 nisu izomorfni.)
Napomena

Za svaki ordinal « postoji okvir (c, 3) dubine to¢no a.
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Univerzalni okvir za GL

postojanje

Okvir M := (w + 1, 3) je univerzalan:
za svaki GL-okvir 91 i za svaki svijet w u njemu, svijet
w = min{p(w),w} u N je modalno ekvivalentan w.

Stovide, w je jedini takav svijet u 91 okito je jedini na svojoj
dubini, a svjetovi na razli¢itim kona¢nim dubinama nikada
nisu modalno ekvivalentni (kao ni svijet na kona¢noj

i svijet na beskonagnoj dubini — w je jedini takav u 7).

Zasto? Jer za svaki n € w postoji formula
koja karakterizira svjetove dubine to¢no n:

xo ;= 0L
Xnt1 = (D"HJ_ A QXn) (O je pokrata za “O—y).

Svijet w je karakteriziran eliminacijom:
nijedna formula x, ne vrijedi na njemu.
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Univerzalni okvir za GL

jedinstvenost

Teorem

Stovide, sam N je jedinstveni (do na izomorfizam) GL-okvir
s tim svojstvom (da svaki svijet svakog GL-okvira
u njemu ima jedinstvenog modalnog ekvivalenta).

Doista, mora imati svijet na svakoj kona&noj dubini, takoder
i na beskona&noj dubini, i u svakoj od tih ,,hrpa” mora biti
to¢no jedan svijet (kako su svjetovi iste dubine modalno
ekvivalentni, inate ne bi vrijedilo svojstvo jedinstvenosti).
Taj jedini svijet na beskona¢noj dubini mora biti to¢no na
dubini w, jer inade bi po lemi o dubini imao sljedbenika na
dubini w, pa opet ne bismo imali svojstvo jedinstvenosti.

R je isto u potpunosti fiksirana: za svjetove w i v takve da

je p(v) < p(w), mora biti w R v po lemi o dubini i svojstvu

jedinstvenosti, a onda ne smije biti v R w (niti w R w) zbog
inverzne dobre utemeljenosti (VR wRvRwR VR ---).
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Univerzalni okvir za GL

dijagram

My

W—— N ———=——0O

W4

e O
I3
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Logika interpretabilnosti

motivacija

GL dobro modelira dokazivost u mnogim razumnim
aritmeti¢kim teorijama.
1976. Solovay dokazuje: GL je upravo logika dokazivosti PA.

No 3to je s usporedivanjem (proSirenja) aritmetikih teorija
s obzirom na relativnu snagu dokazivanja?

Precizno, koja prosirenja neke osnovne teorije mogu
interpretirati neka druga?

Takoder primjenjujemo modalni pristup:
nad nekom osnovnom teorijom T,

O s T dokazuje ¢
(pr>1) NS T + ¢ interpretira T 4+ ¢
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Interpretacija — opcenita definicija

Teorija T interpretira teoriju S ako postoji preslikavanje j
koje , pretvara” formule jezika od S u formule jezika od T,
koje komutira s logi¢kim veznicima i ¢uva dokazivost:

Jo A 6) = (i) A () (i sligno za —, v, —, <)
S F ¢ ako i samo ako T F j(¢p)

te postoji formula s(x) nad jezikom od T za koju vrijedi

J(Vx @) =Vx(s(x) = j(¢)) (i slieno za 3)
T+ 3xs(x)

Primjer

m ZF interpretira PA (von Neumannovi ordinali)

m algebra interpretira geometriju (analiticka geometrija)
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Jedna dokazivost — mnogo interpretabilnosti

IL := GL + ,,principi interpretabilnosti”

m razli€iti principi za razli¢ite osnovne teorije T

Prosirenja /L su logike interpretabilnosti raznih teorija:

kad  tko ‘ T princip  prosirenje
1988 Visser NBG permanencije ILP
1990 Berarducci | PA Montagnin ILM

GIL (zajednitka svim razumnim teorijama) se jo$ uvijek traZi.
Goris—Joosten—Mikec 2010-2020: /LPy, ILW, ILR, ILR*, ...
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Osnovna logika interpretabilnosti /L

sintaksa (zatvoreni fragment)

m logi¢ka konstanta L, veznik —, modalni operator >
m (zatvorena) formula: ¢ ==L | (p = ¢) | (¢ > ¥)
m sve ostalo (=, T, A, V, <», [, {) su pokrate:

A= A— L AVB:«—= A— -B

UA <= -A> L

0A <= —-0-A AAB <= —-(A— -B)

T <= -1 A< B <= (A= B)AN(B—A)

Definicija (Modalna dubina formule)
d(L):=0

(¢ — ) := max {8(p), 6(¢) }
§(p > ) == max{d(p),0(¥)} +1
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Logika interpretabilnosti

aksiomatski sustav

Aksiomi:

PT  (sve sudovne tautologije)

Lob DDA — A) — OA

J. OA—-B)—(A>B)

)2 (AxB)A(B>C)) — (A C)

B3 (A CO)A(BrC)) = ((AVB)>C)
J4 (A B) = (OA — OB)
J5 QAR A
. e . A A=B . A
Pravila zaklju¢ivanja: MP: 5 Gen: A
Propozicija

GL je podteorija od IL: K slijedi iz J3, a 4 iz J4 i J5.

Vedran Cati¢ Univerzalni okviri za neke modalne logike



Veltmanovi okuviri
semantika logike interpretabilnosti

Definicija
Veltmanov okuvir je struktura M = (W, R, (Sw)wew ). gdje
m (W, R) je GL-okvir

m za svaki w, S, je refleksivna tranzitivna relacija
na R[w], koja tamo progiruje R (RN R[w]? C S,)

IF: rekurzivno definirana relacija izmedu svjetova i formula
m w ¥ L za svaki svijet w
mwlFF—o>GznaliwhFFiliwl-G

m wlF F> G znadi: za svaki v takavda wR v IF F,
postoji u takavda vS, ul- G.
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Univerzalni Veltmanov okvir
nepostojanje

Teorem

Nema univerzalnog Veltmanovog okvira.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, da
postoji Veltmanov okvir 9t takav da
za svaki Veltmanov okvir 901,
za svaki svijet w u 90,
postoji jedinstveni svijet w u 9 takav da
za svaku zatvorenu /L-formulu ¢,
w IF ¢ ako i samo ako w I ¢.

Konstruirat ¢emo 9 i w tako da w ne moZe postojati.

Prvo moramo definirati karakteristi€ne formule za /L.
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Kona&no mnogo tipova formula
zadane dubine

Za svaki kona&ni skup ILp-formula S, definiramo skup svih
savrsenih disjunktivnih normalnih formi nad formulama iz S:

Do(S) := {\/w c K C {/\(p/\/\—\(p : Tgs}}
peK peT  peS\T
(uz AO=T, V0= _1), i nastavljamo rekurzivno:
D

n41(5) = Do(Da(S)U {4 : 0.0 € Dul(S)} );

tada svaka ¢ € ILy ima ekvivalentnu @ € Ds,,(0).
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Kona&no mnogo tipova svjetova

zadane dubine

Dakle, za svaki n € N postoji samo kona&no mnogo
IL-formula modalne dubine n, do na logi¢ku ekvivalenciju.

Korolar

Za svaki n postoji samo konacno mnogo svjetova dubine n,
do na modalnu ekvivalenciju.

Skica dokaza.

Svaka dva modalno neekvivalentna svijeta dubine n moraju
se razlikovati na nekoj formuli ¢ modalne dubine n ili manje,
pa se moraju razlikovati i na @;

a takvih formula ima samo Y7, #D;(0) =: m.

Dakle, ne moZe postojati vise od 2™
modalno neekvivalentnih svjetova. O
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Univerzalni okvir za /L
party-breaker

Kontraprimjer
Promotrimo Veltmanov okvir My := (W, R, (Sw)wew ), gdje
P:=[4-7]x[1-3]U(>3) R:={8}x[1--7JUP
W:=[1-8] Si:=0 S:={1}> S3:={1,2}?
Ss = (23)U{(1,2)} S5:=S6:=(>3)
57:=(23)U{(2,3)} Ss:={(5,4),(6,7)}UPU(=7)
Notacija: [i - j] == {i,i+1,...,j} (Ra.):=RN[L- n]?

Cini se kompliciranim, i jest komplicirano ©, ali ne toliko:
mnoge strelice su forsirane definicijom Veltmanovog okvira.

Na sljede¢em slajdu nacrtane su samo neforsirane strelice.
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Univerzalni okvir za IL

kontraprimjer — dijagram

1 \
\:I/S37S4
2 \
v 57
3 ®C
?\
\._:_
4 7 5=8
My ge M
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Potpuna karakterizacija svjetova konaéne dubine

Propozicija

Za svaki w € W postoji formula

€w =Xpm) N J\o A N\, gdje je S := Dyuy(0),
pES peS
wliFe  whkFop

koja ga u potpunosti karakterizira: bilo koji svijet v
Jje modalno ekvivalentan s w ako i samo ako v I &,,.

Doista, prvi konjunkt odabire samo svjetove na dubini p(w),
a onda ostali konjunkti odreduju koji to¢no tip svijeta
(od kona¢no mnogo njih na toj dubini) predstavlja w.

Ovdje su nam potrebne samo &; to £g — ali zapravo,
Citava teorija karakteristi¢nih formula moZe se primijeniti
na bilo koji svijet kona&ne dubine bilo kojeg okvira.
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Modalne (ne)ekvivalencije

4 i 7 nisu modalno ekvivalentni: 41- & > &, a 7T & > 6.

51 6 jesu modalno ekvivalentni: imaju iste sljedbenike i S.
m Jedinstvenost reprezentanta u univerzalnom okviru:
56 je jedan te isti svijet u 9t; oznadimo ga s t.

m {5 < &6, pa imaju zajednitkog Ds(0)-ekvivalenta
&5 = &; oznatimo je s .
Takoder, 1 ne vrijedi ni na kojem drugom svijetu u 91,
(osim 5 i 6): jedini koji dolaze u obzir (dubine 3) su 47,
a njih eliminiraju formule (&1 > &) i —(§2 > €3) redom.
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Konfiguracija

iz perspektive svijeta 8

Na svijetu 8 vrijede formule

m Xz (formula koja kaZe da je 8 na dubini 4);

m > (& V&), buduéi da sljedbenik od 8 na kojem
vrijedi 1) mora biti ili 5 ili 6, a svaki od njih ima
Sg-susjeda (4 odnosno 7) na kojem vrijedi & V &7;

ali ne vrijede formule

m > &, jer 8 R61F v, ali 4 (jedini svijet u W
na kojem vrijedi &4) nije Sg-susjed od 6;

m ) > &7 (sasvim analogno, jer 8 R 5 8, 7).

Tvrdimo da je takva konfiguracija nemoguéa u 9t:
dakle, 8 ne moze postojati.
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» Kontrafiguracija”

iz perspektive svijeta 8

Zbog 8 W 1) > &4 postoji R-sljedbenik od 8 na kojem
vrijedi 9, ali na ¢ijem nijednom Sgz-susjedu ne vrijedi &4.
Medutim, jer je 1) € D3({)) karakteristi¢na formula
(svjetova 5 i 6), taj sljedbenik mora biti 5 =6 = t.

Zaklju€ujemo: t Sz u povlali ul¥ &4, i analogno u ¥ &7.

Ali 8 1F ¢ > (& V &) znati da

svaki R-sljedbenik od 8 na kojem vrijedi 1 (specijalno t),
mora imati Sz-susjeda u na kojem vrijedi &4 V &7.

Po prethodnom odlomku, takav u ne moZe postojati.
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Prijedlozi za daljnja istraZivanja

m Kljuéni problem je jedinstvenost reprezentanta u
univerzalnom okviru. MoZemo li oslabiti to svojstvo
i jo¥ uvijek dobiti nesto korisno?
m MoZda, ali ne moZemo ga potpuno maknuti, jer onda
nemamo jedinstvenost samog univerzalnog okvira.

m Postoje brojna prosirenja logike /L.

Neka od njih, kao sto je ILF, podudaraju se s GL

u svom zatvorenom fragmentu [Hajek-Svejdar],

i zato sigurno imaju univerzalni okvir. Gdje je granica?
m Postoje druge semantike za /L:

medu ostalim generalizirana Veltmanova semantika

[Verbrugge—Vukovié—Mikec].

Postoji li univerzalni generalizirani Veltmanov okvir?

m Karakteristi¢ne formule su stravi¢no duge (tetracija)!
Postoje li polinomno duge karakteristi¢ne formule?
m Vjerojatno [Perkov].
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