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§1. Osnovni pojmovi

Osnovni pojmovi

@ skup
ec, C,U N0
e UA NA

AeA AeA
e Ax B

e partitivni skup P(A), 24
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§2. Funkcije

Funkcije

f:X—=Y (¢itaj: preslikavanje s X u Y)

domena, kodomena

o
o
e slika, praslika (original)
o graf

o

injekcija, surjekcija, bijekcija
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§3. Relacije

Relacija uredaja

e relacija (~), relacija ekvivalencije, particija
o Relacija uredaja (<) (totalni, linearni uredaj)
(i) x#y = ilix <yiliy < x (usporedivost)
(i) x <y = x # y (antirefleksivnost)
(i) x<y &y <z = x < z (tranzitivnost)
Definirase x <y (kaox < yilix=y), x>y, x > y.
@ (A, <) ureden skup. Za a < b definira se otvoren interval
(a,b) :=={x:a<x < b}
Ako je (a, b) = () kaZe se da a je neposredni prethodnik od b,
ili da b je neposredni sljedbenik od a.
o (A ,<a) i (B,<pg) imaju isti uredajni tip ako postoji medu
njima bijekcija koja ¢uva uredaj.
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min/max — inf/sup

@ minimum/maksimum
e donja/gornja meda
@ odozdo/odozgo omeden skup

@ Skup (A, <) ima svojstvo infimuma ako svaki neprazan
odozdo omeden podskup ima infimum.
Analogno se definira svojstvo supremuma i ta su dva svojstva
ekvivalentna.
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§4. Realni i cijeli brojevi

Realni brojevi

e Realni brojevi — (R, +, -, <) tako da je:
@ (R,+,) je polje (neutralni elementi su 0 1)
Q@ x<y = x+z<y+z uredeno polje
XxX<y&z>0 = x-z<y-z
O (R, <) ima svojstvo infimuma
@ Zasve x < y postoji z takav da je x < z < y (gustoca, ovaj se
aksiom moze dokazati iz preostalih)

(R, <) tako da vrijede 3 i 4 naziva se linearni kontinuum.

@ Podskup A C R je induktivan ako:
lcAizasvexeAjeix+1€A

Skup R4 :={x € R: x > 0} pozitivnih realnih brojeva je
induktivan.
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Prirodni i cijeli brojevi

@ Prirodni brojevi se definiraju kao presjek familije svih
induktivnih podskupova od R:
N (=2%Zy):= N A

ACR
A induktivan

e Z:=NU{0}U—-N
o Q := kvocijenti cijelih brojeva

Teorem 4.1 (Svojstvo dobrog uredenja skupa N)

Svaki neprazan podskup skupa prirodnih brojeva ima minimum.

Oznaka: S, :={ieN:i<n} ={1,2,...,n— 1} — pocetni
komad od N.

Teorem 4.2 (Jaki princip indukcije)

Neka je A C N. Ako za svakin € N vrijedi S, CA = n € A,
onda je A= N.
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Indeksirana familija skupova

Definicija 5.1

Indeksna funkcija za nepraznu familiju skupova A je svaka
surjekcija f: J — A. Skup J nazivamo skupom indeksa a
familiju A zajedno s indeksnom funkcijom f indeksirana familija
skupova.

Za « € J skup f(a) € A oznalujemo s A, a indeksiranu familiju
oznacujemo s {An }acy ili samo s {A, }a-

Indeksna funkcija ne mora biti injektivna, tj. moZe biti A, = Ag
iako je o # 5.
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Uredene n-torke i konacni produkti

Uredena n-torka elemenata nekog skupa X je svaka funkcija
x:{1,2,...,n} = X. x(i) oznalujemo s x; i zovemo i-tom
koordinatom od x, a samu funkciju obi¢no oznacujemo's (xi, . . . , Xn).
Neka je {Ai, ..., A,} familija skupova indeksirana skupom {1, ..., n}
i neka je X := A; U---UA,. Kartezijev produkt te indeksirane
familije oznacujemo s

n
[TA il Ax---A,
i=1
i sastoji se od svih uredenih n-torki (x1,...,x,) elemenata od X

takvih da je x; € A; za sve /.

Ako su svi A; medusobno jednaki, i jednaki nekom skupu A, onda
jei AfU---UA, = Apaje[[";A; jednak skupu svih uredenih
n-torki elemenata iz A i oznacujemo ga s A".
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§5. Kartezijev produkt

w-torke i prebrojivi produkti

Uredena w-torka elemenata skupa X je svaka funkcija x: N — X
i obi¢no se naziva (beskonacnim) nizom elemenata iz X.

x(7) oznadujemo s x; i zovemo i-tom koordinatom od x, a sam
niz x obi¢no oznadujemo s (x1, x2, ... ) ili (x;)ien ili samo (x;).

Neka je {A1, Az, ...} familija skupova indeksirana prirodnim
brojevima i neka je X := (J;en Ai. Kartezijev produkt te
indeksirane familije oznacujemo s

[[A ili ArxAx--

ieN
i sastoji se od svih uredenih w-torki (= nizova (x1,x2,...))
elemenata od X takvih da je x; € A; za sve i.

Ako su svi A; medusobno jednaki, i jednaki nekom skupu A, onda
je i Ujeny = A pa je [[;en Ai jednak skupu svih uredenih w-torki
(nizova) elemenata iz A i oznacujemo ga s A“.
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Konacni skupovi

Skup A je konacan ako je A = () ili postoji bijekcija
A {1,2,...,n} za neki n.

Korolar 6.7
Neka je A neprazan skup. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

© skup A je konacan;
@ postoji surjekcija nekog pocetnog komada S, C N na A;
© postoji injekcija skupa A u neki pocetni komad S, C N.

v

Korolar 6.8

Konacne unije i konacni kartezijevi produkti konacnih skupova su
konacni skupovi.

A
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Prebrojivi skupovi

Skup koji nije konacan je beskonacan.

A je prebrojivo beskonacan ako postoji bijekcija N »» A.
A je prebrojiv ako je konacan ili prebrojivo beskonacan.
Ostali skupovi su neprebrojivi.

Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

© B je prebrojiv;
@ postoji surjekcija N — B;
© postoji injekcija B — N.

Svaki beskonacan podskup od N je prebrojivo beskonacan.

O suptilnostima dokaza ove leme vidi [Munkres] (treba princip
rekurzivne definicije).
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§7. Prebrojivi i neprebrojivi skupovi

Prebrojivi skupovi

Svaki podskup prebrojivog skupa je prebrojiv.

Korolar 7.4

Skup N x N je prebrojivo
beskonacan.
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§7. Prebrojivi i neprebrojivi skupovi

Unije, produkti, Cantorov dijagonalni postupak

Prebrojiva unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

Korolar 7.6
Konacan produkt prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

—

Korolar 7.7 (Cantorov dijagonalni postupak)

{0,1}¥ je neprebrojiv skup.

Korolar 7.8 (Poopceni Cantorov dijagonalni postupak)

Ne postoji injekcija P(A) — A i ne postoji surjekcija A — P(A).
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Princip rekurzivne indukcije

Ovaj ¢emo paragraf preskoditi
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Karakterizacija beskonacnih skupova

Teorem 9.1

Neka je A neki skup. Sljedecée su tvrdnje ekvivalentne:
@ Postoji surjekcija A — N.
@ Postoji injekcija N — A.
© Postoji bijekcija skupa A na neki njegov pravi podskup.

© Skup A je beskonacan.

Dokaz (2) = (3): pri¢a o hotelu s beskona¢no soba.
U dokazu teorema, specijalno (4) = (1) ili (4) = (2), implicitno se
rabi aksiom izbora:
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Aksiom izbora i izborna funkcija

Aksiom izbora

Neka je A familija disjunktnih nepraznih skupova. Tada postoji
skup C koji se sastoji od po tocno jednog elementa iz svakog
skupa familije A, tj. postoji skup C C |J A t.d. je za svaki A€ A
skup AN C jednoclan skup. AeA

Jednostavna posljedica je

Lema 9.2 (Postojanje izborne funkcije)

Za svaku familiju B nepraznih (ne nuzno disjunktnih) skupova

postoji funkcija c: B — |J B takva da je c¢(B) € B za sve B € B.
BeB

To je izborna funkcija za familiju B.
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Dobro uredeni skupovi — DUS

Definicija 10.1

Za ureden skup (A, <) kaZzemo da je dobro ureden, DUS, ako svaki
neprazan podskup ima minimum.

KONACNI SKUPOVI BESKONACNI SKUPOVI
Teorem 10.2 N
Svaki neprazan konacan ureden (1,2 n} x N
skup ima uredajni tip nekog N ’>< N o leksikografski
pocetnog komada {1,2, ..., n} N x (N x N) uredaj

skupa N pa je DUS.

= Svi konacni uredeni skupovi
imaju isti uredajni tip (ukoliko
imaju jednak broj elemenata).

svi su (prebrojivo beskonacni)
dobro uredeni skupovi, ali nikoja
dva nisu istog uredajnog tipa.

v
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Postojanje neprebrojivog dobro uredenog skupa

Postoji li neprebrojiv dobro ureden skup?

Kandidat

N¥:=N x N x --- uz poopceni leksikografski uredaj.

Nije, njegov podskup

{x=1(1,1,...,1,2,1,...) : x; = 1 za sve i osim jednog kada je x; = 2}
nema minimum.

Ali mozda postoji neki drugi uredaj na N koji jeste dobar uredaj.
Nitko jo$ nije takav uredaj konstruirao, iako vrijedi:

Teorem (o dobrom uredenju, Zermelo, 1904.)

Svaki se skup moZe dobro urediti.

Dokaz (naravno) koristi aksiom izbora.

Postoji neprebrojiv dobro ureden skup.
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Definicija 10.3

Neka je (X, <) dobro ureden skup. Za a € X skup
So={xeX:x<a}

svih prethodnika od a naziva se pocetni komad od X odreden

elementom «.

Lema 10.4

Postoji DUS A koji ima maksimum, zvat ¢emo ga <, takav da je
Sq neprebrojiv skup ali je svaki drugi pocetni komad od A prebrojiv.

| A

Dokaz: Neka je B bilo koji neprebrojiv dobro ureden skup
(takav postoji prema Zermelovu teoremu), i neka je C = {1,2} x B
ureden leksikografski. C je dobro ureden skup.
Neka je D C C skup elemenata za koje je pripadni pocetni komad od C
neprebrojiv (npr. za svaki b € B je (2, b) € D), i neka je Q := min D.
Skup A := 5q U Q ima traZeno svojstvo. O
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S i Q2

Primijetimo da je Sq neprebrojiv DUS sa svojstvom da je svaki
njegov pocetni komad prebrojiv, i njegov je uredajni tip tim
svojstvom jednoznacno odreden. Sq nazivamo najmanjim
neprebrojivim dobro uredenim skupom.

Skup A = Sq U {Q} iz leme 10.2 éemo oznativati Sq.

Jedno svojstvo skupa Sq koje ¢e nam biti vazno opisuje

Teorem 10.5
Svaki prebrojiv podskup A C Sq ima gornju medu u Sq.

Dokaz: Neka je skup A C Sq prebrojiv. Za svaki a € A je pocetni
komad S, prebrojiv pa je i skup B := U,caS, prebrojiv.
Skup Sq \ B je neprazan i svaki je njegov element gornja meda
skupa A. []




Opéa topologija
1. SKUPOVI | LOGIKA
§11. Princip maksimalnosti

Princip maksimalnosti

Definicija 11.1

Za relaciju < na skupu A kazemo da je strogi parcijalni uredaj
ako zadovoljava

Q@ a < b= a # b (antirefleksivnost)
@ a<b& b<c= a=< c (tranzitivnost)

| A\

Teorem (Hausdorffov princip maksimalnosti)

Neka je (A, <) strogo parcijalno ureden skup. Tada postoji
maksimalan (u smislu inkluzije) totalno ureden podskup B C A.

N

Zornova lema

Neka je (A, <) strogo parcijalno ureden skup. Ako svaki totalno
ureden podskup ima gornju medu onda A ima maksimalan element.

Uodi razliku izmedu maksimuma i maksimalnog elementa!
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© TOPOLOSKI PROSTORI | NEPREKIDNE FUNKCIJE

@ Topoloski prostori

@ Baza topologije

@ Uredajna topologija

@ Produktna topologija na X x Y
@ Topologija potprostora

@ Zatvoreni skupovi i gomilista
@ Neprekidne funkcije

@ Produktna topologija

@ Metricka topologija

@ Metricka topologija (nastavak)
@ Kvocijentna topologija
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§12. Topoloski prostori

Topologija

Definicija 12.1

Topoloski prostor je par (X, T) gdje je X skup a 7 familija
podskupova koja je zatvorena na proizvoljne unije i konacne
presjeke i sadrzi X i (). Clanove familije 7" nazivamo otvorenim
skupovima.

| A\

Primjeri

o diskretna topologija: T = P(X) — familija svih
podskupova skupa X

@ indiskretna ili trivijalna topologija: 7 = {0, X}

@ topologija konacnih komplemenata: 7y sastoji se od
praznog skupa () i komplemenata konaénih skupova.

Ako je T/ D T kaze se da je topologija 77 finija ili ve¢a od T
odnosno da je topologija 7 grublja ili manja od 7.
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Baza topologije

Definicija 13.1

Familija B podskupova od X je baza neke topologije na X ako:

© Svaka je tocka x € X sadrzana u nekom clanu familije 5,
tj. B pokriva X, i
@ Ako je x € By N By za neke By, B, € B onda postoji By € B

t.d. je x € B3 C By N By, tj. presjek svaka dva ¢lana baze
unija je nekih ¢lanova baze.

Topologija T generirana bazom B: Kazemo da je U C X
otvoren ako za svaki x € U postoji B € B takav da je

x € BC U.

Dakle, topologiju 7 generiranu bazom B Cine prazan skup i
sve proizvoljne unije ¢lanova od B.
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§13. Baza topologije

Kriterij za bazu i usporedivanje topologija

Nekad nam treba obratno: Kada je neka familija skupova baza
upravo nase topologije?

Neka je (X, T) topoloski prostor. Familija C otvorenih skupova u X
je baza topologije T ako i samo ako za svaki otvoren skup U € T i
svaku toc¢ku x € U postoji ¢lan C € C takav da jex € C C U.

O usporedivanju topologija zadanih svojim bazama govori

Lema 13.3

Neka su topologije T i T’ na skupu X zadane svojim bazama B
odnosno B'. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

e T’ je finija od T.

@ Za svaku tocku x € X i bazni skup B € B koji sadrzi x postoji
bazni element B' € B’ takav da je x € B’ C B.

4
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§13. Baza topologije

Primjeri

Tri topologije na R

e Standardna topologija na R je topologija kojoj bazu ¢ine svi
otvoreni intervali (a, b) C R. Ako niSta posebno ne naglasimo
onda ¢e R uvijek imati tu topologiju.

@ Odozdo grani¢na topologija (lower limit topology) na R je
topologija generirana bazom koju Cine svi poluotvoreni
intervali [a, b), a R s tom topologijom oznadujemo Ry.

@ Neka je K:={1/n:ne N} CR. Topologiju generiranu
bazom koju €ine svi otvoreni intervali (a, b) zajedno sa svim
skupovima oblika (a, b) \ K zovemo K-topologijom, a R s
tom topologijom oznacujemo R.

v

Lema 13.4

Topologije od Ry i Rk striktno su finije od standardne topologije
na R, ali medusobno su neusporedive.

N
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Podbaza

Definicija 13.5
Za familiju S podskupova od X kaZzemo da je podbaza topologije
T na X ako familija svih konacnih presjeka ¢lanova od S ¢ini bazu
topologije 7. U tom slucaju kazemo da topologija 7 je generirana
podbazom S.

Nuzdan i dovoljan uvjet da je neka familija S podskupova od X
podbaza neke topologije na X je da § pokriva X.
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§14. Uredajna topologija

Uredajna topologija

U (totalno) uredenom skupu (X, <) imamo Cetiri vrste intervala:
(a, b), (a,b], [a,b) i [a, b], gdje sua< biz X.

Definicija 14.1

Neka je (X, <) (totalno) ureden skup koji ima vise od jednog
elementa. Uredajna topologija na X je ona generirana bazom koju
Cine svi sljedeci skupovi:

@ Otvoreni intervali (a, b).
@ Poluotvoreni intervali [ag, b), gdje je ap = min X, ako postoji.

@ Poluotvoreni intervali (a, bo|, gdje je bp = max X, ako postoji.
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§14. Uredajna topologija

Primjeri

© Standardna topologija na R je uredajna topologija za
uobicajeni uredaj na R.

@ Neka je < leksikografski uredaj na R x R. Kako nema
minimuma niti maksimuma, bazu uredajne topologije Cine svi

otvoreni intervali ((a, b),(c,d)) zasve a< ctesve a=ci
b <d.

© Uredajna topologija na N podudara se s diskretnom
topologijom.

© Neka je X = {1,2} x N s leksikografskim uredajem. X ima
minimum pa X mozemo reprezentirati kao
(1,1), (1,2), (1,3),...; (2,1), (2,2), (2,3),... .
Uredajna topologija na X nije diskretna—svaka okolina tocke
(2,1) sadrzi elemente oblika (1, n) za ‘velike' n.
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Produktna topologija na X x Y

Definicija 15.1 (produktna topologija definirana bazom)

Produktna topologija na X x Y generirana je bazom koju Cine svi
skupovi oblika U x V gdje je U otvoren u X a V otvoren u Y.

Ista se topologija dobije ako se za U i V uzmu samo elementi baza
topologija na X odnosno Y.

Produktna topologija na RxR = R? je standardna topologija na R2.

Oznacimo projekcije produkta X x Y na X odnosno Y s w1 i m».

Teorem 15.2 (produktna topologija definirana podbazom)

Familija S = {7T1_1(U) . yetveren C X} |J {7r2_1(V) . \yotvoren C y'y
je podbaza produktne topologije na X x Y.
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§16. Topologija potprostora

Potprostor

Definicija (X, 7)) topoloski prostor, Y C X. Ty :={UNY : : U €T} je
relativna topologija na Y, i Y se s tom topologijom naziva
potprostorom od X.

Lema 1 Ako je B baza topologije na X onda je
By :={BNY : B &€ B} baza relativne topologije na Y.

Lema 2 Ako je U otvoren u potprostoru Y i Y je otvoren u X, onda je
U otvoren u X.

Teorem 3 Ako je A potprostor od X i B je potprostor od Y, onda je
produktna topologija na A x B ista kao i topologija koju
A x B nasljeduje kao potprostor od X x Y.

Bazu topologije segmenta / = [0, 1] ¢ine skupovi oblika (a, b) N/
pa su to skupovi oblika (a,b) za a,b € I, [0,b) za b € I, (a,1] za
acltelil. Stoga se topologija na | kao potprostora od R
podudara s uredajnom topologijom na /.
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§16. Topologija potprostora

Potprostor i uredajna topologija

Ali nije uvijek tako:

Uredajna i relativna topologija na podskupu mogu se razlikovati!
o Neka je Y =10,1) U {2} C R. U relativnoj topologiji
jednodlan skup {2} je otvoren, a u uredajnoj topologiji nije.

o Leksikografski uredaj na / x I je restrikcija leksikografskog
uredaja na R x R. Ipak je uredajna topologija na / x /
razlicita od relativne topologije na / x | inducirane uredajnom
topologijom na R x R. Naprimjer, skup {%} X <%, 1] je
otvoren podskup od / x [ u relativnoj topologiji ali ne i u
uredajnoj topologiji.
| X | ¢emo s uredajnom topologijom zvati ureden kvadrat i
oznadivati s /2.
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§16. Topologija potprostora

Konveksnost i uredajna topologija

Podskup Y uredenog skupa (X, <) je konveksan ako je (a,b) C Y
¢dimsua,bey.

Intervali i zrake (to su skupovi (a, +00) := {x : x > a}, i sli¢no
(—00, a), [a,+00) i (—o0, a]) jesu konveksni skupovi.

Teorem 16.4

Neka je X ureden skup s uredajnom topologijom a Y C X
konveksan podskup. Tada se uredajna topologija na Y podudara s
relativnom topologijom. (Dokaz je jednostavan.)

Dogovor: Ako je X ureden skup s uredajnom topologijom a
Y C Y podskup, onda ¢emo, ako nista posebno ne naglasimo,
smatrati da Y ima relativnu topologiju, tj. topologiju potprostora.
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Zatvoreni skupovi

Definicija Skup A je zatvoren ako je njegov komplement X \ A otvoren.
Teorem 1 Neka je X topoloski prostor. Tada
(1) @i X su zatvoreni;
(2) proizvoljni presjeci zatvorenih skupova su zatvoreni skupovi;
(3) konacne unije zatvorenih skupova su zatvoreni skupovi.
Teorem 2 Neka je Y C X potprostor. Skup A C Y je zatvoren u Y ako
i samo ako je A jednak presjeku nekog zatvorenog podskupa
od X sY.

Teorem 3 Neka je Y potprostor od X. Ako je A zatvorenu Y i Y je
zatvoren u X, onda je A zatvoren u X.
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Zatvorenje skupa

Definicija Zatvorenje skupa A u topoloskom prostoru X je presjek svih

zatvorenih skupova koji sadrze A. Oznaka: A ili Cl A.
Teorem 4 Neka je Y potprostorod X i A C Y. Tadaje Cly A= YNClx A.

Dogovor: S A oznadivat ¢emo samo zatvorenje skupa A s
obzirom na prostor X, a zatvorenje skupa A s obzirom na
potprostor Y oznacivat ¢emo s Cly A i ono je jednako ANY.

Definicija zatvorenja je Cesto neprakti¢na za primjenu pa je
koristan sljedeéi teorem:
Teorem 5 Neka je A podskup topoloskog prostora X.

(i) x € A ako i samo ako svaka okolina totke x sije¢e skup A.
(ii) Neka je B baza topologije prostora X. Tada je x € A ako i
samo ako svaki bazni element B € B koji sadrzi x sijece A.
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Gomiliste

Definicija Neka je A podskup topoloskog prostora X. Tocka x € X je
gomiliste skupa A (limit point, cluster point, accumulation
point) ako svaka okolina to¢ke x sadrzi barem jednu tocku
skupa A razli¢itu od same tocke x.

Dakle, x je gomiliste skupa A ako pripada zatvorenju skupa A\ {x}.
Skup svih gomilidta skupa A oznadivat éemo A9,

Teorem 6 A= AU A9,

Korolar 7 Skup je zatvoren ako i samo ako sadrzi sva svoja gomilista.

Sjetimo se dobro uredenog skupa Sq = Sq U Q iz leme 10.2,
s uredajnom topologijom. Njegov maksimalni element Q je
gomiliste pocetnog komada Sq, pa je zaista Sq = Cl Sq,
odakle i oznaka.
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Hausdorffovi prostori

Iskustvo koje imamo s prostorom R realnih brojeva, i opcenitije s
prostorom R"”, moze nas u opcenitijim prostorima zavarati.
Naprimjer, na sljede¢e smo dvije stvari u tim prostorima navikli:
@ Tocka je zatvoren skup. (Toénije, svaki jednoclan skup je zatvoren.)
@ Limes konvergentnog niza je jedinstven.
Kako to opcenito ne vrijedi, na topoloski se prostor obi¢no
postavljaju dodatni zahtjevi koji ta svojstva osiguravaju:
Definicija Topoloski prostor je Hausdorffov ako svake dvije razlicite
toCke imaju medusobno disjunktne okoline.
Teorem 8 Svaki je konacan skup toc¢aka u Hausdorffovu prostoru
zatvoren.
Ovo je zapravo Ti-svojstvo, i ono je slabije od Hausdorffova svojstva.
Teorem 9 Neka je X Ti-prostor i A C X. Tocka x je gomiliste skupa A

ako i samo ako svaka njena okolina sadrzi beskona¢no mnogo
tocaka iz A.
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Hausdorffovi prostori

Teorem 17.10

U Hausdorffovom prostoru niz moZe konvergirati k najvise jednoj
tocki.

Tu to¢ku onda zovemo limes niza.
Teorem 17.11
Vrijede sljedece tvrdnje:

@ Svaki je (totalno) ureden skup s uredajnom topologijom
Hausdorffov prostor.

@ Produkt dvaju Hausdorffovih prostora je Hausdorffov.

@ Potprostor Hausdorffova prostora je Hausdorffov.

4

Sq i Sq = Sq U Q su Hausdorffovi prostori.
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§18. Neprekidne funkcije

Neprekidnost

Definicija Preslikavanje f: X — Y je neprekidno ako je za svaki otvoren
skup V C Y skup f~1(V) otvoren u X.

Korisno: Ovo je dovoljno provjeriti za elemente baze, cak podbaze.

Teorem 18.1

Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(1) Preslikavanje f: X — Y je neprekidno.

(2) Za svaki A C X vrijedi f(A) C f(A).
(3) Za svaki zatvoren skup B C Y je skup f~1(B) zatvoren u X.
(4)

4) Za svaki x € X i svaku okolinu V' > f(x) postoji okolina U
od x takva da je f(U) C V.
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Homeomorfizam

Definicija Homeomorfizam je neprekidna bijekcija f: X — Y takva da je
i inverzno preslikavanje f~1: Y — X neprekidno.

e Dakle, homeomorfizam je takva bijekcija da je f(U) otvorenu Y
ako i samo ako je U otvoren u X.

@ Svojstva prostora koja se ,,uvaju” homeomorfizmima
nazivamo topoloskim svojstvima.

@ Neka je f: X — Y neprekidna injekcija. Ako je korestrikcija
f: X — f(X) homeomorfizam, pri ¢emu f(X) ima topologiju
potprostora od Y, onda kazemo da je f smjestenje prostora X
u Y (imbedding, embedding).

Nije svaka neprekidna bijekcija homeomorfizam!

t — (cos t,sin t) je neprekidna bijekcija poluotvorenog intervala
[0,27) na jedini¢nu kruZnicu, i to nije homeomorfizam.
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Neprekidnost: osnovni teoremi

Teorem 2

Teorem 3

Teorem 4

Lokalnost neprekidnosti:
Preslikavanje f: X — Y je neprekidno ako i samo ako se X
moze prikazati kao unija otvorenih skupova U, takvih da su
restrikcije f|U, neprekidne.
Lema o lijepljenju:
Neka je X = AU B gdje su A i B zatvoreni podskupovi, a
f:A— Y ig: B— Y neprekidna preslikavanja. Ako je
f(x) = g(x) zasve x € AN B, onda f i g daju neprekidno
preslikavanje h: X — Y definirano s
) f(x),zaxeA

hx) = {g(x), zax e B.
Neprekidnost preslikavanja u produkt:
Preslikavanje f = (fx, fy): A — X x Y je neprekidno ako i
samo ako su preslikavanja fx: A — Xify: A — Y neprekidna.
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§19. Produktna topologija

Dvije topologije

Dosad smo gledali konacne i prebrojive produkte:

Xy xoox X, i XgxXox---.
Kada su X; topoloski prostori mozemo na tim produktima definirati
topologiju na dva nacina:

@ Topologiju definiramo bazom koju Cine produkti otvorenih
skupova Uy X --- x U, odnosno Uj x Up x --- gdje su
U; C X; otvoreni skupovi, i =1,...,n.

@ Topologiju definiramo podbazom koju Cine skupovi oblika
7TT1(U,-) gdje su U; otvoreni u X;, i € N.

1

Prije nego Sto promotrimo tako dobivene topologije, definirat ¢emo
opcenit pojam Kartezijeva produkta.
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Kartezijev produkt

Definicija 19.1

Neka je J neki skup indeksa. J-torka elemenata skupa X je svaka
funkcija x: J — X. Za a € J vrijednost x(a) oznaujemo Xy i
nazivamo a-tom koordinatom od x.

Skup svih J-torki iz X, tj. skup svih funkcija's J u X oznacujemo X”,
a samu funkciju x najéesée s (xq)acy ili samo (xa)a-

Definicija 19.2

Neka je {As}acy indeksirana familija skupova i neka je

X = Uqpes Aa- Kartezijev produkt [],c; Aa te indeksirane familije,
je skup svih J-torki (x)acs elemenata iz X takvih da je x, € A,.

Dakle, [],e Aa je skup svih funkcija x: J — [J,cj Aa takvih da je
x(a) € A, za sve a.

Funkcije mg: [[oey Xo — Xp definirane s mg((xa)a) := X3 zovemo
koordinatne projekcije.
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Topologije na Kartezijevu produktu

Neka je {X4}acy indeksirana familija topoloskih prostora.

Definicija 19.3

Box topologija (kutijasta topologija) na Kartezijevu produktu
[Iocs Xa je topologija generirana bazom koju €ine svi skupovi
oblika J],c; Ua gdje su U, otvoreni podskupovi od X,.

Definicija 19.4

Produktna topologija na Kartezijevu produktu [],c; X, skupova X,
generirana je podbazom
S = UBEJ{W,gl(Uﬁ) : Ug otvoren u X3}.

Produktom topoloSkih prostora nazivamo skup [],c; Xa
s produktnom topologijom.
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Baza produktne topologije

Prisjetimo se da bazu produktne topologije Cine svi konacni
presjeci elemenata podbaze S. To su dakle skupovi oblika
-1 -1 —1
g, (Us,) N g, (Ug,)N---N T3, (Us,)
za sve konacne skupove indeksa {f1,...,8,} C J i sve otvorene
skupove Ug, C X, i =1,...,n.

Kako je wgl(Ug) = Ug X []aes X, to su elementi baze produktne
a8
topologije oblika
UgIXUgZX'--XUBHX H Xa
acl
tj. oblika [[,c Un gdje su U, otvoreni podskupovi od X, i svi
osim njih konac¢no mnogo jednaki su cijelom prostoru X,.
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Box topologija versus produktna topologija

Teorem 19.5 (Usporedba box i produktne topologije)

@ Box topologija na [],c; Xo definirana je bazom Ciji su ¢lanovi
oblika [[,cy Ua, gdje su U, C X, otvoreni podskupovi za
sve a.

e Produktna topologija na [],c, X, definirana je bazom Ciji
su Clanovi oblika [[,cj Uan, gdje su U, C X, otvoreni
podskupovi za sve «, i svi su, osim njih konacno mnogo,
jednaki cijelom prostoru X, .

Ocito: = Kada se radi o kona¢nim produktima, produktna i box
topologija se podudaraju.
= Box topologija je opcenito finija od produktne topologije.
Uvijek ¢emo, ako eksplicite ne kazemo drugadije, podrazumijevati
da je produkt [],c; Xo opremljen produktnom topologijom.
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Zajednicko za produktnu i box topologiju

Lako se dokazuju sljedeée Cinjenice:

Teorem 19.2 Neka je za svaki « topologija prostora X, dana bazom B,,.

e Baza box topologije na [],.; Xa dana je skupovima oblika
[Iocy Ba. gdie je By € B, za sve a.
o Baza produktne topologije na ], X, dana je skupovima
oblika [[,c, Ba. gdje je Bo € B, za konatno mnogo
indeksa «, a za sve ostale je B, = X,,.
Teorem 19.3 Neka su A, C X, za sve a. Tada je [],c; A potprostor
od [[,ey Xo i u produktnoj i u box topologiji.
Teorem 19.4 Ako su svi X, Hausdorffovi prostori onda je i [],c; Xa
Hausdorffov prostor i u produktnoj i u box topologiji.

Teorem 19.5 Neka je A, C X, za sve o. Tada i u produktnoj i u box
topologiji vrijedi B
HaGJ Aa = HaEJ Aa'
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Zasto nam je produktna topologija draza?

Osnovni razlog zasto je produktna topologija bolja je

Teorem 19.6

Preslikavanje f = (fy)a: A — [lacy Xa je neprekidno ako i samo
ako su koordinatna preslikavanja f,: A — X, neprekidna za sve «.

| \

Ovo ne vrijedi za box topologijul

Primjer: Neka je f: R — R“ definirano s f(t) := (¢t,t,t,...).

Uz box topologiju na R“ ovo preslikavanje nije neprekidno, iako su
sva koordinatna preslikavanja neprekidna.

Zaista, neka je B = (—1,1) x (—3,2) x (—%, %) X +-- bazni
otvoren skup u R, Tada je f ~1(B) = {0}, $to nije otvoren skup u R.
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Ovo bismo sve trebali znati od ranije

@ Metrika na skupu X je funkcija d: X x X — R za koju vrijedi:
(1) d(x,y) =0
(2) d(x,y)=0<=x=y
(3) d(x,y)=d(y,x)
(4) d(x,y) < d(x,2) +d(z,y).
o c-kugla: By(x,e) :={y € X:d(x,y) <¢}
@ Metricka topologija na X generirana je bazom koju Cine sve
e-kugle.
Kaze se da je topologija inducirana metrikom d.

e Topoloski prostor (X, T) je metrizabilan ako postoji metrika
na X koja inducira topologiju 7.

Metrizabilnost je poZeljno svojstvo, posebno za analizu, pa ¢emo se
kasnije baviti nalaZzenjem uvjeta za metrizabilnost.
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Omedena metrika / ekvivalentne metrike

Skup A u metrickom prostoru (X, d) je omeden ako postoji M > 0
takav da je d(a1,a2) < M za sve a1, a» € A.
Za omeden neprazan skup A definira se dijametar:

diam A :=sup{d(a1, a2) : a1, a» € A}.

Teorem 20.1

Neka je (X, d) metricki prostor a d: X x X = R funkcija
definirana s d(x, y) := min{d(x, y),1}. Tada jed metrika na X
koja inducira istu topologiju kao i metrika d.

d naziva se standardna omedena metrika pridruZena metrici d

Lema 20.2

Neka su d i d’ dvije metrike na X a T i T’ njima inducirane
topologije. Topologija T’ je finija od topologije T ako i samo ako
Vx e X iVe>0d§>0 td je Bdl(X,é) C Bd(X,e’f).

| \

\
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Na R” sve je jednostavno

Dvije metrike u R"

e Standardna metrika d = da:  d(x,y) := /> 7(xi — yi)?

e Kvadrati¢na metrika p = dwo:  p(X,y) := max; |x; — yi

Teorem 20.3

Obje topologije koje na R" induciraju metrike d i p jednake su
produktnoj topologiji na R" (dakle jednake i box topologiji).

Mogu li se te metrike poopditi na prebrojiv produkt R¥?

Ne direktno.

Jer za nizove x = (x1,x2,...) iy = (y1,y2,...), tj. elemente

od R¥, niti mora red > (x; — y;)? konvergirati niti mora supremum
sup{|x; — yi| : i € N} postojati.
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Jedno mogucée poopéenje je uniformna metrika

Oznadimo s d(x,y) = |x — y| uobi¢ajenu metriku na R i s

d(x,y) = min{|x — y|, 1} pripadnu standardnu omedenu metriku.

Definicija 20.4

Neka je J neki skup indeksa i tocke x = (Xa)acs 1 Y = (Ya)acy
iz RY. Definiramo p(x,y) := sup{d(Xa, Ya) : @ € J}.

To je uniformna metrika na R? a topologiju koju ona inducira
nazivamo uniformnom topologijom.

Teorem 20.5

Uniformna topologija na R’ finija je od produktne topologije a
grublja je od box topologije.

Zadatak: Ako je indeksni skup J beskonacan onda su sve tri
topologije medusobno razliite.
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Dokaz teorema 20.4

uniformna profinjuje produktnu:
Neka je x = (X4 )o € [[ Us. Treba nam ¢ > 0 t.d. je
Bs(x,e) C ] Ua.
Neka su ag, ..., a, indeksi za koje je Uy R ie; > 0 t.d. je
Bj(xa;,€i) € Uq;, i =1,...,n. Neka je € :== min{eq,...,en}.
Tada je Bs(x,€) C [] Ua.
Zaista, za y € B;(x,¢) je d(xa,Ya) < € za sve @, pa i za
ai,...,an (a za ostale niti nije vazno), tj. y € [] U,.

box topologija profinjuje uniformnu:
Neka je B := Bj(x,¢).
Pokazimo da je U := [[(xa — 5, % + 5) C B.
Zaista, zay € U je d(xa, Ya) < 5 za sve a pa je
ﬁ(x,y)§%6<s, tji. y € B. O
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Metrizabilnost prostora R u produktnoj i u box topologiji

Je li neka od te dvije topologije na R’ metrizabilna?
Pokazuje se da je metrizabilan jedino prebrojiv produkt R“ i to u
produktnoj topologiji. Nesto od toga pokazuje sljedeéi teorem.

Teorem 20.6
Neka je d(a, b) = min{|a — b|,1} standardna omedena metrika

naR. Zax,y € R¥ definiramo D(x,y) := sup; d(xi,1)

]

D je zaista metrika na R i ona inducira produktnu topologiju.

@ Dokaz da je D metrika je trivijalan, ¢ak i relacija trokuta.

@ Produktna topologija je finija od metricke:

@ Metricka topologija je finija od produktne:

N,
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Dokaz da na R“ produktna topologija profinjuje metricku

Treba pokazati da za svaki x = (x1, x2,...) € R¥ i metricki otvoren
skup U 2 x postoji produktni otvoren skup V td. jexe V C U.

Dovoljno je za U uzeti male kugle BD( £), e <1l
Neka je N € N dovoljno velik t.d. Je < € i neka je

Vi=(x1—ex1+e)x--- (XN—5XN+5)XR><RX--~
Tvrdnja: V C Bp(x,¢).
ZayeVije

D(x,y) = sup; (’I’y’)<sup{1,2,...,%,ﬁ,ﬁ,...}

= max{e, W} =¢

pa jey € Bp(x,¢).
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Dokaz da na R“ metricka topologija profinjuje produktnu

Treba pokazatidazasvakixe U=U; X --- X Uy X RxR x ---
postoji D-kugla oko x sadrzana u U.

Zasvakii=1,...,nnekajee; <1td. je (x; —ei,x; +¢;) C U
i neka je € := min; &
Tvrdnja: Bp(x,e) C U.

ZayeBD(x,s)jewgD(x,y)<sza sve i € N.
Zato za sveizl,...,nvrijediM:M<ES%

pajeyi€ U tj.ye U. O
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§21. Metri¢ka topologija (nastavak)

Osnovno o metrickoj topologiji

A C X je potprostor u topoloskom smislu ako i samo ako je
potprostor u metrickom smislu.

Uredajna topologija moze ali i ne mora biti metrizabilna.
Npr. na Z i na R je, a da ima i nemetrizabilnih —vidjet ¢emo
kasnije.

Hausdorffov aksiom vrijedi.

Produktna topologija: na R” i na R je metrizabilna.

Dokaz koji smo proveli za R¥, uz odgovaraju¢u modifikaciju,
pokazuje da je svaki prebrojiv produkt metrizabilnih prostora
metrizabilan.

Box topologija na R¥ i neprebrojiv produkt RY nisu
metrizabilni (pokazat ¢emo kasnije).
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§21. Metri¢ka topologija (nastavak)

Sto o metrickoj topologiji znamo iz Analize

@ =-0 definicija (karakterizacija) neprekidnosti.
@ Heineova karakterizacija neprekidnosti pomoéu nizova.
Jedan smjer vrijedi i u topoloskim prostorima a za drugi se zapravo
rabi samo prvi aksiom prebrojivosti.
Analogna je situacija i s karakterizacijom zatvorenja skupa:
© x € A ako i samo ako postoji niz u A koji konvergira k x.
(Kaze se da je svako gomiliste skupa A ,,dohvatljivo” nizom.)
@ zbrajanje, mnoZenje, ...
© Limes uniformno konvergentnog niza neprekidnih funkcija je
neprekidna funkcija.

Q je gomiliste skupa Sq C Sq koje nije dohvatljivo nizom jer svaki
prebrojiv podskup od Sq ima gornju medu u Sq.
To pokazuje, naprimjer, da Sq i Sq nisu metrizabilni prostori.
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Box topologija na R¥ nije metrizabilna

Pokazat ¢emo da, uz box topologiju na R¥, postoje gomilista koja
nisu dohvatljiva nizovima.

Neka je A = {(x1,x2,...) € R : x; > 0 za sve i € N}.

Tvrdnja 1: To¢ka O = (0,0, ...) pripada zatvorenju A.

Zaista, proizvoljna bazna okolina B = (a1, b1) x (a2, bp) X - -
toc¢ke O sadrzi tocku (%bl, %bg, ...) skupa A.

Tvrdnja 2: Ne postoji niz u A koji konvergira k O.

Pokazat ¢emo da za svaki niz u A postoji okolina tocke O koja ne
sadrzi niti jedan clan toga niza.

Neka je (a)n niz u A gdje je a, = (an1, an2, - - . ). Svi brojevi ay;
su pozitivni, pa je By := (—a11,a11) X (—azp, axn) X - -

bazni otvoren skup koji ne sadrzi niti jedan ¢lan niza (aj),.
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Neprebrojiv produkt R” nije metrizabilan

Pokazat ¢emo da, uz produktnu topologiju na R7, postoje
gomilista koja nisu dohvatljiva nizovima.

Neka je A:= {(Xa)a : Xa = 1 za sve osim konaéno mnogo «}

i neka je O ,ishodiste”"—tocka kojoj su sve koordinate jednake 0.

Tvrdnja 1 O € A.
Neka je [TU, 20, Uy, #R za a = ag, ..., a,. Neka je

Xy = (1): ﬁi;eal’”"a". Tada je x = (X0 )a € ANT] U,
Tvrdnja 2 Niti jedan niz u A ne konvergira k O.

Neka je (ap)n niz u A. Za n € N neka je J, := {a: apy # 1}.
Jn je konacan skup pa je U, Jn prebrojiv.

Dakle, postoji 5 € J\ U, Jn, tj. B ¢ Jn, Vn, pa je apg =1, Vn.
Tada je w§1(<—1, 1)) okolina od O u kojoj nema ¢lanova

niza (an)n jer je mg(an) = ang =1¢ (0,1), pa a, - O.
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Torus napravljen savijanjem i lijepljenjem

g >

(@) (b)

(e) (d)
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Kvocijentno preslikavanje

Definicija 22.1
Za surjekciju p: X — Y kazemo da je kvocijentno preslikavanje
ako je U C Y otvoren u Y akko je p~1(U) otvoren u X.

Ovaj je uvjet jaci od neprekidnosti.
U definiciji se ,,otvoren” moze zamijeniti sa , zatvoren".

@ Podskup C C X je saturiran (s obzirom na surjekciju
p:X = Y)ako pl(y)NC#D = pi(y) C C,
tj. ako je C = p~1(p(C)).
Dakle, p je kvocijentno preslikavanje akko je p neprekidno i

preslikava saturirane otvorene skupove iz X u otvorene
skupove u Y.
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Otvoreno i zatvoreno preslikavanja

Definicija 22.2
f: X — Y je otvoreno preslikavanje ako je slika otvorenog skupa
iz X otvoren skup u Y.

f: X — Y je zatvoreno preslikavanje ako je slika zatvorenog skupa
iz X zatvoren skup u Y.

Ocito: Neprekidna surjekcija koja je otvoreno ili zatvoreno
preslikavanje je kvocijentno preslikavanje.

Projekcija m1: R X R — R je neprekidna surjekcija koja je i
otvoreno preslikavanje, dakle i kvocijentno preslikavanje.
Ali 71 nije zatvoreno preslikavanje.
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Kvocijentna topologija

Definicija 22.3

Neka je p: X — A surjekcija prostora X na skup A. Kvocijentna
topologija na A je jedinstvena topologija za koju je p kvocijentno
preslikavanje.

Ta je topologija definirana tako da je U C A otvoren akko je
p~ (V) otvoren u X.

Definicija 22.4

Neka je ~ relacija ekvivalencije na prostoru X, X* skup klasa
ekvivalencije a p: X — X* pripadna surjekcija.

Za X* s kvocijentnom topologijom koju inducira p kaze se da je
kvocijentni prostor od X.

Kvocijentni prostor X* dobiven relacijom ekvivalencije ~ Cesto se
oznaluje X/ ~.
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§22. Kvocijentna topologija

Torus kao kvocijentni prostor

\J <7 (1,y) w
\ /7 \ 6 Q
* U\ : }/ Q(Ovy) (x,y)
) . JOR
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RP?

Definicija 22.5 (Projektivna ravnina u projektivnoj geometriji)
Projektivna ravnina se definira kao skup klasa ekvivalencije
uredenih trojki realnih brojeva (x,y, z) # (0,0,0), gdje je
(x',y',Z") ~ (x,y, z) ako postoji A # 0 takav da je
(x',y',2") = (Ax, Ay, Az), s kvocijentnom topologijom.

Dakle, RP? = (R3\ {0})/ ~.

Definicija 22.6 (Projektivna ravnina u topologiji)

(Realna) projektivna ravnina definira se kao kvocijentni prostor
dobiven od sfere S? identifikacijom dijametralnih to¢aka.

Dakle, RP2 = 82/x ~ —X.
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Kvocijent po podskupu. Konus

Cesto se pojavljuje sljedeéi tip kvocijentnog prostora:
Neka je A C X. Na X se definira relacija ekvivalencije ovako:
zax#x jex~x & x,x' €A
Dakle, jedna klasa ekvivalencije je cijeli skup A a ostale klase su
jednoélani skupovi. U toj se situaciji kvocijentni skup X/~ obi¢no
oznacuje X/A. Ovo je razlicito od G/H kod npr. grupa.
Primjer: X prostor, | = [0, 1]. Konus od (nad) X je kvocijentni prostor

C(X) =(X x /(X x {1})
=(Xx1)/(x,1) ~ (x',1).
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Prostor orbita

Neka je G x X — X djelovanje grupe G na prostor X,
tj. preslikavanje (g, x) — g x t.d. je
(i) x=g1(gx)ilx=xzasvexec Xig,geG.
Definira se relacija ekvivalencije:
xX'~x & Jdge Gtd. jex =gx.
Klase ekvivalencije su orbite O(x) := {gx : g € G}, a kvocijentni
prostor je prostor orbita i oznaluje se X/G.

Primjeri:

o 7, djeluje na S? antipodnim preslikavanjem.
Prostor orbita S?/Z; je RP2 — projektivna ravnina.
o S! djeluje na S3 ovako: St = {z:|z] =1} CC,
S = {(z1,22) : ll(z1, 2)l| = 1} € C? = R?,
a djelovanje je definirano kao z (z1,22) := (z z1, z z2).
Prostor orbita S3/S! je CP* — kompleksan projektivni pravac.




Opéa topologija
2. TOPOLOSKI PROSTORI | NEPREKIDNE FUNKCIJE
§22. Kvocijentna topologija

Ponasanje kvocijentnog preslikavanja na potprostoru

Primjer: restrikcija kvocijentnog nije kvocijentno
Neka je X =[0,1] U [2,3] C R, Y =[0,2] C R. Preslikavanje

x ,zax€[0,1]
x—1,zaxe(23]
je neprekidna zatvorena surjekcija, pa je i kvocijentno preslikavanje
(ali nije otvoreno preslikavanje).

p: X — Y definirano s p(x) :=

Medutim, za potprostor A = [0,1) U [2,3] C X restrikcija

p|A: A — Y nije kvocijentno preslikavanje, iako je neprekidna
surjekcija. Naime, skup [2, 3] je otvoren u A i saturiran je s
obzirom na p|A, ali njegova slika (= [1,2]) nije otvoren u Y.
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Ali, uz dodatne uvjete. . .

Teorem 22.7

Neka je p: X — Y kvocijentno preslikavanje, A C X potprostor
koji je saturiran s obzirom na p, i neka je g = p|A: A — p(A)
restrikcija.

(1) Ako je A otvoren ili zatvoren skup onda je q kvocijentno
preslikavanje.

(2) Ako je p otvoreno ili zatvoreno preslikavanje onda je q
kvocijentno preslikavanje.

Dokaz: Primijetimo da kako je A saturiran s obzirom na p, vrijedi

q YD) =p YD) za sve D C p(A) (1)
p(CNA)=p(C)np(A) zasve C C X. (2)
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dokaz (1) i (2) u teoremu 22.1

q (D) = p~Y(D) za sve D C p(A):

Kako je A saturiran i D C p(A) to je p~*(D) C Apaseip }(D)i
q~1(D) sastoje od to¢aka skupa A koje p preslikava u skup D.

p(CNA)=p(C)np(A) zasve C C X:

Uvijek vrijedi p(C N A) C p(C) N p(A).

Obratno, neka je y € p(C) N p(A), tj. y = p(c) = p(a) za neke
c€ Ciac A Kako je A saturiran to je c € p~1(y) C A, pa je
ce CNA tj.yep(CNA).
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Dokaz teorema 22.1 (nastavak)

Treba pokazati da ako je za V C p(A) skup g~1(V) otvoren u A
onda je V otvoren u p(A).

1. Neka je A otvoren:
g 1(V) otvoren u Ai A otvoren u X, pa je g~ (V) je otvoren u X.
Ali g71(V) @ p~Y(V)ip~L(V) je otvoren u X, pa je V otvoren
u Y, dakle i u p(A).

2. Neka je p je otvoreno preslikavanje:
g~1(V) je otvoren pa je p~1(V) o g 1(V)=UNAzaneki U
otvoren u X. Nadalje

V = p(p~(V)) = p(UN A) 2 p(U) N p(A).

Kako je p(U) otvoren u Y to je V otvoren u p(A).

Zamjenom ,,otvoren” sa ,zatvoren” dobivamo dokaz za slucaj kada
je skup A zatvoren ili je p zatvoreno preslikavanje. O
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Kompozicija i produkt kvocijentnih preslikavanja

Kompozicija kvocijentnih preslikavanja je kvocijentno preslikavanje, ali

Produkt kvocijentnih preslikavanje opcenito nije kvocijentno
preslikavanje. (Malo kasnije navest ¢emo primjer.)

Jedan jednostavan sluéaj kada je produkt p x g: X x X' — Y x Y’
kvocijentno preslikavanje je kadasu p: X - X' iq: Y = Y’
neprekidne surjekcije koje su i otvorena preslikavanja, pa je i

p X g otvoreno, dakle i kvocijentno preslikavanje.

Jedan drugi dovoljan uvjet, koji ¢e nam biti koristan kod
homotopije, je lokalna kompaktnost, ali o tome kasnije.

Jo3 je gora stvar sa Hausdorffovim svojstvom. Cak i ako je X
metriCki, njegov kvocijentni prostor ne mora biti niti Hausdorffov.
Pitanje kada kvocijent jest Hausdorffov je vrlo delikatno.
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Produkt kvocijentnih preslikavanja

nije uvijek kvocijentno preslikavanje

Neka je p: R — R/N kvocijentno preslikavanje, 1g: Q — Q
identiteta. Produkt p x 1p: R x Q — (R/N) x Q nije kvocijentno
preslikavanje.

Za dokaz vidi [Munkres].
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Preslikavanje inducirano na kvocijentu

Cesto je koristan sljedeéi jednostavan teorem:

Teorem 22.8

Neka je p: X — Y kvocijentno preslikavanje i neka je f: X — Z
preslikavanje koje je konstantno na viaknima p=*(y) od p, tako da
f inducira preslikavanje g: Y — Z t.d. je go p = f. Tada:

(1) g je neprekidno akko je f neprekidno;
(2) g je kvocijentno akko je f kvocijentno.

x_f .,z
o

7| %

Y
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Homeomorfizam induciran kvocijentnim preslikavanjem

Korolar 22.9

Neka je f: X — Y neprekidna surjekcija, X* := {f~(y):y € Y}
neka je opskrbljen kvocijentnom topologijom i neka je g: X* — Y
inducirana bijekcija.

Xx—f .y
..’
pl B
X+

(a) Ako je Y Hausdorffov onda je i X* Hausdorffov.

(b) g je homeomorfizam akko je f kvocijentno preslikavanje.
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dokaz korolara 22.3

x —f .
pl E
X
(a) Ako je Y Hausdorffov onda je i X* Hausdorffov:

Za x* # x* € X* neka su U,V C Y disjunktne okoline od
g(x*) i g(x*'). g je neprekidno jer je f neprekidno pa su
g~ 1(VU) i g71(V) disjunktne okoline od x* i x*'.

(b) g je homeomorfizam akko je f kvocijentno preslikavanje:

Ako je g homeomorfizam onda je i kvocijentno preslikavanje,
pa je f kvocijentno kao kompozicija takvih.

Obratno, ako je f kvocijentno, onda je prema teoremu 22.2 i
g kvocijentno, pa kako je g bijekcija, to je i homeomorfizam.
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Inducirana bijekcija na kvocijentu nije uvijek homeomorfizam

Neka su X i Y sljedeéi potprostori od R?:
X:={(t,n):te[0,1], neN}, Y :={(t,):tel0,1], ne N}.

X1 :
X”:(%‘n) N & yn:f(xn):(%*%)

f: X — Y definirano s f(t, n) := (t, £) je neprekidna surjekcija.
Kvocijentni prostor X* := {f~Y(y) : y € Y} je X/({0} x N). Ali
inducirana neprekidna bijekcija g: X* — Y nije homeomorfizam.
Dz: {xi,xo,...} je zatvoren f-saturiran u X aslika u Y nije zatvorena.
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© POVEZANOST | KOMPAKTNOST

Povezani prostori

Povezani potprostori od R
Komponente i lokalna povezanost
Kompaktni prostori

Kompaktni potprostori od R
Gomilista i kompaktnost

Lokalna kompaktnost

®© 6 6 6 6 6 o
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Tri bazicna teorema Matematicke analize

Sljedeca tri topoloska teorema leze u osnovi cijele Analize:

© Teorem o meduvrijednostima — treba npr. za konstrukciju
inverznih funkcija kao /x, dokaz Leme o kontrakciji, . ..

@ Weierstrassov teorem o postojanju maksimuma neprekidne
funkcije na segmentu — treba npr. za dokaz Lagrangeova
teorema srednje vrijednosti, koji pak treba za dokaz teorema o
implicitnoj i inverznoj funkciji, kao i za dokaz
Newton-Leibnizove formule.

© Teorem o uniformnoj neprekidnosti neprekidne funkcije na
segmentu — treba npr. u dokazu da je svaka neprekidna
funkcija integrabilna.

Osim $to govore o svojstvima funkcije oni govore i 0 svojstvima
segmenta [a, b] — o povezanosti i o kompaktnosti.
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Povezanost

Definicija 23.1

Separacija topoloskog prostora je par disjunktnih nepraznih
otvorenih podskupova Cija je unija cijeli prostor.

Rabit éemo oznaku X = U LI V.

Prostor je povezan ako ne postoji njegova separacija.

Dakle, prostor X je povezan ako i samo ako su ) i cijeli X jedini
podskupovi koji su i otvoreni i zatvoreni.
Povezanost potprostora Y C X, moze se karakterizirati i ovako:

Separacija potprostora Y je par disjunktnih nepraznih skupova A
i B td. jeY = AU B initi jedan ne sadrzi gomiliste drugoga.
(Opet rabimo oznaku Y = AU B.)

Y je povezan akko ne postoji separacija od Y .
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Dokaz leme 23.1

= Nekaje Y =AUB.

A je otvoren i zatvoren u Y paje A=Cly A= ANY.
Stogaje ANB=AN(YNB)=(ANY)NB=ANB =1,
pa B ne sadrzi niti jedno gomiliste skupa A.

Analogno se pokazuje da A ne sadrzi niti jedno gomiliste skupa B. A

< Obratno, neka je Y = AU B gdje su A i B disjunktni neprazni
skupovi i niti jedan ne sadrzi gomilidte drugoga, tj. ANB =10
BNA=0.

Tadaje ANY =AN(AUB)=(ANAUANB)=ANA=A

i analogno je BN'Y = B, pasu Ai B zatvoreni u Y, pa onda i
otvoreniu Y, tj. Y =AUB. O
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Unija povezanih skupova

Neka je X = C U D separacija i neka je Y C X povezan podskup.
Tada jeiliY C CiliY CD.

Dokaz: Skupovi CNY i DNY su otvoreni u Y, pa kada bi oba
bili neprazni, bio bi Y nepovezan. L]

Teorem 23.4

Unija povezanih skupova koji imaju zajednicku tocku je povezana.

Dokaz: Neka je Y : =, Aa, Aa povezanii p €, Aa-
Pretpostavimo da je Y = C U D i neka je p € C.

Zbog prethodne leme je tada i A, C C za sve «, pa je i
UaAa € C tj. D=0, =<« Y=CUD. O
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Povezanost zatvorenja

Neka je AC B C A. Ako je A povezan onda je i B povezan.

Dokaz : Pretpostavimo da je B = C LI D separacija.
Prema lemi 23.2je AC C (liAC D), pajei BCACC.
Kakoje CND=0toje BND=0 =<« B=CUD. Ol

Zbog potpunosti navedimo i ovaj teorem dokazan u Analizi:

Teorem 23.6

(a) X je povezan akko ne postoji neprekidna surjekcija
X —{0,1}.

(b) Ako je X povezan if: X — Y neprekidno preslikavanje onda
Jje f(X) povezan podskup od Y.




Opéa topologija
3. POVEZANOST | KOMPAKTNOST
§23. Povezani prostori

Povezanost konacénih produkata

(a) Neka je {B,}o familija povezanih skupova i neka je A
povezan i takav da je je AN B, # ) za sve «.
Tada je unija AU, Bo povezan skup.

(b) Konacan produkt povezanih prostora je povezan.

Dokaz (a): Neka je C, = AU B,,. Tada je {Cy}q familija povezanih
skupova koji imaju zajedni¢ku tocku (svaka tocka iz A), pa je
prema teoremu 23.3 njihova unija povezan skup.

(b) Dovoljno je pokazati da je produkt X x Y dvaju povezanih
prostora povezan.

Odaberimo tocku yp € Y ineka je A:= X x {w}, Bx := {x} x Y,
x € X. Sada primijenimo (a). O
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(Ne)povezanost beskonacnih produkata

A Sto je s povezanoscu proizvoljnih produkata?

Primjer: R* u box topologiji nije povezan

Rastavimo R = A LI B, gdje je A skup svih omedenih nizova
realnih brojeva, a B skup svih neomedenih nizova. A i B su ocito
neprazni i disjunktni.
Pokazimo da su A i B otvoreni skupovi u box topologiji.
Neka je x = (x;)ieny € R¥. Otvoren skup

U={x—-1Lxx+1) x{x—1xx+1)x---
sastoji se od samih omedenih nizova ako je x omeden niz, a od
samih neomedenih ako je x neomeden.
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Povezanost beskonacnog produkta

Ali, u produktnoj topologiji R¥ jeste povezan.

Nekajel@’ ={x=(x1,x,...):x;=02zai>n} CRY.

Rn = R7 je povezan (jer je R povezan — pokazat ¢emo kasnije).
Tada je, prema teoremu 23.3, i potprostor R> := UI@’ povezan
jer svi R" sadr¥e to¢ku O = (0,0,...).

Dokazimo da je zatvorenje od R*>° jednako R¥.

Neka je x = (x1, x2,...) € R¥, U =[] U; proizvoljan bazni otvoren
skup za produktnu topologiju oko tocke x, i neka je N € N takav
daje Uy=R zasvei> N.

Tada toc¢ka xpy := (x1,...,xn,0,0,...) € R* pripada skupu U,

pa je x € R®, tj. R¥ = R pa je, prema teoremu 23.4, povezan.

v

Uz odgovarajuéu modifikaciju, ovaj dokaz pokazuje da je, uz
produktnu topologiju, i produkt proizvoljne familije povezanih
prostora povezan.
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Povezanost linearnog kontinuuma i posljedice

Definicija 24.1

Totalno ureden skup (L, <) koji ima barem dvije tocke naziva se
linearni kontinuum ako

(1) L ima svojstvo supremuma, i

(2) za sve x < y postoji z takav da je x <z <y. (gustoca)

Teorem 24.2

Svaki linearni kontinuum L s uredajnom topologijom je povezan.
Intervali i zrake u L takoder su povezani skupovi.

Dokaz je prakti¢ki dokaz povezanosti segmenta [a, b] C R iz Analize. O

Korolar 24.3

Realni brojevi R, te intervali i zrake u R, su povezani skupovi. []
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Teorem o meduvrijednostima

Kao i za realne funkcije, vrijedi:

Teorem 24.4 (o meduvrijednostima)

Neka je X povezan prostor, Y linearni kontinuum a f: X — Y
neprekidno preslikavanje. Tada za svake dvije tocke a,b € X i
svaku tocku y € (f(a),f(b)) C Y postoji c € X t.d. je f(c)=y.
Dokaz je kao u Analizi za realne funkcije. Ol

Primjer: Duga linija

| A\

Za proizvoljan DUS X je skup X x [0, 1), s topologijom
leksikografskog uredaja, linearni kontinuum (kao da smo izmedu
susjednih to¢aka iz X ,umetnuli” interval (0, 1)).

Duga linija L je leksikografski ureden skup Sq x [0,1) iz kojeg je
izvaden minimalni element.

L je (putevima) povezan lokalno homeomorfan s R, ali se ne moze
smjestiti u R (niti R"”) (dok se R moZe smjestiti u L). Zadatak: D9kaii!
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Linearni kontinuum sasvim razli¢it od R

I2 = | x I s topologijom leksikografskog uredaja

Netrivijalno je provjeriti jedino svojstvo supremuma.

Neka je A C 2 i b :=supmi(A).

Ako je b € m1(A), tj. AN ({b} x I) # 0, onda postoji ¢ € I t.d. je
(b,c) =sup AN ({b} x 1), pa je to i supremum skupa A.

Ako b ¢ 71(A) onda je (b,0) = sup A (jer da je za neki b’ < b,
(b', c) gornja meda za A, bio bi b’ gornja meda za m1(A)).

A

. (b} x I (b,0)
“m1(A) x {0F “r1(A) x {0}
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Povezanost putevima

Definicija 24.5

X je putevima povezan ako za svake dvije tocke xp, x; € X postoji
put (t.j. neprekidna funkcija) f: [a, b] — X od xg do x;.

Klasi¢ni primjer povezanog ali ne i putevima povezanog prostora je
topoloska sinusna krivulja S C R?, za S = {(x,sin 1) : x € (0,1]}.

DZ: S je povezan kao zatvorenje povezanog S.
Neka je f = (f1,5): [a,c] = S put od O do p i
neka je b := max f; 1(0). Zamijenimo [b, | s
[0,1] i dobivamo (rabimo za put opet oznaku f)
f=(f,f):[0,1] = S td. je A1(0) =0i f({0,1]) C S.

Za n € N neka je 0 < u, < f1(1) t.d. je sin i = (—1)", i neka je
0 <ty < *td. jefi(tn) = un, ti. f(ta) = (un, (—1)").

Kako je f; neprekidno, zbog t, — 0, niz f(t,) ima dva gomilista:
(0,1) i (0,—1), pa f nije neprekidno, tj. S nije putevima povezan.
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Komponente povezanosti

Definicija 25.1

Komponente povezanosti (kratko: komponente) prostora X su
klase ekvivalencije s obzirom na relaciju:

x ~ y ako postoji povezan potprostor od X koji sadrzi i x i y.

Komponente od X su disjunktni povezani potprostori Cija je unija
cijeli X, i t.d. svaki povezan potprostor sijeCe samo jednog od njih
(pa je sadrzan u tocno jednoj komponenti).

Dokaz : Jedino treba provjeriti povezanost komponenti.
Neka je C neka komponenta i fiksirajmo tocku xp € C.
Za proizvoljan x € C, tj. x ~ xg, 3 povezan A, t.d. je x,xp € Ax.
Kako Ay sijeCe samo jednu komponentu, mora biti A, C C.
Dakle, C = Uy cc Ax, pa je C povezan jer su svi A, povezani isadrze xg. [
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Komponente povezanosti putevima

Definicija 25.3
Komponente povezanosti putevima su klase ekvivalencije s obzirom
na relaciju:

x ~ y ako postoji put u X od x do y.

Sli¢no kao za komponente povezanosti, dokazuje se:

Teorem 25.4

Komponente povezanosti putevima su disjunktni putevima
povezani potprostori Cija je unija cijeli X, i takvi su da svaki
putevima povezan potprostor sijeCe samo jednog od njih. [
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Lokalna povezanost

Definicija 25.5
X je lokalno (putevima) povezan u tocki x ako za svaku okolinu
U > x postoji (putevima) povezana okolina V t.d. je x € V C U.

Prostor X je lokalno (putevima) povezan ako je lokalno (putevima)
povezan u svakoj tocki.

Primjeri:

e R, intervali, R”, ... su (putevima) povezani i lokalno
(putevima) povezani.

e [-1,0) U (0,1] C R je lokalno povezan ali nije povezan.

@ Topoloska sinusna krivulja je povezana ali nije lokalno
povezana.

@ Q C R nije niti povezan niti lokalno povezan.
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Komponente otvorenog skupa u lokalno povezanom prostoru

Komponente otvorenog skupa nisu opéenito otvoreni skupovi. Ali:

Teorem 25.6

X je lokalno povezan ako i samo ako su komponente svakog
otvorenog skupa otvoreni skupovi u X.

Dokaz : [=| Neka je X lokalno povezan, U C X otvoren i C
komponenta od U. Za x € C neka je V povezana okolina t.d. je
x € V C U. Zbog povezanosti je V C C pa je C otvoren u X.
< Neka su komponente otvorene. Za okolinu U 3 x neka je C
komponenta od U koja sadrzi x. Skup C je otvoren, povezan i
sadrzan je u U pa je X lokalno povezan. O

Teorem 25.7 (dokazuje se analogno)

X je lokalno putevima povezan ako i samo ako su komponente
povezanosti putevima skupovi otvoreni u X. L]
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Komponente i komponente povezanosti putevima

O odnosu komponenata i komponenata povezanosti putevima govori

Teorem 25.8

Svaka komponenta povezanosti putevima sadrZana je u nekoj
komponenti od X. Ako je X lokalno putevima povezan onda se
komponente i komponente povezanosti putevima podudaraju.

Dokaz : Neka je C komponenta, x € C i P komponenta povezanosti
putevima koja sadrzi x. Kako je P povezan, P C C.

Neka je X lokalno putevima povezan i pretpostavimo P C C.

Neka je @ unija svih komponenata povezanosti putevima koje
sijeku C i razli¢ite su od P. Svaka od njih je sadrzana u C pa je

C = PU Q. Kako je X lokalno povezan, komponente povezanosti
putevima su otvorene, pa su P i @ otvoreni skupovi,

tj. C = PUQ je separacija, =< C je povezan. U
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Kompaktnost

Definicija 26.1

Topoloski prostor X je kompaktan ako svaka familija otvorenih
skupova koja pokriva X sadrzi konacnu potfamiliju koja takoder
pokriva X.

Kaze se da svaki otvoren pokrivac sadrzi konacan potpokrivac.

Jednostavnu karakterizaciju kompaktnosti potprostora, daje

Potprostor Y C X je kompaktan akko svaki pokrivac skupovima
otvorenim u X sadrzZi konacnu potfamiliju koja pokriva Y . O

Dobro je znati da

Teorem 26.3

Svaki je zatvoren potprostor kompaktnog prostora kompaktan. [
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Kompaktnost u Hausdorffovim prostorima

O obratu govori

Teorem 26.4

Svaki je kompaktan potprostor Hausdorffova prostora zatvoren.

Teorem je posljedica sljedele, jace tvrdnje:

Neka je Y kompaktan potprostor Hausdorffova prostora X.

Tada za svaku tocku xo ¢ Y postoje disjunktne otvorene okoline
UsxiVDY.

Dokaz : Neka je xg € X\ Y. Zasvakiy € Y nekasu U, > x9i V, 3>y
disjunktne otvorene okoline. Familija {V, : y € Y} je otvoren
pokriva¢ od Y pa zbog kompaktnosti postoje y1,...,y, t.d. ve¢
Vi ..., Vy, pokrivaju Y. Tadasu U:= Uy, N---NU,, i
V.=V, U---UYV,, traZzene disjunktne okoline od xp odnosno Y. []
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Hausdorffovost je nuzna

(Kontra)primjer

U prethodnom teoremu 26.3 i pripadnoj lemi, pretpostavka da je
prostor X Hausdorffov zaista je potrebna. Naime, neka je X = R
ali s topologijom konacnih komplemenata. Tada su jedini pravi
podskupovi od X koji su zatvoreni— konacni podskupovi.

S druge strane, uz ovu topologiju svaki je podskup od X
kompaktan.
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Dva stara i jedan novi teorem

Najprije dva teorema koja (maltene) znamo iz Analize:

Teorem 26.6

Neprekidna slika kompaktnog prostora je kompaktna. [
Teorem 26.7

Neka je f: X — Y neprekidna bijekcija. Ako je X kompaktan

a Y Hausdorffov onda je f homeomorfizam. Ol

A sada jedan ,pravi” teorem:

Teorem 26.8
Produkt od konacno mnogo kompaktnih prostora je kompaktan.

Dokaz : Dovoljno je pokazati da je produkt dvaju kompaktnih prostora
kompaktan. Ali najprije jedna lema:
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Lema o cijevi

Lema 26.9

Neka je N C X x Y okolina ,sloja” {xo} x Y. Ako je Y
kompaktan onda postoji okolina W > xg t.d. je W x Y C N.

Dokaz : Zbog kompaktnosti, dovoljno je kona¢no mnogo baznih
otvorenih skupova, koji su svi sadrzani u N, da pokriju {xo} x Y.
Neka su to Uy x Vi,..., U, x V, (i svi oni sijeku {xp} x Y).

Neka je W := Ui n---N U, W je otvoren i sadrzi xp.
Tvrdimo da je W x Y C UJ;(U; x Vi) C N.
= o Zaista, neka je (x,y) € W x Y'i
neka je i t.d. je (x0,y) € Ui x V;.

Znaciy € Vj, a kako je x € U za

sve j, dakle i za j =i,

to je (x,y) € Ui x Vi CN. O

7

<
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Dokaz teorema

DokaZimo sada teorem. Neka su X i Y kompaktni prostori i A
otvoren pokriva¢ od X x Y. Za to¢ku xp € X je sloj {xo} X Y
kompaktan pa je pokriven s konacno mnogo ¢lanova

A, ..., A €A . {Xo} xYCAU---UA,=N.

Prema prethodnoj lemi, postoji otvoren W C X t.d. je

{x}xY CWxYCN,paje W XY pokriven s konaéno mnogo
¢lanova Ay, ..., A, € A.

Dakle, za svaki x € X postoji okolina Wy > x t.d. je ,cijev”

W, x Y pokrivena s kona¢no mnogo ¢lanova iz A.

Kako je X kompaktan, veé nekih konac¢no mnogo clanova

Wy, ..., Wy, pokriva X,

pa konacno mnogo ,cijevi” W, x Y, ..., W, x Y pokriva X x Y,
a svaka je pokrivena s kona¢no mnogo ¢lanova familije A.

Dakle, dovoljno je kona¢no mnogo ¢lanova familije A da pokrije X. [
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Je li i beskonacan produkt kompakata kompaktan?

Napomena

Je li i produkt proizvoljne familije kompaktnih prostora kompaktan
prostor— mnogo je teZe pitanje. O tome govori poznati
Tihonovljev teorem, kojem je posveceno 5. poglavlje.

DOGOVOR:

Neka je A familija skupova koja pokriva skup S. Ako se skup S
moze pokriti s kona¢no mnogo ¢lanova familije A, onda ¢emo
kazati da S je konacno-pokriven s A.
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Centrirane familije

Za karakterizaciju kompaktnosti pomocu zatvorenih skupova
trebamo najprije jednu definiciju.

Definicija 26.10

Familija C podskupova od X je centrirana ako svaka konacna
potfamilija od C ima neprazan presjek.

Teorem 26.11

X je kompaktan ako i samo ako svaka centrirana familija
zatvorenih skupova ima neprazan presjek.

Dokaz : Treba gledati komplemente i rabiti De Morganova pravila. [

Specijalan slucaj ovog teorema govori da ako je
G2O2G2---2C, 2 Chye1 2 - silazan niz nepraznih zatvorenih
skupova u kompaktnom prostoru, onda je (,en Cn # 0.
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Kompaktnost segmenta

Ovo zvudi poznato, ali nam ne treba , gustoca”:

Neka je X totalno ureden skup sa svojstvom supremuma i
uredajnom topologijom. Tada je svaki zatvoreni segment u X
kompaktan.

Dokaz : Neka je a < b i neka je A otvoren (u uredajnoj = relativnoj
topologiji (jer je segment konveksan)) pokriva¢ segmenta [a, b].
Tvrdnja 1: Za svaki x € [a, b) postoji y € (x, b] t.d. je [x,y]
konaéno-pokriven s A.
Ako x ima neposrednog sljedbenika, y, tada je skup [x, y] dvoclan.

Ako x nema neposrednog sljedbenika, neka je A € A t.d. je x € A.
A je otvoren i x # b, pa postoji ¢ t.d. je [x,c) C A.
Odaberimo y € (x,c). Tada je [x,y] CA./
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nastavak dokaza

Tvrdnja 2: Skup C := {y > a: [a, y] je kona¢no-pokriven s A} je neprazan.
To slijedi iz tvrdnje 1 za x = a. /

Neka je ¢ :=sup C. Tada je a < ¢ < b (zbog tvrdnje 1).

Tvrdnja 3: ¢ € C, tj. [a, c] je konano-pokriven s A.
Neka je A€ Atd. jece€ Ainekajed e [a,b] td. je(d,c]CA.
Ako ¢ ¢ C onda postoji z € (d,c) N C. Kako je [a, 2]
konaéno-pokriven s A i [z,c] C A, to jei [a,c] = [a,2] U [z, ]
konacno-pokriven s A,
pajeceC =<« c¢c¢C. g

Tvrdnja 4: ¢ = b, Sto dokazuje teorem.
Pretpostavimo da je ¢ < b. Prema tvrdnji 1, postoji y > ¢ t.d. je
[c, y] konaéno-pokriven s A. Kako je [a, c] kona¢no-pokriven s A,
to je i [a,y] = [a, c] U[c, y] konaéno-pokriven s A.
ZnaCiye C =<« c=supCiy>c. O
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Kompaktnost u R i R”

Kao posljedice dobivamo:

Svaki segment [a, b] C R je kompaktan. Ol

Korolar (teorema 27.1)

Sq je kompaktan Hausdorffov prostor. [

A C R" je kompaktan ako i samo ako je A omeden i zatvoren. [

Prethodni teorem u metrickim prostorima opcenito ne vrijedi

(iako to studenti ¢esto zapamte upravo tako)
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Postojanje ekstrema na kompaktu

| ovaj teorem ,znamo” iz Analize:

Teorem 27.4 (Weierstrass)

Neka je f: X — Y neprekidno preslikavanje u totalno ureden
skup Y s uredajnom topologijom. Ako je X kompaktan onda
postoje c,d € X t.d. je f(c) < f(x) < f(d) za sve x € X,

tj. funkcija f ima minimum i maksimum.

Dokaz : Pretpostavimo da skup f(X) nema maksimum.
Tada je familija {(—o0,y) : y € f(X)} otvoren pokriva¢ od f(X)
pa, zbog kompaktnosti, ve¢ neka konac¢na potfamilija
{(=o0,y1),...,(—00,yn)} pokriva f(X).
Ali element max{yi,...,yn} nije pokriven niti jednim od njih.

O
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Jos dva teorema

Sljede¢u smo Cinjenicu dokazali ve¢ u Analizi, ali ju i ovdje
navodimo:

Lema 27.5 (o Lebesgueovu broju)

Neka je A otvoren pokrivac metrickog prostora X. Ako je X
kompaktan onda postoji broj d > 0 t.d. za svaki podskup dijametra
manjeg od 0 postoji ¢lan pokrivaca A koji taj skup sadrzi.

Takav se § naziva Lebesgueov broj pokrivaca A.

Kao i u Analizi, odavde slijedi:

Teorem 27.6 (o uniformnoj neprekidnosti na kompaktu)

Neka je f: X — Y neprekidno preslikavanje metrickih prostora.
Ako je X kompaktan onda je f uniformno neprekidno. [
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Dokaz leme o Lebesgueovu broju

Dokaz : Neka je U otvoren pokrivac od X. Ako je X € U onda je svaki
0 > 0 dobar. Neka dakle, X ¢ U.
Zbog kompaktnosti postoji konac¢an potpokriva¢ {U, ..., Us}
inekasu GG:=X\U;,i=1,...,n.
Definirajmo f: X — R formulom f(x) := 1 37, d(x, G;)
i pokazimo da je f(x) > 0 za sve x.
Za x € X neka je i t.d. je x € Ujineka jee >0 td. je
B(x,e) C U;. Tada je d(x, C;) > ¢ pa je f(x) > £ > 0.
Funkcija f je neprekidna i X je kompaktan, pa neka je § := minf.
Neka je A C X skup dijametra manjeg od 4, i neka je xp € A neka
tocka. Tada je A C B(xp,d). Neka je m indeks za koji je
d(xo0, Cm) = max; d(xp, G;). Tada je 6 < f(xp) < d(x0, Cm), pa je
A C B(x0,0) C X\ Cp=UpeU. O]
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Neprebrojivost ,,pravih” kompakata

Neka je X neprazan kompaktan Hausdorffov prostor.
Ako X nema izoliranih tocaka onda je on neprebrojiv.

Dokaz :
Tvrdnja 1: Za svaki neprazan otvoren U C X i svaki x € X postoji
neprazan otvoren V C U t.d. x ¢ V.
Odaberimo y € U\ {x}, neka su W; i W, disjunktne okoline od x
odnosno y, inekaje V= WonNU.
Tvrdnja 2: Ne postoji surjekcija N — X.
Neka je (xn)n niz u X. Prema tvrdnji 1 za U = X, postoji
neprazan otvoren V4 C X t.d. x; ¢ V1. Induktivno, neka je
V,, C V,,_1 neprazan otvoren skup t.d. x, ¢ V,. Tada je
V1 D V5 D --- silazan niz nepraznih zatvorenih skupova, pa zbog
kompaktnosti postoji x € () V,,. Ali za sve n je x # x,. O
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Neprebrojivost realnih brojeva

Korolar 27.8
Svaki segment [a, b] C R je neprebrojiv. O

Korolar 27.9
Skup R realnih brojeva je neprebrojiv.
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§28. Gomilista i kompaktnost

Prvotno je kompaktnost bila definirana ovim svojstvom:

Teorem 28.1
U kompaktnom prostoru svaki beskonacan skup ima gomiliste.
KaZemo da ima Bolzano-Weierstrassovo svojstvo ili da je BW-kompaktan.

Dokaz: Pretpostavimo da skup A C X nema gomiliste. Tada je A zatvoren
i za svaki a € A postoji okolina U, 3 a t.d. je U;N A= {a}.
X je pokriven otvorenim skupom X \ A i skupovima U,, a € A.
Kako je X kompaktan i (X \ A)N A =0, A je pokriven s kona¢no
mnogo skupova U,, a svaki od njih sadrzi samo jednu tocku iz A. [

Ml jer: Sq nije kompaktan, iako svaki beskonacan podskup ima gomiliste

Zaista, neka je A C S beskonacan skup i neka je B C A neki
prebrojivo beskonacan podskup. Neka je b € Sqg neka gornja meda
od B, pa je B C [ag, b] C Sq, gdje je ag = min Sq. Kako S ima
svojstvo supremuma, segment [ag, b] je kompaktan, pa B ima
gomiliste. Zato i A D B ima gomiliste.
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Kompaktnost u metrizabilnim prostorima

Definicija 28.2

Za topoloski prostor X kazemo da je nizovno kompaktan ako svaki
niz u X ima gomiliSte, tj. ima konvergentan podniz.

Sljedeéi teorem je zapravo dokazan u Analizi pa ga samo navodimo:
Teorem 28.3

Neka je X metrizabilan. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(1) X je kompaktan.

(2) X je nizovno kompaktan.

(3) X je BW-kompaktan, tj. svaki beskonacan podskup od X ima
gomiliste. Ol

v

Primjer: Sq je nizovno kompaktan ali nije kompaktan

Zaista, svaki niz u Sq ima gornju medu u Sq, pa lezi u nekom
segmentu, koji je kompaktan, pa niz ima gomiliste.
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§29. Lokalna kompaktnost

Lokalna kompaktnost

Definicija 29.1
Prostor X je lokalno kompaktan u tocki x ako postoji kompaktan

podskup C C X koji sadrZi neku otvorenu okolinu tocke x.
X je lokalno kompaktan ako je lokalno kompaktan u svakoj tocki.

@ Svaki kompaktan prostor je lokalno kompaktan.

@ R i R" su lokalno kompaktni. Q@ C R nije lokalno kompaktan.

o R¥ njje lokalno kompaktan. Naime, nijedan bazni otvoren
skup B = (a1, b1) X -+ x (ap, bp) X R x R x - - nije sadrzan
u nekom kompaktnom skupu. Kada bi bio, onda bi i
zatvorenje B = [a1, b1] X -+ X [an, by] X R x R x - - - bio
kompaktan skup, sto nije.

@ Svaki linearno ureden skup sa svojstvom supremuma je
lokalno kompaktan. (Bazni elementi su sadrzani u segmentima.)




Opéa topologija
3. POVEZANOST | KOMPAKTNOST
§29. Lokalna kompaktnost

Koji su nam prostori ,dragi"?

Najdrazi su nam metricki, ili kompaktni Hausdorffovi prostori

(jo$ bolje kompaktni metricki), ali ako bas ne moze—da je barem
potprostor kompaktnog Hausdorffovog prostora.

Evo jedne karakterizacije takvih ,,pozeljnih” prostora:

Teorem 29.2
X je lokalno kompaktan Hausdorffov prostor akko postoji Y t.d.:

(1) Y je kompaktan Hausdorffov prostor.
(2) X je potprostor od Y ;
(3) skup Y \ X sastoji se od jedne jedine tocke;

Takav je Y jedinstven, u smislu da ako su Y i Y’ takvi prostori,
onda postoji homeomorfizam Y — Y’ koji je identiteta na X.

Primijetimo da ako je X kompaktan, Y = X U {izolirana tocka}.
Ako X nije kompaktan onda je X = Y.
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§29. Lokalna kompaktnost

Dokaz teorema 29.1:

Jedinstvenost: Nekasu Y =X U{p}i Y =XU{p'} kao u teoremu.
Definirajmo h: Y — Y’ kao identitetu na X i h(p) := p’.
Tvrdnja: h je otvorena bijekcija. Bijektivnost je ocita. Neka je U C Y
otvoren. Ako p ¢ U onda je U otvoren u X, a jer je X otvoren u Y’, U je
otvoren i u Y. Ako je p € U onda je C:= Y \ U C Y zatvoren, dakle
kompaktan, i podskup je od X. Zato je Y’ \ h(U) = C kompaktan,
dakle i zatvoren podskup od Y’, pa je h(U) otvoren u Y’.
Analogno je h™! je otvorena bijekcija, pa je h homeomorfizam.

= Neka je Y := X U {oo} gdje oo ¢ X, a otvoreni skupovi neka su otvoreni
skupovi u X i komplementi Y \ C kompaktnih C C X.
Tada je X potprostor od Y, i Y je kompaktan Hausdorffov.

< Pretpostavimo da postoji Y sa svojstvima (1)—(3).
X je Hausdorffov kao potprostor Hausdorffovog. Pokazimo da je X
lokalno kompaktan u svakoj tocki. Za x € X neka su U i V disjunktne
okoline u Y od x odnosno co. Tada je C := Y\ V zatvoren, zna(i
kompaktan podskup od Y, dakle i kompaktan podskup od X i
x € U C C, paje X lokalno kompaktan. O
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§29. Lokalna kompaktnost

Kompaktifikacija jednom tockom

Definicija 29.3

Kompaktifikacija prostora X je svaki kompaktan Hausdorffov
prostor Y sa svojstvom da je X C Y pravi potprostor t.d. je X = Y.
Ako je Y\ X samo jedna tocka, kazemo da je Y kompaktifikacija
jednom tockom ili jednotockovna kompaktifikacija od X, i obi¢no
se oznacCuje X* ili X*. (Prema teoremu 29.1 ona je jedinstvena.)

Prethodni teorem pokazuje da X ima kompaktifikaciju jednom
to¢kom akko je nekompaktan lokalno kompaktan Hausdorffov.

o Jednotockovna kompaktifikacija od R je S!.

o Jednotockovna kompaktifikacija od R? je S?.

o Jednotockovna kompaktifikacija od C je S? — Riemannova
sfera.
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»Prava” definicija lokalne kompaktnosti

Lokalna se svojstva obi¢no definiraju ovako:

X lokalno ima svojstvo S ako za svaku tocku x i svaku okolinu
U 3> x postoji okolina V' 3 x sadrzana u U koja ima svojstvo S.
Zato je dobro da vrijedi:

Teorem 29.4

Neka je X Hausdorffov. Tada je X lokalno kompaktan ako i samo
ako za svaki x € X i svaku okolinu U > x postoji okolina V' > x
t.d. je skup V kompaktan iV C U.

Dokaz : [«< Odito. = Neka je x € X i U > x proizvoljna okolina.
Neka je X*® jednotockovna kompaktifikacija od X i neka je C := X*\ U.
Tada je C zatvoren, dakle i kompaktan potprostor od X® i x ¢ C.
Neka su V' i W disjunktne okoline od x odnosno C (lema 26.4).
Tada je V kompaktan i disjunktan s C, paje V C U. O
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Lokalno kompaktni Hausdorffovi prostori su ,dobri”

Korolar 29.5

Neka je A potprostor lokalno kompaktnog Hausdorffovog X.
Ako je A otvoren ili zatvoren u X onda je A lokalno kompaktan.

Dokaz : A zatvoren: Za x € A neka je C C X kompaktan t.d. sadrzi
neku okolinu U > x. Tada je C N A zatvoren u C,
dakle i kompaktan, i sadrzi okolinu UNAod xu A. /
A otvoren: Za x € A, prema teoremu 29.2, odaberemo okolinu
V C X od x t.d. je V kompaktani V C A.
Tada je C := V C A kompaktan i sadrzi okolinu V od x u A. [

Konacno, iz teorema 29.1 i ovog korolara, dobivamo:

Korolar 29.6

Prostor X je lokalno kompaktan Hausdorffov akko se moze smjestiti
kao otvoren podskup u neki kompaktan Hausdorffov prostor. []
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@ AKSIOMI SEPARACIJE | PREBROJIVOSTI

@ Aksiomi prebrojivosti

@ Aksiomi separacije

@ Normalni prostori

@ Urysonova lema

@ Urysonov teorem o metrizaciji
@ Tietzeov teorem

@ Smjestenja mnogostrukosti
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§30. Aksiomi prebrojivosti

Prvi aksiom prebrojivosti

Definicija 30.1
Prostor X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti ako za svaki x € X
postoji prebrojiva baza okolina tocke x.

Svaki metricki prostor zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti:
{B(x, 1) : ne N} je prebrojiva baza okolina to¢ke x.
Klju¢no svojstvo tih prostora je da, kao i za metricke prostore, vrijedi:

Teorem 30.2

(a) Neka je X topoloski prostor i A C X. Ako postoji niz u A koji
konvergira tocki x € X onda je x € A.
Obrat vrijedi ako X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti.

(b) Neka jef: X — Y. Ako je f neprekidno u tocki x onda za
svaki konvergentan niz x, — x, niz f(x,) konvergira k f(x).
Obrat vrijedi ako X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. [

<
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Drugi aksiom prebrojivosti

Definicija 30.3
Topoloski prostor X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti ako ima
prebrojivu bazu topologije.

Mnogi, iako ne svi, zanimljivi metricki prostori zadovoljavaju drugi
aksiom prebrojivosti. To ée svojstvo biti klju¢no za Urysonov
teorem metrizacije.

Primjeri

e R, R” zadovoljavaju drugi aksiom prebrojivosti.

@ R¥ u produktnoj topologiji zadovoljava drugi aksiom
prebrojivosti: prebrojivu bazu ¢ini familija produkata [],cy Un
gdje su za konac¢no mnogo n-ova U, C R otvoreni intervali s
racionalnim krajevima, a za ostale n je U, = R.
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R“ s uniformnom topologijom i aksiomi prebrojivosti

R“ s uniformnom topologijom zadovoljava prvi (jer je
metrizabilan) ali ne i drugi aksiom prebrojivosti

Tvrdnja: Ako topologija prostora X ima prebrojivu bazu, B,

onda je svaki diskretan potprostor A C X prebrojiv.

Zaista, za svaki a € A neka je B, € B t.d. je BN A= {a}. Tada
za a # b je B, # By, pa dobivamo injekciju a+— B; s Au B./

Neka je A C R potprostor koji se sastoji od svih nizova 0 i 1.
A je neprebrojiv i u uniformnoj topologiji je diskretan, jer za svaka
dva razli¢ita niza a, b € A je p(a, b) = 1.

Dakle, u uniformnoj topologiji R“ nema prebrojivu bazu.
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Aksiomi prebrojivosti — potprostori i produkti

Ponasanje prema potprostorima i produktima je dobro:

Teorem 30.4

Potprostori i prebrojivi produkti prostora koji zadovoljavaju prvi
aksiom prebrojivosti takoder zadovoljavaju prvi aksiom
prebrojivosti.

Analogna tvrdnja vrijedi i za drugi aksiom prebrojivosti.

Dokaz : Ako su B; prebrojive baze prostora X;, i € N, onda je familija
svih produkata []; U;, gdje su U; € B; za kona¢no mnogo
indeksa i, a U; = X; za sve ostale i, prebrojiva baza za []; X;.
Sli¢no se dokazuju ostale tvrdnje. O

Definicija 30.5

Potprostor A C X je gust u X ako je A= X.
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Lindel6fovo svojstvo i separabilnost

Teorem 30.6

Neka topoloski prostor X ima prebrojivu bazu. Tada:

(a) svaki otvoren pokriva¢ od X ima prebrojiv potpokrivac
(Lindeléfovo svojstvo);

(b) postoji prebrojiv podskup koji je gust u X (separabilnost).

Dokaz : Neka je B = {B,} prebrojiva baza topologije od X.

(a) Neka je A otvoren pokriva¢ od X. Za n € N odaberimo, ako je
moguée, A, € A t.d. A, DO B,. U protivnom neka je A, = 0.
Familija A" := {A, : A, # 0, n € N} C A je prebrojiva. Pokazimo
da A’ pokriva X. ZaVxe X,3Ac Atd. jex € A, akako je A
otvoren, 3B, € Btd.jex € B, C A Daklezatajn, 3A,c A
koji sadrzi B, (to ne mora biti ba$ na$ A), pa je x pokriven s A’

(b) Za svaki n odaberimo x, € B,. Skup D := {x,: n € N} je
prebrojiv i gust je u X, jer ga svaki bazni otvoren skup sijeCe. [
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Lindelof & separabilnost vs. 2. aksiom prebrojivosti

Napomena

U metrickim se prostorima Lindel6fovo svojstvo i separabilnost
podudaraju s drugim aksiomom prebrojivosti, ali se opéenito u
topoloskim prostorima sva tri svojstva medusobno razlikuju.

Ry i aksiomi prebrojivosti

Prostor Ry (= R s odozdo grani¢nom topologijom; bazu topologije
¢ine skupovi oblika [a, b)) zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti,
ima Lindel6fovo svojstvo i separabilan je, ali ne zadovoljava drugi
aksiom prebrojivosti.

Dokaz : Skupovi oblika [x, x + %) n € N, ¢ine prebrojivu bazu okolina
tocke x, i olito su racionalni brojevi gusti u Ry.
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Ry nema prebrojivu bazu ali je Lindel6fov

R; nema prebrojivu bazu: Neka je B baza topologije za R,. Za svaki x
odaberimo By € B t.d. je x € By C [x,x + 1).
Za x # y je By # B, pa je familija B neprebrojiva. /

Ry je Lindelofov. Dovoljno je pokazati da svaki pokrivac
A = {[an, ba) }acs baznim skupovima ima prebrojiv potpokrival.
Neka je C := Uqcy(a, ba) C R.
R\ C je prebrojiv: Neka je x € R\ C. Tada x ¢ (a,, ba), @ € J,
pa je x = ag za neki f3.
Odaberimo takav /3 i neka je g € QN (ag, bg).
Tada je (x, gx) = (ag, qx) C (ag, bg) C C.
Zato za x,y € R\ C, ako je x < y onda je gx < g, jer bi inace
bilo x < y < g, < gx, pa bi bilo y € (x,qx) C C.
Zato je preslikavanje x — gx s R\ C u Q injektivno,
pa je R\ C prebrojiv.
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R; nema prebrojivu bazu ali je Lindeléfov (nastavak)

Pokazimo da A ima prebrojiv potpokriva¢: Za svaku tocku iz

R\ C odaberimo neki ¢lan pokrivaca A koji ju sadrzi.

Tako dobivamo prebrojivu familiju A" C A koja pokriva R\ C.
Uzmimo sada na C topologiju potprostora od R.

U toj topologiji C zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti,

pa ima Lindeléfovo svojstvo (teorem 30.3(a)).

Kako je C pokriven familijom {(an, by) : @ € J} koji su otvoreni u R,
dakle otvoreni i u C, to ve¢ njih prebrojivo mnogo (aa,, bay ), (3ay, bas)s - - -
pokriva C, pa je A" = {[aa;, bay ), [0y, bay)s - - - } prebrojiva
potfamilija od A koja pokriva C.

Zato je A’ U A" prebrojiva potfamilija od A koja pokriva R,.  [J
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Potprostor Lindel6fova prostora ne mora biti Lindel6fov

Kvadrat /2 s uredajnom topologijom je kompaktan, pa je
Lindeldfov. Ali potprostor A := [ x (0,1) nije Lindelofov,
tj. Lindelofovo svojstvo nije nasljedno.

I? je kompaktan jer je svaki zatvoren segment u totalno uredenom
skupu koji ima svojstvo supremuma kompaktan (teorem 27.1).
Skup A je jednak uniji medusobno disjunktnih skupova

Ux := {x} x (0, 1) koji su otvoreni u A.

To je neprebrojiv pokrivac od A koji se uopée ne moze reducirati.
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Produkt Lindel6fovih prostora ne mora biti Lindelofov

Ry je Lindelofov prostor, ali njegov kvadrat Sorgenfreyeva daska
R% = Ry X Ry, nije Lindelofov.

Bazu topologije prostora R? &ine produkti [a, b) x [c, d). Neka je
L:={(x,—x): x € Ry}. O¢ito je L C R? zatvoren potprostor.
Pokrijmo R2 otvorenim skupom R32 \ L i baznim skupovima oblika
[a, b) x [—a,d). Svaki od tih skupova sijeCe L u < 1 tocki, a jer je
L neprebrojiv, nikoja prebrojiva potfamilije ne moze pokriti Rf.

L — Sorgenfreyev pravac
A\
(av _a)\ [av b> X [—37 d>
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Regularnost i normalnost

Definicija 31.1
Neka je X Ti-prostor.

X je regularan ako se svaka tocka i zatvoren skup koji ju ne sadrzi
mogu razdvojiti disjunktnim otvorenim okolinama.

X je normalan ako se svaka dva disjunktna zatvorena skupa mogu
razdvojiti disjunktnim otvorenim okolinama.

o 88

Hausdorffov regularan normalan
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Karakterizacija regularnosti i normalnosti

Lema 31.2

Neka je X Ti-prostor.

(a) X je regularan ako i samo ako za svaku tocku x i okolinu
U > x postoji okolina V t.d. jex e V C V C U.

(b) X je normalan ako i samo ako za svaki zatvoren skup A i
okolinu U O A postoji otvoren skup V t.d. jeAC V C V C U.

Dokaz : (a) [= Stavimo B:=X\Uinekasu V>xiWDB
disjunktni otvoreni skupovi. Tadaje VN B =), jerjezay € B
okolina W > y disjunktna s V. Dakle, V C U. /

< Stavimo U := X\ Binekaje V> xtd. je VC U. Tada su
Vi X'\ V disjunktne okoline od x odnosno B. /

(b) Dokaz je isti, samo umjesto x stavimo A. O
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Hausdorffovost i regularnost potprostora i produkata

(a) Potprostor Hausdorffova prostora je Hausdorffov; proizvoljan
produkt Hausdorffovih prostora je Hausdorffov prostor.

(b) Potprostor regularnog prostora je regularan; proizvoljan
produkt regularnih prostora je regularan prostor.

Niti jedna od dviju analognih tvrdnji za normalne prostore ne vrijedi!J

Dokaz : (a) Neka su X, a € J, Hausdorffovi, x #y € [] X,. Tada
postoji B t.d. je xg # yz. Neka su U, V C Xj disjunktne okoline
od xg odnosno yg. Tada su wgl(U) i wgl(V) disjunktne okoline
od x odnosno y.
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Regularnost potprostora i produkata (dokaz)

Dokaz : (b) X regularan, Y C X, B C Y zatvoren, x € Y \ B. Tada je
BNY =B pax¢B. Neka su U, V C X disjunktne okoline od x i
B. Tadasu UNY i VNY traZene disjunktne okoline u Y, od x
odnosno B. /

Neka su X, regularni, X :=[[ X,. X je Hausdorffov, dakle i T.
Neka je x = (x4) € X i U > x okolina. Neka je [] U, bazni otvoren
skup t.d. je x € [[ Uy C U. Za one « za koje je U, # X,, prema
lemi 31.1, postoji otvoren skup V, C X, t.d. je

Xq € Vo C Vo C U,. Za ostale a neka je Vi, i= U, = X,.

Tada je V := [[ V., okolina od x, V = [[ V,, prema teoremu 19.5,
i o¢ito je V C [ U, C U, pa je, prema lemi 31.1, X regularan. [J
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Primjer 1:

Ry je Hausdorffov ali nije regularan
Rg je skup realnih brojeva R s topologijom ciju podbazu cine
otvoreni intervali i komplement skupa K := {1 : n € N}.

Hausdorffovost je oéita. /

Ne-regularnost: K je zatvoren i 0 ¢ K. Pretpostavimo da postoje
disjunktne okoline U > 0i V O K. Neka je (a,b) \ K C U bazni
otvoren skup oko 0. Neka je n dovoljno velik da je % € (a, b),

i neka je (c,d) C V bazni otvoren skup oko *

Konaéno, odaberimo toc¢ku z € <n+1, IHn (c d)

Tadajez€<n+1,n>CU|z€<cd)CV == UnV=0.
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Primjer 2:

Ry je normalan

R, ima finiju topologiju nego R, pa je R, T1-prostor.
Normalnost: Neka su A, B C Ry disjunktni zatvoreni skupovi.

Za svaki a € A neka je [a, x5) bazni otvoren skup koji ne sijece B
(takav postoji jer a ¢ B = B), i za svaki b € B neka je [b, x5)
bazni otvoren skup koji ne sijece A. Tada su U := J,cpla, xa) i
V' := Upepl[b, xp) disjunktne okoline od A odnosno B.

Naime, kada bi bilo UN V # () postojalibiac€ Ai b e B t.d. je
[a,x2) N [b, xp) # 0. Tada bi, ako je npr. a < b, bilo b € [a, x,),
tj. bilo bi [a,x,) N B # 0.
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Primjer 3:

Sorgenfreyeva daska Rg = Ry x Ry je regularna ali nije normalna

Ry je normalan, dakle i regularan, pa je R, x R, regularan.

Pretpostavimo da je RZ normalan i neka je L := {(x, —x) : x € Ry}
Sorgenfreyev pravac. L je zatvoren u R% i ima diskretnu
topologiju, pa je svaki podskup A C L zatvoren u ]R%. Dakle, za
svaki ) £ A C L postoje disjunktni, u R% otvoreni, skupovi Uy D A
i Va2 L\ A. Skup D racionalnih tocaka u R% je gust u R%.
Definirajmo 6: P(L) — P(D) sa 6(A) :=DNUasza® #AC L,
6(0) :=0; 6(L) := D.

0 je injekcija: Za ) # A C L je 6(A) = DN Up neprazan i # D, jer
je DNV # (). Treba pokazati da za neki drugi ) # B C L je
0(B) # 6(A). Neka je npr. x € A\ B. Tada je x € L\ B pa je

x € UaN Vg, $to je otvoren skup, pa postoji y € (UanN V)N D.
Dakle, y € Ua iy ¢ Ug paje DN Ua # DN Ug, tj. 0 je injekcija. f
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Primjer 3 (nastavak):

Kako je skup D prebrojivo beskonacan a L je neprebrojiv, postoji
injekcija ¢: P(D) — L (jer je 280 =¢).

Stoga je kompozicija P(L) = P(D) %5 L injektivno
preslikavanje s P(L) u L =< teorem 7.8.

Primjer potprostora normalnog prostora koji nije normalan pokazat
¢emo kasnije.
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Normalni prostori

Dobra klasa prostora jer sadrzi metrizabilne i parakompaktne prostore.
Prvi vazan teorem je

Svaki regularan prostor s prebrojivom bazom je normalan. \

Dokaz : Neka su A, B C X disjunktni zatvoreni skupovi a B prebrojiva baza.
Svaki a € A ima okolinu W koja ne sijeCe B i postoji okolina Wj
t.d. jea€ Wy C W1 C W, pa onda postoji bazna okolina od a
sadrzana u Wy. Tako dobivamo prebrojiv pokriva¢ skupa A
otvorenim skupovima, nazovimo ih U,, t.d. je U,N B =10, n€ N.
Analogno dobivamo prebrojiv otvoren pokriva¢ {V,} skupa B t.d.
jeV,NA=0,neN. Nekaje U:=JU,iV:=V,. Tosu
okoline skupova A odnosno B, ali ne nuzno disjunktne.
Zato definiramo U/, := U, \ U™, V;i V), := V,\U", U;.
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uz dokaz teorema 32.1

_

SN\

A

%

.

NN\

N
N\

N

Z

Skupovi U :=U,en Uy i1 V' = Upen V, su trazene disjunktne
okoline skupova A odnosno B. []



Opéa topologija
4. AKSIOMI SEPARACIJE | PREBROJIVOSTI
§32. Normalni prostori

Normalnost metrizabilnih i kompaktnih Hausdorffovih prostora

Svaki je metrizabilan prostor normalan.

Dokaz : U := f~1([0, %)) i V:=f~1((3,1]) su disjunktne okoline

disjunktnih zatvorenih skupova A i B, gdje je f(x) := %. O

Svaki kompaktan Hausdorffov prostor je normalan. \

Dokaz : Prema lemi 26.4, kompaktan Hausdorffov prostor je regularan.

Neka su A, B C X disjunktni zatvoreni skupovi.

Za svaki a € A neka su U, i V, disjunktne okoline od a odnosno B.
Familija {U,}aca je otvoren pokrivaé skupa A, pa zbog
kompaktnosti postoji konadan potpokrivaé {U,,, ..., Ua, }.

Tada su skupovi U := Uy U---UU,, i V=V, N---NV,,
disjunktne okoline skupova A odnosno B. O
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Normalnost dobro uredenih prostora

Teorem 32.4
Svaki je dobro ureden skup s uredajnom topologijom normalan.

Dokaz : Svaki interval oblika (a, y] je otvoren: Zaista, ako je y maksimum
DUS-a X onda je (a, y] bazni otvoren skup. Inale je (a,y] = (a,y’) gdje
je ¥y’ neposredni sljedbenik od y. /

Neka je ag minimum skupa X (minimum postoji jer je X DUS).

Neka su A, B C X zatvoreni disjunktni i neka ne sadrze ag.

Svaki a € A ima baznu okolinu koja ne sijeCe B, i u njoj postoji interval (x, a].
Za svaki a € A odaberemo takav interval (x,, a] disjunktan s B.

Sli¢no, za svaki b € B odaberemo (ys, b] disjunktan s A. Skupovi

U :=U,calxara] i V :=Upcp(yp, b] su okoline od A odnosno B.
Tvrdnja: UNV =1(. Ako je z€ UN V onda je z € (x5, a] N (yp, b] za
neke a € A, b € B. Neka je a < b. Tada je a > yj tj. a € (yp, b], =<.
Neka je ag € A. Skup {ap} je otvoren i zatvoren pa prema dokazanom
postoje disjunktne okoline U D A\ {ap} i V 2 B. Tadasu UU{a} iV
trazene disjunktne okoline od Ai B. O
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Dva primjera za vjezbu (dokazi za zadacu!)

Neprebrojiv produkt R” nije normalan (dokaz nije jednostavan!)
Ovaj primjer pokazuje sljedece:
© Regularan prostor ne mora biti normalan.

@ Potprostor normalnog prostora ne mora biti normalan
(R’ = (0,1)7 C [0,1]’, koji je, prema Tihonovljevu teoremu,
kompaktan Hausdorffov, dakle i normalan).

© Neprebrojiv produkt normalnih prostora ne mora biti normalan.

v

Sa x Sq nije normalan (ovaj je primjer nesto jednostavniji)

| ovaj primjer pokazuje tri stvari:
© Regularan prostor ne mora biti normalan.
@ Potprostor normalnog prostora ne mora biti normalan.

© Produkt dvaju normalnih prostora ne mora biti normalan.
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A sada ,pravi’ teoremi:

Teorem 33.1 (Urysonova lema)

Neka je X normalan prostor, A, B C X disjunktni zatvoreni
skupovi. Tada postoji neprekidna funkcija f: X — [0,1] t.d. je
f(x)=0zaxeAif(x)=1zaxeB.

Dokaz : Neka je Q :=QN|[0,1]. Za sve g € Q definirat ¢emo otvorene
skupove U, t.d. za p < q vrijedi U, C U,. Skup Q je prebrojiv pa
ga mozemo numerirati, tj. ,svrstati u niz". Neka su prva dva ¢lana
toga niza 1i 0. Neka je Uy := X\ B. AC U; pa 3 otvoren U t.d.
je AC Uy C Ug C U. Opéenito, neka je Q, skup prvih n &lanova
niza Q i neka su za sve q € Q, ve¢ definirani otvoreni skupovi Ug
t.d. je Up C U, &im je p < q. Neka je r € Q sljedeéi u nizu, tj.
Qn+1 = QU {r}. S obzirom na ,obi¢an” uredaj u R, Qn+1 je
totalno ureden. Kako je r 20 i r # 1, u Qn11 postoji neposredan
prethodnik p i neposredan sljedbenik q.
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dokaz Urysonove leme (nastavak)

Skupovi U, i Ug su veé definirani i vrijedi U, C Ug. Zbog
normalnosti postoji otvoren skup U, t.d. je U, C U, C U, C U,.
Lako se vidi da za sve s < t u Q41 vrijedi Us C U;. Tako su
induktivno definirani skupovi Ug za sve g € Q. Prosirimo tu
definiciju na sve g € Q stavljajuéi Ug :=0 za g <0, i Uy := X za
g > 1. Sada za sve p, g € Q vrijedi U, C U &im je p < q.
Za svaki x € X definirajmo skup Q(x) :={g€ Q: x € Ug}.
Otito je Q(x) odozdo omeden i inf Q(x) € [0, 1].
Definirajmo f: X — [0, 1] formulom

f(x) =infQ(x) =inf{ge Q: x € Ug}.
f je trazena funkcija: Za x € A je x € Ug za sve g > 0 pa je
f(x)=0.Zaxe B x¢ Ugzaq<1,pajef(x)=1
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dokaz Urysonove leme (kraj)

Za dokaz neprekidnosti trebamo dvije tvrdnjice:
(1) xe Uy = f(x)<q: Zax€e Ugjex € Us,Vs>q, paQ(x)
sadrzi sve racionalne brojeve > q. Stoga je f(x) =infQ(x) < q./
(2) x ¢ Uy = f(x) > q: Ako x ¢ U, onda x ¢ Us za sve s < q,
pa Q(x) ne sadrzi brojeve < q. Stoga je f(x) =infQ(x) > q./
f je neprekidna: Za xg € X i (c,d) 3 f(xo) treba naéi otvoren U 3 xp
t.d. je f(U) C (c,d).
Nekasu p,geQtd. jec < p<f(x)<g<d.
Tvrdnja: U := U, \ U, je traZena okolina od xg.

Prvo, xo € U jer f(x0) < q (:2>) x0 € Ug, a f(x0) > p (:1>) ogéU

Drugo, pokazimo da je f(U) C (c,d). Zax € Ujex € U, C Uy
pa je zbog (1) f(x) < g < d. S druge strane x ¢ U, pa x ¢ U
te zbog (2) vrijedi f(x) > p > c. D
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Funkcionalna separabilnost

Definicija 33.2

Ako za podskupove A, B C X postoji neprekidna funkcija
f: X —[0,1] t.d. je f(A) ={0}i f(B) ={1}

onda kazemo da se A i B mogu funkcijski separirati.

Urysonova lema pokazuje da je X normalan akko se disjunktni
zatvoreni podskupovi mogu funkcijski separirati. Medutim,
analogna tvrdnja u regularnim prostorima ne vrijedi—tocka i
zatvoren skup ne mogu se uvijek funkcijski separirati.

Definicija 33.3

Ti-prostor X je potpuno regularan ako za svaki zatvoren skup A
i to¢ku xg ¢ A postoji neprekidna funkcija f: X — [0,1] t.d. je
f(xo)=1if(A)={0}.

Vrijedi:  {normalni} C {potpuno regularni} C {regularni}
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Potpuna regularnost potprostora i produkata

Teorem 33.4

Potprostor potpuno regularnog prostora je potpuno regularan.
Produkt potpuno regularnih prostora je potpuno regularan.

Dokaz: Y C X, AC Y zatvorenixg € Y\ A Zbogje A=ANY,
xp & A pa postoji f: X — [0,1] t.d. je f(x0) = 1i f(A) = {0}.
Restrikcija f|Y: Y — [0, 1] je trazena funkcija. /
Neka je X := [] X, produkt potpuno regularnih prostora, A C X
zatvoren i b = (b,) € X \ A. Neka je b e [T U, C X\ A, gdje je
Uy = X, 0osim za a = aq, ..., ap, i neka su fi: Xy, — [0,1],
i=1,....n td. je fi(by,) =1i fi(Xy \ Us;) = {0}. Funkcije
$i(x) := fi(ma,(x)) su neprekidne i i§€ezavaju izvan 7y !(Uy,).
Produkt f(x) := ¢1(x) - ¢a(x) - - - - - dn(x) je trazena funkcija jer je
f(b) =1 f is¢ezava izvan [[ Uy, pa je jednaka 0 na A. O
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Primjer

Rf i Sq x Sq su potpuno regularni ali ne i normalni

Oba su produkti normalnih, dakle i potpuno regularnih prostora. [

Postoje regularni prostori koji nisu potpuno regularni, ali su takvi
primjeri mnogo slozeniji.
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Urysonov teorem o metrizaciji

Prema teoremu 32.1 svaki je regularan prostor s prebrojivom
bazom normalan. Vrijedi, medutim, mnogo vise:

Teorem 34.1 (Urysonov teorem metrizacije)

Svaki regularan prostor s prebrojivom bazom je metrizabilan.

Dokaz : Pokazat ¢emo, i to na dva nacina, da se X moZe smjestiti u
neki metricki prostor. Dokazimo najprije:

Tvrdnja: Postoji niz neprekidnih funkcija f,: X — [0, 1] t.d. za svaki xop € X
i svaku okolinu U 3 xg postoji n € N t.d. je f,(xp) > 0i f,|X\U = 0.

Neka je {B,} prebrojiva baza i za sve n,m t.d. je B, C By, neka je
gnm: X — [0,1] t.d. je gn.m(Bn) = {1} i gn,m(X\Bm) = {0} (normalnost)
Za U > xg postoji B, t.d. je xo € B, C U, pa zbog regularnosti

postoji B, t.d. je x0 € B, C B, C B, Tada je gnm(x)=1>0i

&nm| X\ U=0. Familija {g,m} je prebrojiva, pa prenumeracijom
dobivamo recene funkcije f,, n € N.
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Urysonov teorem metrizacije (1. dokaz)

Prvi dokaz: Definirajmo F: X — R s F(x) := (fi(x), fa(x),...).
F je neprekidna jer R“ ima produktnu topologiju.
F je injekcija jer za x # y postoji n € N t.d. je f,(x) > 0i f(y) = 0.
Tvrdnja: F: X — F(X) C R¥ je otvoreno preslikavanje, pa je F
homeomorfizam s X na potprostor F(X) metrickog prostora R“.
Neka je U C X otvoren. Za zg € F(U) neka je xp € U t.d. je
F(x0) = zp i neka je N € N t.d. je fy(xo) > 0i fy(X \ U) = {0}.
Neka je V := 77,(,1((0, +00)) CR¥. V je otvoren, pa je skup
W := V N F(X) otvoren u F(X).
Pokazimo da je zg € W C F(U).
Prvo, zp e W jer je 7TN(20) = 7TN(F(X0)) = fN(Xo) > 0.
Drugo, zasvakiz € W je z = F(x) zaneki x € X, imn(z) € (0, 400).
Kako je 7TN(Z) = WN(F(X)) = fN(X) i fN’ X\U = 0, mora biti x € U.
Stoga je z = F(x) € F(U), t.j. W C F(U). q.e.d. prvog dokaza
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Urysonov teorem metrizacije (2. dokaz)

Drugi dokaz: Sada éemo X smjestiti u R¥ s uniformnom metrikom p,
zapravo u potprostor [0, 1]“ gdje je p(x,y) = sup; |xi — yil-
Neka su f,, n € N, funkcije iz tvrdnje na pocetku dokaza,
uz dodatni uvjet da je f,(x) < 1 za sve x (npr. F = 1f).
Opet definiramo F: X — [0,1]¥ s F(x) := (f(x), f2(x),...),
i tvrdimo da je F smjeStenje s obzirom na p.
Iz prvog dokaza znamo da je F: X — F(X) bijekcija, i da je,
s obzirom na produktnu topologiju na [0, 1], otvoreno preslikavanje.
Kako je uniformna topologija finija od produktne, F: X — F(X) je
otvoreno i u uniformnoj topologiji.

Treba jo$ pokazati da je F neprekidno i u uniformnoj topologiji.
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Urysonov teorem metrizacije (2. dokaz — nastavak)

Neka je xo € X i e > 0.

Odaberimo N € N t.d. je % < g, i neka su U; 2 xp okoline t.d. je
Ifi(x) — fi(xo)| <ezasvexe U, i=1,...,N.

Neka je U := Ui N---N Up.

Tvrdimo da je F(U) C B;(F(xo),¢€).

Neka je x € U. Za i < N je |fi(x) — fi(x0)| <€,

azai> N je|fi(x) — fi(x)| < 3 < & <e (jerje fir X = [0,1]).
Stoga je p(F(x), F(xo)) = sup; |fi(x) — fi(x0)| < € za sve x € U,
pa je F neprekidno preslikavanje. O



Opéa topologija
4. AKSIOMI SEPARACIJE | PREBROJIVOSTI
§34. Urysonov teorem o metrizaciji

Teorem o smjeStenju

Prvi dokaz Urysonova teorema metrizacije pokazuje i vise:

Teorem 34.2 (Teorem o smjestenju)

Neka je X Ti-prostor i neka je {fy}acy indeksirana familija
neprekidnih funkcija f,: X — R takvih da za svaku tocku xg € X

i svaku okolinu U 3 xg postoji o € J t.d. je fo(x0) >0 i

fo] X \ U = 0. Tada je funkcija F: X — R definirana s

F(x) := (fa(x))acy, smjestenje prostora X u R’ (s produktnom
topologijom). Ako f,, preslikavaju X u [0,1] onda F smjestava X u
[0,1])7 (s produktnom topologijom).

v

Dokaz je gotovo identican prvom dokazu Urysonova teorema
metrizacije. Treba samo R* zamijeniti s R”.
Svojstvo T; treba za injektivnost preslikavanja F.
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Karakterizacija potpune regularnosti

Definicija 34.3

Za familiju {f, }acy realnih funkcija kao u prethodnom teoremu, tj.
takvih da za svaku tocku xp i svaku okolinu U 3 xp postoji « t.d.
je fa(x0) > 0 fo(X \ U) = {0}, kazemo da razdvaja tocke od
zatvorenih skupova.

U T;-prostorima je postojanje takve familije funkcija ekvivalentno
potpunoj regularnosti (o¢ito), pa, prema teoremu 34.2 o smjestenju,
imamo:

Teorem 34.4

Prostor X je potpuno regularan ako i samo ako je homeomorfan
nekom potprostoru od [0,1]7 za neki J.
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Tietzeov teorem o prosSirenju preslikavanja

Teorem 35.1 (Tietzeov teorem)

Neka je X normalan prostor i A C X zatvoren potprostor.

(a) Svako se neprekidno preslikavanje f: A — [a, b] C R moZe
prosiriti do neprekidnog preslikavanja F: X — [a, b].

(b) Svako se neprekidno preslikavanje f: A — R moZe prosiriti do
neprekidnog preslikavanja G: X — R.

v

Dokaz : Konstruirat ¢emo niz neprekidnih funkcija na X koji uniformno
konvergira, i na A sve bolje i bolje aproksimira f.

1. korak: Najprije ¢emo definirati jednu posebnu funkciju g na X koja
wnije prevelika” i na A , kako-tako aproksimira” f. Tocnije, neka je
f: A— [—r,r]. Konstruirat ¢emo g: X — R t.d. je

lg(x)| < 3r, xeX
lg(a) — f(a)] < %r, acA.
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dokaz Tietzeova teorema (nastavak)

Podijelimo segment [—r, r] na tri dijela:
[—r,r]=[-r, —%r] U [—%r, %r] U [%r, rl="hUhUlb,

i neka su B:=f~1(h)i C:=f1(h). Bi C su zatvoreni u A pa
onda i u X, pa prema Urysonovoj lemi, postoji neprekidna funkcija

g: X = [—%r, %r]
t.d. je g(x )——%rzaxe B
i g(x) =1rzax e C.
Ocito je |g( )| < irzasvex.
Pokazimo drugu nejednakost.
Zaac Bjef(a), g(a) € h,
zaa€ Cjef(a), g(a) € h,
azaa¢ BUCjef(a), g(a ) E l2,
pa je uvijek [g(a)—f(a)| <
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dokaz Tietzeova teorema (2. nastavak)

2. korak: Dokazimo (a). Neka je f: A — [—1, 1] neprekidna funkcija.
Prema 1. koraku (za r = 1) postoji g1: X — R t.d. je

<3 x € X,
f(a) —&(a)| < 3, acA.
(f —g1)(A) € [—%, %] pa 1. korak za r = % daje go: X = R t.d. je
l&2(x)| < 5-3, x € X,
f(a) — g1(a) — &2(a) < (3)?, acA.

Sada primijenimo 1. korak na funkciju f — g1 — g», itd.
Dobivamo niz funkcija g,, n € N, t.d. je

&) <3 xeX, (3)
f(a) —g1(a) = - — ga-1(a) — gn(a)| < (3)", acA. (4)
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dokaz Tietzeova teorema (3. nastavak)

Sada definiramo F: X = R s

= i gn(x)
n=1

F je neprekidna i F(X) C [-1,1] (red > gn konvergira uniformno
jer je dominiran redom Z%(%) , i suma mu je po modulu <1).
Ostaje pokazati da je F|A = f. Prema (2), za a € A vrijedi

Zg, <

pa red Y gi(a) konvergira k f(a) za sve a € A.

w\r\)

q.e.d. (a)
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dokaz Tietzeova teorema (kraj)

3. korak: Dokazimo (b). R mozemo zamijeniti intervalom (—1,1) (jer
su homeomorfni), pa neka je f: A — (—1,1) neprekidna funkcija.
Prema (a), postoji neprekidno prosirenje F: X — [—1,1], ali je to
preslikavanje u segment [—1,1], a treba u otvoren interval (—1,1),
pa ¢emo ga ,,popraviti” jednostavnim trikom.

Neka je D := F~1({—1,1}) C X. Skup D je zatvoren,

a jer je F(A) = f(A) C (—1,1), disjunktan je s A.

Prema Urysonovoj lemi, postoji ¢: X — [0,1] t.d. je ¢(D) = {0} i
¢(A) = {1}. Definirajmo G(x) := F(x) - ¢(x). Funkcija G je
neprekidna i proSiruje f jerza a € A je G(a) = F(a)-¢(a) = f(a)-1.
Konaéno, G(X) C (—1,1) jer za x € D je G(x) = F(x)-0=0,
azax ¢ Djel|F(x)|<1paje|G(x) <|F(x)-1<1. O
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Topoloske mnogostrukosti

Za razliku od regularnih prostora s prebrojivom bazom koji se, kao
Sto smo vidjeli u Urysonovu teoremu metrizacije, mogu smjestiti u
,beskonacno-dimenzionalni” euklidski prostor R“, mnogostrukosti
su vazna klasa prostora koji se mogu smjestiti u
konacno-dimenzionalni euklidski prostor.

Definicija 36.1

Topoloska n-mnogostrukost je Hausdorffov prostor s prebrojivom
bazom i takav da svaka tocka ima okolinu homeomorfnu nekom
otvorenom podskupu od R".

1-mnogostrukosti se ¢esto nazivaju krivuljama (iako se taj termin
Cesto rabi i za mnogo opéenitije 1-dimenzionalne prostore), a
2-mnogostrukosti se Cesto nazivaju plohama.
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Particija jedinice

Nosa¢ funkcije ¢: X — [0,1] je zatvorenje skupa ¢~1((0,1]),
oznaka: supp ¢. Dakle, ako x ¢ supp ¢ onda postoji okolina oko x
na kojoj ¢ is¢ezava.

Definicija 36.2

Neka je {Ui, ..., U,} konacan indeksiran otvoren pokriva¢ prostora X.
Za indeksiranu familiju neprekidnih funkcija ¢;: X — [0,1],
i=1,...,n, kazemo da je particija jedinice podredena pokrivacu {U;}
ako je:

(1) supp¢; C U; za sve i;

(2) Y01 0i(x) =1 za sve x.

Teorem 36.3 (Postojanje konaéne particije jedinice)

Za svaki konacan otvoren pokriva¢ {Us, ..., U,} normalnog
prostora X postoji njemu podredena particija jedinice.
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dokaz

Dokaz : To je dokaz koji smo napravili u Analizi. Ukratko:

1. korak: sazimanje pokrivaca. Koristeéi se normalnos¢u prostora X,
pokriva¢ {Ui, ..., Uy} zamijenimo otvorenim pokrivacem
{V1,..., V,} t.d. za sve i vrijedi V; C U;.

2. korak: Zadani pokriva¢ {Us, ..., Uy} sazmemo do pokrivaca
{V1,..., V,}, a njega sazmemo do pokrivaca {W4,..., Wy},
pazasvak|/|mamoW CV,CV;CU.

Prema Urysonovoj lemi za svaki i neka je ¢;: X — [0,1] t.d. je
%) = 1) (X ) = (0). Kakole w7((0,1]) € Vi,
to je supp®; C V; C U;. Konaéno definiramo ¢;(x) := .

21 i)

Funkcije ¢1, ..., ¢, Cine trazenu particiju jedinice. O

Kasnije, u vezi s parakompaktnoséu, bavit ¢emo se i particijama
jedinice i otvorenim pokrivacima koji ¢e biti beskonacni, ¢ak
neprebrojivi.
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Smijestavanje mnogostrukosti

Teorem 36.4

Svaka se kompaktna n-mnogostrukost moZe smjestiti u RN za neki N.

Dokaz : Neka je {Us,..., Uc} pokriva¢ od X otvorenim skupovima koji
se mogu smjestiti u R” i neka su gj: U; — R" smjestenja.
Neka je ¢1,..., ¢k particija jedinice podredena pokrivacu {Ui, ..., Uk}
Zai=1,..., k definirajmo

y e by .o ) Qi(X)-8i(x) ,xeU
hi: X - R Sh’(x)'_{0:(0,...,0),xeX\supp¢,.

Sada definirajmo F: X — R x -+ x RxR" x --- x R"

k k
formulom F(x) := (¢1(x), ..., ¢k(x), h1(x), ..., hx(x)).
Preslikavanje F je neprekidno, a da je smjestenje, zbog
kompaktnosti od X, dovoljno je pokazati injektivnost.
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dokaz: F je injektivno

Neka je F(x) = F(y). tj. ¢i(x) = ¢i(y) i hi(x) = hi(y) za sve i.
Kako je ¢i(x) > 0 za neki i, to je i ¢;j(y) > 0, pasu x,y € U;.
Tada je

¢i(x) - gi(x) = hi(x) = hi(y) = ¢i(y) - &i(y)

pa je gi(x) = gi(y). Kako je g; smjestenje, dobivamo x = y. O
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© TIHONOVLJEV TEOREM

@ Tihonovljev teorem
@ Stone-Cechova kompaktifikacija
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Sto zelimo i u ¢emu su poteskoce

Zelimo dokazati da je proizvoljan produkt kompaktnih prostora kompaktan.
»Imitiranje” dokaza za produkt dva kompakta nije jednostavan: treba
dobro urediti indeksni skup i koristiti se transfinitnom indukcijom.

Mi ¢emo za dokaz rabiti centrirane familije, ali i tu ima poteskoca:

o4 (x1, x2)

X2 &

N
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Postojanje maksimalne centrirane familije

Neka je X skup i A centrirana familija podskupova od X
(ne moraju biti zatvoreni— X je samo skup!). Tada postoji
maksimalna centrirana familija M podskupova od X koja sadrzi A.

Dokaz : Neka je 2 kolekcija svih centriranih familija B podskupova od X
koje sadrze familiju \A. Pomocu Zornove leme, pokazat ¢emo da
parcijalno uredena kolekcija (2(, C) ima maksimalan element M.
Pokazimo da svaka totalno uredena potkolekcija 8 C 2 ima u 2
gornju medu. Dovoljno je pokazati da je familija C := Ugep B
centrirana—da sadrzi A i da je gornja meda je ocito.

Neka su Ci,...,C, €Cinekasu B; € B t.d. je C; € B;.
{Bi,...,B,} C B, pa zbog totalne uredenosti postoji k t.d. je

B; C By za sve i. Stoga su Cy,...,C, € By, a kako je familija By
centrirana, C; N---N C, # 0, tj. C je centrirana. O
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Dva svojstva maksimalne centrirane familije M

Neka je M neka maksimalna centrirana familija podskupova skupa X.

(a) Svaki je konacan presjek ¢lanova od M takoder ¢lan od M.
(b) Ako neki A C X sijece svaki ¢lan familije M onda je A € M.

Dokaz : (a) Neka je B= M N---N M), M € M. Pokazemo li da je
familija M* := M U {B} centrirana, zbog maksimalnosti bit ¢e
M* =M, tj. BE M. Noza Mi,..., My € M* je
My N---N My # () bez obzira je li neki M; jednak B ili ne.

(b) Pokazemo li da je familija M* := M U {A} centrirana, zbog
maksimalnosti bit ¢e A € M. Neka su My, ..., My € M*. Ako su
svi M; # Aonda je My N---N My # (). Ako je neki od M; jednak A,
npr. My = A, onda je zbog (a), My N---N Mx_1 € M, pa je
(Min---NMg_1)NMg=(MiN---NMe_1)NA#D. O
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Proizvoljan produkt kompaktnih prostora je kompaktan

Teorem 37.3 (Tihonovljev teorem)

Proizvoljan produkt kompaktnih prostora je kompaktan prostor.

Dokaz : Neka je X = [[,c X, gdje su svi X, kompaktni, i neka je A
centrirana familija podskupova od X. Dovoljno je pokazati da je
Naca A # 0. Neka je M maksimalna centrirana familija
podskupova od X koja sadrzi A (takva postoji prema lemi 37.1).
Dovoljno je pokazati da je yepy M # 0. Za o € J neka je
7o X — X, projekcija. Familija {mo(M) : M € M} je centrirana,
pa je i familija {mo(M) : M € M} centrirana,
te zbog kompaktnosti od X, postoji Xo € e Ta(M).

Neka je x := (xo)acy. PokaZimo da je x € M za sve M € M,
i time ¢e dokaz biti gotov.
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dokaz (nastavak)

Tvrdnja: Ako je x € 7r/§1(U3) za neki podbazni element, onda
77[;1((13) sijeCe svaki M € M. Skup Ug je okolina tocke xg. Kako
je, prema definiciji tocke x, xg € mg(M), Ug sijece mg(M), pa
postoji y € M t.d. je ms(y) € Ug N mg(M).

Stoga jey € ng(Ug) nM.

Prema lemi 37.2(b), svaka podbazna okolina to¢ke x pripada
familiji M, pa onda zbog (a), i svaka bazna okolina tocke x
pripada familiji M. Kako je familija M centrirana, zaklju¢ujemo
da svaka bazna okolina tocCke x sijeCe svaki ¢lan familije M, pa je
X € M zasve M € M. O
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Kompaktifikacija

Jednotockovna kompaktifikacija koju smo ranije vidjeli, u
izvjesnom je smislu ,minimalna” kompaktifikacija.

Stone-Cechova kompaktifikacija je ,,maksimalna” kompaktifikacija,
i osim za topologiju, vrlo je vazna za analizu.

Definicija 38.1

Kompaktifikacija prostora X je kompaktan Hausdorffov prostor Y
t.d. je X njegov gust potprostor, tj. X = Y. Dvije kompaktifikacije
Y1 i Y prostora X su ekvivalentne ako postoji homeomorfizam

h: Y1 — Y, t.d. je h(x) = x za sve x € X.

Nema svaki prostor kompaktifikaciju. Ali ako X ima
kompaktifikaciju Y, onda X mora biti potpuno regularan (jer je
potprostor kompaktnog Hausdorffovog, dakle i potpuno regularnog
prostora, a to je svojstvo nasljedno, vidi teorem 33.2).
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Kompaktifikacija inducirana smjestenjem

Ali vrijedi i obrat: ako je X potpuno regularan onda se moze
smjestiti u kompaktan Hausdorffov prostor [0,1]” za neki J
(teorem 34.3), a kako pokazuje sljedeca lema, svako takvo
smjestenje daje jednu kompaktifikaciju.

Lema 38.2

Neka je X prostor a h: X — Z smjeStenje u neki kompaktan

Hausdorffov prostor Z. Tada postoji pripadna kompaktifikacija Y
od X i ona ima svojstvo da postoji smjestenje H: Y — Z t.d. je
H|X = h. Kompaktifikacija Y jedinstvena je do na ekvivalenciju.

Y nazivamo kompaktifikacijom induciranom smjestenjem h.
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Dokaz leme

Dokaz : Neka je Xo := h(X) C Z i neka je Yo := Xo. Kako je Yo
kompaktan Hausdorffov, Yy je kompaktifikacija od Xp.
Konstruirajmo prostor Y O X t.d. je par (Y, X) homeomorfan
paru (Yo, Xp). Neka je A skup disjunktan s X za koji postoji
bijekcija k: A — Yy \ Xo. Neka je Y := X U A i definirajmo

h(x), x e X

k(x),x e A’

Topologiju na Y definiramo t.d. je U C Y otvoren akko je H(U)

otvoren u Yp. H je automatski homeomorfizam, i X je potprostor

od Y jer je HX = h koji je homeomorfizam X = Xj.

bijekciju H: Y = Yy s H(x) := {

Kompozicija Y A, Yy — Z je trazeno smjesStenje od Y u Z.
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Dokaz leme (nastavak)

Jedinstvenost: Neka su Y; kompaktifikacije od X a H;: Y; — Z, i =1,2,
smjestenja koja prosiruju h.
Kako su H; neprekidna preslikavanja i H;(X) = h(X) = Xp, mora
biti H;(Y;) = H;(X) C Xo. Ali H;(Y;) sadrZi Xp i zatvoren je (zbog
kompaktnosti), pa je Xo C H;(Y;). Stoga je Hi(Y:) = Xp pa je
H2_1 o Hi: Y1 — Y, homeomorfizam koji je identiteta na X. O
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Nekoliko kompaktifikacija intervala

Opcenito postoji mnogo razli¢itih kompaktifikacija nekog prostora.

Primjer: Tri kompaktifikacije intervala X = (0, 1)

@ Neka je h: (0,1) — S definirano s h(t) := (cos 27t, sin 27t).
Kompaktifikacija inducirana smjestenjem h ekvivalentna je
jednotockovnoj kompaktifikaciji (0,1)* intervala (0, 1).

@ Segment [0, 1] je ,,dvotockovna” kompaktifikacija intervala (0,1).

© Neka je h: X = (0,1) < [0,1]x[-1,1] C R?
smjestenje dano s h(x) = (x,sin ).
=
je drugacija od prve dvije: desnom kraju UU \/
dodana je jedna tocka a lijevom — Citav 0,31 > [=1.1]

segment. l

Prostor Yy = h(X) je topoloska sinusna
krivulja.  Kompaktifikacija Y intervala |
(0,1) inducirana smjeStenjem h sasvim
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Prosirivost preslikavanja na kompaktifikaciju

Osnovno pitanje kod proucavanja kompaktifikacija je sljedece:
,Pod kojim se uvjetima neprekidna realna funkcija definirana na
prostoru X, moze neprekidno prosiriti na kompaktifikaciju Y?"
Omedenost takve funkcije ocito je nuzna. Ali nije i dovoljna:

Moguénost prosirenja funkcije f: X = (0,1) — R na kompaktifikaciju

@ f se moze neprekidno prosiriti na jednotockovnu
kompaktifikaciju S ako i samo ako postoje limesi
limy—0+ f(x) i limy_1— f(x) i jednaki su.

@ f se moze neprekidno prosiriti na dvotockovnu
kompaktifikaciju [0, 1] ako i samo ako postoje navedeni limesi
(ali ne moraju biti jednaki).
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Jos o prosirivosti preslikavanja na kompaktifikaciju

© Ako navedeni limesi postoje onda se f moze prosiriti i na
kompaktifikaciju Y u 3. primjeru (topoloska sinusna krivulja).
Ali postojanje tih limesa nije viSe nuzno.

| funkcija f(x) = sin L moze se prosiriti na kompaktifikaciju Y.

Naime, ako na kompaktifikaciju intervala X = (0,1) gledamo

kao na Yo = h({0,1)) C [0,1] x [-1,1] € R?, onda je funkcija

f zapravo projekcija m2|h((0,1)), i m2| Yo je ocito njezino

neprekidno prosirenje na Yjp.

Tocénije, ako je H: Y < [0,1] x [—1, 1] smjeStenje kao u

lemi 38.1, H|X = h, onda je kompozicija

y & [0,1] x [-1,1] B3 R trazeno progirenje funkcije f.
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|deja u pozadini Stone-Cechove kompaktifikacije

Kompaktifikacija u posljednjem primjeru bila je inducirana
smjedtenjem h: (0,1) — R? ¢&ije su komponente bile funkcije
X X i x> sin % Pokazalo se da obje funkcije dopustaju
neprekidno prosirenje na kompaktifikaciju Y.

To nam daje sljedecu ideju: ako imamo cijelu familiju omedenih
neprekidnih realnih funkcija na X, upotrijebimo ih kao komponente
smjedtenja prostora X u R7 za neki J.

Tako ¢emo dobiti kompaktifikaciju od X na koju e se svaka
funkcija nase familije modéi neprekidno prosiriti.

Kako to to¢no napraviti, govori sljedeéi teorem:
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Kompaktifikacija s ,univerzalnim” svojstvom prosirenja

Teorem 38.3 (o kompaktifikaciji s univerzalnim svojstvom proSirenja)

Neka je X potpuno regularan prostor. Postoji kompaktifikacija Y
od X sa svojstvom da svaka omedena neprekidna funkcija
f: X — R dopusta jedinstveno neprekidno prosirenje Y — R.

Dokaz : Neka je {fy}acs familija svih omedenih neprekidnih realnih
funkcija na X. Za svaki a € J neka je I := [inf fy,sup fy] D fo(X).
Definirajmo h: X — [ ey lo formulom h(x) := (fu(x))acy-

Kako je X potpuno regularan, familija {f,} razdvaja tocke od
zatvorenih skupova pa je, prema teoremu 34.2, h smjestenje.

11/ je kompaktan Hausdorffov, pa neka je Y kompaktifikacija od
X inducirana smjestenjem h, i neka je H: Y — [] I, smjestenje
t.d. je H|X = h. Neka je f: X — R omedena neprekidna funkcija.
Tada je f = fg za neki 3 € J. Neka je mg: [[ . — Ig projekcija.
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Dokaz postojanja i jedinstvenosti prosirenja

Tvrdnja: Kompozicija mg o H: Y — I3 je traZeno prosirenje od f.
Zaista, za x € X jemg(H(x)) = m3(h(x)) = ma((fa(X))acs) = fa(x).

Jedinstvenost prosirenja slijedi iz sljedec¢e leme koju ,,znamo” jos iz
Analize: ]

Lema 38.4

Neka je AC X i f: A— Z neprekidno preslikavanje u Hausdorffov
prostor Z. Ako postoji neprekidno prosirenje g: A — Z, ono je
Jjedinstveno. O
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Prosirenje preslikavanja u kompakte

Prethodni je teorem govorio o prosirivanju realnih funkcija.
A kako je s prosirivanjem funkcija u kompakte?

Teorem 38.5

Neka je X potpuno regularan prostor a Y kompaktifikacija od X
koja ima univerzalno svojstvo prosirenja iz teorema 38.2. Tada svako
neprekidno preslikavanje f: X — K u kompaktan Hausdorffov
prostor K dopusta jedinstveno neprekidno prosirenje g: Y — K.

Dokaz : K je potpuno regularan pa se moze smijestiti u [0, 1]7 za neki J,
tj. mozemo smatrati K C [0,1]7. Tada je f = (fo)acs i fa: X = R
su omedene neprekidne funkcije, pa se po teoremu 38.2. mogu prosiriti
do neprekidnih funkcija g : Y — R. Definirajmo g(y) := (ga(¥))ac-
g: Y — R je neprekidna jer R? ima produktnu topologiju.

Ostaje pokazati da je g(Y) C K. No zbog neprekidnosti je

g(Y)=g(X) Cg(X)=f(X)SK=K. O
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Jedinstvenost kompaktifikacije s univerzalnim svojstvom

prosirenja

Teorem 38.6

Neka je X potpuno regularan prostor. Ako su Y1 i Yo dvije
kompaktifikacije s univerzalnim svojstvom proSirenja iz
teorema 38.2, onda su one ekvivalentne.

Dokaz : Y2 je kompaktan Hausdorffov i Y7 ima
svojstvo prosirenja, pa inkluzija jo: X — Y5 .
ima prosirenje f: Y1 — Ya. Slicno, inklu-  ¢° j\ f
zija j1: X < Y7 ima neprekidno prosirenje 1y, J
i Y2 = V1. Kako je (Ai(R(x)) =x, x€ X, vy o> x c v,
kompozicija fofr: Y1 — Y1 je neprekidno pro- .
Sirenje inkluzije ji. Aliiidentitetaly,: Y1 — Y1 \sz/
proSiruje j1. Zbog jedinstvenosti prosirenja je fo.
fof, = ly,. Analogno je hof; =1y, pasu
fi i > homeomorfizmi. O
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Stone-Cechova kompaktifikacija

Definicija 38.7

Za svaki potpuno regularan prostor X odaberimo jednom za
svagda jednu kompaktifikaciju koja ima univerzalno svojstvo
prosirenja iz teorema 38.2. Ta se kompaktifikacija naziva
Stone-Cechova kompaktifikacija prostora X i oznaduje 5X.

Ona je karakterizirana cinjenicom da svako neprekidno
preslikavanje f: X — K u kompaktan Hausdorffov prostor K ima
neprekidno prosSirenje g: SX — K.
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§38. Stone-Cechova kompaktifikacija

Digresija: o univerzalnim svojstvima

@ O univerzalnim svojstvima: definicija i egzistencija.
@ Produkt u nekoj kategoriji.

@ Produkt u kategoriji normalnih prostora.
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@ TEOREMI METRIZACIJE | PARAKOMPAKTNOST

@ Lokalna konacnost

@ Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije
@ Parakompaktnost

@ Smirnovljev teorem metrizacije



Opéa topologija
6. TEOREMI METRIZACIJE | PARAKOMPAKTNOST
§39. Lokalna kona¢nost

Lokalno konacne familije skupova

Urysonov teorem metrizacije dao je dovoljne uvjete metrizabilnosti
topoloskog prostora: regularnost i prebrojiva baza.
Medutim, ti uvjeti oCito nisu i nuzni.

Definicija 39.1

Familija A podskupova prostora X je lokalno konac¢na u X ako
svaka tocka ima okolinu koja sijeCe samo konacno mnogo ¢lanova
familije A.

Familija intervala A = {(n,n+1) : n € N} je lokalno konacna u R.

Familije B={(0,1) :ne N} iC = {(-}
konac¢ne u (0,1) ali ne i u R.

ni1o ,,) : n € N} su lokalno
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Zatvorenje unije lokalno konacne familije

Kao Sto znamo, zatvorenje konacne unije jednako je uniji
zatvorenja, dok za beskonacne unije to ne vrijedi. Ipak:

Neka je A lokalno konacna familija podskupova od X.

(a) Svaka potfamilija od A je lokalno konacna.
(b) Familija zatvorenja B := {A} ac.4 je lokalno konaéna.

(c) Uaea A =Uaecu A

Dokaz : (b) Ako otvoren skup U sijete A onda sije¢e i A. /
(c) Oznagimo Y := [Jpc 4 A. OCito je Upcs AC Y.
Obratno, za x € Y neka je U > x okolina koja sije¢e samo konaéno
mnogo ¢lanova od A, kazimo Aj,...,A,. Da x ¢ A; niti za jedan
i€{l,...,n}, skup U\ U, A; bio bi okolina totke x koja ne
sijeCe niti jedan ¢lan familije A, pa ne bi sijekla niti njihovu

uniju Y =<« xeY. Ol
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Lokalno konacna indeksirana familija

U vezi s particijama jedinice trebat ¢e nam pojam lokalno konacne
indeksirane familija skupova. To je indeksirana familija {Aq}acy
podskupova od X tako da svaka tocka ima okolinu U za koju
postoji samo konacno mnogo indeksa o € J takvih da U sijece A,.

Razlika prema ,,0bi¢noj” lokalno konac¢noj familiji je da se u
indeksiranoj familiji isti skup moZe pojaviti s vise razliCitih indeksa,
tako da neka indeksirana familija moze biti lokalno konac¢na kao
familija skupova ali ne i kao indeksirana familija skupova.
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o-lokalno konaéne familije skupova

Definicija 39.3

Familija A podskupova od X je o-lokalno konacna ili prebrojivo
lokalno konacna ako se moze prikazati kao A = |J,cn An, gdje su
sve familije A, lokalno konacne.

Svaka prebrojiva i svaka lokalno konacna familija je i o-lokalno
konacna.

Definicija 39.4

Familija B podskupova od X profinjuje familiju A, oznaka B > A,
ako za svaki B € B postoji A € A t.d. je BC A.

Ako su ¢lanovi familije B otvoreni (zatvoreni) skupovi govorimo o
otvorenom (zatvorenom) profinjenju.
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§39. Lokalna kona¢nost

o-lokalno konacno profinjenje otvorenog pokrivaca

metrizabilnog prostora

Svaki otvoren pokrivac metrizabilnog prostora ima o-lokalno
konacno otvoreno profinjenje.

Dokaz : Neka je U otvoren pokriva¢ od X, odaberimo dobar uredaj <
na U, i fiksirajmo metriku d. Za svaki U € U i n € N neka je

Sn(U) := {x: B(x, %) C U} (to nisu

otvoreni skupovil!). Sada definiramo U~ ////\7//

O T(0) =S \Uyey Ve T /////4 //
;L\S/liléj'k\lj:)i;)e\gi:medusobno disjunktni, @////////’/%
Tvrdrg::\/ £ W el je d(Ta(V), Ta(W)) > L

7
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nastavak dokaza leme 39.3

Zaista, neka je V < W. Za x € Tp(V) je x € 5,(V) pa je
B(x,1)C V,dokzay € To(W), zbog V< W,y ¢ V, tj.y & B(x,1)./
Skupovi T,(U) bi bili OK da su otvoreni, ali nisu. Zato definiramo
En(U) := B(Ta(U), 5;). Ti su skupovi medusobno disjunktni,
Stovide d(En(V),En(W)) > 5=, i za
svaki U € U je E,(U) C U. Stoga fami-
lija &, :={E,(U) : U € U} profinjuje U,
=5 lokalno je konacna jer za svaki x € X
okolina B(x, %) sijece najviSe jedan ¢&lan
od &,. Neka je & := J,en&n-
& je o-lokalno konacna familija otvorenih
skupova koja profinjuje U.
Tvrdnja: £ pokriva X. Zaista, za x € X neka je U € U prvi ¢lan koji
sadrzi x, i neka je n t.d. je B(x, %) C U. Prema definiciji je
x € 5,(U), a jer je U prvi koji sadrzi x, to je x € T,(U) C E,(U). O
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Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije

Metrizabilni prostori su regularni i, vidjet ¢éemo, imaju o-lokalno kona¢nu bazu.
Pokazat ¢emo da vrijedi i obratno.
Dokaz , prati” 4 koraka naseg drugog dokaza Urysonova teorema:

= Regularan prostor s prebroji-
vom bazom je normalan.

= Konstruirati prebrojivu familiju
realnih funkcija {f,} koje razdva-
jaju tocCke od zatvorenih skupova.

= Pomoéu funkcija f, konstru-
irati smjestenje prostora X u R%.

= Pokazati da ako je f,(x) <
za sve x, onda se zaista radi
smjestenju u (R, p).

1
n
o

= Regularan prostor sa o-lokalno
konacnom bazom je normalan.

= Konstruirati familiju realnih
funkcija {f,} koje razdvajaju
toCke od zatvorenih skupova.

= Pomodu funkcija f, konstru-
irati smjestenje od X uR7 za neki J.

= Pokazati da ako su funkcije
f,, dovoljno male, onda se radi o
smjestenju u (R7,p).
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Regularan sa o-lokalno konacnom bazom je normalan

Definicija 40.1

A C X je Gy skup ako je presjek prebrojive familije otvorenih skupova.

Primjeri:

@ Svaki zatvoren podskup A metrickog prostora X je Gs skup:
A=Nhen B(A1).
e Jednotlan skup {Q} C Sq nije Gs skup.

v

Lema 40.2

Neka je X regularan prostor sa o-lokalno konacnom bazom.
Tada je X normalan i svaki je zatvoren podskup od X Ggs skup.

Dokaz : ide u 3 koraka:
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1. i 2. korak

1. Za svaki otvoren skup W C X postoji prebrojiva familija otvorenih
skupova {Up}nen t.d. je W = U,eny Un = Upen Un.
Neka je B = |J B, baza gdje su B, lokalno konacne familije i neka je
C,:={B € B,: BC W}. Familija C, je lokalno kona&na jer je
potfamilija od B,,. Neka je U, := Ugee, B- Skupovi U, su otvoreni
i zbog lokalne konaénosti je U, = Usec, B.
Zatoje U, C W, pajeiUU, CJU, C W.
Obratno, zbog regularnosti, za x € W postoji B € B t.d. je
x € BC BC W. Kako je B € B, za neki n, to je B € C,, pa je
x € U,. Dakle W C U U,.

2. Svaki zatvoren skup C C X je Gy skup.

Neka je W := X\ C. Prema 1. koraku postoje otvoreni skupovi U,
td.je W=UT,paje C=X\W=X\UU=NX\Tp). v
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3. korak

3. X je normalan. Neka su C, D C X disjunktni zatvoreni skupovi.
Prema 1. koraku postoje otvoreni skupovi U,, n € N, t.d. je
UU,=UU, = X\ D. Familija {U,} pokriva C i svaki je U,
disjunktan s D.
Analogno, postoji otvoren pokriva¢ {V,,} od D t.d. su V,, disjunktni s C.
Sada smo u tocno istoj situaciji kao u dokazu da je svaki regularan
prostor s prebrojivom bazom normalan (teorem 32.1), pa ponovimo
taj dokaz doslovno. Definiramo

Up=U\JVi i V;=V,\JU.
i=1

-

i=1

Tada su

=u, i V=V,

neN neN

disjunktne okoline skupova C odnosno D. O
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Zatvoreni Gs skupovi su nul-skupovi

Za dokaz Nagata-Smirnovljeva teorema treba nam jos jedna lema:

Lema 40.3

Svaki zatvoren Gs skup A u normalnom prostoru X je nul-skup, tj.
postoji neprekidna funkcija f: X — [0,1] t.d. jef(x) =0zax € A
if(x)>0zax¢A, dakle A= f~1(0).

Do-
kaz : Neka je A=), Un, gdje su U, otvoreni. Za svaki n € N neka su
for X = [0,1] td. je fo(x) =0zax € Aifo(x) =1zax € X\ U,.
Tada je

) = 3 )
n=1

neprekidna funkcija koja je jednaka 0 na A i pozitivna je na X\ A. [
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Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije

Teorem 40.4 (Nagata-Smirnov)

Prostor X je metrizabilan ako i samo ako je regularan i ima
o-lokalno konacnu bazu.

Dokaz : [=
Treba pokazati da metrizabilan X ima o-lokalno konaénu bazu.
Fiksirajmo metriku na X i za n € N neka je A, pokrivac %—kuglama.
Prema lemi 39.2, postoji o-lokalno konacan otvoren pokrivac B,
koji profinjuje A,. Clanovi od B, su dijametra < %
Neka je B := U, Bn. B je o-lokalno konac¢na familija, jer su B, takve.
Pokazimo da je B baza topologije. Za x € X i € > 0 treba nam
B € B td. je x € BC B(x,¢). Odaberimo n € N td. je 1 < £.
Kako B, pokriva X, postoji B € B, t.d. je x € B. Zbog x € B i
diam B < % < g, mora biti B C B(x,¢).
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Dovoljnost

< X je regularan sa o-lokalno kona¢nom bazom, pa je normalan i
svaki je zatvoren skup Gs (lema 40.1) i nul-skup (lema 40.2).
Za neki J, smjestit ¢emo X u prostor (R7,5) s uniformnom metrikom 7.
Neka je B =, B, gdje su familije B, lokalno konac¢ne. Za n € N
i B € B, odaberimo f, g: X — [0, %] t.d. je f,g(x) >0zax € Bi
foB(x) =0 za x ¢ B (jer je X\ B nul-skup!).
Familija {f, g} razdvaja tocke od zatvorenih skupova:
B je baza pa za okolinu U > xg postoji B€ B t.d. je xo € BC U.
Jer je B € B, za neki n, to je f, g(x0) > 0i f, g =0izvan U.
Neka je J :={(n, B) : B € By} € N x B i definirajmo
F: X —[0,1]7 s F(x) == (fa,8(x))(n,B)cs- Prema teoremu 34.2
o smjestenju, F je smjeStenje s obzirom na produktnu topologiju
na [0,1]7. PokaZimo da F je smjestenje i s obzirom na uniformnu
metriku 5 na [0,1]7. Kako je uniformna topologija finija od
produktne (teorem 20.4), F: X — F(X) je otvorena bijekcija.
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F je neprekidno:

Ostaje pokazati da je preslikavanja F neprekidno.
Neka je xg € X i € > 0. Fiksirajmo n i neka je U, 3 xp okolina
koja sijeCe samo konacno mnogo ¢lanova iz B,. Znadi, za samo
kona¢no mnogo B € B, je f, g|U, # 0. Neka je V,, C U, okolina
od xp t.d. je diam f, g(V}) < 5 za sve B € B, (za sve osim
konacno mnogo B € B, je f, g(V,) = {0}).
Odaberimo takav V,, za svaki n, neka je N € N t.d. je % <5
inekaje W:=Vin---NVy.

Tvrdnja:
Za svaki x € W je p(F(x),F(x0)) < €, pa je F neprekidna u xo.
Za n < N je |f, B(x) — fo.8(x0)| < 5 jer na W funkcija f, g ili
iSCezava ili varira za najvise 5. Ako je pak n > N onda je
[foB(X) — fag(x0)| < L < & < & jer £, g preslikava X u [0, 1].
Stoga je p(F(x), F(x0)) = sup(s g)es |fn,B(X) — foB(x0)| < 5 <,
tj. F je neprekidno, dakle i smjestenje u metricki prostor (R”, 7). [J
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Parakompaktnost

Parakompaktnost je jedno od najvaznijih i najkorisnijih
generalizacija kompaktnosti. Sadrzi sve metricke (A.H. Stone) i
sve kompaktne Hausdorffove prostore. Posebno su korisni u
primjenama u topologiji i diferencijalnoj geometriji.

Kompaktnost je karakterizirana time da svaki otvoren pokrivac ima
konacno otvoreno profinjenje, tj. za svaki otvoren pokriva¢ A
postoji konacan otvoren pokriva¢ B koji profinjuje A.

Definicija 41.1

Prostor X je parakompaktan ako svaki otvoren pokrivac¢ ima
lokalno konacno otvoreno profinjenje.
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R" je parakompaktan

Neka je A otvoren pokriva¢ od R". Neka je By ;=0 iza k € N
neka je By := B(0, k) otvorena kugla oko ishodista radijusa k.
Za svaki k odaberimo konacno ¢lanova pokrivaéa A tako da
pokriju By i presijecimo ih s otvorenim skupovima R" \ Bj_;.
Neka je Cy tako dobivena konacna familija otvorenih skupova.
Tada familija C := |J, Ck profinjuje A i lokalno je konacna.
Naime, kugla By sijeCe samo one clanove od C koji pripadaju uniji
CiU---UCk.

Konacno, C pokriva R”. Zaista, za x € R"” neka je k najmanji
prirodan broj za koji je x € By. Tada, prema definiciji familije Cy,
x pripada nekom ¢lanu familije Cy.
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Parakompaktni Hausdorffovi su normalni

Teorem 41.2
Svaki parakompaktan Hausdorffov prostor X je normalan.

Dokaz : X je regularan: Neka je B C X zatvoren i a ¢ B. Kako je X
Hausdorffov, za svaki b € B neka je U, > b okolina t.d. a ¢ Up.
Familija {Up : b € B} U{X \ B} je otvoren pokriva¢ od X pa neka
je C lokalno konacno profinjenje. Neka je D C C potfamilija koja
se sastoji od onih clanova koji sijeku B. Tada D pokriva B, i za
D €D jea¢ D. Naime, D sije¢e B pa je D sadrzan u nekom U,
Cije zatvorenje ne sadrzi a. Skup V := Jpcp D je otvoren isadrzi B.
Kako je familija D lokalno kona¢na, V = UpepD paa ¢ V.

To dokazuje regularnost.

Normalnost se dokazuje analogno, s tim da se umjesto tocke a

uzme zatvoren skup A, a Hausdorffovo se svojstvo zamijeni
regularnoscéu.
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Parakompaktnost je slabo nasljedna

Teorem 41.3
Zatvoren podskup parakompaktnog prostora je parakompaktan.

Dokaz : Neka je Y C X zatvoren i A pokriva¢ od Y skupovima
otvorenim u Y. Za svaki A € A neka je A’ otvoren u X t.d. je
A=ANY. Familija {A": A€ A}U{X\Y} je otvoren pokriva¢ od X.
Neka je B lokalno konacno profinjenje. Tada je familija
C:={BNY :B e B} trazeno lokalno kona¢no profinjenje od A. [

Parakompaktan podskup Hausdorffovog ne mora biti zatvoren

Otvoren interval (0, 1) je parakompaktan ali nije zatvoren u R.

Potprostor parakompaktnog ne mora biti parakompaktan

Sq x Sq je kompaktan, dakle i parakompaktan, ali njegov
potprostor Sg X Sq nije normalan, pa nije niti parakompaktan
(iako je Hausdorffov). Parakompaktnost nije nasljedno svojstvo.
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Michaelova lema

Sljedeca je lema klju¢na i u dokazu Stoneova teorema da je svaki
metrizabilan prostor parakompaktan.

Lema 41.4 (E. Michael)

Neka je X regularan. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
Svaki otvoren pokrivac od X ima profinjenje koje je:

(1) o-lokalno konacan otvoren pokrivac od X;

(2) lokalno konacan pokrivac od X;
(3) lokalno konacan zatvoren pokriva¢ od X;
(4) lokalno konacan otvoren pokrivac od X.

Dokaz : (4) = (1) je odito.
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Dokaz Michaelove leme: (1) = (2)

Neka je A otvoren pokriva¢ od X, B = |J B, neko o-lokalno
konaéno profinjenje (B, su lokalno konaéne familije), i neka su
V= UUEB; U. Za svaki n € N i svaki U € B, neka je

Sp(U) == U\ U, Vi. (Sn(U) nisu nuzno niti otvoreni niti
zatvoreni.) Neka je C, := {S,(U) : U € B,}. Tada C, profinjuje
B, jer je Sp(U) C U za sve U € B,.

Tvrdnja: C := |JC, je traZeno lokalno konacno profinjenje od A koje
pokriva X. Neka je x € X i neka je N najmanji indeks za koji x
pripada nekom clanu U € By. Kako x ne pripada niti jednom
¢lanu familije Bj za i < N, to je x € Sy(U) € C. Nadalje, jer su
familije B, lokalno konacne, za svaki n =1,..., N postoji okolina
W, > x koja sije¢e samo kona¢no mnogo ¢lanova od B, pa onda
sijece i samo konaéno mnogo ¢lanova iz C, (jer je Sp(V) C V,

V € B,). Osim toga, kako je U € By, U ne sijeCe niti jedan ¢lan
od C, za n > N. Stoga okolina Wi nWon---NnWyNU od x
sijeCe samo kona¢no mnogo clanova familije C. /
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Dokaz Michaelove leme: (2) = (3)

Neka je A otvoren pokriva¢ od X i neka je B familija svih

otvorenih skupova U C X t.d. je U sadrzan u nekom &lanu familije A.
Zbog regularnosti, B pokriva X. Nadalje, prema (2) postoji lokalno
kona&no profinjenje C od B koje pokriva X. Neka je D := {C: C € C}.
Kako je familija C lokalno konacna, to je, prema lemi 39.1, i D

lokalno konaéna familija. O¢ito D pokriva X i profinjuje A.
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Dokaz Michaelove leme: (3) = (4)

Neka je A otvoren pokriva¢ od X. Prema (3) odaberimo lokalno
konaéno profinjenje B koje pokriva X (zatvorenost nam nije vazna).
Clanove B € B ¢emo ,nadebljati” do otvorenih skupova, ali tako
malo da opet dobijemo profinjenje i saCuvamo lokalnu konacnost.
Za to nam treba jedan novi trik.

Svaki x € X ima okolinu koja sije¢e samo konacno ¢lanova iz B.
Familija svih otvorenih skupova koji sijeku samo konacno ¢lanova
iz B je otvoren pokriva¢ od X. Prema (3), neka je C zatvoreno
lokalno konacno profinjenje koje pokriva X.

Tada svaki ¢lan od C sijece samo konacno ¢lanova iz B.
ZaBeBnekajelC(B):={C:Ce(C, CC X\ B},inekaje
E(B) := X\ Ucee(g) C. OCito E(B) 2 B, i jer je familija C
lokalno konaéna, skupovi E(B) su otvoreni.
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Dokaz Michaelove leme: (3) = (4) (zavrSetak)

Ali, mozda smo skupove B nadebljali previse, mozda familija
{E(B)} ne profinjuje A, a i lokalna kona¢nost je upitna.

Zato za svaki B € B odaberimo neki A(B) € A t.d. je B C A(B),
i neka je D := {E(B) N A(B) : B € B}. Familija D profinjuje A,
ali i pokriva X jer je B C E(B) N A(B), a ve¢ B pokriva X.

Kako su ¢lanovi od D otvoreni skupovi, ostaje pokazati da je
familija D lokalno konacna. Za x € X neka je W > x okolina koja
sijeCe samo konacno ¢lanova iz C. Neka su to Cy,..., Ck.

Tvrdnja: W sijeCe samo kona¢no mnogo ¢lanova od D.
Kako C pokriva X to je W C C; U--- U Cg. Dovoljno je, dakle,
pokazati da svaki C € C sije¢e samo konacno clanova od D. Ako
C sijeCe neki E(B) N A(B) onda sije¢e E(B) pa, prema definiciji od
E(B), € £ Ucec() €. i pogotovo C Z X\ B. Zato C sijece B.
Jer C sijece samo konaéno ¢lanova od B (tako smo odabrali C),
to C moze sjeci najvise isto toliko ¢lanova od D (jer B > A). [
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Parakompaktnost metrizabilnih i Lindeléfovih prostora

Teorem 41.5 (A. H. Stone, 1948)

Svaki metrizabilan prostor je parakompaktan.

Dokaz : Neka je X metrizabilan. Prema lemi 39.2, svaki otvoren
pokriva¢ A ima o-lokalno konaéno otvoreno profinjenje koje
pokriva X. Prema Michaelovoj lemi, A ima i lokalno konac¢no
otvoreno profinjenje koje pokriva X, tj. X je parakompaktan. O

Teorem 41.6
Svaki regularan Lindeléfov prostor je parakompaktan.

Dokaz : Neka je X regularan Lindeléfov prostor i neka je A otvoren pokrivac.
Jer je X Lindeléfov, A ima prebrojiv potpokrivaé, i on je automatski
o-lokalno konacan. Kako je X regularan, prema Michaelovoj lemi
A ima i otvoreno lokalno konaéno profinjenje koje pokriva X,
pa je X parakompaktan. O
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Primjeri

Produkt parakompaktnih prostora ne mora biti parakompaktan

Ry je parakompaktan jer je regularan i Lindelofov, ali Ry x Ry nije
parakompaktan jer nije normalan.

R je parakompaktan i u produktnoj i u uniformnoj topologiji

U obje topologije je R¥ metrizabilan, pa je i parakompaktan.

R nije parakompaktan ako je J neprebrojiv

Neprebrojiv produkt RY je Hausdorffov ali nije normalan pa nije
niti parakompaktan.
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Particija jedinice

»Pravo mjesto” za particiju jedinice su parakompaktni prostori.

Definicija 41.7

Neka je U = {U,}acy indeksiran otvoren pokrivaé od X.
Particija jedinice podredena pokrivacu I/ je indeksirana familija
funkcija ¢ : X — [0,1] t.d. je

(1) supp ¢o C U, za sve «,

(2) indeksirana familija {supp ¢q }acs je lokalno konacna, i
(3) Xop Palx) =1 za sve x € X.

Pritom se suma po proizvoljnom indeksnom skupu J definira kao
> Pa(x) == sup{> 4y dal(x) : J/ € J konacan podskup}.

Za dokaz kako za svaki otvoren pokriva¢ parakompaktnog
Hausdorffovog prostora postoji njemu podredena particija jedinice,
potrebna nam je sljede¢a lema o sazimanju pokrivaca:
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Striktno lokalno konacno profinjenje otvorenog pokrivaca

Lema 41.8 (o sazimanju pokrivaca)

Neka je U = {Uy}acy indeksiran otvoren pokrivac
parakompaktnog Hausdorffovog prostora X. Tada postoji
indeksiran lokalno konacan otvoren pokrivacV = {Vy}aey

koji strogo profinjuje U, tj. takav da vrijedi V, C U, za sve a.

Dokaz : Neka je A familija svih otvorenih skupova A t.d. je A sadrzan u nekom
¢lanu od U. Zbog regularnosti, A pokriva X. Jer je X parakompaktan,
postoji lokalno konacan otvoren pokriva¢ B koji profinjuje A. Kako
B profinjuje A, i A strogo profinjuje U, postoji funkcija f: B — J
t.d. je B C Ugg), B€ B. Zaa € Jneka je B, :={B: f(B) = a},

i neka je Vi, := Upep, B- Familija B, je lokalno konacna (jer je B
lokalno konaéna) i B C U, zasve B € B, paje V, = Usgen, BC U,.
Za x € X neka je W > x okolina koja sijeCe samo npr. By, ..., B.
Tada W moze sjeéi V,, samo ako je « jedan od indeksa 7(By), ..., f(Bk),
pa je familija {V, }acy lokalno konaéna. O
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Postojanje particije jedinice

Teorem 41.9

Neka je X parakompaktan Hausdorffov prostor ald = { Uy }acy
proizvoljan indeksiran otvoren pokrivac od X.
Tada postoji particija jedinice podredena pokrivacu U.

Dokaz : Primijenimo |i dvaput lemu o sazimanju, dobivamo lokalno konacne
otvorene pokrivade {V,} i {W,} t.d. je W, C V, C V, C U,.
Jer je X normalan postoje funkcije 1,: X — [0,1] t.d. je
Ya(Wa) i{l} i Ya(X\ Vo) = {0}, pa je suppipa C Vo C Us.
Familija {V} je lokalno konaéna (jer ako neki otvoren skup sijece
V,, onda sije¢e i V,,), pa svaka to¢ka ima okolinu na kojoj je samo
kona¢no mnogo funkcija 1, razli¢ito od nule. Kako {W,} pokriva X,
u svakoj tocki x € X barem je jedna od funkcija v, razli¢ita od nule.
Stoga su dobro definirane funkcije ¢ (x) := Zzb#:;) i one line

v TR T BeJ ﬁ(x)

traZenu particiju jedinice. O]
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Smirnovljev teorem metrizacije

Definicija 42.1
Prostor X je lokalno metrizabilan ako svaka tocka ima okolinu koja
je metrizabilna (tj. relativna topologija je metrizabilna).

| \

Teorem 42.2 (Smirnov)

Prostor X je metrizabilan ako i samo ako je parakompaktan
Hausdorffov i lokalno metrizabilan.

Dokaz : [= Nuznost slijedi iz Stoneova teorema.
< Pokazat ¢emo da X ima o-lokalno konacnu bazu pa ¢e, zbog
regularnosti, tvrdnja slijediti iz Nagata-Smirnovljeva teorema.
Pokrijmo X otvorenim metrizabilnim skupovima, neka je pokrivac C
lokalno konacno otvoreno profinjenje, i neka je dc: C x C —> R
lokalna metrika na C. Jer su C otvoreni skupovi, e-kugle B¢(x, )
oko x u metrici d¢ otvoreni su skupovi u X.
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Zavrsetak dokaza Smirnovljeva teorema

Za n € N neka je A, pokriva¢ od X svim takvim %-kuglama, tj.
Ap = {Bc(x,1): x € C,C €C}. Neka je D, lokalno kona&no
otvoreno profinjenje koje pokriva X (parakompaktnost!), i neka je
D = U, D,. Familija D je ocito o-lokalno konaéna.

Tvrdnja: D je baza topologije od X. Neka je x € X i U > x okolina.
Tocka x lezi u samo konaéno mnogo ¢lanova od C (¢ak ima
okolinu koja sije¢e samo kona¢no C-ova). Neka su to Cy, ..., Ck.
Neka je ¢; t.d. je B¢(x,¢i) € UN G i neka je n t.d. je
% < min{e1,...,ex}. Neka je D€ D td. je x € D. Jer D,
profinjuje A,, postoje C€Ciy € C td. jex € DC Be(y, ).

Kako je x € C mora taj C biti jedan " Be(ys +)
od Gi,...,C, npr. C=C,. oy
Jer je diam B¢, (y,2) < 2 <, to je b

x € DC Be(y, %) € Be(x,ei) C U. [ B, (x; &i)
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Peanovo preslikavanje

Kompaktnost u metrickim prostorima

Konvergencija po to¢kama i konvergencija po kompaktima
Ascolijev teorem
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Potpunost

Sve ovo manje-viSe znamo iz analize:
Definicija 43.1
Metricki prostor (X, d) je potpun ako svaki Cauchyjev niz konvergira.

(X, d) je potpun ako i samo ako svaki Cauchyjev niz u X ima
gomiliste, tj. ima konvergentan podniz. [

Teorem 43.3

R" je potpun i u standardnoj i u kvadraticnoj metrici. [

Kao i u R" vrijedi
Lema 43.4

Niz x, u produktu X =[], Xo konvergira k x ako i samo ako
Ta(Xn) = Ta(X) za sve a. O
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RY je potpun

Teorem 43.5
Na R¥ (s produktnom topologijom) postoji potpuna metrika.

Dokaz : Produktna topologija na R inducirana je metrikom
D(x,y) := sup; dlx ;.’y’), gdje je d(a, b) = min{|a — b|,1} standardna
omedena metrika na R. Neka je x, Cauchyjev niz u (R¥, D).
Kako za x,y € R¥ vrijedi d(m;(x), mi(y)) < i D(x,y), to je za svaki i
niz (m;(xp))n Cauchyjev niz u R, pa konvergira.
Stoga i niz x,, konvergira u produktnoj, tj. D-topologiji na R“. []
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Potpunost uniformne metrike

Neprebrojiv produkt R” nije metrizabilan (u produktnoj topologiji),
ali sjetimo se uniformne topologije:

Definicija 43.6

Neka je (Y, d) metricki prostor a d pripadna standardna omedena
metrika. Uniformna metrika p na Y7 odredena metrikom d

definira se kao p(x,y) := sup, d(Xa, Ya)-

Ako elemente produkta Y- zapisujemo kao funkcije s J u Y, a ne

kao J-torke, onda je p(f, g) = sup,d(f(a), g(a)).

Teorem 43.7

Ako je prostor (Y, d) potpun onda je i (Y7,p) potpun metricki
prostor.

Dokaz je isti kao u Analizi. O
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Prostori neprekidnih i omedenih funkcija

| ovaj teorem znamo iz analize:

Teorem 43.8

Neka je X topoloski a (Y, d) metricki prostor. U uniformnoj
metrici na YX su prostori C(X,Y) i B(X,Y) neprekidnih odnosno
omedenih funkcija, zatvoreni potprostori.

Ako je (Y, d) potpun onda su i ti potprostori potpuni. Ol

Za skup X i metri¢ki prostor (Y, d) moze se na skupu B(X, Y)
definirati i sup-metrika p(f,g) := sup, d(f(x), g(x)).

Veza sup-metrike p i uniformne metrike p je sasvim jednostavna:
p(f,g) = min{p(f,g),1}, Sto se lako provjeri.

Kada je X kompaktan, sve su neprekidne funkcije omedene, pa ako
je (Y, d) potpun onda je i prostor (C(X, Y),p) potpun, te je i
(C(X,Y),p) potpun. Stoga se Cesto na C(X, Y) rabi sup-metrika p
umjesto uniformne metrike p.
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Smjestavanje u (B(X,R), p)

Teorem 43.9

Svaki se metricki prostor (X, d) moze izometricki smjestiti u
potpun metricki prostor.

Dokaz : Fiksirajmo xg € X, i za svaki a € X definirajmo funkciju
Pa: X = Rs ¢a(x) :=d(x,a) — d(x, xo).
Tvrdnja: ¢, € B(X,R). (za to nam je trebalo oduzeti d(x, xp)).
Iz |d(x, a)—d(x, b)| < d(a, b), za b=xg slijedi |pa(x)| < d(a, x0) za sve x. /
Sada definiramo ®: X — B(X,R) stavljajuéi ®(a) := ¢.,.
Tvrdnja: : (X, d) — (B(X,R), p) je izometricko smjestenje.
Prema definiciji, za sve a,b € X je

p(ba; db) = supy [da(x) — db(x)| = supy [d(x, a) — d(x, b)|

pa je p(ba, dp) < d(a, b). Nejednakost ne moze biti stroga jer je
|¢a(a) — ¢p(a)| = d(a, b). Dakle, p(¢a, ¢p) = d(a, b) pa je ®
izometri¢ko smjestenje u potpun metric¢ki prostor (B(X,R),p). [
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Upotpunjenje metrickog prostora

Rezultat prethodnog teorema i sljedeéi pojam vazni su u analizi
(manje u geometriji).

Definicija 43.10

Neka je (X, d) metri¢ki prostor a h: X — Y izometricko smjestenje

u potpun metricki prostor Y. Tada je potprostor h(X) C Y
potpun metric¢ki prostor, i naziva se upotpunjenje prostora X.

Lako se pokaze da je upotpunjenje jedinstveno do na izometriju.
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U nesuglasju s intuicijom

Kao primjenu potpunosti prostora C(X, Y) opisat ¢emo
konstrukciju , krivulje koja ispunjava kvadrat” (oznaka: /:= [0, 1]).

Teorem 44.1

Postoji neprekidna surjekcija f: [0,1] — [0, 1]°.

Dokaz : 1. korak: OpiSimo najprije jednu modifikaciju , trokutastih” puteva:

Za proizvoljan segment [a, b] i Modificiran put g’ sugeriran je
proizvoljan kvadrat neka je g put tada sljede¢om slikom:
sugeriran sljede¢om slikom:

g g

—a —

B e
a b a b
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Konstrukcija Peanove krivulje

Analogna se modifikacija moZe napraviti i za ostale trokutaste
puteve koji spajaju dva susjedna vrha kvadrata, naprimjer:

A EN
b —

2. korak: Sada definiramo niz funkcija f,: | — I ovako:
Funkcija fy neka je trokutast put g zaa=0i b=1.
Funkcija f; neka je modificirani put g’.
Funkciju , dobijemo tako da na svaki od Cetiri trokutasta puta koji
¢ine fi primijenimo opisane modifikacije, itd.
Opéenito, f, se sastoji od 4" trokutastih puteva koji svaki lezi u
kvadrati¢u stranice % a fpy1 dobijemo tako da svaki od tih
trokutastih puteva modificiramo na opisani nacin, zamjenjujudi
svaki od njih s Cetiri manja trokutasta puta.
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Peanovo preslikavanje

I

3. korak: Da dokazemo kako niz (f,), konvergira, zbog potpunosti
prostora (C(1, 1?), p), dovoljno je pokazati da je on Cauchyjev.

No to slijedi iz konstrukcije, jer kada za t € [0, 1] to¢ka f,(t)
wupadne” u neki kvadrati¢ stranice 21—,, bit ée i fy(t) u tom istom
kvadratiéu i za sve m > n.

4. korak: Kako je C(/,1?) potpun, niz f, konvergira k neprekidnoj
funkciji £: [0,1] — [0, 1]2. Pokazimo da je f surjekcija. Neka je x € /2
proizvoljna tocka. Kako x lezi u nekom od kvadrati¢a stranice %
to je d(x, fx(1)) < 2 jer put f, ,ulazi” u svaki takav kvadrati¢.
Stoga zasvakie > 0ineNtd. je p(f, fo) < 5i 4 <5,
e-okolina od x sijece f(/), pa je x € f(I) = f(I). O
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Sljedecih nekoliko stvari vazne su za analizu

Najprije nesto sto ve¢ znamo a onda nesto novo:

Definicija 45.1

Metricki prostor (X, d) je potpuno omeden ako se za svaki ¢ > 0
moze pokriti s kona¢no mnogo e-kugala.

| \

Teorem 45.2

Metricki prostor (X, d) je kompaktan ako i samo ako je potpun
i potpuno omeden. [

Definicija 45.3

Neka je X topoloski a (Y, d) metricki prostor, i neka je F C C(X, Y).
Familija funkcija F je ekvikontinuirana u tocki xy € X ako za
svaki € > 0 postoji okolina U 3 xp t.d. je d(f(x),f(x0)) < € za sve
x€eUisve ferF.

Familija F je ekvikontinuirana ako je ekvikontinuirana u svakoj toékij
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Ekvikontinuiranost

Lema 45.4

Neka je X topoloski a (Y, d) metricki prostor. Ako je u pripadnoj
uniformnoj metrici p familija F C C(X,Y) potpuno omedena, onda
je F ekvikontinuirana s obzirom na metriku d.

Dokaz : Nekajexo € X,0<e<1,6:=5i{Bs5(f,6),...,B5(fs,0)}
pokriva¢ od F otvorenim J-kuglama u C(X, Y). Funkcije f; su
neprekidne pa neka je U 3 xg okolina t.d. je d(fi(x), fi(x0)) < 0 za
sve x € U, i=1,...,n. Neka je f € F proizvoljna funkcija. Tada
f pripada nekoj od tih kugala, npr. f € B5(f;,9), pa za x € U vrijedi
d(f(x), f(x0)) < d(f(x), fi(x))+d(fi(x), fi(x0))+d(fi(x0), f (x0))

= d(f(x), fi(x))+d(fi(x), fi(x0))+d(fi(x0), f (x0)) <

jer su sva tri sumanda manja od 4, a d < 1. O
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Klasiéni Ascolijev teorem

Sada bismo, uz pomoc¢ jos jedne leme, mogli dokazati klasi¢ni
Ascolijev teorem

Teorem 45.6

Neka je X kompaktan a C(X,R") prostor neprekidnih funkcija s X
u R" s uniformnom metrikom za standardnu ili kvadraticnu
metriku d na R". Familija F C C(X,R") je relativno kompaktna,
tj. ima kompaktno zatvorenje, ako i samo ako je ekvikontinuirana i
tockovno omedena s obzirom na metriku d, tj. skup
F(a):={f(a): f € F} je omeden za sve a € X.

Mi ¢emo u §47 dokazati opCu verziju Ascolijeva teorema, pa ovu,
klasi¢nu verziju ne¢emo dokazivati.
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Topologija konvergencije po tockama

Osim uniformne topologije, na prostorima funkcija postoje i druge
zanimljive topologije. Upoznat éemo tri.

Definicija 46.1

Za x € X i otvoren skup U C Y neka je

S(x,U) :={f € YX: f(x) € U}.
Familija {S(x, U) : x € X, U°™°™" C Y’} je podbaza topologije
koju nazivamo topologijom konvergencije po tockama ili
tockovno-otvorenom topologijom ili topologijom obicne
konvergencije.

Ova je topologija isto $to i produktna topologija na YX

jer je S(x, U) = 7 1(U) u ,produktnoj” notaciji.

Bazu topologije konvergencije po tockama cine skupovi

S(xt, -y x Ury o Uk) = {f e YX f(x) € Ui =1,... k}.
Dakle, u toj je topologiji tipicna okolina funkcije f, familija funkcija
koje su u kona¢no mnogo tocaka ,blizu" funkcije f.
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Konvergencija po tockama

Teorem 46.2

U topologiji konvergencije po tockama niz funkcija f, konvergira k
funkciji f akko za svaki x € X niz f,(x) konvergira k f(x).

Dokaz je samo reformulacija leme 43.3 konvergencije u produktu,
u funkcijskoj notaciji. Ol
U ovoj topologiji C(X, Y) nije opéenito zatvoren potprostor od Y,
tj. limes niza neprekidnih funkcija ne mora biti neprekidan.
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Topologija kompaktne konvergencije

Definicija 46.3

Neka je X topoloski a (Y, d) metri¢ki prostor. Za f € YX,
kompaktan skup C C X i broj € > 0 neka je

Bc(f,e) :={g € YX :sup,ec d(f(x),g(x)) < €}.
Skupovi B¢(f, ) &ine bazu topologije na Y koju nazivamo
topologijom uniformne konvergencije na kompaktima ili
topologijom kompaktne konvergencije.

Da skupovi B¢(f,¢) zaista Cine bazu, slijedi iz ¢injenice da za
g € Bc(f,e)id = e—sup,ec d(f(x),g(x)) vrijedi Bc(g,0) C Be(f,¢),
(za he Be(g,0)ixe Cje

d(h(x), f(x)) < d(h(x), g(x)) + d(g(x), f(x)) < &+ sup,cc d(g(x), f(x)) =€)
paza g € B¢ (f1,61) N B, (f,€2), C:=CG NG
6 := & — max{sup,c, d(g(x), fi(x)), supxec, d(g(x), f2(x))},
vrijedi B(_'(g, 5) - Bcl(f1,€1) N BC2(f2,Ez).



Opéa topologija
7. POTPUNI METRICKI | FUNKCIJSKI PROSTORI
§46. Konvergencija po to¢kama i konvergencija po kompaktima

Topologija lokalno uniformne konvergencije

U topologiji kompaktne konvergencije okolinu funkcije f Cine sve
funkcije koje su ,,blizu” f na nekom kompaktnom podskupu.
Topologija kompaktne konvergencije finija je od topologije
konvergencije po tockama a grublja je od uniformne topologije.

BOX > UNIFORMNA > KOMPAKTNA > PO TOCKAMA (= produktna)

OC¢ito vrijedi sljedeéi teorem, odakle i naziv za ovu topologiju:

Teorem 46.4

Neka je X topoloski a (Y, d) metricki prostor. Niz funkcija

fn: X = Y konvergira u topologiji kompaktne konvergencije k
funkciji f akko za svaki kompaktan podskup C C X niz restrikcija
fa|C uniformno konvergira k restrikciji f|C. O

Odavde, i iz onoga Sto znamo iz Analize, zakljuCujemo da ako je X
lokalno kompaktan, onda je topologija kompaktne konvergencije
isto Sto i topologija lokalno uniformne konvergencije.
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Kompaktno generirani prostori

Kao sto znamo, u uniformnoj topologiji je limes niza neprekidnih
funkcija opet neprekidna funkcija, ali u produktnoj topologiji, tj.
topologiji konvergencije po tockama, to nije tako.

A kako je u topologiji kompaktne konvergencije?

Uz jedan, relativno slab uvjet koji ,veéina" dobrih prostora
zadovoljava, i tu ¢e limes niza neprekidnih funkcija biti neprekidan.

Definicija 46.5

Prostor X je kompaktno generiran ako vrijedi sljede¢e: A C X je
otvoren akko je AN C otvoren u C za sve kompaktne C C X.
Ekvivalentno: B C X je zatvoren akko je BN C zatvoren u C.

Kaze se i da X ima slabu topologiju s obzirom na familiju
kompaktnih potprostora.

Klasa kompaktno generiranih prostora je ,dobra” za algebarsku
topologiju.
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Lokalno kompaktni su kompaktno generirani

Lema 46.6

Ako je prostor X lokalno kompaktan ili ako X zadovoljava prvi
aksiom prebrojivosti, onda je X kompaktno generiran.

Dokaz : Neka je X lokalno kompaktan i A C X t.d. je AN C otvoren u C
za sve kompaktne C C X. Pokazimo da je A otvoren u X.
Za x € A neka je U > x okolina u X koja je sadrzana u nekom
kompaktnom C, U C C (3 zbog lokalne kompaktnosti). Jer je
AN C otvoren u C, to je AN U otvoren u U, pa je otvoren i u X.
Dakle, x e AnNU C A, pa je Aotvoren u X. /
Neka X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti i neka je B C X t.d.
je BN C zatvoren u C za sve kompaktne C C X. Za x € B
postoji niz (x,)n u B koji konvergira k x (prvi aksiom prebrojivosti!).
Skup K := {x}U{x, : n € N} je kompaktan, pa je BNK zatvoren u K.
Ali (xp)n je nizu BN K, koji je zatvoren u K, pa je
x =limx, € BNK C B, tj. BC B, pa je B zatvoren u X. O
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Neprekidnost u slaboj topologiji

Klju¢nu stvar o kompaktno generiranim prostorima iskazuje sljedeca

Lema 46.7
Neka je X kompaktno generiran. Funkcija f: X — Y je neprekidna
akko je restrikcija f|C neprekidna za svaki kompaktan C C X.

Dokaz : Neka je V C Y otvoren. Za svaki kompaktan C C X je skup
f~1(V)N C = (f|C)~Y(V) otvoren u C, a jer je X kompaktno
generiran, f~1(V) je otvoren u X. O

Analogna tvrdnja vrijedi i u svakoj drugoj situaciji kada je
topologija na X slaba topologija s obzirom na neku familiju
potprostora. Takvu topologiju ¢emo imati npr. za CW-komplekse.
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Neprekidnost limesa u topologiji konvergencije po kompaktima

Teorem 46.8

Neka je X kompaktno generiran a (Y, d) metricki prostor. Tada je
u topologiji kompaktne konvergencije C(X,Y) C YX zatvoren
potprostor.

Dokaz : Neka je f € YX gomiliste od C(X, Y). Za dokaz neprekidnosti
od f dovoljno je pokazati da je restrikcija f|C neprekidna za svaki
kompaktan C C X. Za svaki n € N, okolina B¢(f, 1) od f sijete
C(X,Y), pa odaberimo f, € C(X, Y) N Bc(f,1). Niz restrikcija
fa]C: C — Y uniformno konvergira k f|C, pa je f|C neprekidna. []

Korolar 46.9

Neka je X kompaktno generiran a (Y, d) metricki prostor.
Ako niz neprekidnih funkcija f,: X — Y uniformno po kompaktima
konvergira funkciji f, onda je f neprekidna funkcija. [
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Tri topologije na prostoru funkcija

U kontekstu neprekidnih funkcija, box topologija se obi¢no ne
promatra jer je finija od uniformne topologije, a ve¢ uniformni
limesi ¢uvaju neprekidnost. O odnosu ostalih triju topologija koje
smo dosada promatrali na prostoru funkcija, govori sljededi
jednostavan teorem:

Teorem 46.10

Neka je X topoloski a (Y, d) metricki prostor. Na prostoru
funkcija Y topologija kompaktne konvergencije grublja je od
uniformne a finija je od topologije obicne konvergencije.

Ako je X kompaktan onda se topologija kompaktne konvergencije
podudara s uniformnom topologijom, a ako je X diskretan,
podudara se s topologijom konvergencije po tockama, tj.
produktnom topologijom. O

v

uniformna t. > t. kompaktne konvergencije > t. obi¢ne konvergencije
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Kompaktno-otvorena topologija

Uniformna i topologija kompaktne konvergencije koriste metriku na Y.
Postoji li i opéenito na prostoru funkcija topologija koja bi se za
metricki Y podudarala s nekom od njih?

Za prostor YX svih funkcija—ne. Ali ima jedna dobra topologija

na C(X,Y), prostoru neprekidnih funkcija, koja se za metricki Y
podudara s topologijom kompaktne konvergencije.

Definicija 46.11

Neka su X i Y topoloski prostori. Za kompaktan C C X i otvoren
U C Y nekaje S(C,U):={f €C(X,Y):f(C)C U}. Skupovi
S(C, U) ¢ine podbazu kompaktno-otvorene topologije na C(X, Y).

Kompaktno-otvorena topologija ocito je finija od topologije
konvergencije po tockama, tj. produktne topologije.

K-O topologija moZe se definirati na cijelom prostoru YX ali tamo
nema dobra svojstva koja ima na C(X, Y).
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Kompaktno-otvorena = topologija kompaktne konvergencije

Teorem 46.12

Neka je X topoloski a (Y, d) metricki prostor.
Kompaktno-otvorena topologija na C(X,Y) podudara se s
topologijom kompaktne konvergencije.

Dokaz : KK>KO. Neka je f € S(C, U). Skup f(C) je kompaktan pa
postoji £ > 0 t.d. je e-okolina od f(C) sadrzana u U.
Tada je B¢(f,e) € S(C, U), tj. S(C, U) otvoren je i u topologiji
kompaktne konvergencije. /
KO>KK. Dovoljno je u svakom Bc¢(f, ) nac¢i KO-okolinu od f.
Za svaki x € X postoji okolina V; 2 x t.d. je (V) sadrzano u nekom
otvorenom Uy C Y dijametra < e [npr. Vi := f~1(B(f(x), 1¢))]-
C je kompaktan pa neka je pokriven ve¢ s Vi ,..., V. Tada je
f € S(Cxy, Uy )N --NS(Cy,, Ux,) C Be(f,€), gdjeje C := V,NC. [
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(Ne)ovisnost uniformne topologije o metrici

Korolar 46.13

Neka je X topoloski a Y metricki prostor. Topologija kompaktne
konvergencije na C(X, Y) ne ovisi o metrici na Y.

Stoga, ako je X kompaktan onda uniformna topologija na C(X,Y)
ne ovisi o metrici na Y. [

Cinjenica da se u definiciji kompaktno-otvorene topologije ne
pojavljuje metrika od Y je korisna. Ali vrlo je korisna i Cinjenica o
kojoj govori sljedeéi teorem:
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Evaluacijsko preslikavanje

Teorem 46.14

Neka je Y topoloski a X lokalno kompaktan Hausdorffov prostor.
Uz kompaktno-otvorenu topologiju na C(X,Y) je preslikavanje
e: X x C(X,Y) — Y definirano s e(x, ) := f(x), neprekidno.

Preslikavanje e naziva se evaluacijsko preslikavanje.

Dokaz : Neka je (x,f) € X x C(X,Y) i V C Y okolina od e(x, f) = f(x).
Jer je f neprekidno a X lokalno kompaktan Hausdorffov, postoji
otvoren U 3 x t.d. je U kompaktan i f(U) C V.

Skup U x S(U, V) C X x C(X, Y) je okolina od (x, f)
ie(Ux S(U,V))CVjerza (x,f') € Ux S(U, V) vrijedi
e(x',f)=f(x)e V. O
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Adjungirana preslikavanja

Definicija 46.15
Svaka funkcija f: X x Z — Y definira formulom

(F(2))(x) := f(x, 2)

funkciju F: Z — Y X, i obratno, svaka funkcija F: Z — yX

formulom
f(x,2) == (F(2))(x)
definira funkciju f: X x Z — Y.

Kaze se da su funkcije f i F medusobno pridruzene ili adjungirane.

Teorem 46.16

Neka su X i Y prostori a C(X, Y) neka ima kompaktno-otvorenu
topologiju. Ako je preslikavanje f: X x Z — Y neprekidno onda je
i pridruzeno preslikavanje F: Z — C(X, Y') neprekidno.

Ako je X lokalno kompaktan Hausdorffov onda vrijedi i obrat.
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Neprekidnost adjungiranih preslikavanja

Dokaz : [<= Neka je X lokalno kompaktan Hausdorffov i F: Z — C(X,Y)
neprekidno. Preslikavanje f je neprekidno jer je jednako kompoziciji
XxZ2E xxex,v) -5y
(x.2) P (F(@) = (F2)().
= Neka je f neprekidno, zg € Z i 5(C, U) > F(z) podbazni
otvoren skup. Treba nam okolina W 3 z t.d. je F(W) C S(C, U).
F(zp) € S(C, U) znadi da je (F(z0))(x) = f(x,20) € U za sve
x € C, tj. f(C x {z}) C U. Jer je f neprekidno, f~1(U) C X x Z
je okolina skupa C x {z}, pa je f1(U) N (C x Z) otvoren u
C x Z isadrzisloj C x {z}. Prema lemi 26.8 o cijevi, postoji
okolina W 3 zy t.d. je C x W C f~1(U). Dakle, zasve z€ W i
sve x € C je ((F(2))(x) =f(x,z) e U, tj. F(W)C S(C,U). O
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Primjena leme o cijevi

z f 4
RN
witz FC x {20}
()
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Homotopija

Homotopijom éemo se baviti sljedeéi semestar u algebarskoj
topologiji, a na ovom mjestu ju samo spominjemo u vezi s
kompaktno-otvorenom topologijom.

Preslikavanja f,g: X — Y su homotopna ako postoji preslikavanje

h: X x[0,1] = Y t.d. je h(x,0) = f(x) i h(x,1) = g(x) za sve x € X.
Preslikavanje h naziva se homotopijom izmedu f i g.

Pridruzeno preslikavanje H: [0,1] — C(X, Y) je neprekidno, pa na
homotopiju mozemo gledati kao na put u prostoru funkcija od

H(0) = f do H(1) = g.

Obratno, ako je X lokalno kompaktan Hausdorffov, a H: [0,1] — C(X, Y)

put u prostory funkcija C(X, Y), onda je pridruzeno preslikavanje
h: X x [0,1] — Y homotopija od H(0) do H(1).
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Ascolijev teorem

Prisjetimo se: familija F funkcija s X u metricki prostor (Y, d) je
ekvikontinuirana ako za svaki x € X i svaki € > 0 postoji okolina
Ux 3 x t.d. je f(Ux) € B(f(x),e) zasve f € F.

Teorem 47.1 (Ascolijev teorem)

Neka je X topoloski a (Y, d) metricki prostor, te neka je C(X,Y)
snabdjeven topologijom kompaktne konvergencije, tj.
kompaktno-otvorenom topologijom, i neka je F C C(X,Y).

(a) Ako je F ekvikontinuirana familija funkcija i skupovi
F(a):={f(a): f € F} C Y su relativno kompaktni, tj. imaju
kompaktna zatvorenja, za sve a € X, onda je familija F
sadrzana u nekom kompaktnom potprostoru od C(X,Y),
tj. F je relativno kompaktan potprostor od C(X,Y).

(b) Ako je X lokalno kompaktan Hausdorffov onda vrijedi i obrat.
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Dokaz Ascolijeva teorema (1. korak)

Dokaz : (a) Prostor YX svih funkcija neka ima produktnu topologiju,
tj. topologiju konvergencije po to¢kama. Tada je YX Hausdorffov
a prostor C(X, Y), koji ima topologiju kompaktne konvergencije,
nije potprostor od YX. Neka je G := F C YX.
Dokaz tvrdnje (a) ide u Cetiri koraka:

1. korak: G C YX je kompaktan. Za svaki a € X je C. ::m cY
kompaktan po pretpostavci, i F C [,cx F(a) C [l.ex Ca jer je
[T,cx F(a) skup svih funkcija g: X = U,ex F(a) C Y
t.d. je g(a) € F(a) za sve a (definicija produkta!), a za sve f € F
ocito vrijedi f(a) € F(a) sa sve a € X.

Prema Tihonovljevu teoremu, produkt [],cx C, je kompaktan,

pa je zatvoren potprostor od YX, jer je YX Hausdorffov.
Kako je G = F C [],ex G, zatvoren podskup, to je G kompaktan. /
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Dokaz Ascolijeva teorema (2. korak)

2. korak: Funkcije g € G su neprekidne, tj. G C C(X, Y).
Stovige, familija G je ekvikontinuirana.
F je ekvikontinuirana pa za xg € X i € > 0 neka je okolina U 3 xg
t.d. je d(f(x), f(x)) < 3c zasve f € F i x € U. Tvrdimo da je
d(g(x),g(x0)) <ezasve g € Gix € U, paje G ekvikontinuirana.
Odaberimo g € G i x € U. Neka je V, skup svih funkcija h € YX

za koje je d(h(x),g(x)) < 5 i d(h(x0),g(x0)) < 5. ti.

Vi = S(Xa B( ( )7 %)) N S(XOa (g(XO)a %))
=1 1(B(g(x), 5)) N7y (B(g(x0) §)) -
Kako je g € F i Vi C YX je otvoren, postoji f € V, N F. Tada je
d(g(x), g(x0)) < d(g(x), f(x))+d(f(x), f(x0))+d(f(x0). 8(x0)) <e. v



Opéa topologija
7. POTPUNI METRICKI | FUNKCIJSKI PROSTORI
§47. Ascolijev teorem

Dokaz Ascolijeva teorema (3. korak)

3. korak: Na G se produktna i topologija kompaktne konvergencije podudaraju.
Topologija kompaktne konvergencije uvijek je finija od produktne.
Dokazimo da na G vrijedi i obratno. Neka je g € Bc(g, ). Treba
nam B, bazni otvoren skup topologije konvergencije po tockama,

t.d. je BNG C Be(g,e) NG. Kako je G ekvikontinuirana i C je

kompaktan, mozemo odabrati tocke xi,...,x, € C i oko njih

otvorene skupove Uy, ..., U, koji pokrivaju C, t.d. za sve i vrijedi

d(g(x),g(xi)) < 5zasvexec Uiigeg.

Neka je B:={he YX :d(h(x),g(x)) <5, i=1,...,n}.

Pokazimo da svaki h € BN G lezi u Be(g,¢), tj. da

jed(h(x),g(x)) <eczasvex € C. Zax € Cnekajeitd. jex € U;.

Tada je d(h(x), h(x;)) < %Id( (x),g(xi)) < 5 jerjex € U, g,heg,
i vrijedi d(h(x;), g(xi)) < § jer je h € B. Stoga je
)

d(h(x), g(x)) < d(h(x), h(xi))+d(h(x),8(x;)) + d(g(xi),8(x)) <e.
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Dokaz Ascolijeva teorema (4. korak)

4. korak: ZavrSetak dokaza tvrdnje (a).
Pokazali smo da je F C G C C(X,Y). S obzirom na produktnu
topologiju na YX, skup G je kompaktan, a kako se na G produktna
topologija podudara s topologijom kompaktne konvergencije tj.
kompaktno-otvorenom topologijom, to je G kompaktan potprostor
od C(X,Y) koji sadrzi F. Stoga je i zatvorenje F C C(X,Y)
kompaktan potprostor, tj. F je relativno kompaktan u C(X, Y).
Time je dokazana tvrdnja (a).

Dokaz tvrdnje (b).
Neka je H C C(X, Y) kompaktan potprostor koji sadrzi familiju F.
Pokazat ¢emo da je familija H ekvikontinuirana i da su skupovi
H(a) = {h(a) : h € H} kompaktni za sve a € X.
Odavde ¢e slijediti da je i familija F ekvikontinuirana, jer je F C H,
i zatvorenja F(a) su kompaktna za sve a € X, jer je F(a) C H(a).
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Dokaz tvrdnje (b) Ascolijeva teorema

H(a) je kompaktan za svaki a € X.
Promotrimo kompoziciju
CX,Y) L XxCc(X, Y)Y
gdje je j(f) :=(a,f), a e(x, f) := f(x) je evaluacijsko preslikavanje.
OCcito je preslikavanje j neprekidno, a e je neprekidno jer se
topologija kompaktne konvergencije na C(X, Y) podudara s
kompaktno-otvorenom topologijom, teorem 46.8, i jer je prostor X
lokalno kompaktan Hausdorffov, teorem 46.10.
Za h € H je e(j(h)) = e(a, h) = h(a), pa kompozicija e o j preslikava
H na H(a). Kako je H kompaktan, kompaktan je i H(a).
Familija H je ekvikontinuirana u svakoj toc¢ki a € X.

Dovoljno je pokazati da oko svake tocke a € X postoji okolina
na kojoj je familija restrikcija funkcija iz H ekvikontinuirana.
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Dokaz Ascolijeva teorema (zavrsetak)

Neka je A C X neki kompaktan skup koji sadrzi okolinu tocke a.
Pokazat ¢emo da je familija R :={f|A: f € H} CC(A,Y)
ekvikontinuirana u a.

Pokazimo najprije da je u topologiji kompaktne konvergencije,
preslikavanje restrikcije r: C(X,Y) — C(A, Y) neprekidno. Neka je
feC(X,Y)aBc(f|Ae) > r(f) = f|A, gdje je C kompaktan
podskup od A, bazna okolina u topologiji kompaktne konvergencije
naC(A,Y). C je kompaktan podskup od X, paje B¢c(f,g) C C(X,Y)
okolina tocke f € C(X, Y) koju r preslikava u B¢(f|A,¢).

H je kompaktan i r(H) =R, pa je R kompaktan podskup od
C(A,Y). Ali, jer je A kompaktan, topologija kompaktne
konvergencije na C(A, Y) podudara se s uniformnom topologijom,
pa je skup R potpuno omeden u uniformnoj metrici na C(A, Y).
Ekvikontinuiranost familije R sada slijedi iz leme 45.2. L]
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Cemu Baireovi? prostori?

Definicija Baireovih prostora je sasvim ne-intuitivna i netransparentna.
Ali, Baireovo je svojstvo vrlo korisno u primjenama, posebno u
analizi i topologiji u dokazima egzistencije.

Dobra vijest je da su svi kompaktni, ¢ak lokalno kompaktni,
Hausdorffovi prostori i svi topoloski potpuni metrizabilni prostori,
Baireovi.

Zato je npr. C(X,R") Baireov (jer je potpun u uniformnoj
topologiji), $to ¢emo, kao ilustraciju, iskoristiti da dokazemo
postojanje neprekidnih ali nigdje derivabilnih realnih funkcija.
Druga primjena e biti dokaz kako se svaki n-dimenzionalan
kompaktan metricki prostor (npr. kompaktna n-mnogostrukost)
moze smjestiti u R2"+1.

?René-Louis Baire (1874-1932), francuski matematicar
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Baireovi prostori

Podskup A C X ima prazan interior ako je Int A = ().
Dakle, svaka tocka skupa A je gomiliste komplementa, X \ A.
Naprimjer Q C R ima prazan interior, kao i [0,1] x {0} C R2.

Definicija 48.1

Prostor X je Baireov prostor ako za svaku prebrojivu familiju
{An}nen zatvorenih podskupova od X koji svi imaju prazan
interior, i njihova unija | J A, ima prazan interior.

Dakle, u Baireovom prostoru prebrojiva unija ,,mrsavih” zatvorenih
skupova ne moze biti ,,debela”.

@ Q nije Baireov.

o N je Baireov.
o R\ Q jeste Baireov (Dokazite!).
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Skupovi prve i druge kategorije

Mnogi rabe sljede¢u terminologiju (originalna Baireova):
Podskup A C X je prve kategorije u X ako je sadrzan u nekoj
prebrojivoj uniji zatvorenih skupova s praznim interiorom.

U protivnom je A skup druge kategorije u X. U toj terminologiji

X je Baireov prostor ako i samo ako je svaki neprazan
otvoren skup u X skup druge kategorije.

Korisnu karakterizaciju Baireovih prostora daje

Lema 48.2 (Baireovo svojstvo pomoéu otvorenih skupova)

X je Baireov prostor ako i samo ako je presjek svake prebrojive
familije gustih otvorenih podskupova od X, gust u X.

Dokaz : Prijelaz na komplemente i Cinjenica da zatvoren skup ima
prazan interior akko je njegov komplement gust u X. []
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Potpuni metricki i kompaktni Hausdorffovi su Baireovi

Teorem 48.3 (Baireov teorem o kategoriji)

Ako je X kompaktan Hausdorffov ili potpun metricki prostor
onda je X Baireov prostor.

Dokaz : Neka su A, C X zatvoreni i Int A, = () za sve n € N. Treba
pokazati da je Int|JA, =0, tj. V otvoren Uy C X je Uy \ UA, # 0.
Int Ay = () pa postoji y € Up \ A1. X je regularan pa postoji
otvoren skup U t.d. je y € Uy C U C Up \ A1, tj. U N AL = 0.
Ako je X metricki neka je dodatno i diam U; < 1.
Induktivno, u otvorenom U,_1 postoji tocka koja nije u A, pa
odaberemo okolinu U, te to¢ke t.d. je U, C U,—1, U, NA, =0,
i diam U, < % ako je X metricki.

Tvrdnja: Npen Un # 0.
Iz tvrdnje slijedi teorem, jer za x € Npeny Un C Up je x & Ap, Vn €N,
jerje UnNA, =0, paje Uy \ Upen An # 0.
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ZavrSetak dokaza Baireova teorema o kategoriji

Dokaz tvrdnje: 1. slu¢aj: X je kompaktan Hausdorffov. Uy D Us D - --
je silazan niz nepraznih zatvorenih skupova, pa je, zbog
kompaktnosti prostora X, (,ey Un # 0.

2. sluéaj: X je potpun metricki prostor.
Ui D Uy O --- je silazan niz nepraznih zatvorenih skupova kojima
dijametri teze k nuli, pa da je presjek neprazan slijedi iz

Lema 48.4 (Cantorov teorem o presjeku)

Neka je C; D G, D --- silazni niz nepraznih zatvorenih skupova u
potpunom metrickom prostoru X t.d. diam C, — 0. Tada je
presjek (N,en Cn neprazan i sastoji se od samo jedne tocke.

a to smo dokazali u Analizi. O
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Neprekidna a nigdje diferencijabilna funkcija

Sljedeéi teorem lijepo ilustrira uporabu Baireova svojstval.

Teorem 49.1

Neka je f: [0,1] — R neprekidna funkcija. Tada za svakie > 0
postoji funkcija g: [0,1] — R za koju je |f(x) — g(x)| < € za
sve x, i t.d. je g neprekidna ali nigdje nije derivabilna.

Strategija dokaza: Prostor C := C([0, 1], R) neprekidnih realnih funkcija
na [0, 1] uz metriku p(f, g) := max, |f(x) — g(x)|, potpun je
metricki prostor, pa je Baireov prostor. Za sve n € N definirat
¢emo skupove U, C C koji su otvoreni i gusti u C, i takvi su da
funkcije koje pripadaju presjeku [,cn Un nisu nigdje derivabilne.
Kako je C Baireov prostor, taj presjek je gust u C, odakle slijedi
teorem.

"Weierstrass 1872: W(x) = > >° a*cos(b*mx), 0 < a<1, b€2Z+1,
ab > 1+ 3/2x. Bolzano ~ 1830.
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Konstrukcija skupova U,

Neka je f: [0,1] = R. Zax € [0,1]i0< h < % barem jedan od
brojeva x + h i x — h lezi u [0,1], pa je definiran barem jedan od
| ORI || JO=DEIC)|  Neka je AF(x, h) onaj

koji je vedi (ili onaj koji je definiran ako drugi nije).

kvocijenata

Napomena: Ako postoji derivacija f'(x) onda je |f'(x)| = limp_,0 Af(x, h).
Mi trazimo neprekidnu funkciju za koju ovaj limes ne postoji.
Konstruirat ¢emo neprekidnu funkciju f t.d. za svaki x postoji niz
hn — 0 t.d. Af(x, hp) — +00.

Neka je Apf :=inf,cpo,1) Af(x, h). Za n > 2 skup U, definiramo
kao skup svih funkcija f za koje postoji h < 1 t.d. je Apf > n.
Ostaje pokazati sljedece tvrdnje (elementarno, ali ima posla):

(1) Funkcije u presjeku ),y Un nisu nigdje derivabilne.

(2) Skupovi U, su otvoreni u C.

(3) Skupovi U, su gusti u C. (za detalje dokaza vidi [Munkres]) [
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Uvod u teoriju dimenzije

Kao jos jednu primjenu Baireova teorema dokazat ¢emo
Menger-Nobelingov teorem kako se svaki m-dimenzionalan
kompaktan metri¢ki prostor moze smjestiti u R>™+1. Ali najprije
trebamo pojam dimenzije, i to Lebesgueove dimenzije pokrivanja.

Definicija 50.1

Za familiju A podskupova od X kazemo da ima red m+ 1 ako

postoji toc¢ka koja se nalazi u m+ 1 ¢lanu od A, a nikoja se tocka
ne nalazi u m + 2 ¢lana. Dakle, nikojih se m + 2 ¢lanova ne sijece,
ali postoji (m+1)-¢lana potfamilija od A koja ima neprazan presjek.

Definicija 50.2 (Dimenzija pokrivanja)

Prostor X je konacnodimenzionalan ako postoji m € N t.d. svaki
otvoren pokriva¢ od X ima otvoreno profinjenje reda < m + 1.
Najmanji takav m je topoloska dimenzija od X, oznaka dim X.




Opéa topologija
8. BAIREOVI PROSTORI | TEORIJA DIMENZIJE
§50. Uvodno o teoriji dimenzije

Primjeri u R

Za svaki kompaktan X C R jedim X <1

Definirajmo dvije familije otvorenih intervala:
Av:={(n,n+1):ne€Z}iAo:={(n—3,n+3):neZ}
Familija A := A; U Ap je otvoren pokriva¢ od R reda 2 skupovima
dijametra 1.

Neka je C otvoren pokrivac od X i neka je 6 njegov Lebesgueov broj.
Preslikavanje x — %5x je homeomorfizam R — R koji otvoren
pokrivac¢ A prevodi u otvoren pokriva¢ od R skupovima dijametra %5.
Red tog pokrivaca je 2 i njegova restrikcija na X profinjuje C.

| \

Dimenzija segmenta jednaka je 1

Znamo da je dim[0, 1] < 1. PokaZimo da je red svakog otvorenog
pokrivaca B koji profinjenje A := {[0, 1), (0, 1]}, barem 2.

B > A pa ima barem dva ¢lana. Neka je jedan od njih U i neka je V
unija ostalih. Da jered B < 1 bilo bi [0,1] = ULV =< [0, 1] povezan.[]
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Primjer u R?

Za svaki kompaktan X C R? je dim X < 2

Definiramo tri familije disjunktnih otvorenih skupova:

Ao :={(n,n+1) x (m,m—+1) : n,m € Z}, (otvoreni kvadrati)
Aj je familija disjunktnih otvorenih , pazljivo nadebljanih” intervala
oblika {n} x (m,m+1) i (n,n+1) x {m}, n,m € Z; (srednja slika)
Ap je familija otvorenih krugova radijusa % oko (n,m), n,m € Z.
S familijom A := A U A; U Ag radimo isti trik kao ranije u R,
samo s homeomorfizmom (x, y) + 16 (x, y) prostora R2.

y
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Dimenzija kompaktnih podskupova od R"

Vise-manje je jasno na koji nacin treba poopditi konstrukciju iz
prethodnih primjera kako bi se dokazao opcenit teorem.

Teorem 50.6

Za svaki kompaktan potprostor X C R™ je dim X < m.

Detalje dokaza vidi u [Munkres].
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Dimenzija zatvorenog potprostora

DokaZimo sada nekoliko osnovnih Cinjenica o dimenziji.

Teorem 50.1

Ako je X konacnodimenzionalan onda je svaki njegov zatvoren
potprostor Y C X konacnodimenzionalan i dim Y < dim X.

Dokaz : Neka je dim X = m i neka je A pokriva¢ od Y otvorenim
podskupovima od Y. Za svaki A € A neka je A’ otvoren pod-
skupod X t.d.je A=ANY,inekaje A’ :={A : Aec AJU{X\Y}.
Neka je B otvoren pokrival od X koji profinjuje A’ i reda je < m+ 1.
Tada je familija {BNY : B € B} trazeni pokriva¢ od Y koji
profinjuje A i reda je < m+1. O]
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Dimenzija unije

Teorem 50.2
Neka je X = Y U Z gdje su 'Y i Z zatvoreni konacnodimenzionalni
potprostori od X. Tada je dim X = max{dim Y,dim Z}.

Dokaz : Neka je m := max{dim Y,dim Z}. Dokazat ¢emo da je
dim X < m, pa ¢e iz prethodnog teorema slijediti dim X = m.

1. korak. PokaZimo da svaki otvoren pokriva¢ A od X ima otvoreno
profinjenje koje je u tockama od Y reda < m+1, tj. svaka tockaiz Y
leZi u najvise m+ 1 ¢lanova tog profinjenja.

Familija {ANY : A € A} je otvoren pokriva¢ od Y, pa ima otvoreno
profinjenje B reda < m+ 1. Za svaki B € B odaberimo B’ otvoren
u X td. je B=B'NY iodaberimo Ag € At.d. je BC Ag.
Tada je familijaC:={B' NAg:Be B} U{A\Y:Ac A}

trazeni otvoren pokriva¢ od X. /
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Dokaz teorema o dimenziji unije

2. korak: dim X < m. Neka je A otvoren pokrivac od X i neka je I otvoren
pokriva¢ od X koji profinjuje A i u tockama od Y imared < m+1.
Sada odaberemo otvoren pokriva¢ C od X koji profinjuje B i u
tockama od Z imared < m+ 1. Za svaki C € C odaberimo B¢ € B
td. je CC Bc,izaBe Bnekaje D(B):=U{CeC:Bc=B}CB.

Tvrdnja: D := {D(B) : B € B} je otvoren pokriva¢ od X koji profinjuje A.

D profinjuje A jer je D(B) C B za sve B € B, a B profinjuje A. /
D pokriva X jer C pokriva X, a C C D(B¢c) zasve C€C.

Tvrdnja: red od D je < m+ 1. Neka je x € D(By) N --- N D(By), gdje
su skupovi D(B;) medusobno razli¢iti, pa su onda i B; medusobno
razli¢iti (definicija skupova D(B)!). Za svaki i odaberimo C; € C
t.d. je x € G i B¢, = Bj. Skupovi C; su medusobno razliciti jer su
Bj takvi, ixe GtN---NC C D(Bl)ﬂ'-‘ﬂD(Bk) CBiN---NBy.
Ako je x € Y onda je k < m+1 jer je Breda < m+1 u tockamaod Y.
Ako je x € Z onda je k < m+1 jer je C reda < m+1 u tockama od Z. [
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U teoremu o uniji zatvorenost je potrebnal

Korolar 50.3

Neka je X = Y1 U ---U Y gdje su svi Y; konacnodimenzionalni
zatvoreni potprostori od X. Tada je dim X = max{dim Yy, ...,dim Y}.

U prethodnom teoremu i korolaru zatvorenost potprostora je potrebna

Q i R\ Q su 0-dimenzionalni potprostori od R, dok je prostor R
1-dimenzionalan.
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Dimenzija kompaktnih mnogostrukosti

Dimenzije kompaktnih 1- i 2-mnogostrukosti

@ Svaka kompaktna 1-mnogostrukost je konacna unija
segmenata, pa je 1-dimenzionalna.

@ Svaka kompaktna 2-mnogostrukost je konacna unija
zatvorenih krugova, pa je dimenzije < 2.
Da je dimenzije to¢no 2—mnogo je teze dokazati.

Jednako tako, iz teorema 50.6, Ciji smo dokaz ranije opisali,
i teorema o dimenziji unije, tj. korolara 50.3, dobivamo

Korolar 50.7

Svaka kompaktna m-mnogostrukost ima dimenziju < m. [

Zapravo, dimenzija svake kompaktne m-mnogostrukosti jednaka je m,
ali je to mnogo teze dokazati.
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Geometrijska nezavisnost i opéi polozaj

Za dokaz glavnog cilja ovog paragrafa, teorema o smjestavanju
m-dimenzionalnih kompakata u R?™*! trebamo jo$ neke stvari.

Definicija 50.4

Skup tocaka {xo, ..., xx} C RN je geometrijski nezavisan ako su
vektori x; — Xg, . . . , Xk — Xg linearno nezavisni, tj. vrijedi da ako je
Sk paixi=0iXYK,a;=0ondaje a; =0 za sve i.

| A

Definicija 50.5

Skup to¢aka A C RV je u opéem polozaju u RN ako je svaki
podskup od A koji se sastoji od najvise N + 1 tocke, geometrijski
nezavisan.

Dakle, nikoje tri tocke iz A nisu kolinearne, nikoje Cetiri nisu
komplanarne, itd. sve do N + 1.

N
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Lema o opéem polozaju

Neka je {x1,...,x,} C RN konacan skup. Tada za svaki § >0
postoji skup {y1,...,yn} tocaka u opéem polozaju u RN t.d. je
|xi —yi| <9 zasvei.

Dokaz : Neka je y; := x3. Induktivno, pretpostavimo da ve¢ imamo
skup y1,...,y; tocaka u opéem poloZaju. Svaki njegov podskup
od najvise N elemenata je geometrijski nezavisan pa razapinje
k-ravninu za neki k < N. Svaka od tih ravnina ima prazan interior
u RN pa, jer ih ima samo kona¢no mnogo, i njihova unija ima
prazan interior (jer je RV Baireov prostor). Odaberimo tocku
Yj+1 € B(xj41,0) koja ne leZi niti u jednoj od tih ravnina. Lako se
vidi da je tada skup {y1,...,yj+1} u opéem poloZaju u RN, O
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Teorem o smjeStenju

Teorem 50.7 (Menger, Nobeling, Pontrjagin-Tolstowa, Lefschetz)

Svaki se kompaktan metricki prostor dimenzije m moZe smjestiti u R2m+1

Dokaz koji ¢emo prikazati rabi funkcijske prostore i Baireov teorem,
a potjece od Witolda Hurewicza.
Neka je N :=2m+ 1. Uzmimo na RN kvadrati¢nu metriku
|x —y| = max; |x; — yi|, i pripadnu sup-metriku na C(X,RN),
p(f.g) = sup, |f(x) — g(x)|. Tada je (C(X,R"), ) potpun
metriCki prostor.
(X, d) je kompaktan, pa je za neprekidnu funkciju f: X — RN
dobro definiran broj A(f) := sup,cf(x) diam £~ 1(z).
A(f) pokazuje koliko f ,odstupa” od injekcije: A(f) =0 ako i
samo ako je f injekcija.
Za sve £ > 0 definiramo skupove U. := {f € C(X,RN): A(f) < &}.
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Dokaz teorema o smjestenju

Teorem Ce biti dokazan ako dokazemo sljedeée dvije tvrdnje:
Tvrdnja 1: U- su otvoreni podskupovi od C(X,RN).
Tvrdnja 2: U. su gusti u C(X,RN).
Naime, C(X, RV) je potpun metricki, stoga i Baireov prostor, pa odavde
slijedi da je i presjek N,y U1/, gust u C(X,RN), dakle i neprazan.
Tada za f € Nyey Uiy vrijedi A(f) < 1 za sve n, tj. A(f) = 0.
Zato je f neprekidna injekcija, a jer je X kompaktan, f je smjestenje.
Time je teorem dokazan.
Ovaj dokaz pokazuje i vise. Naime, jer je presjek (,cn U1/, ne
samo neprazan, veé i gust u C(X,RNM), to se u svakoj okolini
neprekidne funkcije X — RN nalazi i smjestenje, tj. vrijedi

Teorem (Pravi teorem o smjestenju)

Neka je X kompaktan metricki prostor dimenzije m. Tada za svako
neprekidno preslikavanje f: X — R2™*1 i svaki ¢ > 0 postoji
smjestenje g: X — R2™H1 td. je |f(x) — g(x)| < € za sve x € X.




Opéa topologija
8. BAIREOVI PROSTORI | TEORIJA DIMENZIJE
§50. Uvodno o teoriji dimenzije

Dokazimo sada navedene tvrdnje

1. U- € C(X,RN) je otvoren. Neka je f € U.. Odaberimo b € R t.d. je
A(f) < b<e. Akoje f(x) = f(y) =: z, onda su x,y € f1(z2), pa je
d(x,y) < A(f) < b. Stoga je funkcija (x, y) — |f(x)—f(y)| pozitivna
na skupu A := {(x,y) : d(x,y) > b}. Skup A C X x X je zatvoren,
onda i kompaktan, pa neka je § := %min(xjy)eA |f(x) —f(y)| > 0.

Tvrdnja: B,(f,0) C U, pa je U. otvoren.

Neka je g € B,(f,0), tj. p(f,g) <. Za (x,y) € Aje
[F(x) = f(y) = 20, pa je [g(x) — &(y)| > 0, 4.

funkcija (x,y) — |g(x) — g(y)| je pozitivna na A. L)
Stoga, ako su tocke x,y € X t.d. je g(x) = g(y), L

tj. |g(x) — g(y)| =0, onda (x,y) ¢ A, pa je 00 g &g(y)
d(x,y) < b. Zbog toga je A(g) < b < ¢, tj. e g(x)

gel.. vy
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Dokaz tvrdnje 2

2. U- je gust u C(X,RN), tj. za f € C(X,RN) i § > 0 treba naci g € U-

t.d. je p(g,f) <.
Pokrijmo X s konaéno mnogo otvorenih skupova Vi,..., V, t.d. je

(1) diam V; < 5,

(2) diam f(V;) < 3,

(3) red pokrivata {V4,...,V,}je <m+1,

i neka je {¢;} particija jedinice podredena pokrivacu {V;}.

Za svaki i odaberimo tocku x; € V;, i zatim odaberimo tocke
z; c RV td. je |zi — f(x)| < g i da je skup tocaka {z1,...,z,}
u opéem polozaju u RV, Definirarj;mo g: X — RN formulom

g(x) = i; oi(x) z;.

Tvrdnja: g je trazena funkcija.
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Dokaz tvrdnje 2 (nastavak)

p(f,g) < o : Za svaki x € X vrijedi
n n
g0) ~ F(x) = ¥ oilx)zi = 3 6i(x) (),

pa je B )

g(x) = f(x) = X ¢i(x)(zi — (%)) + X i) (F(x) — f(x)).
Prvi sumand je < gjerje |z — f(xi)| < % zasve i, a Yy ¢i(x) =1.
Drugi je sumand < g jer ako je i takav da je ¢;(x) # 0, onda je
x € V;, a kako je diam f(V;) < % to je |[f(x) — f(x)] < g.
Stoga za svaki x € X vrijedi |g(x) — f(x)| < d pajeip(g,f)<d.
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Zavrsetak dokaza teorema o smjestenju

ge Ut Alg)<e: .
Neka su x,y € X t.d. je g(x) = g(y), ti. ; (¢i(x) — ¢i(y)) zi = 0.

Pokriva¢ {V;} je reda < m+ 1 pa je najvise m+ 1 brojeva
¢i(x) # 0, i isto tako za ¢;(y). Dakle, u sumi

n

> (6i(x) = 9ily)) zi (*)

i=1
najvise je 2m + 2 sumanada razlicito od 0.
Tocke z; su u opéem polozaju u RN pa je svaki skup od najvide
N +1=2m+ 2 od tih tocaka, geometrijski nezavisan.
Kako je suma koeficijenata u (*) jednak nuli, zbog geometrijske
nezavisnosti svi su koeficijenti jednaki nuli, tj ¢;(x) = ¢;(y) za sve i.
Za neki i je ¢i(x) > 0, pa je x € V;. Ali tada je i ¢;i(y) > 0 pa je i
y € V;. Stoga je d(x,y) < diamV; < 5 < ¢, paje A(g) <e. O
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Sto zasad jo$ ne mozemo dokazati?

Kao neposredne posljedice teorema o smjestenju, dobivamo

Korolar 50.8

Svaka se kompaktna m-mnogostrukost moZe smjestiti u R*™1. [

Korolar 50.9

Kompaktan metrizabilan prostor X moZe se smjestiti u neki
euklidski prostor RN akko je X konacnodimenzionalan. Ol

Velinu stvari dokazanih u ovom paragrafu nije pretesko dokazati i
u nekompaktnom slucaju. Ali, $to nije lako dokazati je da

@ dimenzija m-mnogostrukosti jednaka je m, i

@ 2m+ 1 je najmanja dimenzija euklidskog prostora u koji se
moZze smjestiti svaka m-mnogostrukost.

Za obje ove Cinjenice potrebne su tehnike algebarske topologije.
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