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Četvrta tjedna zadaća 5. ožujka 2012.

1. Neka je R∞ podskup od R𝜔 koji se sastoji od nizova koji su kad-tad jednaki nuli,
tj. od nizova (𝑥1, 𝑥2, . . .) takvih da je 𝑥𝑖 ̸= 0 za samo konačno mnogo indeksa 𝑖. Što
je zatvorenje od R∞ u R𝜔 u produktnoj i u box topologiji. Opravdaj svoj odgovor.

2. Dokaži da je prostor R×R u topologiji leksikografskog ured̄aja, metrizabilan.

3. Promotri produktnu, uniformnu i box topologiju na R𝜔.

(𝑎) U kojim od tih topologija su neprekidne sljedeće funkcije s R u R𝜔:

𝑓(𝑡) := (𝑡,2𝑡,3𝑡, . . .) ;
𝑔(𝑡) := (𝑡, 𝑡, 𝑡, . . .) ;
ℎ(𝑡) := (𝑡, 12𝑡,

1
3𝑡, . . .) ?

(𝑏) U kojim od tih topologija konvergiraju sljedeći nizovi:

w1 = (1,1,1,1, . . .), x1 = (1,1,1,1, . . .),
w2 = (0,2,2,2, . . .), x2 = (0, 12 ,

1
2 ,

1
2 , . . .),

w2 = (0,0,3,3, . . .), x3 = (0,0, 13 ,
1
3 , . . .),

...
...

y1 = (1,0,0,0, . . .), z1 = (1,1,0,0, . . .),
y2 = (12 ,

1
2 ,0,0, . . .), z2 = (12 ,

1
2 ,0,0, . . .),

y3 = (13 ,
1
3 ,

1
3 ,0, . . .); z3 = (13 ,

1
3 ,0,0, . . .),

...
...

4. Neka je R∞ podskup od R𝜔 koji se sastoji od nizova koji su kad-tad jednaki nuli.
Što je zatvorenje od R∞ u R𝜔 u uniformnoj topologiji. Opravdaj svoj odgovor.

5. Neka je 𝑋 podskup od R𝜔 koji se sastoji od onih nizova x = (𝑥1, 𝑥2, . . .) za koje red∑︀
𝑥2
𝑖 konvergira. Tada je formulom 𝑑(x,y) :=

√︁∑︀∞
𝑖=1(𝑥𝑖 −𝑦1)2 definirana metrika

na 𝑋 (dokaži!). Topologija koju na 𝑋 definira ova metrika naziva se ℓ2-topologija.
Dokaži da na 𝑋 box topologija profinjuje ℓ2-topologiju, a ℓ2-topologija profinjuje
uniformnu, tj. na 𝑋 vrijedi

box topologija ⊇ ℓ2-topologija ⊇ uniformna topologija.

6. Neka su (𝑋𝑛, 𝑑𝑛) metrički prostori, 𝑛 ∈ N.

(𝑎) Dokaži da je s 𝜌(x,y) :=max{𝑑1(𝑥1, 𝑦1), . . . , 𝑑𝑛(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)} definirana metrika
na produktu 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛.

(𝑏) Neka je 𝑑𝑖 := min{𝑑𝑖,1}. Dokaži da je s 𝐷(x,y) := sup
{︀𝑑𝑖(𝑥𝑖,𝑦𝑖)

𝑖 : 𝑖 ∈ N
}︀

definirana metrika na produktu
∏︀
𝑋𝑖.



7. Dokaži da Rℓ i ured̄en kvadrat zadovoljavaju prvi aksiom prebrojivosti.
(To, naravno, ne implicira da su oni metrizabilni!)

8. Neka su funkcije 𝑓𝑛 : [0,1] → R definirane s 𝑓𝑛(𝑥) := 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ N. Dokaži da niz
(𝑓𝑛(𝑥))𝑛 konvergira za sve 𝑥 ∈ [0,1] ali da niz (𝑓𝑛)𝑛 ne konvergira uniformno.

9. Neka je 𝑋 skup i neka je 𝑓𝑛 : 𝑋 → R, 𝑛 ∈ N, niz funkcija. Neka je 𝜌 uniformna
metrika na prostoru R𝑋 . Pokaži da niz (𝑓𝑛)𝑛 konvergira uniformno funkciji 𝑓 : 𝑋 →
R ako i samo ako niz (𝑓𝑛)𝑛 konvergira k 𝑓 u metrici 𝜌, tj. 𝑓 = lim𝑛 𝑓𝑛 u metrǐckom
prostoru (R𝑋 , 𝜌).
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