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1. Za dva skupa 𝐴 i 𝐵 kažemo da imaju isti kardinalni broj ako postoji bijekcija s 𝐴
na 𝐵.

(𝑎) Pokaži da ako je 𝐵 ⊆ 𝐴 i ako postoji injekcija 𝑓 : 𝐴 → 𝐵, onda 𝐴 i 𝐵 imaju
isti kardinalni broj. [Uputa: Definiraj 𝐴1 := 𝐴, 𝐵1 := 𝐵, a za 𝑛 > 1 neka je
𝐴𝑛 := 𝑓(𝐴𝑛−1) i 𝐵𝑛 := 𝑓(𝐵𝑛−1). (Opet rekurzivna definicija!) Primijeti da
𝐴1 ⊇ 𝐵1 ⊇ 𝐴2 ⊇ 𝐵2 ⊇ 𝐴3 ⊇ · · · . Definiraj bijekciju ℎ : 𝐴→ 𝐵 pravilom

ℎ(𝑥) :=

⎧⎨⎩𝑓(𝑥) ako je 𝑥 ∈ 𝐴𝑛 ∖ 𝐵𝑛 a neki 𝑛,

𝑥 inače.]

(𝑏) Dokaži sljedeći (Schröder-Bernsteinov teorem): Ako postoje injekcije
𝑓 : 𝐴→ 𝐵 i 𝑔 : 𝐵 → 𝐴 onda 𝐴 i 𝐵 imaju jednak kardinalni broj.

2. Pokaži da topologije Rℓ i R𝐾 nisu usporedive.

3. (𝑎) Primjenom leme 13.2 pokaži da je prebrojiva familija

ℬ := {⟨𝑎,𝑏⟩ : 𝑎 < 𝑏, 𝑎 i 𝑏 racionalni}

jedna baza standardne topologije na R.

(𝑏) Pokaži da je familija

ℬ′ := {[𝑎, 𝑏⟩ : 𝑎 < 𝑏, 𝑎 i 𝑏 racionalni}

baza neke topologije na skupu realnih brojeva, i da je topologija koju ona
generira različita od odozdo granične topologije.

4. Neka je 𝑋 := [−1,1] potprostor od R. Koji je od sljedećih skupova otvoren u 𝑋?
Koji je od njih otvoren u R?

𝐴 = {𝑥 : 1
2 < |𝑥| < 1}

𝐵 = {𝑥 : 1
2 < |𝑥| ≤ 1}

𝐶 = {𝑥 : 1
2 ≤ |𝑥| < 1}

𝐷 = {𝑥 : 1
2 ≤ |𝑥| ≤ 1}

𝐸 = {𝑥 : 0 < |𝑥| < 1 i 1
𝑥 ∉ Z} .

5. Za 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 kažemo da je otvoreno preslikavanje ako je za svaki otvoren skup 𝑈
iz 𝑋, skup 𝑓(𝑈) otvoren u 𝑌 . Pokaži da su projekcije 𝜋1 : 𝑋×𝑌 → 𝑋 i 𝜋2 : 𝑋×𝑌 → 𝑌
otvorena preslikavanja.

6. Neka je 𝐿 pravac u ravnini. Opiši topologije od 𝐿 kao potprostora od Rℓ ×R i od
Rℓ ×Rℓ. U oba slučaja radi se o jednoj od poznatih topologija.

7. Neka je 𝐼 = [0,1]. Usporedi ove tri topologije na 𝐼 × 𝐼: produktnu topologiju,
ured̄ajnu topologiju s obzirom na leksikografski ured̄aj na 𝐼 × 𝐼, i topologiju koju
𝐼×𝐼 nasljed̄uje kao potprostor od R×R s ured̄ajnom topologijom za leksikografski
ured̄aj.



8. Pokaži da ako je 𝐴 zatvoren u 𝑋 i 𝐵 zatvoren u 𝑌 onda je 𝐴× 𝐵 zatvoren u 𝑋 × 𝑌 .

9. Pokaži da ako je 𝑈 otvoren u 𝑋 i 𝐴 je zatvoren u 𝑋 onda je 𝑈 ∖ 𝐴 otvoren u 𝑋 i
𝐴 ∖𝑈 je zatvoren u 𝑋.

10. Neka je 𝑋 ured̄en skup s ured̄ajnom topologijom. Pokaži da je ⟨𝑎,𝑏⟩ ⊆ [𝑎, 𝑏]. Uz
koje će uvjete vrijediti jednakost?

11. Neka 𝐴, 𝐵 i 𝐴𝛼 označavaju podskupove prostora 𝑋. Dokaži sljedeće:

(𝑎) Ako je 𝐴 ⊆ 𝐵 onda je 𝐴 ⊆ 𝐵 ;

(𝑏) 𝐴∪ 𝐵 = 𝐴∪ 𝐵 ;

(𝑐)
⋃︀
𝐴𝛼 ⊇

⋃︀
𝐴𝛼 ; pokaži primjerom kako općenito jednakost ne vrijedi.

12. Neka 𝐴, 𝐵 i 𝐴𝛼 označavaju podskupove prostora 𝑋. Ispitaj vrijede li sljedeće
jednakosti. Ako neka od jednakosti ne vrijedi, vrijedi li barem jedna od inkluzija ⊆
ili ⊇?

(𝑎) 𝐴∩ 𝐵 = 𝐴∩ 𝐵 ;

(𝑏)
⋂︀
𝐴𝛼 =

⋂︀
𝐴𝛼 ;

(𝑐) 𝐴 ∖ 𝐵 = 𝐴 ∖ 𝐵 .

13. Neka su 𝐴 ⊆ 𝑋 i 𝐵 ⊆ 𝑌 . Pokaži da u produktu 𝑋 × 𝑌 vrijedi 𝐴× 𝐵 = 𝐴× 𝐵.
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