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§43. Potpuni metri¢ki prostori

R% je potpun

@ POTPUNI METRICKI | FUNKCIJSKI PROSTORI Teorem 43.5
Na R“ (s produktnom topologijom) postoji potpuna metrika.

Dokaz: Produktna topologija na R* inducirana je metrikom

@ Potpuni metri¢ki prostori D(x,y) := sup; M gdje je d(a, b) = min{|a — b|, 1} standardna
@ Peanovo preslikavanje omedena metrika na R. Neka je x, Cauchyjev niz u (R¥, D).

o Kompaktnost u metri¢kim prostorima Kako za x,y € R¥ vrijedi d(m;(x), mi(y)) < i D(x,y), to je za svaki i
@ Konvergencija po to¢kama i konvergencija po kompaktima niz (mi(xn))n Cauchyjev niz u R, pa konvergira.

@ Ascolijev teorem Stoga i niz x,, konvergira u produktnoj, tj. D-topologiji na R¥. [
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Potpunost Potpunost uniformne metrike

Sve ovo manje-vise znamo iz analize:
Neprebrojiv produkt R nije metrizabilan (u produktnoj topologiji),

Definicija 43.1 ali sjetimo se uniformne topologije:
Metri¢ki prostor (X, d) je potpun ako svaki Cauchyjev niz konvergira.

Definicija 43.6

Neka je (Y, d) metri¢ki prostor a d pripadna standardna omedena

(X, d) je potpun ako i samo ako svaki Cauchyjev niz u X ima metrika. Uniformna metrika p na Y7 odredena metrikom d
gomiliste, tj. ima konvergentan podniz. O definira se kao p(x,y) := sup, d(xa, Ya)-
Teorem 43.3 Ako elemente produkta Y~/ zapisujemo kao funkcijes Ju Y, a ne

O kao J-torke, onda je 5(f, g) = sup, d(f(a), g(c)).

R" je potpun i u standardnoj i u kvadraticnoj metrici.

Teorem 43.7

Kao i u R" vrijedi
Ako je prostor (Y, d) potpun onda je i (Y”,p) potpun metricki
prostor.

Lema 43.4

Niz x, u produktu X =[], X, konvergira k x ako i samo ako
Ta(Xn) = ma(X) za sve a. O Dokaz je isti kao u Analizi. O
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Prostori neprekidnih i omedenih funkcija Upotpunjenje metrickog prostora

| ovaj teorem znamo iz analize: Rezultat prethodnog teorema i sljedeéi pojam vazni su u analizi

Teorem 43.8 (manje u geometriji).

Neka je X topoloski a (Y, d) metri¢ki prostor. U uniformnoj Definicija 43.10
metrici na YX su prostori C(X,Y) i B(X,Y) neprekidnih odnosno
omedenih funkcija, zatvoreni potprostori.

Ako je (Y, d) potpun onda su i ti potprostori potpuni. O

Neka je (X, d) metricki prostor a h: X — Y izometri¢ko smjestenje

u potpun metri¢ki prostor Y. Tada je potprostor h(X) C Y
potpun metricki prostor, i naziva se upotpunjenje prostora X.

Za skup X i metricki prostor (Y, d) moze se na skupu B(X, Y)
definirati i sup-metrika p(f,g) := sup, d(f(x), g(x)).

Veza sup-metrike p i uniformne metrike p je sasvim jednostavna:
p(f,g) = min{p(f,g),1}, sto se lako provjeri.

Kada je X kompaktan, sve su neprekidne funkcije omedene, pa ako
je (Y, d) potpun onda je i prostor (C(X, Y),p) potpun, te je i
(C(X,Y),p) potpun. Stoga se Cesto na C(X, Y) rabi sup-metrika p
umjesto uniformne metrike p.

Lako se pokaze da je upotpunjenje jedinstveno do na izometriju.
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§43. Potpuni metricki prostori §44. Peanovo preslikavanje

Smjestavanje u (B(X,R), p) U nesuglasju s intuicijom

Teorem 43.9 Kao primjenu potpunosti prostora C(X, Y') opisat ¢emo
Svaki se metricki prostor (X, d) moZe izometricki smjestiti u konstrukciju , krivulje koja ispunjava kvadrat” (oznaka: /:=[0,1]).
potpun metricki prostor.

Teorem 44.1
Dokaz: Fiksirajmo xg € X, i za svaki a € X definirajmo funkciju Postoji neprekidna surjekcija f: [0,1] — [0, 1]2.
¢a: X = Rs ¢a(x) := d(x,a) — d(x, xp).
Tvrdnja: ¢, € B(X,R). (za to nam je trebalo oduzeti d(x, xo)). Dokaz: 1. korak: Opis$imo najprije jednu modifikaciju , trokutastih” puteva:

Iz |d(x, a)—d(x, b)| < d(a, b), za b=xg slijedi |¢pa(x)| < d(a, xp) zasve x. /
Sada definiramo ®: X — B(X,R) stavljajuéi ®(a) := ¢.,.

Tvrdnja: ®: (X, d) — (B(X,R), p) je izometricko smjestenje.

Prema definiciji, za sve a, b € X je

P(da, Pb) = suPx |Pa(x) — b(x)| = sup, [d(x; a) — d(x, b)] 8, £,

pa je p(¢a, o) < d(a, b). Nejednakost ne moze biti stroga jer je S —

a b a b
(¢a(a) — db(a)| = d(a, b). Dakle, p(¢a, ¢») = d(a, b) pa je ®
izometri¢ko smjestenje u potpun metric¢ki prostor (B(X,R),p). O

Za proizvoljan segment [a, b] i Modificiran put g’ sugeriran je
proizvoljan kvadrat neka je g put tada sljede¢om slikom:
sugeriran sljede¢om slikom:
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Konstrukcija Peanove krivulje

Analogna se modifikacija moZe napraviti i za ostale trokutaste
puteve koji spajaju dva susjedna vrha kvadrata, naprimjer:

s JN
— S

2. korak: Sada definiramo niz funkcija f,: | — I?> ovako:
Funkcija fo neka je trokutast put gzaa=0ib=1.
Funkcija fi neka je modificirani put g’.
Funkciju f, dobijemo tako da na svaki od Cetiri trokutasta puta koji
¢ine fi primijenimo opisane modifikacije, itd.
Opéenito, f, se sastoji od 4" trokutastih puteva koji svaki lezi u
kvadrati¢u stranice 2%, a f,41 dobijemo tako da svaki od tih
trokutastih puteva modificiramo na opisani nacin, zamjenjujudi
svaki od njih s Cetiri manja trokutasta puta.
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Peanovo preslikavanje

f
S f3

Fe
O Y T T A R T O

3. korak: Da dokazemo kako niz (f,), konvergira, zbog potpunosti
prostora (C(/,1?), p), dovoljno je pokazati da je on Cauchyjev.

No to slijedi iz konstrukcije, jer kada za t € [0, 1] to¢ka f,(t)
~upadne” u neki kvadratié stranice 2% bit ¢e i fy(t) u tom istom
kvadratic¢u i za sve m > n.

4. korak: Kako je C(I,1?) potpun, niz f, konvergira k neprekidnoj
funkciji f: [0,1] — [0,1]%2. PokaZimo da je f surjekcija. Neka jex € I
proizvoljna tocka. Kako x lezi u nekom od kvadratiéa stranice 2%
to je d(x, fa(1)) < & jer put f, ,ulazi" u svaki takav kvadrati¢.
Stoga za svakie >0ine Ntd. jep(f,f) <5i 2%, <3,
e-okolina od x sije¢e (1), pa je x € f(I) = f(/). O
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Sljedecih nekoliko stvari vazne su za analizu

Najprije nesto sto ve¢ znamo a onda nesto novo:

Definicija 45.1

Metri¢ki prostor (X, d) je potpuno omeden ako se za svaki ¢ > 0
moze pokriti s konacno mnogo e-kugala.

Teorem 45.2

Metricki prostor (X, d) je kompaktan ako i samo ako je potpun
i potpuno omeden. 1

| \

| \

Definicija 45.3

Neka je X topoloski a (Y, d) metri¢ki prostor, i neka je F C C(X, Y).
Familija funkcija F je ekvikontinuirana u tocki xg € X ako za
svaki ¢ > 0 postoji okolina U > xp t.d. je d(f(x), f(x0)) < € za sve
x € Uisve felF.

Familija F je ekvikontinuirana ako je ekvikontinuirana u svakoj tocki
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Ekvikontinuiranost

Lema 45.4

Neka je X topoloski a (Y, d) metricki prostor. Ako je u pripadnoj
uniformnoj metrici p familija F C C(X,Y) potpuno omedena, onda
je F ekvikontinuirana s obzirom na metriku d.

Dokaz: Nekaje xo € X, 0<e <1, 0:=5i{Bs(f1,0),...,B5(fs,0)}
pokriva¢ od F otvorenim d-kuglama u C(X, Y). Funkcije f; su
neprekidne pa neka je U 3 xg okolina t.d. je d(fi(x), fi(xp)) < ¢ za
svex € U, i=1,...,n Neka je f € F proizvoljna funkcija. Tada
f pripada nekoj od tih kugala, npr. f € B5(f;,d), pa za x € U vrijedi
(), F(30)) < d(F (), FGN) (), )+, F30)

= d(f(x), fi(x))+d(fi(x), fi(x0))+d(fi(x0), f(x0)) < &

jer su sva tri sumanda manja od 4, a § < 1. ]
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Klasi¢ni Ascolijev teorem Konvergencija po tockama
Sada bismo, uz pomo¢ jos jedne leme, mogli dokazati klasi¢ni a Us f
Ascolijev teorem
Teorem 45.6 Us
. sy .. v

Neka je X kompaktan a C(X,R") prostor neprekidnih funkcija s X 2 g
u R" s uniformnom metrikom za standardnu ili kvadrati¢nu
metriku d na R". Familija F C C(X,R") je relativno kompaktna,

tj. ima kompaktno zatvorenje, ako i samo ako je ekvikontinuirana i
tockovno omedena s obzirom na metriku d, tj. skup Teorem 46.2

F(a):={f(a): f € F} je omeden za sve a € X. U topologiji konvergencije po tockama niz funkcija f, konvergira k
funkciji f akko za svaki x € X niz f,(x) konvergira k f(x).

Mi ¢emo u §47 dokazati opcu verziju Ascolijeva teorema, pa ovu,

klasi¢nu verziju neCemo dokazivati. Dokaz je samo reformulacija leme 43.3 konvergencije u produktu,
u funkcijskoj notaciji. [
U ovoj topologiji C(X, Y') nije opcenito zatvoren potprostor od YX
tj. limes niza neprekidnih funkcija ne mora biti neprekidan.
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Topologija konvergencije po tockama Topologija kompaktne konvergencije

Osim uniformne topologije, na prostorima funkcija postoje i druge
zanimljive topologije. Upoznat ¢emo tri.
Definicija 46.1 Neka je X topologki a (Y, d) metricki prostor. Za f € YX,
kompaktan skup C C X i broj € > 0 neka je
Bc(f,e) :={g € YX :sup,cc d(f())((),g(x)) < e}
Sk i Be(f,e) Cine bazu topologij Y7 koj i
Familija {S(x, U) : x € X, U°ere" C Y} je podbaza topologije e ( ’E). SR S ERAE S
. . . 9 N s topologijom uniformne konvergencije na kompaktima ili
koju nazivamo topologijom konvergencije po tockama ili - ..
. . - i . topologijom kompaktne konvergencije.
tockovno-otvorenom topologijom ili topologijom obicne ‘
konvergencije. Da skupovi B¢(f, ) zaista &ine bazu, slijedi iz Cinjenice da za
g € Bc(f,€)id = e—sup,cc d(f(x), g(x)) vrijedi Bc(g, 0) € Bc(f, €),
(za h€ Be(g,0) ixe Cje
d(h(x), F(x)) < d(h(x), g(x)) + d(g(x), F(x)) < 6 + supycc d(g(x), F(x)) =
paza g € B¢ (fi,e1) N Bg,(h,e2), C:=CG NG
5= & - max{sup,e, d(8(x), A(x)). supyec, d(g(x). fi(x))},
vrijedi Bc(g,6) € Be,(fi,€1) N Bg,(f,€2).

Definicija 46.3

Za x € X i otvoren skup U C Y neka je
S(x,U):={f € YX:f(x) e U}

Ova je topologija isto $to i produktna topologija na YX

jer je S(x, U) = n}(U) u ,,produktnoj” notaciji.

Bazu topologije konvergencije po to¢kama cCine skupovi
S(Xl,...,Xk; Ul,...,Uk) = {fE yX. f(X,') e U;,i= 1,...,/(}.
Dakle, u toj je topologiji tipi¢na okolina funkcije f, familija funkcija
koje su u kona¢no mnogo tocaka ,blizu” funkcije f.

m

)
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Topologija lokalno uniformne konvergencije Lokalno kompaktni su kompaktno generirani

U topologiji kompaktne konvergencije okolinu funkcije f Cine sve Lema 46.6
funkcije koje su ,,blizu” f na nekom kompaktnom podskupu.
Topologija kompaktne konvergencije finija je od topologije
konvergencije po tockama a grublja je od uniformne topologije.
BOX > UNIFORMNA > KOMPAKTNA > PO TOCKAMA (= produktna) Dokaz: Neka je X lokalno kompaktan i A C X t.d. je AN C otvoren u C
za sve kompaktne C C X. Pokazimo da je A otvoren u X.
Za x € A neka je U 3 x okolina u X koja je sadrzana u nekom

Ako je prostor X lokalno kompaktan ili ako X zadovoljava prvi
aksiom prebrojivosti, onda je X kompaktno generiran.

OCcito vrijedi sljedeci teorem, odakle i naziv za ovu topologiju:

Teorem 46.4 kompaktnom C, U C C (3 zbog lokalne kompaktnosti). Jer je
Neka je X topoloski a (Y, d) metri¢ki prostor. Niz funkcija AN C otvoren u C, to je AN U otvoren u U, pa je otvoren i u X.
fn: X = Y konvergira u topologiji kompaktne konvergencije k Dakle, x e AN U C A, pa je Aotvorenu X. /
funkciji f akko za svaki kompaktan podskup C C X niz restrikcija Neka X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti i neka je B C X t.d.
f|C uniformno konvergira k restrikciji f|C. O je BN C zatvoren u C za sve kompaktne C C X. Zax € B

postoji niz (xp)n, u B koji konvergira k x (prvi aksiom prebrojivostil).
Odavde, i iz onoga Sto smo znamo iz Analize, zakljucujemo da ako Skup K := {x}U{x, : n € N} je kompaktan, pa je BNK zatvoren u K.
je X lokalno kompaktan, onda je topologija kompaktne konvergencije Ali (xp)n je niz u BN K, koji je zatvoren u K, pa je
isto $to i topologija lokalno uniformne konvergencije. x=limx, € BNK C B, tj. BC B, pa je B zatvoren u X. 0
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Kompaktno generirani prostori

Neprekidnost u slaboj topologiji

Kao sto znamo, u uniformnoj topologiji je limes niza neprekidnih L o o o
funkcija opet neprekidna funkcija, ali u produktnoj topologiji, tj. Klju€nu stvar o kompaktno generiranim prostorima iskazuje sljedeca

topologiji konvergencije po tockama, to nije tako. Lema 46.7

A kako je u topologiji kompaktne konvergencije?

Neka je X kompaktno generiran. Funkcija f: X — Y je neprekidna
Uz jedan, relativno slab uvjet koji ,vecina” dobrih prostora akko je restrikcija f|C neprekidna za svaki kompaktan C C X.
zadovoljava, i tu e limes niza neprekidnih funkcija biti neprekidan.

Dokaz: Neka je V C Y otvoren. Za svaki kompaktan C C X je skup

Definicija 46.5 f~1(V)N C = (f|C)~}(V) otvoren u C, a jer je X kompaktno

Prostor X je kompaktno generiran ako vrijedi sljedece: A C X je generiran, f~1(V) je otvoren u X. O

otvoren akko je AN C otvoren u C za sve kompaktne C C X.

Ekvivalentno: B C X je zatvoren akko je BN C zatvoren u C. Analogna tvrdnja vrijedi i u svakoj drugoj situaciji kada je
topologija na X slaba topologija s obzirom na neku familiju

Kaze se i da X ima slabu topologiju s obzirom na familiju potprostora. Takvu topologiju éemo imati npr. za CW-komplekse.

kompaktnih potprostora.

Klasa kompaktno generiranih prostora je ,dobra” za algebarsku
topologiju.
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Neprekidnost limesa u topologiji konvergencije po kompaktima Kompaktno-otvorena topologija

Teorem 46.8 Uniformna i topologija kompaktne konvergencije koriste metriku na Y.
Postoji li i opcenito na prostoru funkcija topologija koja bi se za
metricki Y podudarala s nekom od njih?
Za prostor YX svih funkcija—ne. Ali ima jedna dobra topologija
na C(X,Y), prostoru neprekidnih funkcija, koja se za metricki Y
Dokaz: Neka je f € YX gomiliste od C(X, Y). Za dokaz neprekidnosti podudara s topologijom kompaktne konvergencije.
od f dovoljno je pokazati da je restrikcija f|C neprekidna za svaki
kompaktan C C X. Za svaki n € N, okolina Bc(f,1) od f sijete . — . .
C(X,Y), pa odaberimo f, € C(X, Y) N Be(f, %) Niz restrikcija Neka su X i Ytopoloskl prostori. Za kompaktan C C X i otvoren
fa|C: C — Y uniformno konvergira k f|C, pa je f|C neprekidna. [] vey ne.ka je S(C,U) :=={f e C(X,Y): f(C) C U} Skupovi
5(C, U) ¢ine podbazu kompaktno-otvorene topologije na C(X, Y).

Neka je X kompaktno generiran a (Y, d) metricki prostor. Tada je
u topologiji kompaktne konvergencije C(X,Y) C YX zatvoren
potprostor.

Definicija 46.11

Korolar 46.9

Kompaktno-otvorena topologija ocito je finija od topologije

Neka je X kompaktno generiran a (Y, d) metricki prostor. g ‘ > B
konvergencije po tockama, tj. produktne topologije.

Ako niz neprekidnih funkcija f,: X — Y uniformno po kompaktima . X
konvergira funkciji f, onda je f neprekidna funkcija. ] K-O topologija moZe se definirati na cijelom prostoru Y~ ali tamo
nema dobra svojstva koja ima na C(X,Y).
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Kompaktno-otvorena = topologija kompaktne konvergencije

Tri topologije na prostoru funkcija

U kontekstu neprekidnih funkcija, box topologija se obi¢no ne

promatra jer je finija od uniformne topologije, a ve¢ uniformni Teorem 46.12

limesi ¢uvaju neprekidnost. O odnosu ostalih triju topologija koje Neka je X topoloski a (Y, d) metri¢ki prostor.

smo dosada promatrali na prostoru funkcija, govori sljedeci Kompaktno-otvorena topologija na C(X,Y) podudara se s
jednostavan teorem: topologijom kompaktne konvergencije.

Teorem 46.10

Dokaz: KK>KO. Neka je f € S(C, U). Skup f(C) je kompaktan pa

Neka je X topoloski a (Y, d) metri¢ki prostor. Na prostoru postoji € > 0 t.d. je e-okolina od f(C) sadrzana u U.

funkcija YX topologija kompaktne konvergencije grublja je od Tada je B¢(f,e) C S(C, U), tj. S(C, U) otvoren je i u topologiji
uniformne a finija je od topologije obicne konvergencije. kompaktne konvergencije. /

Ako je X kompaktan onda se topologija kompaktne konvergencije KO>KK. Dovoljno je u svakom Bc¢(f, ) nac¢i KO-okolinu od f.
podudara s uniformnom topologijom, a ako je X diskretan, Za svaki x € X postoji okolina Vi 3 x t.d. je f(Vy) sadrzano u nekom
podudara se s topologijom konvergencije po tockama, tj. otvorenom U, C Y dijametra < € [npr. Vj := f~1(B(f(x), %5))]
produktnom topologijom. DJ C je kompaktan pa neka je pokriven ve¢ s Vi, ..., V. Tada je

. . N . f € S(Cxy, Uy )N--NS(Cy,, Uy,) C Be(f,¢), gdje je G := ViNC. [
uniformna t. > t. kompaktne konvergencije > t. obicne konvergencije
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(Ne)ovisnost uniformne topologije o metrici
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§46. Konvergencija po tockama i konvergencija po kompaktima

Adjungirana preslikavanja

Definicija 46.15
Svaka funkcija f: X x Z — Y definira formulom

Korolar 46.13
Neka je X topoloski a Y metricki prostor. Topologija kompaktne

konvergencije na C(X,Y) ne ovisi o metrici na Y. (F(2))(x) := f(x,2)
. . .. funkciju F: Z — Y, i obratno, svaka funkcija F: Z — YX
Stoga, ako je X kompaktan onda uniformna topologija na C(X,Y) formulom
ne ovisi o metrici na Y. O f(x,z) = (F(2))(x)
Cinjenica da se u definiciji kompaktno-otvorene topologije ne definira funkciju f: X x Z = Y.
pojavljuje metrika od Y je korisna. Ali vrlo je korisna i Cinjenica o Kaze se da su funkcije f i F medusobno pridruzene ili adjungirane.

kojoj govori sljedeci teorem:
Teorem 46.16

Neka su X i Y prostori a C(X, Y) neka ima kompaktno-otvorenu
topologiju. Ako je preslikavanje f: X x Z — Y neprekidno onda je
i pridruzeno preslikavanje F: Z — C(X, Y) neprekidno.

Ako je X lokalno kompaktan Hausdorffov onda vrijedi i obrat.
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§46. Konvergencija po to¢kama i konvergencija po kompaktima

Evaluacijsko preslikavanje Neprekidnost adjungiranih preslikavanja

Dokaz: [<= Neka je X lokalno kompaktan Hausdorffov i F: Z — C(X,Y)
neprekidno. Preslikavanje f je neprekidno jer je jednako kompoziciji

Teorem 46.14

Neka je Y topoloski a X lokalno kompaktan Hausdorffov prostor.
Uz kompaktno-otvorenu topologiju na C(X,Y') je preslikavanje
e: X xC(X,Y) — Y definirano s e(x, f) := f(x), neprekidno.

Preslikavanje e naziva se evaluacijsko preslikavanje.

XxZ 25 xxeX,v) -y
(x.2) 5 (0 F(@) = (F@)).

_ _ _ = Neka je f neprekidno, zp € Z i S(C, U) > F(z) podbazni
Dokaz: Neka je (x, f) € X x C(X, ¥} i V C ¥ okolina od e(x, f) = f(x). otvoren skup. Treba nam okolina W > z t.d. je F(W) C S(C, U).
Jer je f neprekidno a 5 lokalno kompakEm Hausdorffov, postoji F(z) € S(C, U) znadi da je (F(20))(x) = f(x, 20) € U za sve

otvoren U 3 x t.d. je U kompaktan.l f(U),g v. x € C, tj. f(Cx {z}) C U. Jer je f neprekidno, F~H(U) C X x Z
_Skup UxS(U,V)c X x C(X, Y) je okolina od (x, f)__ ) je okolina skupa C x {z}, pa je f~1(U) N (C x Z) otvoren u
ie(UxS(U,V))C Vijerza (x',f") e Ux S(U, V) vrijedi
ha SN = J ’ ’ . C x Z isadrzi sloj C x {z}. Prema lemi 26.8 o cijevi, postoji
e(x', ) =f(x)eV. - okolina W > zy t.d. je C x W C f~}(U). Dakle, za sve z € W i
sve x € C je ((F(2))(x) =f(x,z) € U, tj. F(W) C S(C,U). O
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Primjena leme o cijevi Ascolijev teorem

Prisjetimo se: familija F funkcija s X u metri¢ki prostor (Y, d) je

e £ Y ekvikontinuirana ako za svaki x € X i svaki € > 0 postoji okolina
- Uy 3 x t.d. je f(Uy) C B(f(x),e) za sve f € F.
1 LC
W1 % * f Teorem 47.1 (Ascolijev teorem)

1(0) Neka je X topoloski a (Y, d) metricki prostor, te neka je C(X,Y)
snabdjeven topologijom kompaktne konvergencije, tj.
kompaktno-otvorenom topologijom, i neka je F C C(X,Y).

(a) Ako je F ekvikontinuirana familija funkcija i skupovi
F(a):={f(a): f € F} C Y su relativno kompaktni, tj. imaju
kompaktna zatvorenja, za sve a € X, onda je familija F
sadrzana u nekom kompaktnom potprostoru od C(X,Y),
tj. F je relativno kompaktan potprostor od C(X,Y).

(b) Ako je X lokalno kompaktan Hausdorffov onda vrijedi i obrat.
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Homotopija Dokaz Ascolijeva teorema (1. korak)

Homotopijom ¢emo se baviti sljedeéi semestar u algebarskoj Dokaz: (a) Prostor YX svih funkcija neka ima produktnu topologiju,
topologiji, a na ovom mjestu ju samo spominjemo u vezi s tj. topologiju konvergencije po to¢kama. Tada je YX Hausdorffov
kompaktno-otvorenom topologijom. a prostor C(X, Y), koji ima topologiju kompaktne konvergencije,

nije potprostor od YX. Neka je G := F C YX.

Preslikavanja f,g: X — Y su homotopna ako postoji preslikavanje Dokaz tvrdnje (a) ide u etiri koraka:

h: X x[0,1] = Y t.d. je h(x,0) = f(x) i h(x,1) = g(x) za sve x € X. 9

Preslikavanje h naziva se homotopijom izmedu f i g. 1. korak: G C Y* je kompaktan. Za svaki a € X je (;:=F(a)C Y

k kt tpostavci, i F C - C,, jerj

Pridruzeno preslikavanje H: [0,1] — C(X, Y) je neprekidno, pa na ompa’ktan po pretpostavel, | }—._ [aex F(a) € Iaex Cr jer je

. » . . [T.ex F(a) skup svih funkcija g: X — U,ex F(a) C Y

homotopiju mozemo gledati kao na put u prostoru funkcija od . N

H(0) = f do H(1) = t.d. je g(a) € F(a) za sve a (definicija produktal), a za sve f € F
—ra =& odito vrijedi f(a) € F(a) sa sve a € X.

Obratno, ako je X lokalno kompaktan Hausdorffov, a H: [0,1] — C(X, Y) Prema Tihonovljevu teoremu, produkt [],cx Cs je kompaktan,

put u prostory funkcija C(X, Y), onda je pridruzeno preslikavanje

h: X x [0,1] — Y homotopija od H(0) do H(1). pa je zatvoren potprostor od Y7, jer je Y Hausdorffov.

Kako je G = F C [[,ex Ca zatvoren podskup, to je G kompaktan.
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Dokaz Ascolijeva teorema (2. korak) Dokaz Ascolijeva teorema (4. korak)
2. korak: Funkcije g € G su neprekidne, tj. G C C(X, Y). 4. korak: ZavrSetak dokaza tvrdnje (a).
Stovige, familija G je ekvikontinuirana. Pokazali smo da je F C G C C(X,Y). S obzirom na produktnu
F je ekvikontinuirana pa za xg € X i € > 0 neka je okolina U 3 xp topologiju na YX, skup G je kompaktan, a kako se na G produktna
t.d. je d(f(x),f(x0)) < %6 zasve f € Fix € U. Tvrdimo da je topologija podudara s topologijom kompaktne konvergencije tj.
d(g(x),g(x0)) <ezasve g€ Gixe U, pajeG ekvikontinuirana. kompaktno-otvorenom topologijom, to je G kompaktan potprostor
Odaberimo g € G i x € U. Neka je Vi skup svih funkcija h € YX od C(X,Y) koji sadrzi F. Stoga je i zatvorenje F C C(X,Y)
za koje je d(h(x), g(x)) < 5 i d(h(x0),g(x0)) < 5. tj. kompaktan potprostor, tj. F je relativno kompaktan u C(X, Y).

Time je dokazana tvrdnja (a).

Dokaz tvrdnje (b).
Neka je H C C(X, Y) kompaktan potprostor koji sadrzi familiju F.
Pokazat ¢emo da je familija H ekvikontinuirana i da su skupovi
H(a) = {h(a) : h € H} kompaktni za sve a € X.

d(g(x), g(x0)) < d(g(x), f(x))+d(f(x), f(x0))+d(f(x0),g(x0)) <e. Odavde ¢e slijediti da je i familija F ekvikontinuirana, jer je F C H,

i zatvorenja F(a) su kompaktna za sve a € X, jer je F(a) C H(a).

Vi = S(X7 B(g(X)7 %)) N 5(X07 B(g(X0)7 %))
= (B(g(x), 5)) N7, (Bg(x0), 5)) -

Kako je g € F i Vi C YX je otvoren, postoji f € Vi N F. Tada je
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Dokaz Ascolijeva teorema (3. korak) Dokaz tvrdnje (b) Ascolijeva teorema

3. korak: Na G se produktna i topologija kompaktne konvergencije podudaraju. H(a) je kompaktan za svaki a € X.
Topologija kompaktne konvergencije uvijek je finija od produktne. Promotrimo kompoziciju
Dokazimo da na G vrijedi i obratno. Neka je g € B¢(g,¢). Treba C(X,Y) Jx « C(X,Y) ey

nam B, bazni otvoren skup topologije konvergencije po tockama,
t.d. je BNG C Be(g,e) NG. Kako je G ekvikontinuirana i C je
kompaktan, mozemo odabrati tocke xi,...,x, € C i oko njih
otvorene skupove Uy, ..., U, koji pokrivaju C, t.d. za sve i vrijedi

d(g(x),g(xi;)) < §zasvexe Uiigeg.

gdje je j(f) := (a,f), a e(x, f) := f(x) je evaluacijsko preslikavanje.
Odito je preslikavanje j neprekidno, a e je neprekidno jer se
topologija kompaktne konvergencije na C(X, Y) podudara s
kompaktno-otvorenom topologijom, teorem 46.8, i jer je prostor X
lokalno kompaktan Hausdorffov, teorem 46.10.

Neka je B:= {he YX:d(h(x).g(x)) < 5. i=1,...,n} Za h € H je e(j(h)) = e(a, h) = h(a), pa kompozicija e o j preslikava
Pokazimo da svaki h € BN G lezi u Bc(g,¢), tj. da H na H(a). Kako je H kompaktan, kompaktan je i H(a).
jed(h(x),g(x)) <eczasvex € C. Zax € Cnekajeitd. jex € U;.
Tada je d(h(x), h(x;)) < § i d(g(x),g(xi)) < 5 jerjex € U;, g,h€ g,
i vrijedi d(h(x;), g(xi)) < 5 jer je h € B. Stoga je

d(h(x), g(x)) < d(h(x), h(x;)) +d(h(x), g(xi)) + d(g(xi),8(x)) <e. v

Familija H je ekvikontinuirana u svakoj tocki a € X.
Dovoljno je pokazati da oko svake tocke a € X postoji okolina
na kojoj je familija restrikcija funkcija iz ‘H ekvikontinuirana.
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Dokaz Ascolijeva teorema (zavrsetak)

Neka je A C X neki kompaktan skup koji sadrzi okolinu tocke a.
Pokazat ¢emo da je familija R := {f|A: f € H} CC(A,Y)
ekvikontinuirana u a.

Pokazimo najprije da je u topologiji kompaktne konvergencije,
preslikavanje restrikcije r: C(X,Y) — C(A, Y) neprekidno. Neka je
feC(X,Y)aBc(f|lA ) > r(f) =f|A, gdje je C kompaktan
podskup od A, bazna okolina u topologiji kompaktne konvergencije
naC(A,Y). C je kompaktan podskup od X, paje B¢(f,e) C C(X,Y)
okolina to¢ke f € C(X, Y) koju r preslikava u B¢(f|A,¢).

H je kompaktan i r(H) = R, pa je R kompaktan podskup od
C(A,Y). Ali, jer je A kompaktan, topologija kompaktne
konvergencije na C(A, Y) podudara se s uniformnom topologijom,
pa je skup R potpuno omeden u uniformnoj metrici na C(A, Y).
Ekvikontinuiranost familije R sada slijedi iz leme 45.2. |



