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§39. Lokalna kona¢nost

Zatvorenje unije lokalno konacne familije

Kao Sto znamo, zatvorenje konacne unije jednako je uniji

zatvorenja, dok za beskonacne unije to ne vrijedi. Ipak:
@ TEOREMI METRIZACIJE | PARAKOMPAKTNOST

Neka je A lokalno konacna familija podskupova od X.

(a) Svaka potfamilija od A je lokalno konacna.
@ Lokalna konacénost

@ Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije _
o Parakompaktnost (€) UacaA=Uses A

@ Smirnovljev teorem metrizacije

(b) Familija zatvorenja B := {A} aca je lokalno kona&na.

Dokaz: (b) Ako otvoren skup U sijete A onda sije¢e i A. /
(c) Oznagimo Y :=Jpc s A. OCito je Upca AC Y.
Obratno, za x € Y neka je U > x okolina koja sije¢e samo kona&no
mnogo ¢lanova od A, kazimo Aj,...,A,. Da x ¢ A; niti za jedan
i€{l,...,n}, skup U\ U4 A; bio bi okolina to¢ke x koja ne
sijeCe niti jedan clan familije A, pa ne bi sijekla niti njihovu

uniju’Y =<« xeY. ]
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Lokalno konacne familije skupova Lokalno konacna indeksirana familija
Urysonov teorem metrizacije dao je dovoljne uvjete metrizabilnosti U vezi s particijama jedinice trebat ¢e nam pojam lokalno konacne
topoloskog prostora: regularnost i prebrojiva baza. indeksirane familija skupova. To je indeksirana familija {As }acy
Medutim, ti uvjeti ocito nisu i nuzni. podskupova od X tako da svaka tocka ima okolinu U za koju

postoji samo kona¢no mnogo indeksa « € J takvih da U sijece A,.

Definicija 39.1

Familija A podskupova prostora X je lokalno konacna u X ako
svaka tocka ima okolinu koja sijece samo kona¢no mnogo clanova
familije A.

Razlika prema ,,0bi¢noj"” lokalno konacnoj familiji je da se u
indeksiranoj familiji isti skup moze pojaviti s viSe razlicitih indeksa,
tako da neka indeksirana familija moze biti lokalno konaéna kao
familija skupova ali ne i kao indeksirana familija skupova.

| A

Primjer

Familija intervala A = {(n,n+ 1) : n € N} je lokalno konacna u R.
Familije B={(0,%) : neN}iC= {(ﬁ, 1) : n € N} su lokalno
konaéne u (0,1) ali ne i u R.

A\
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o-lokalno konacne familije skupova

Definicija 39.3

Familija A podskupova od X je o-lokalno konaéna ili prebrojivo
lokalno konacna ako se moze prikazati kao A = [J,cn An, gdje su
sve familije A, lokalno konacne.

Svaka prebrojiva i svaka lokalno konacna familija je i o-lokalno
konacna.

Definicija 39.4

Familija B podskupova od X profinjuje familiju A, oznaka B > A,
ako za svaki B € B postoji A€ A t.d. je BC A.

Ako su €lanovi familije B otvoreni (zatvoreni) skupovi govorimo o
otvorenom (zatvorenom) profinjenju.
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o-lokalno konacno profinjenje otvorenog pokrivaca

metrizabilnog prostora

Svaki otvoren pokrivac metrizabilnog prostora ima o-lokalno
konacno otvoreno profinjenje.

Dokaz: Neka je U otvoren pokriva¢ od X, odaberimo dobar uredaj <
na U, i fiksirajmo metriku d. Za svaki U € U i n € N neka je

Sa(U) := {x: B(x, %) C U} (to nisu /
otvoreni skupovi!). Sada definiramo U" ¥
To(U) = S,(U)\Uyey V. 70 //,5//)
4

Ti su skupovi medusobno disjunktni, \@/j//// Ta(V)
%

Stovise, vrijedi:
Tvrdnja:
Za V # W el je d(Ty(V), Tu(W)) > L
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nastavak dokaza leme 39.3

Zaista, neka je V < W. Za x € T,(V) je x € Sp(V) pa je
B(x,1) C V,dokzay € To(W), zbog V< W,y ¢ V, ti.y ¢ B(x,1)./
Skupovi T,(U) bi bili OK da su otvoreni, ali nisu. Zato definiramo
E,(U) := B(T,(U), 3—1,7 . Ti su skupovi medusobno disjunktni,
Stovide d(En(V),E,(W)) > 4, i za
svaki U € U je E,(U) C U. Stoga fami-
lija &, := {En(U) : U € U} profinjuje U,
i lokalno je konacna jer za svaki x € X
okolina B(x, 6—1,7) sijeCe najvide jedan ¢lan
od &,. Neka je £ := Upen En-
& je o-lokalno konac¢na familija otvorenih
skupova koja profinjuje U.
Tvrdnja: & pokriva X. Zaista, za x € X neka je U € U prvi ¢lan koji
sadrzi x, i neka je n t.d. je B(x, %) C U. Prema definiciji je
x € 5,(U), a jer je U prvi koji sadrzi x, to je x € T,(U) C E,(U). O
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Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije

Metrizabilni prostori su regularni i, vidjet ¢emo, imaju o-lokalno konacnu bazu.
Pokazat ¢emo da vrijedi i obratno.
Dokaz ,prati” 4 koraka naSeg drugog dokaza Urysonova teorema:

= Regularan prostor s prebroji-
vom bazom je normalan.

= Konstruirati prebrojivu familiju
realnih funkcija {f,} koje razdva-
jaju tocke od zatvorenih skupova.

= Pomocu funkcija f, konstru-
irati smjestenje prostora X u R%.

= Pokazati da ako je f(x) <
za sve x, onda se zaista radi
smjestenju u (R¥,p).

1
n
o

= Regularan prostor sa o-lokalno
konacnom bazom je normalan.

= Konstruirati familiju realnih
funkcija {f,} koje razdvajaju
tocke od zatvorenih skupova.

= Pomoc¢u funkcija f, konstru-
irati smjestenje od X u R” za neki J.

» Pokazati da ako su funkcije
f,, dovoljno male, onda se radi o
smjestenju u (R”,p).
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Regularan sa o-lokalno konaénom bazom je normalan

Definicija 40.1
A C X je Gs skup ako je presjek prebrojive familije otvorenih skupova.

Primjeri:
@ Svaki zatvoren podskup A metri¢kog prostora X je Gs skup:
A= ﬂneN B(A’ %)
o Jednoclan skup {Q} C Sq nije G5 skup.

y

Lema 40.2

Neka je X regularan prostor sa o-lokalno konacnom bazom.
Tada je X normalan i svaki je zatvoren podskup od X Gs skup.

Dokaz: ide u 3 koraka:
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1. i 2. korak

1. Za svaki otvoren skup W C X postoji prebrojiva familija otvorenih
skupova {Up}nen t.d. je W = Upen Un = Upen Un.
Neka je B = |J B, baza gdje su 3, lokalno konaéne familije i neka je
Cn:={B € B, : BC W}. Familija C, je lokalno kona&na jer je
potfamilija od B,,. Neka je U, := Ugec, B. Skupovi U, su otvoreni
i zbog lokalne konaénosti je U, = Ugce, B.
Zatoje U, C W, pajeilUU, CUU, C W.
Obratno, zbog regularnosti, za x € W postoji B € B t.d. je
x € BC BC W. Kako je B € B, za neki n, to je B € C, pa je
x € U,. Dakle W C U U,.

2. Svaki zatvoren skup C C X je Gg skup.
Neka je W := X'\ C. Prema 1. koraku postoje otvoreni skupovi U,
td.je W=UU,paje C=X\W=X\UUy=NX\Un). v/
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3. korak

3. X je normalan. Neka su C, D C X disjunktni zatvoreni skupovi.
Prema 1. koraku postoje otvoreni skupovi U,, n € N, t.d. je
UU,=UU, =X\ D. Familija {U,} pokriva C i svaki je U,
disjunktan s D.
Analogno, postoji otvoren pokrivaé {V,} od D t.d. su V,, disjunktnis C.
Sada smo u toéno istoj situaciji kao u dokazu da je svaki regularan
prostor s prebrojivom bazom normalan (teorem 32.1), pa ponovimo
taj dokaz doslovno. Definiramo

U;:: Un\ LJYZ [ VZ:::V%\ LJ47~

i=1 i=1
Tada su
Uv=yu, i V=W
neN neN
disjunktne okoline skupova C odnosno D. [l
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Zatvoreni Gs skupovi su nul-skupovi

Za dokaz Nagata-Smirnovljeva teorema treba nam jos jedna lema:

Lema 40.3

Svaki zatvoren Gz skup A u normalnom prostoru X je nul-skup, tj.
postoji neprekidna funkcija f: X — [0,1] t.d. jef(x)=0zax € A
if(x)>0zax¢A, dakle A= f~1(0).

Dokaz: Neka je A=), U,, gdje su U, otvoreni. Za svaki n € N neka su
for X = [0,1] td. je fo(x) =0zax € Aifp(x) =1zax e X\ U,
Tada je

= fa(x)

f(x):= Z o

n=1

neprekidna funkcija koja je jednaka 0 na A i pozitivna je na X\ A. [
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Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije

Teorem 40.4 (Nagata-Smirnov)

Prostor X je metrizabilan ako i samo ako je regularan i ima
o-lokalno konacnu bazu.

Dokaz: =

Treba pokazati da metrizabilan X ima o-lokalno konaénu bazu.
Fiksirajmo metriku na X i za n € N neka je A, pokrivad %—kuglama.
Prema lemi 39.2, postoji o-lokalno konacan otvoren pokrivac B,

koji profinjuje A,. Clanovi od B, su dijametra < %

Neka je B := U, Bn. B je o-lokalno konaéna familija, jer su B, takve.
PokaZimo da je B baza topologije. Za x € X i € > 0 treba nam

B € Btd. je x € BC B(x,c). Odaberimo n € N t.d. je 2 < £.
Kako B, pokriva X, postoji B € B, t.d. je x € B. Zbog x € Bi
diam B < 2 < ¢, mora biti B C B(x,¢). /
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§40. Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije

Dovoljnost

< X je regularan sa o-lokalno konacnom bazom, pa je normalan i
svaki je zatvoren skup Gs (lema 40.1) i nul-skup (lema 40.2).

Za neki J, smjestit ¢emo X u prostor (RJ,E) s uniformnom metrikom p.
Neka je B =, B, gdje su familije B, lokalno konacne. Za n € N
i B € B, odaberimo f, g: X — [0, %] td. je fop(x) >0zax e Bi
foB(x) =0 za x ¢ B (jer je X'\ B nul-skup!).

Familija {f, g} razdvaja tocke od zatvorenih skupova:

B je baza pa za okolinu U 3 xg postoji B€ B t.d. jexo € BC U.
Jer je B € B, za neki n, to je f, g(x0) >01i fg =0izvan U.
Neka je J := {(n,B) : B € By} C N x B i definirajmo

F: X = [0,1)7 s F(x) = (fo,8(x))(n,B)cs- Prema teoremu 34.2

o smjestenju, F je smjestenje s obzirom na produktnu topologiju
na [0, l]J. Pokazimo da F je smjestenje i s obzirom na uniformnu
metriku 5 na [0,1]/. Kako je uniformna topologija finija od
produktne (teorem 20.4), F: X — F(X) je otvorena bijekcija.
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§40. Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije

F je neprekidno:

Ostaje pokazati da je preslikavanja F neprekidno.

Neka je xp € X i € > 0. Fiksirajmo n i neka je U, 3 xg okolina
koja sijeCe samo konacno mnogo ¢lanova iz B,. Znadi, za samo
konaéno mnogo B € B, je f, g|Us # 0. Neka je V,, C U, okolina
od xp t.d. je diam £, g(V,,) < 5 za sve B € B, (za sve osim
konacno mnogo B € B, je f, g(V,) = {0}).

Odaberimo takav V), za svaki n, neka je N € N t.d. je % <5
inekaje W:=Vin---NVy.

Tvrdnja:

Za svaki x € W je p(F(x), F(x0)) < &, pa je F neprekidna u xp.
Za n < N je |, 5(x) — f,8(x0)| < 5 jer na W funkcija f, g ili
iSCezava ili varira za najviSe 5. Ako je pak n > N onda je

|fnB(x) — fn8(x0)| < % < % < 5 jer f, g preslikava X u [0,% )
Stoga je p(F(x), F(x0)) = sup(n,)cs |fnB(X) — foB(x0)| < 5 <&,
tj. F je neprekidno, dakle i smjestenje u metri¢ki prostor (R7,5). [
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§41. Parakompaktnost

Parakompaktnost

Parakompaktnost je jedno od najvaznijih i najkorisnijih
generalizacija kompaktnosti. Sadrzi sve metri¢ke (A. H. Stone) i
sve kompaktne Hausdorffove prostore. Posebno su korisni u
primjenama u topologiji i diferencijalnoj geometriji.

Kompaktnost je karakterizirana time da svaki otvoren pokrivac ima
konacno otvoreno profinjenje, tj. za svaki otvoren pokrivac A
postoji konacan otvoren pokriva¢ B koji profinjuje A.

Definicija 41.1

Prostor X je parakompaktan ako svaki otvoren pokriva¢ ima
lokalno konacno otvoreno profinjenje.
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§41. Parakompaktnost

R" je parakompaktan

Primjer: R" je parakompaktan

Neka je A otvoren pokriva¢ od R". Neka je By :=0iza ke N
neka je By := B(0, k) otvorena kugla oko ishodista radijusa k.
Za svaki k odaberimo kona¢no ¢lanova pokrivaéa A tako da
pokriju By i presijecimo ih s otvorenim skupovima R” \ By_1.
Neka je Cx tako dobivena konacéna familija otvorenih skupova.
Tada familija C := [, Ck profinjuje A i lokalno je konacna.
Naime, kugla By sijeCe samo one clanove od C koji pripadaju uniji
Ci1U---UCxk.

Konacno, C pokriva R". Zaista, za x € R" neka je k najmanji
prirodan broj za koji je x € By. Tada, prema definiciji familije Cy,
x pripada nekom ¢lanu familije Cy.
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Parakompaktnost je slabo nasljedna

Teorem 41.3
Zatvoren podskup parakompaktnog prostora je parakompaktan.

Dokaz: Neka je Y C X zatvoren i A pokriva¢ od Y skupovima
otvorenim u Y. Za svaki A € A neka je A’ otvoren u X t.d. je
A=ANY. Familija {A": A€ A}U{X\Y} je otvoren pokriva¢ od X.
Neka je B lokalno konacno profinjenje. Tada je familija
C :={BnNY: Be B} trazeno lokalno konaéno profinjenje od A. [

Parakompaktan podskup Hausdorffovog ne mora biti zatvoren

Otvoren interval (0,1) je parakompaktan ali nije zatvoren u R.

Potprostor parakompaktnog ne mora biti parakompaktan

Sq x Sq je kompaktan, dakle i parakompaktan, ali njegov
potprostor Sq X Sq nije normalan, pa nije niti parakompaktan
(iako je Hausdorffov). Parakompaktnost nije nasljedno svojstvo.

Opéa topologija
6. TEOREMI METRIZACIJE | PARAKOMPAKTNOST
§41. Parakompaktnost

Op¢a topologija
6. TEOREMI METRIZACIJE | PARAKOMPAKTNOST
§41. Parakompaktnost

Parakompaktni Hausdorffovi su normalni Michaelova lema

Teorem 41.2
Svaki parakompaktan Hausdorffov prostor X je normalan.

Sljedeca je lema klju¢na i u dokazu Stoneova teorema da je svaki
metrizabilan prostor parakompaktan.

Lema 41.4 (E. Michael)

Neka je X regularan. Sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:
Svaki otvoren pokriva¢ od X ima profinjenje koje je:

Dokaz: X je regularan: Neka je B C X zatvoren i a ¢ B. Kako je X
Hausdorffov, za svaki b € B neka je Up > b okolina t.d. a ¢ U,.
Familija {Up : b € B} U{X\ B} je otvoren pokriva¢ od X pa neka
je C lokalno konacéno profinjenje. Neka je D C C potfamilija koja
se sastoji od onih ¢lanova koji sijeku B. Tada D pokriva B, i za
D €D je a¢ D. Naime, D sije¢e B pa je D sadrzan u nekom U,
Cije zatvorenje ne sadrzi a. Skup V := (Jpcp D je otvoren i sadrzi B.
Kako je familija D lokalno konacna, V = UDeDE paad¢ V.

To dokazuje regularnost.

(1) o-lokalno konacan otvoren pokrivac od X;
(2) lokalno konacan pokrivac od X;
(3) lokalno konacan zatvoren pokriva¢ od X;

(4) lokalno konacan otvoren pokriva¢ od X.

Normalnost se dokazuje analogno, s tim da se umjesto tocke a Dokaz: (4) = (1) je otito.

uzme zatvoren skup A, a Hausdorffovo se svojstvo zamijeni
regularnoséu. |
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Dokaz Michaelove leme: (1) = (2) Dokaz Michaelove leme: (3) = (4)

Neka je A otvoren pokriva¢ od X, B = |J B, neko o-lokalno

konaéno profinjenje (B, su lokalno kona¢ne familije), i neka su Neka je A otvoren pokrivaZ od X. Prema (3) odaberimo lokalno

Vi i= Uyep U. Za svaki n € N i svaki U € B, neka je |§onaéno profinje,nje B koje po.kriya X (zatvore.nost nam nije.vaina).
Sn(U) = UI\ Uizn Vi. (Sa(U) nisu nuzno niti otvoreni niti Clanove B € B ce.r.no ,,nadeplj.atl.” c.io ovtvoremh skupova, allvtako
zatvoreni.) Neka je Cp := {Sp(U) : U € B,}. Tada C, profinjuje malo da opet dob.Uemo proflnj.enje i sacuvamo lokalnu konacnost.
B, jer je Sa(U) C U za sve U € B, Za to nam treba jedan novi trik.

Tvrdnja: C := |JC,, je traZeno lokalno kona&no profinjenje od A koje Svaki x € X ima okolinu koja sijee samo konacno ¢lanova iz B.
pokriva X. Neka je x € X i neka je N najmanji indeks za koji x Familija svih otvorenih skupova koji sijeku samo konacno ¢lanova
pripada nekom ¢lanu U € By. Kako x ne pripada niti jednom iz B je otvoren pokrivat od X. Prema (3), neka je C zatvoreno
Clanu familije B; za i < N, to je x € Sy(U) € C. Nadalje, jer su lokalno konacno profinjenje koje pokriva X.
familije B, lokalno konacne, za svaki n =1,..., N postoji okolina Tada svaki ¢lan od C sijeCe samo konacno clanova iz B.

W, 5 x koja sijeCe samo kona¢no mnogo ¢lanova od B,, pa onda ZaBeBnekajeC(B):={C:Ce(C, CC X\ B}, inekaje
sijeCe i samo konaéno mnogo ¢lanova iz Cp, (jer je Sp(V) C V, E(B) := X\ Ucee(p) C- Ocito E(B) 2 B, i jer je familija C
V € B,). Osim toga, kako je U € By, U ne sijece niti jedan ¢lan lokalno konacna, skupovi E(B) su otvoreni.

od C, za n > N. Stoga okolina Wi NnWon---NWynNUod x
sijeCe samo konacno mnogo ¢lanova familije C.
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Dokaz Michaelove leme: (2) = (3) Dokaz Michaelove leme: (3) = (4) (zavrSetak)

Ali, mozda smo skupove B nadebljali previse, mozda familija
{E(B)} ne profinjuje A, a i lokalna konacnost je upitna.
Zato za svaki B € B odaberimo neki A(B) € A t.d. je BC A(B),

Neka je A otvoren pokrival od X i neka je B familija svih
otvorenih skupova U C X t.d. je U sadrzan u nekom ¢&lanu familije A.
Zbog regularnosti, B pokriva X. Nadalje, prema (2) postoji lokalno

kona&no profinjenje C od B koje pokriva X. Neka je D := {C : C € C}. ! r'1e.ka € _D = {E(_B) NA(B): B € B}. Famlllua D pr.ofanUJe A,

Kako je familija C lokalno konacna, to je, prema lemi 39.1, i D ali i pokriva X jer je B C E(B) N A(B), a vec B pokriva X.

lokalno kona¢na familija. Oc&ito D pokriva X i profinjuje A. / Kako su &lanovi od D otvoreni skupovi, ostaje pokazati da je
familija D lokalno konac¢na. Za x € X neka je W > x okolina koja
sijeCe samo konacno ¢lanova iz C. Neka su to Cy, ..., Ck.

Tvrdnja: W sijeCe samo konac¢no mnogo ¢lanova od D.
Kako C pokriva X to je W C Gi U --- U Cg. Dovoljno je, dakle,
pokazati da svaki C € C sijeCe samo konacno clanova od D. Ako
C sijeCe neki E(B) N A(B) onda sije¢e E(B) pa, prema definiciji od
E(B), C £ Ucec(s) €. i pogotovo C £ X\ B. Zato C sijece B.
Jer C sijee samo konacno ¢lanova od B (tako smo odabrali C),
to C moze sjedi najvise isto toliko ¢lanova od D (jer B > A). [l
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Parakompaktnost metrizabilnih i Lindel6fovih prostora

Teorem 41.5 (A. H. Stone, 1948)

Svaki metrizabilan prostor je parakompaktan.

Dokaz: Neka je X metrizabilan. Prema lemi 39.2, svaki otvoren
pokriva¢ A ima o-lokalno konacéno otvoreno profinjenje koje
pokriva X. Prema Michaelovoj lemi, A ima i lokalno kona¢no
otvoreno profinjenje koje pokriva X, tj. X je parakompaktan. Ol

Teorem 41.6
Svaki regularan Lindel6fov prostor je parakompaktan.

Dokaz: Neka je X regularan Lindel6fov prostor i neka je A otvoren pokrivad.

Jer je X Lindeléfov, A ima prebrojiv potpokrival, i on je automatski
o-lokalno konacan. Kako je X regularan, prema Michaelovoj lemi

A ima i otvoreno lokalno konacno profinjenje koje pokriva X,

pa je X parakompaktan. O

Opéa topologija
6. TEOREMI METRIZACIJE | PARAKOMPAKTNOST
§41. Parakompaktnost

Primjeri

Produkt parakompaktnih prostora ne mora biti parakompaktan
Ry je parakompaktan jer je regularan i Lindelofov, ali Ry x Ry nije
parakompaktan jer nije normalan.

R¥ je parakompaktan i u produktnoj i u uniformnoj topologiji

U obje topologije je R metrizabilan, pa je i parakompaktan.

R nije parakompaktan ako je J neprebrojiv

Neprebrojiv produkt R7 je Hausdorffov ali nije normalan pa nije
niti parakompaktan.
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Particija jedinice

,Pravo mjesto” za particiju jedinice su parakompaktni prostori.

Definicija 41.7

Neka je U = {Uy}acy indeksiran otvoren pokriva¢ od X.
Particija jedinice podredena pokrivacu U je indeksirana familija
funkcija ¢o: X — [0,1] t.d. je

(1) supp o, C U, za sve «,

(2) indeksirana familija {supp ¢q }ac je lokalno konaéna, i
(3) X0 @alx) =1 zasve x € X.

Pritom se suma po proizvoljnom indeksnom skupu J definira kao
>act Pa(x) i=sup{> qcy dal(x) : J' C J konaan podskup}.

Za dokaz kako za svaki otvoren pokriva¢ parakompaktnog
Hausdorffovog prostora postoji njemu podredena particija jedinice,
potrebna nam je sljede¢a lema o sazimanju pokrivaca:
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Striktno lokalno konacno profinjenje otvorenog pokrivaca

Lema 41.8 (o sazimanju pokrivaca)

Neka je U = {Uy}acy indeksiran otvoren pokrivac
parakompaktnog Hausdorffovog prostora X. Tada postoji
indeksiran lokalno konacan otvoren pokriva¢ V = {Vy}aey

koji strogo profinjuje U, tj. takav da vrijedi V, C U, za sve a.

Dokaz: Neka je A familija svih otvorenih skupova A t.d. je A sadrzan u nekom
¢lanu od U. Zbog regularnosti, A pokriva X. Jer je X parakompaktan,
postoji lokalno konacan otvoren pokriva¢ B koji profinjuje A. Kako
B profinjuje A, i A strogo profinjuje U, postoji funkcija f: B — J
t.d. je BC Ugg), B€ B. Zaa € Jneka je B, := {B: f(B) = a},

i neka je Vi, := Ugep, B. Familija B, je lokalno konacna (jer je B
lokalno konaéna) i B C U, zasve B € By, paje Vo = Upe, B C Us.
Za x € X neka je W > x okolina koja sijece samo npr. By, ..., B.
Tada W moze sjeéi V,, samo ako je « jedan od indeksa f(B1), . .., f(Bk),
pa je familija {V,, }qeu lokalno konacna. ]
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Postojanje particije jedinice

Teorem 41.9

Neka je X parakompaktan Hausdorffov prostor a ld = {Uqy}aecy
proizvoljan indeksiran otvoren pokrivac od X.

Tada postoji particija jedinice podredena pokrivacu U.

Dokaz: Primijenimo li dvaput lemu o sazimanju, dobivamo lokalno konacne
otvorene pokrivade {V,} i {W,} td. je W, C V, C V, C U,.
Jer je X normalan postoje funkcije 9,: X — [0,1] t.d. je
Ya(Wa) i{l} i Yo (X \ Vo) = {0}, pa je supptpa € Vo C Ua.
Familija {V 4} je lokalno kona¢na (jer ako neki otvoren skup sijece
V,, onda sijece i V,,), pa svaka tocka ima okolinu na kojoj je samo
konaéno mnogo funkcija 1, razli¢ito od nule. Kako {W,} pokriva X,
u svakoj tocki x € X barem je jedna od funkcija ¥, razli¢ita od nule.
Stoga su dobro definirane funkcije ¢q(x) := o) one gine

Y L 2 pes ¥s(x)

trazenu particiju jedinice. O
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Smirnovljev teorem metrizacije

Definicija 42.1
Prostor X je lokalno metrizabilan ako svaka tocka ima okolinu koja
je metrizabilna (tj. relativna topologija je metrizabilna).

o’

Teorem 42.2 (Smirnov)

Prostor X je metrizabilan ako i samo ako je parakompaktan
Hausdorffov i lokalno metrizabilan.

\

Dokaz: [= Nuznost slijedi iz Stoneova teorema.
< Pokazat ¢emo da X ima o-lokalno konaénu bazu pa ¢e, zbog
regularnosti, tvrdnja slijediti iz Nagata-Smirnovljeva teorema.
Pokrijmo X otvorenim metrizabilnim skupovima, neka je pokriva¢ C
lokalno konacno otvoreno profinjenje, i neka je dc: C x C — R
lokalna metrika na C. Jer su C otvoreni skupovi, e-kugle B¢(x, €)
oko x u metrici d¢ otvoreni su skupovi u X.
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Zavrsetak dokaza Smirnovljeva teorema

Za n € N neka je A, pokriva¢ od X svim takvim %—kuglama, tj.
An = {Bc(x,%): x € C,C € C}. Neka je D, lokalno kona&no
otvoreno profinjenje koje pokriva X (parakompaktnost!), i neka je
D =, Dy. Familija D je o&ito o-lokalno konacna.

Tvrdnja: D je baza topologije od X. Neka je x € X i U > x okolina.
Tocka x lezi u samo konacno mnogo ¢lanova od C (¢ak ima
okolinu koja sije¢e samo konaéno C-ova). Neka su to Cy,..., Cy.
Neka je ¢; t.d. je B¢,(x,g;) € UN G i neka je n t.d. je
2 < minfey,...,ex}. Neka je D € D t.d. je x € D. Jer D,
profinjuje A, postoje C€Ciy € Ctd. jex € D C Be(y, %)
Kako je x € C mora taj C biti jedan " Be,(y: 7)
od Ci,...,Ck, npr. C=C;.

Jer je diam B¢, (y, %) < % < ¢g;, to je
x € DC Be(y, %) C Be(x,ei) C U. O Bei(x; i)



