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§30. Aksiomi prebrojivosti

Prvi aksiom prebrojivosti

Definicija
Prostor X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti ako za svaki x € X
postoji prebrojiva baza okolina tocke x.

Svaki metricki prostor zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti:
{B(x,1): ne N} je prebrojiva baza okolina totke x.
Klju¢no svojstvo tih prostora je da, kao i za metricke prostore, vrijedi:

Teorem 30.1

(a) Neka je X topoloski prostor i A C X. Ako postoji niz u A koji
konvergira tocki x € X onda je x € A.
Obrat vrijedi ako X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti.

(b) Neka je f: X — Y. Ako je f neprekidno u tocki x onda za

svaki konvergentan niz x, — x, niz f(x,) konvergira k f(x).
Obrat vrijedi ako X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. [

v
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Drugi aksiom prebrojivosti

Definicija

Topoloski prostor X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti ako ima
prebrojivu bazu topologije.

Mnogi, iako ne svi, zanimljivi metricki prostori zadovoljavaju drugi
aksiom prebrojivosti. To ¢e svojstvo biti kljuéno za Urysonov
teorem metrizacije.

o R, R" zadovoljavaju drugi aksiom prebrojivosti.

@ R“ u produktnoj topologiji zadovoljava drugi aksiom
prebrojivosti: prebrojivu bazu ¢ini familija produkata [],cn Un
gdje su za kona¢no mnogo n-ova U, C R otvoreni intervali s
racionalnim krajevima, a za ostale n je U, = R.

Op¢a topologija
4. AKSIOMI SEPARACIJE | PREBROJIVOSTI
§30. Aksiomi prebrojivosti

R* s uniformnom topologijom i aksiomi prebrojivosti

R“ s uniformnom topologijom zadovoljava prvi (jer je
metrizabilan) ali ne i drugi aksiom prebrojivosti

Tvrdnja: Ako topologija prostora X ima prebrojivu bazu, B,

onda je svaki diskretan potprostor A C X prebrojiv.

Zaista, za svaki a € A neka je B, € B t.d. je B,NA={a}. Tada
za a # b je B; # Bj, pa dobivamo injekciju a+— By s Au B. /

Neka je A C R¥ potprostor koji se sastoji od svih nizova 0i 1.
A je neprebrojiv i u uniformnoj topologiji je diskretan, jer za svaka
dva razli¢ita niza a, b € A je p(a, b) = 1.

Dakle, u uniformnoj topologiji R“ nema prebrojivu bazu.
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§30. Aksiomi prebrojivosti §30. Aksiomi prebrojivosti

Aksiomi prebrojivosti — potprostori i produkti Lindelof & separabilnost vs. 2. aksiom prebrojivosti

Ponasanje prema potprostorima i produktima je dobro:

Napomena

Teorem 30.2 U metrickim se prostorima Lindeléfovo svojstvo i separabilnost
podudaraju s drugim aksiomom prebrojivosti, ali se opéenito u
topoloskim prostorima sva tri svojstva medusobno razlikuju.

Potprostori i prebrojivi produkti prostora koji zadovoljavaju prvi
aksiom prebrojivosti takoder zadovoljavaju prvi aksiom
prebrojivosti.

Analogna tvrdnja vrijedi i za drugi aksiom prebrojivosti. Ry i aksiomi prebrojivosti

| \

) . . . - Prostor Ry (= R s odozdo grani¢énom topologijom; bazu topologije
Dokaz: Ako su B; prebrojive baze prostora X;, / € N, onda je familija ¢ine skupovi oblika [a, b)) zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti,

ih k U, gdj ; i za konad . . . X . L . . .
V! proc?u ata [; Ui, gdje su U < Bi za onacno mnogo ima Lindeléfovo svojstvo i separabilan je, ali ne zadovoljava drugi
indeksa i, a U; = X; za sve ostale i, prebrojiva baza za []; X;. . . .

aksiom prebrojivosti.

Slicno se dokazuju ostale tvrdnje. O /

Dokaz: Skupovi oblika [x, x + %) n € N, Cine prebrojivu bazu okolina
tocke x, i ocito su racionalni brojevi gusti u Ry.

Definicija

Potprostor A C X je gust u X ako je A= X.
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Lindeléfovo svojstvo i separabilnost R, nema prebrojivu bazu ali je Lindeléfov

Teorem 30.3

Ry nema prebrojivu bazu: Neka je B baza topologije za R,. Za svaki x
odaberimo By € B td. je x € By, C [x,x + 1).

(a) svaki otvoren pokriva¢ od X ima prebrojiv potpokrivac Za x # y je B« # B, pa je familija B neprebrojiva.
(Lindeléfovo svojstvo); Ry je Lindelofov. Dovoljno je pokazati da svaki pokrivaé

A = {[an, ba) }acs baznim skupovima ima prebrojiv potpokrivaé.

Neka je C := Uqncy(aa; ba) C R.

Dokaz: Neka je B = {B,} prebrojiva baza topologije od X. R\ C je prebrojiv: Neka je x € R\ C. Tada x ¢ (a,, by), @ € J,

(a) Neka je A otvoren pokriva¢ od X. Za n € N odaberimo, ako je pa je x = ag za neki f3.

Neka topoloski prostor X ima prebrojivu bazu. Tada:

(b) postoji prebrojiv podskup koji je gust u X (separabilnost).

moguce, A, € At.d. A, D B,. U protivhom neka je A, = 0.

Familija A" :={A,: A, # 0,n € N} C A je prebrojiva. Pokazimo
da A’ pokriva X. ZaVxe X,dJAc Atd. jex € A, akakoje A

otvoren, 3B, € Btd. jex c B, C A. Daklezatajn, 3A,c A

koji sadrzi B, (to ne mora biti ba$ na$ A), pa je x pokriven s A’.
(b) Za svaki n odaberimo x,, € B,,. Skup D := {x, : n € N} je

prebrojiv i gust je u X, jer ga svaki bazni otvoren skup sijece.

Odaberimo takav § i neka je g« € QN (ag, bg).

Tada je (x, qx) = (ag, qx) C (ag, bg) C C.

Zato za x,y € R\ C, ako je x < y onda je g« < gy, jer bi inace
bilo x < y < g, < gx, pa bi bilo y € (x,qx) C C.

Zato je preslikavanje x — gx s R\ C u Q injektivno,

pa je R\ C prebrojiv.
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R, nema prebrojivu bazu ali je Lindeléfov (nastavak) Produkt Lindeléfovih prostora ne mora biti Lindel6fov

PokaZimo da A ima prebrojiv potpokriva¢: Za svaku tocku iz Ry je Lindelofov prostor, ali njegov kvadrat Sorgenfreyeva daska
R\ C odaberimo neki €lan pokriva¢a A koji ju sadrzi. R% = R, x Ry, nije Lindeléfov.

Tako dobivamo prebrojivu familiju A" C A koja pokriva R\ C. Bazu topologije prostora R2 &ine produkti [a, b) x [c, d). Neka je

Uzmimo sada na C topologiju potprostora od R. L:={(x,—x) : x € Ry}. O¢ito je L C RZ zatvoren potprostor.

U toj topologiji C zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, Pokrijmo R? otvorenim skupom R \ L i baznim skupovima oblika
pa ima Lindeléfovo svojstvo (teorem 30.3 (a)). [a, b) X [—a,d). Svaki od tih skupova sije¢e L u < 1 tocki, a jer je
Kako je C pokriven familijom {(aq, ba) : o € J} koji su otvoreni u R, L neprebrojiv, nikoja prebrojiva potfamilije ne moZe pokriti R?.

dakle otvoreniiu C, to ve¢ njih prebrojivo mnogo (aa,, bay)s (3ay, bay)s - - -
pokriva C, pa je A” = {[an,, bay)s 30y, bay), - - - } prebrojiva

potfamilija od A koja pokriva C.

Zato je A’ U A" prebrojiva potfamilija od A koja pokriva R,.  [J L — Sorgenfreyev pravac

\

(a,—a) [a, b) x [—a,d)
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Potprostor Lindel6fova prostora ne mora biti Lindelofov Regularnost i normalnost

Definicija
Kvadrat /2 s uredajnom topologijom je kompaktan, pa je Neka je X T;-prostor.
X je regularan ako se svaka tocCka i zatvoren skup koji ju ne sadrzi
mogu razdvojiti disjunktnim otvorenim okolinama.

I? je kompaktan jer je svaki zatvoren segment u totalno uredenom X je normalan ako se svaka dva disjunktna zatvorena skupa mogu
skupu koji ima svojstvo supremuma kompaktan (teorem 27.1). razdvojiti disjunktnim otvorenim okolinama.

Skup A je jednak uniji medusobno disjunktnih skupova
& U ¢
B

Ux := {x} x (0, 1) koji su otvoreni u A.
Hausdorffov regularan normalan

Lindeléfov. Ali potprostor A := [ x (0,1) nije Lindeléfov,
tj. Lindeléfovo svojstvo nije nasljedno.

To je neprebrojiv pokriva¢ od A koji se uopée ne moze reducirati.
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Karakterizacija regularnosti i normalnosti

Lema 31.1

Neka je X Ti-prostor.

(a) X je regularan ako i samo ako za svaku tocku x i okolinu
U > x postoji okolina V t.d. jexe V CV C U.

(b) X je normalan ako i samo ako za svaki zatvoren skup A i
okolinu U O A postoji otvoren skup V t.d. jeAC V C V C U.

o’

Dokaz: (a) [= Stavimo B:=X\Uinekasu V>xiWD2OB
disjunktni otvoreni skupovi. Tadaje VN B =10, jerjezay € B
okolina W > y disjunktna s V. Dakle, VC U.

& Stavimo U:= X\ Binekaje V> xtd. je VC U. Tadasu
Vi X'\ V disjunktne okoline od x odnosno B. /

(b) Dokaz je isti, samo umjesto x stavimo A. O
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Hausdorffovost i regularnost potprostora i produkata

(a) Potprostor Hausdorffova prostora je Hausdorffov; proizvoljan
produkt Hausdorffovih prostora je Hausdorffov prostor.

(b) Potprostor regularnog prostora je regularan; proizvoljan
produkt regularnih prostora je regularan prostor.

Niti jedna od dviju analognih tvrdnji za normalne prostore ne vrijedi!J

Dokaz: (a) Neka su X,, a € J, Hausdorffovi, x #y € [[ X,. Tada
postoji 5 t.d. je x3 # y3. Neka su U,V C Xjp disjunktne okoline
od x3 odnosno ys. Tada su ng(U) i 7T/8_1(V) disjunktne okoline
od x odnosno y.
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Regularnost potprostora i produkata (dokaz)

Dokaz: (b) X regularan, Y C X, B C Y zatvoren, x € Y \ B. Tada je
BNY =Bpax¢B. Neka su U,V C X disjunktne okoline od x i
B. Tadasu UNY i VNY trazene disjunktne okoline u Y, od x
odnosno B. /

Neka su X, regularni, X := [ X,. X je Hausdorffov, dakle i T;.
Neka je x = (x,) € X i U 2 x okolina. Neka je [] U, bazni otvoren
skup t.d. je x € [[ Uy C U. Za one « za koje je U, # Xy, prema
lemi 31.1, postoji otvoren skup V, C X, t.d. je

Xo € Vo C Vo C U,. Za ostale a neka je V,, := U, = X,.

Tada je V := [ V, okolina od x, V =[] V,, prema teoremu 19.5,
i olito je V C [[U, C U, pa je, prema lemi 31.1, X regularan. []
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Primjer 1:

Ry je Hausdorffov ali nije regularan

Ry je skup realnih brojeva R s topologijom ciju podbazu Cine
otvoreni intervali i komplement skupa K := {% :n €N}

Hausdorffovost je ocita.

Ne-regularnost: K je zatvoren i 0 ¢ K. Pretpostavimo da postoje
disjunktne okoline U > 0i V O K. Neka je (a, b) \ K C U bazni
otvoren skup oko 0. Neka je n dovoljno velik da je % € (a, b),

i neka je (c, d) C V bazni otvoren skup oko L.

Konaéno, odaberimo tocku z € (ﬁ, %) N {c,d).
Tadajeze (;5, L) CUize(c,d)CV =< UNV=0.
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Primjer 2: Primjer 3 (nastavak):

Ry je normalan
& Kako je skup D prebrojivo beskonacan a L je neprebrojiv, postoji

R, ima finiju topologiju nego R,! pa je R, T1-prostor. injekcija ¢: P(D) — L (jer je 280 = ¢).
Normalnost: Neka su A, B C Ry disjunktni zatvoreni skupovi.

Za svaki a € A neka je [a, x,) bazni otvoren skup koji ne sije¢e B
(takav postoji jer a ¢ B = B), i za svaki b € B neka je [b, xp)
bazni otvoren skup koji ne sije¢e A. Tada su U := J,cala, Xa) i
V := Upeglb, x») disjunktne okoline od A odnosno B. Primjer potprostora normalnog prostora koji nije normalan pokazat
Naime, kada bi bilo U N V # ) postojali bi a€ Ai b € B td. je cemo kasnije.

[a,x5) N [b, xp) # 0. Tada bi, ako je npr. a < b, bilo b € [a, x,),
tj. bilo bi [a, x,) N B # 0.

Stoga je kompozicija P(L) BN P(D) Ry injektivno
preslikavanje s P(L) u L =< teorem 7.8.

[
r
a Xa

—

1(a,b>:U{[a+%,b):n€N,%<b—a}.
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§31. Aksiomi separacije §32. Normalni prostori

Primjer 3: Normalni prostori

Sorgenfreyeva daska R% = Ry x Ry je regularna ali nije normalna Dobra klasa prostora jer sadrzi metrizabilne i parakompaktne prostore.

Ry je normalan, dakle i regularan, pa je R, x R, regularan. Prvi vaZzan teorem je

Pretpostavimo da je R2 normalan i neka je L := {(x,—x) : x € R}
. 2 .. .
Sorgenfreyev pravac. L je zatvoren u R i ima diskretnu Svaki regularan prostor s prebrojivom bazom je normalan.

topologiju, pa je svaki podskup A C L zatvoren u ]Rg. Dakle, za

svaki () # A C L postoje disjunktni, u R% otvoreni, skupovi Uy D A Dokaz: Neka su A, B C X disjunktni zatvoreni skupovi a BB prebrojiva baza.
i Va2 L\ A Skup D racionalnih to¢aka u R? je gust u R?. Svaki a € A ima okolinu W koja ne sijeCe B i postoji okolina W
Definirajmo 6: P(L) — P(D) sa §(A) :=DNUazal #AC L; t.d. je ae Wy C Wy C W, pa onda postoji bazna okolina od a

6(0) :=0; 6(L) := D. sadrZana u W;. Tako dobivamo prebrojiv pokrivaé skupa A

0 je injekcija: Za @ # A C L je 6(A) = DN Ua neprazan i # D, jer otvorenim skupovima, nazovimo ih U,, t.d. je U,N B =0, n € N.

je DN Va # (). Treba pokazati da za neki drugi ) # B C L je Analogno dobivamo prebrojiv otvoren pokrivaé {V,} skupa B t.d.
0(B) # 6(A). Neka je npr. x € A\ B. Tadaje x € L\ B pa je je V,NA=0,neN. Nekaje U:=JU,i V=V, Tosu

x € UanN Vg, $to je otvoren skup, pa postoji y € (UaN Vg) N D. okoline skupova A odnosno B, ali ne nuzno disjunktne.

Dakle, y € Up iy ¢ Ug paje DN Us # DN Ug, tj. 0 je injekcija. f Zato definiramo U/, := U, \ U/, Vi i V), := V,\ U, U..
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uz dokaz teorema 32.1

\

A

V.

Y

S

&\\\\\\
W
N

N

Skupovi U" := U,en Uy, 0 V! := Upen V su trazene disjunktne
okoline skupova A odnosno B. OJ
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Normalnost metrizabilnih i kompaktnih Hausdorffovih prostora

Svaki je metrizabilan prostor normalan. \

Dokaz: U := f~1([0, %)) V= f_1(<%, 1]) su disjunktne okoline
disjunktnih zatvorenih skupova A i B, gdje je f(x) := %. O]

Svaki kompaktan Hausdorffov prostor je normalan. \

Dokaz: Prema lemi 26.4, kompaktan Hausdorffov prostor je regularan.

Neka su A, B C X disjunktni zatvoreni skupovi.

Za svaki a € A neka su U, i V, disjunktne okoline od a odnosno B.
Familija {U,}.ca je otvoren pokrivaé skupa A, pa zbog
kompaktnosti postoji konacan potpokriva¢ {U,,,..., U, }.

Tada su skupovi U= U, U---UU,, i V=V, N---NV,,
disjunktne okoline skupova A odnosno B. OJ
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Normalnost dobro uredenih prostora

Teorem 32.4
Svaki je dobro ureden skup s uredajnom topologijom normalan.

Dokaz: Svaki interval oblika (a, y] je otvoren: Zaista, ako je y maksimum
DUS-a X onda je (a, y] bazni otvoren skup. Inaée je (a,y] = (a,y’) gdje
je ¥’ neposredni sljedbenik od y. /

Neka je ag minimum skupa X (minimum postoji jer je X DUS).

Neka su A, B C X zatvoreni disjunktni i neka ne sadrze ap.

Svaki a € A ima baznu okolinu koja ne sije¢e B, i u njoj postoji interval (x, .
Za svaki a € A odaberemo takav interval (x,, a] disjunktan s B.

Sli¢no, za svaki b € B odaberemo (yp, b] disjunktan s A. Skupovi

U :=U,ca(Xara] i V := Upep(¥b, b] su okoline od A odnosno B.

Tvrdnja: UNV = (). Ako je z€ UN V onda je z € (x5, a] N (y», b] za

neke a € A, b € B. Neka je a < b. Tada je a > yp tj. a € {yp, b], =<.

Neka je ap € A. Skup {ap} je otvoren i zatvoren pa prema dokazanom
postoje disjunktne okoline U 2 A\ {ap} i V 2 B. Tadasu UU{a}i V
trazene disjunktne okoline od A i B. |
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Dva primjera za vjezbu (dokazi za zadacu!)

Neprebrojiv produkt R nije normalan (dokaz nije jednostavan!)

Ovaj primjer pokazuje sljedece:
© Regularan prostor ne mora biti normalan.

@ Potprostor normalnog prostora ne mora biti normalan
(R7 = (0,1)7 C [0,1)7, koji je, prema Tihonovljevu teoremu,
kompaktan Hausdorffov, dakle i normalan).

© Neprebrojiv produkt normalnih prostora ne mora biti normalan.

y

Sa % Sq nije normalan (ovaj je primjer ne$to jednostavniji)

| ovaj primjer pokazuje tri stvari:
© Regularan prostor ne mora biti normalan.

@ Potprostor normalnog prostora ne mora biti normalan.

© Produkt dvaju normalnih prostora ne mora biti normalan.
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A sada ,pravi’ teoremi: dokaz Urysonove leme (kraj)
Teorem 33.1 (Urysonova lema) Za dokaz neprekidnosti trebamo dvije tvrdnjice:
Neka je X normalan prostor, A, B C X disjunktni zatvoreni (1) x € v('Jq = f(X) <q Z'a xe€Ugjexe 'Us, Vs >_q, pa Q(x)
skupovi. Tada postoji neprekidna funkcija f: X — [0,1] t.d. je sadrzi sve racionalne brojeve > g. Stoga je f(x) =infQ(x) < q./
f(X):OzaXGAif(X):lzaXGB. (2)X¢Uqéf(x)Zq:Akox¢qundaX¢Uszasves<q,

pa Q(x) ne sadrzi brojeve < g. Stoga je f(x) = inf Q(x) > q./
f je neprekidna: Za xp € X i {(c,d) 3 f(xp) treba nadi otvoren U > xp

t.d. je f(U) C (c, d).

Nekasu p,geQtd. jec<p<f(x)<g<d.

Tvrdnja: U := Uy \ U, je trazena okolina od xo.

Dokaz: Neka je Q := QnN[0,1]. Za sve g € Q definirat ¢emo otvorene
skupove U, t.d. za p < q vrijedi U, C Uy. Skup Q je prebrojiv pa
ga mozemo numerirati, tj. ,svrstati u niz". Neka su prva dva ¢lana
toga niza 1i 0. Neka je U; := X'\ B. AC U; pa 3 otvoren U t.d.
je AC Uy C Ug C Uy. Opéenito, neka je Q, skup prvih n ¢lanova

niza Q i neka su za sve q € Q, ve¢ definirani otvoreni skupovi U, Prvo, xo € U jer f(x0) < q (:2>) xo € Ug, a f(xo) > p (:1>) xo ¢ Up.
t.d. je Uy, C U, &m je p < q. Neka je r € Q sljededi u nizu, tj. Drugo, pokazimo da je f(U) C (c,d). Zax € Uje x € Uy C Uy
Qn+1 = QnU{r}. S obzirom na ,obi¢an" uredaj u R, Q1 je pa je zbog (1) f(x) < g < d. S druge strane x ¢ U, pa x ¢ U,,
totalno ureden. Kako je r # 0 i r # 1, u Qp+1 postoji neposredan te zbog (2) vrijedi f(x) > p > c. O

prethodnik p i neposredan sljedbenik g.
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dokaz Urysonove leme (nastavak)

Funkcionalna separabilnost

Skupovi U, i Ug su veé definirani i vrijedi Up C U,. Zbog Leilinielz

normalnosti postoji otvoren skup U, t.d. je Up cCuU CuU,C Ug. Ako za podskupove A, B C X postoji neprekidna funkcija
Lako se vidi da za sve s < t u Q,11 vrijedi Us C U;. Tako su f: X —[0,1] t.d. je f(A) = {0} i f(B) = {1}
induktivno definirani skupovi Ug za sve g € Q. ProSirimo tu onda kaZemo da se A i B mogu funkcijski separirati.

definiciju na sve q € Q stavljajuéi Ug :=0za g <0, i Uy := X za . . .. )
N v . Urysonova lema pokazuje da je X normalan akko se disjunktni
q > 1. Sada za sve p,q € Q vrijedi U, C Ug ¢im je p < q. . ) o - .
. 0 i . zatvoreni podskupovi mogu funkcijski separirati. Medutim,
Za svaki x € X definirajmo skup Q(x) :={q € Q: x € Ug}. | turdni arni tori odi— todka |
Otito je Q(x) odozdo omeden i inf Q(x) € [0, 1]. analogna tvrdnja u regularnim prostorima ne vrijedi—tocka i

Definirajmo : X — [0, 1] formulom zatvoren skup ne mogu se uvijek funkcijski separirati.

f(x):=infQ(x) =inf{g e Q: x € Uq}. Definicija
f je trazena funkcija: Zax € Aje x € Uy za sve g > 0 pa je
f(x)=0.Zaxe B, x¢ Uyzaq<1, pajef(x)=1

T1-prostor X je potpuno regularan ako za svaki zatvoren skup A
i tocku xp ¢ A postoji neprekidna funkcija f: X — [0, 1] t.d. je
f(x)=1if(A) ={0}.

Vrijedi:  {normalni} C {potpuno regularni} C {regularni}
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Potpuna regularnost potprostora i produkata

Urysonov teorem o metrizaciji

Prema teoremu 32.1 svaki je regularan prostor s prebrojivom
bazom normalan. Vrijedi, medutim, mnogo vise:

Potprostor potpuno regularnog prostora je potpuno regularan.

Teorem 34.1 (Urysonov teorem metrizacije)
Produkt potpuno regularnih prostora je potpuno regularan.

Svaki regularan prostor s prebrojivom bazom je metrizabilan.

Dokaz: Y C X, AC Y zatvorenixg € Y\ A Zbogje A=ANY, , : o v o
xo & A pa postoji f: X — [0,1] t.d. je f(xo) = L i F(A) = {0} Dokaz: Pokazat ¢emo, i to na dva nacina, da se X moze smjestiti u
Restrikcija f|Y: Y — [0,1] je trazena funkcija. n.ekl metrllc-kl -prostor. .DO|_(aZImO r-llajprue: .
Neka je X =[] X, produkt potpuno regularnih prostora, A C X Tvrdnja: Postoji niz neprekidnih funkcija f,: X — [0,1] t.d. za svaki xg € X
zatvoren i b = (by) € X \ A. Neka je b € [T Us C X \ A gd;a e i svaku okolinu U 3 xg postoji n € N t.d. je fy(x0) > 0i 7| X\U = 0.

Uo = X, 0sim za & = a1, . .., . i neka su fi: X, — [0, 1] Neka je {B,} prebrojiva baza i za sve n,m t.d. je B, C By, neka je
i=1,....n td. je fi(ba) =11 fi(Xa \ Us,) = {0O}. Funkcije &nm: X — [0,1] f.d.je gn’,,.,(Bn) ={1}ignm(X\Bm) = {0} (normalnost)
i(x) 1= fi(ma,(x)) su neprekidne i i&ezavaju izvan W;,-I(Ua,-)- Za U 3 xo postoji B t.d. je xo € Bm C U, pa zbog regularnosti
Produkt f(x) := ¢1(x) - ¢o(x) - --- - ®n(x) je trazena funkcija jer je postoji By t.d. je xo e_ ‘?_n C Bn g' Bm. Tac.j.a je gnm(xo) =1 > 0i

f(b) =1 f i8¢ezava izvan [] U,, pa je jednaka 0 na A. O gn,m| X\ U= 0. Familija {gn,m} je prebrojiva, pa prenumeracijom

dobivamo recene funkcije f,, n € N.
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Primjer Urysonov teorem metrizacije (1. dokaz)

Prvi dokaz: Definirajmo F: X — R¥ s F(x) := (f(x), fa(x),...).
. . . . F je neprekidna jer R ima produktnu topologiju.
Oba su produkti normalnih, dakle i potpuno regularnih prostora. [ F je injekcija jer za x # y postoji n € N t.d. je f,(x) > 0i fo(y) = 0.

R% i So X Sq su potpuno regularni ali ne i normalni

Tvrdnja: F: X — F(X) C R¥ je otvoreno preslikavanje, pa je F
homeomorfizam s X na potprostor F(X) metrickog prostora R¥.
Neka je U C X otvoren. Za zy € F(U) neka je xg € U t.d. je
F(x0) = zo i neka je N € N t.d. je fy(xo) > 0i fy(X \ U) = {0}.
Neka je V := WN1(<O, +00)) CR¥. V je otvoren, pa je skup

W =V N F(X) otvoren u F(X).

Pokazimo da je zg € W C F(U).

Prvo, zy € W jer je mn(20) = mn(F(x0)) = fn(xo) > 0.

Drugo, zasvakiz € W jez = F(x) zanekix € X, imy(z) € (0, +00).
Kako je my(z) = mn(F(x)) = fu(x) i fy] X\U = 0, mora biti x € U.
Stoga je z = F(x) € F(U), tj. W C F(U). g.e.d. prvog dokaza

Postoje regularni prostori koji nisu potpuno regularni, ali su takvi
primjeri mnogo slozeniji.
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Urysonov teorem metrizacije (2. dokaz) Teorem o smjesStenju

Drugi dokaz: Sada ¢emo X smjestiti u R¥ s uniformnom metrikom p, Prvi dokaz Urysonova teorema metrizacije pokazuje i vise:
zapravo u potprostor [0,1]¥ gdje je p(x,y) = sup; |x; — yi|-
Neka su f,, n € N, funkcije iz tvrdnje na pocetku dokaza,

Teorem 34.2 (Teorem o smjestenju)

uz dodatni uvjet da je f(x) < 1 za sve x (npr. f := 1f,). Neka je X Ti-prostor i neka je {fy}qc, indeksirana familija

Opet definiramo F: X — [0,1]* s F(x) := (f(x), f2(x),...), neprekidnih funkcija f,: X — R takvih da za svaku toc¢ku xg € X

i tvrdimo da je F smjestenje s obzirom na p. i svaku okolinu U > xo postoji a € J t.d. je fo(x0) >0 i

Iz prvog dokaza znamo da je F: X — F(X) bijekcija, i da je, £, X\ U= 0. Tada je funkcija F: X — R” definirana s

s obzirom na produktnu topologiju na [0, 1], otvoreno preslikavanje. F(x) := (£2(x))acy, smjestenje prostora X u R’ (s produktnom
Kako je uniformna topologija finija od produktne, F: X — F(X) je topologijom). Ako £, preslikavaju X u [0,1] onda F smjestava X u
otvoreno i u uniformnoj topologiji. [0,1]7 (s produktnom topologijom).

y

Treba jos pokazati da je F neprekidno i u uniformnoj topologiji. ) ) .
Dokaz je gotovo identican prvom dokazu Urysonova teorema

metrizacije. Treba samo R zamijeniti s R”.
Svojstvo T treba za injektivnost preslikavanja F.
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Urysonov teorem metrizacije (2. dokaz — nastavak) Karakterizacija potpune regularnosti

Neka je xo € X'ie > 0.

Odaberimo N € N t.d. je % < g, i neka su U;  xp okoline t.d. je
Ifi(x) — fi(xo)| <eczasvexe U;, i=1,...,N.

Neka je U := Ui N---N Uy.

Tvrdimo da je F(U) C B;(F(xo),¢€).

Neka je x € U. Za i < N je |fi(x) — fi(x0)| <€,

Definicija

Za familiju {f,}cy realnih funkcija kao u prethodnom teoremu, tj.
takvih da za svaku tocku xg i svaku okolinu U > xg postoji « t.d.
je fa(x0) > 0i f, (X \ U) = {0}, kazemo da razdvaja tocke od
zatvorenih skupova.

azai>N je[fi(x) — fi(x)| < % < % < e (jer je fi: X — [0, %]) U Ti-prostorima je postojanje takve familije funkcija ekvivalentno
Stoga je p(F(x), F(x0)) = sup; |fi(x) — fi(x0)| < & za sve x € U, potpunoj regularnosti (o¢ito), pa, prema teoremu 34.2 o smjeStenju,
pa je F neprekidno preslikavanje. O imamo:

Teorem 34.3

Prostor X je potpuno regularan ako i samo ako je homeomorfan
nekom potprostoru od [0,1])7 za neki J.
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Tietzeov teorem o prosirenju preslikavanja

Teorem 35.1 (Tietzeov teorem)

Neka je X normalan prostor i A C X zatvoren potprostor.

(a) Svako se neprekidno preslikavanje f: A — [a, b] C R mozZe
prosiriti do neprekidnog preslikavanja F: X — [a, b].

(b) Svako se neprekidno preslikavanje f: A — R moZe prosiriti do
neprekidnog preslikavanja G: X — R.

W

Dokaz: Konstruirat ¢emo niz neprekidnih funkcija na X koji uniformno
konvergira, i na A sve bolje i bolje aproksimira f.

1. korak: Najprije ¢emo definirati jednu posebnu funkciju g na X koja
»hije prevelika” i na A ,kako-tako aproksimira” f. Tocnije, neka je
f: A— [—r,r]. Konstruirat éemo g: X — R t.d. je

lg(x)| < 3r, xeX
lg(a) — f(a)] < %r, acA.
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dokaz Tietzeova teorema (2. nastavak)

2. korak: Dokazimo (a). Neka je f: A — [—1, 1] neprekidna funkcija.
Prema 1. koraku (za r = 1) postoji g1: X — R t.d. je

lgn(x)| < 3, x € X,
f(a) —&1(a)l < 3, acA.
(f—g1)(A) C [—%, %] pa 1. korak za r = % daje go: X — R t.d. je
l&2(x)[ <33, x € X,
f(a) — g1(a) — g2(a)| < (3)°, acA.

Sada primijenimo 1. korak na funkciju f — g1 — go, itd.
Dobivamo niz funkcija g,, n € N, t.d. je

lgn(x)| < 3(3)" !, xeX, (3)
f(a) — g1(a) — -+ — gn-1(a) — gn(a)| < (3)", acA. (4)
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dokaz Tietzeova teorema (nastavak)

Podijelimo segment [—r, r] na tri dijela:
[—r,r] = [-r, —%r] U [—%r, %r] U [%r7 rl="hUhuUl,

i neka su B:=f~1(h) i C:=f"Y(h). Bi C su zatvoreni u A pa
onda i u X, pa prema Urysonovoj lemi, postoji neprekidna funkcija

g: X — [—%r, %r]
td.jeg(x)=—-irzaxeB
ig(x):%rzaxe C.
O¢ito je |g(x)| < 3rzasve x.
PokaZimo drugu nejednakost.
Zaac Bijef(a), g(a)eh,
za ac C je f(a), g(a) € k,
azaa¢ BUC jef(a), g(a) € b,
pa je uvijek |g(a)—f(a)| < 3r.

dokaz Tietzeova teorema (3. nastavak)
Sada definiramo F: X - R s
F(x):= Z gn(x) .
n=1

F je neprekidna i F(X) C [-1,1] (red > g, konvergira uniformno
jer je dominiran redom 3 %(%)”*1, i suma mu je po modulu < 1).
Ostaje pokazati da je F|A = f. Prema (2), za a € A vrijedi

f(a) = >_&i(a)] < (3)",
i=1

pa red Y gi(a) konvergira k f(a) za sve a € A. g.e.d. (a)
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dokaz Tietzeova teorema (kraj)

3. korak: Dokazimo (b). R mozemo zamijeniti intervalom (—1,1) (jer
su homeomorfni), pa neka je f: A — (—1,1) neprekidna funkcija.
Prema (a), postoji neprekidno prosirenje F: X — [—1,1], ali je to
preslikavanje u segment [—1,1], a treba u otvoren interval (—1,1),
pa ¢emo ga ,popraviti” jednostavnim trikom.

Neka je D := F~1({—1,1}) C X. Skup D je zatvoren,

a jer je F(A) = f(A) C (—1,1), disjunktan je s A.

Prema Urysonovoj lemi, postoji ¢: X — [0,1] t.d. je (D) = {0} i
¢(A) = {1}. Definirajmo G(x) := F(x) - ¢(x). Funkcija G je
neprekidna i prosiruje f jer za a € Aje G(a) = F(a)-¢(a) = f(a)-1.
Konacno, G(X) C (—1,1) jerzax € D je G(x) = F(x)-0=0,
azax ¢ Dije|F(x)| <1paje|G(x)] <|F(x)-1<1. O
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Topoloske mnogostrukosti

Za razliku od regularnih prostora s prebrojivom bazom koji se, kao
§to smo vidjeli u Urysonovu teoremu metrizacije, mogu smjestiti u
»beskonacno-dimenzionalni” euklidski prostor R“, mnogostrukosti
su vazna klasa prostora koji se mogu smjestiti u
konacno-dimenzionalni euklidski prostor.

Definicija

Topoloska n-mnogostrukost je Hausdorffov prostor s prebrojivom
bazom i takav da svaka tocka ima okolinu homeomorfnu nekom
otvorenom podskupu od R”.

1-mnogostrukosti se &esto nazivaju krivuljama (iako se taj termin
Cesto rabi i za mnogo opéenitije 1-dimenzionalne prostore), a
2-mnogostrukosti se Cesto nazivaju plohama.
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Particija jedinice

Nosa¢ funkcije ¢: X — [0, 1] je zatvorenje skupa ¢~*((0,1]),
oznaka: supp ¢. Dakle, ako x ¢ supp ¢ onda postoji okolina oko x
na kojoj ¢ iSCezava.

Neka je {Ui,..., U,} konadan indeksiran otvoren pokriva¢ prostora X.
Za indeksiranu familiju neprekidnih funkcija ¢;: X — [0, 1],
i=1,...,n, kazemo da je particija jedinice podredena pokrivacu {U;}
ako je:

(1) supp¢; C U; za sve i;

(2) Y, ¢i(x) =1 za sve x.

Teorem 36.1 (Postojanje konaéne particije jedinice)

Za svaki konacan otvoren pokrivaé {Us,. .., Uy} normalnog
prostora X postoji njemu podredena particija jedinice.
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dokaz

Dokaz: To je dokaz koji smo napravili u Analizi. Ukratko:

1. korak: sazimanje pokrivaca. Koriste¢i se normalnoséu prostora X,
pokrivaé¢ {Ui, ..., Uy} zamijenimo otvorenim pokrivatem
{Va,...,V,} td. za sve i vrijedi V; C U;.

2. korak: Zadani pokrivaé {Uy,..., U,} sazmemo do pokrivala
{V1,..., Vp}, a njega sazmemo do pokrivaca {Wj,..., W,},
pa za svaki i imamo W; C V; C V; C U;.

Prema Urysonovoj lemi za svaki i neka je v;: X — [0,1] t.d. je
Di(Wi) = {1} i (X \ Vi) = {0}. Kako je ¢ *({0,1]) € V;,

to je suppth; C V; C U;. Kona&no definiramo ¢;(x) := %
j=1 Vi

Funkcije ¢1, ..., ¢, Cine trazenu particiju jedinice. O
Kasnije, u vezi s parakompaktnoscu, bavit éemo se i particijama
jedinice i otvorenim pokrivacima koji ¢e biti beskonacni, ¢ak
neprebrojivi.
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Smjestavanje mnogostrukosti

Teorem 36.2

Svaka se kompaktna n-mnogostrukost moZe smjestiti u RN za neki N.

Dokaz: Neka je {Us, ..., Ux} pokriva¢ od X otvorenim skupovima koji
se mogu smjestiti u R" i neka su gj: U; — R" smjeStenja.
Neka je ¢1, ..., ¢k particija jedinice podredena pokrivacu {Uy, ..., Uk}
Zai=1,..., k definirajmo

N e iy ) 2i(X)-&ix)  xeU
hiz X = R Sh'(x)'_{Oz(O,...,O),XEX\SUpp(ﬁ;.

Sada definirajmo F: X — R x -+ - x RxR" x --- x R"

k k
formulom F(x) := (¢1(x), ..., dx(x), h1(x), ..., he(x)).
Preslikavanje F je neprekidno, a da je smjestenje, zbog
kompaktnosti od X, dovoljno je pokazati injektivnost.
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dokaz: F je injektivno

Neka je F(x) = F(y). ti. ¢i(x) = ¢i(y) i hi(x) = hi(y) za sve i.
Kako je ¢i(x) > 0 za neki i, to je i ¢;(y) >0, pasu x,y € U;.
Tada je

i(x) - gi(x) = hi(x) = hi(y) = di(y) - &i(y)
pa je gi(x) = gi(y). Kako je g; smjestenje, dobivamo x = y. O]



