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§1. Osnovni pojmovi

Osnovni pojmovi

@ skup
ec, C,u N, M

o UA N A

AeA AeA
e Ax B

partitivni skup P(A), 24
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§2. Funkcije

Funkcije

e f: X—=Y (¢itaj: preslikavanje s X u Y)
@ domena, kodomena

e slika, praslika (original)

o graf

o injekcija, surjekcija, bijekcija
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§3. Relacije

Relacija uredaja

e relacija (~), relacija ekvivalencije, particija
o Relacija uredaja (<) (totalni, linearni uredaj)
(i) x#y = ilix <yiliy < x (usporedivost)
(i) x <y = x # y (antirefleksivnost)
(i) x <y & y <z = x < z (tranzitivnost)
Definrase x <y (kaox <yilix=y), x>y, x> y.
@ (A, <) ureden skup. Za a < b definira se otvoren interval
(a,b) :={x:a<x<b}.
Ako je (a, b) = () kaZe se da a je neposredni prethodnik od b,
ili da b je neposredni sljedbenik od a.
o (A <a)i(B,<g) imaju isti uredajni tip ako postoji medu
njima bijekcija koja Cuva uredaj.
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min/max — inf/sup
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Prirodni i cijeli brojevi

@ minimum/maksimum

@ donja/gornja meda

@ odozdo/odozgo omeden skup

@ Skup (A, <) ima svojstvo infimuma ako svaki neprazan
odozdo omeden podskup ima infimum.

Analogno se definira svojstvo supremuma i ta su dva svojstva
ekvivalentna.
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@ Prirodni brojevi se definiraju kao presjek familije svih
induktivnih podskupova od R:
N (=Z4) = N A

ACR
A induktivan

e Z:=NU{0}U—-N
@ Q := kvocijenti cijelih brojeva

Teorem 4.1 (Svojstvo dobrog uredenja skupa N)

Svaki neprazan podskup skupa prirodnih brojeva ima minimum.

Oznaka: S, :={ieN:i<n}={1,2,...,n—1} — pocetni
komad od N.

Teorem 4.2 (Jaki princip indukcije)

Neka je A C N. Ako za svakin € N vrijedi S, CA — n € A,
onda je A= N.

Op¢a topologija
1. SKUPOVI | LOGIKA
§5. Kartezijev produkt

Realni brojevi

@ Realni brojevi — (R, +, -, <) tako da je:
Q@ (R,+,") je polje (neutralni elementi su 0 i 1)
Q x<y = x+z<y+z uredeno polje
x<y&z>0 = x-z<y-z
O (R, <) ima svojstvo infimuma
@ Za sve x < y postoji z takav da je x < z < y (gustoca, ovaj se
aksiom moze dokazati iz preostalih)

(R, <) tako da vrijede 3 i 4 naziva se linearni kontinuum.

@ Podskup A C R je induktivan ako:
leAizasvexecAjeix+1eA

Skup R := {x € R: x > 0} pozitivnih realnih brojeva je
induktivan.

Indeksirana familija skupova

Definicija

Indeksna funkcija za nepraznu familiju skupova A je svaka
surjekcija f: J — A. Skup J nazivamo skupom indeksa a
familiju A zajedno s indeksnom funkcijom f indeksirana familija
skupova.

Za « € J skup f(a) € A oznalujemo s A, a indeksiranu familiju
oznacujemo s {Aq }acy ili samo s {Aq }a.

Napomena

Indeksna funkcija ne mora biti injektivna, tj. moZe biti A, = Ag
iako je oo # 3.
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§5. Kartezijev produkt

Uredene n-torke i konacni produkti Konacni skupovi

Uredena n-torka elemenata nekog skupa X je svaka funkcija Skup A je konacan ako je A= 0 ili postoji bijekcija
x:{1,2,...,n} = X. x(i) oznaujemo s x; i zovemo i-tom A {1,2,...,n} za neki n.
koordinatom od x, a samu funkciju obi¢no oznadujemos (xi, . .., Xp).

Korolar 6.7
Neka je A neprazan skup. Sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:

Neka je {A1, ..., An} familija skupova indeksirana skupom {1, ..., n}
i neka je X := A; U---UA,. Kartezijev produkt te indeksirane

familije oznacujemo s © skup A je konacan;

4 A il A A @ postoji surjekcija nekog pocetnog komada S, C N na A;
,-:1_[1 P e © postoji injekcija skupa A u neki pocetni komad S, C N.
i sastoji se od svih uredenih n-torki (xi,...,Xx,) elemenata od X

takvih da je x; € A; za sve i. Korolar 6.8

Ako su svi A; medusobno jednaki, i jednaki nekom skupu A, onda Konacne unije i konacni kartezijevi produkti konacnih skupova su

jei AiU---UA, = A pa je [[_; A jednak skupu svih uredenih konacni skupovi.
n-torki elemenata iz A i oznaujemo ga s A".
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§7. Prebrojivi i neprebrojivi skupovi
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Prebrojivi skupovi

w-torke i prebrojivi produkti

Skup koji nije konacan je beskonacan.
A je prebrojivo beskonacan ako postoji bijekcija N »» A.
A je prebrojiv ako je konacan ili prebrojivo beskonacan.

Uredena w-torka elemenata skupa X je svaka funkcija x: N — X
i obi¢no se naziva (beskonanim) nizom elemenata iz X.
x(i) oznalujemo s x; i zovemo i-tom koordinatom od x, a sam

niz x obi¢no oznalujemo s (x1,x2, ... ) ili (x;)en ili samo (x;). Ostali skupovi su neprebrojivi.

Neka je {A1, Az, ...} familija skupova indeksirana prirodnim

brojevima i neka je X := |J;cn Ai. Kartezijev produkt te Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
indeksirane familije oznacujemo s @ B je prebrojiv;

gAi ili Ay x A - @ postoji surjekcija N — B;
i sastoji se od svih uredenih w-torki (= nizova (xi, x2,...)) © postoji injekcija B — N.

elemenata od X takvih da je x; € A; za sve i.

Ako su svi A; medusobno jednaki, i jednaki nekom skupu A, onda _
je i Usew = A pa je TTen Ar jednak skupu svih uredenih w-torki Svaki beskonacan podskup od N je prebrojivo beskonacan.

(nizova) elemenata iz A i oznalujemo ga s A*. O suptilnostima dokaza ove leme vidi [Munkres] (treba princip
rekurzivne definicije).
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Prebrojivi skupovi Princip rekurzivne indukcije

Ovaj ¢emo paragraf preskociti
Svaki podskup prebrojivog skupa je prebrojiv.

Korolar 7.4

.4'.

Skup N x N j broji
beg/fona;an. 1o P / / / / /
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Unije, produkti, Cantorov dijagonalni postupak Karakterizacija beskonacénih skupova

Teorem 9.1
Prebrojiva unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup. \ Neka je A neki skup. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

© Postoji surjekcija A — N.
Korolar 7.6

Konacan produkt prebrojivih skupova je prebrojiv skup

@ Postoji injekcija N — A.

© Postoji bijekcija skupa A na neki njegov pravi podskup.

@ Skup A je beskonacan.

Korolar 7.7 (Cantorov dijagonalni postupak)

{0,1}* je neprebrojiv skup. Dokaz (2) = (3): pri¢a o hotelu s beskona¢no soba.
U dokazu teorema, specijalno (4) = (1) ili (4) = (2), implicitno se
Korolar 7.8 (Poopceni Cantorov dijagonalni postupak) rabi aksiom izbora:

Ne postoji injekcija P(A) — A i ne postoji surjekcija A — P(A).
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Aksiom izbora i izborna funkcija

Postojanje neprebrojivog dobro uredenog skupa

Postoji li neprebrojiv dobro ureden skup?
Aksiom izbora

Kandidat

Neka je A familija disjunktnih nepraznih skupova. Tada postoji N :=Nx N x --- uz poopéeni leksikografski uredaj.

skup C koji se sastoji od po tocno jednog elementa iz svakog

skupa familije A, tj. postoji skup C C |J A t.d. je za svaki A€ A Nije, njegov podskup

Skup ANC jedno(‘f/an skup_ AcA {X = (1, 1,...,1,2,1,.. ) : x; = 1 za sve | osim jednog kada je xi = 2}
nema minimum.

Jednostavna posljedica je Ali mozda postoji neki drugi uredaj na N* koji jeste dobar uredaj.

Nitko joS nije takav uredaj konstruirao, iako vrijedi:

Lema 9.2 (Postojanje izborne funkcije)

Za svaku familiju B nepraznih (ne nuzno disjunktnih) skupova Teorem (o dobrom uredenju, Zermelo, 1904.)
postoji funkcija c: B — |J B takva da je c(B) € B za sve B € B. Svaki se skup moZe dobro urediti.

BeB
To je izborna funkcija za familiju B. Dokaz (naravno) koristi aksiom izbora.

Postoji neprebrojiv dobro ureden skup. \
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Dobro uredeni skupovi — DUS

S, i Q2

Definicija

Neka je (X, <) dobro ureden skup. Za o € X skup
So={xeX:x<a}

svih prethodnika od « naziva se pocetni komad od X odreden

Definicija

Za ureden skup (A, <) kazemo da je dobro ureden, DUS, ako svaki
neprazan podskup ima minimum.

KONACNI SKUPOVI BESKONACNI SKUPOVI elementom a. )
Teorem 10.1 N Lema 10.2
Svaki neprazan konacan ureden (1,2,...,n} x N Postoji DUS A koji ima maksimum, zvat ¢emo ga 2, takav da je
skup ima uredajni tip nekog N ;< N ’ leksikografski Sq neprebrojiv skup ali je svaki drugi poetni komad od A prebrojiv.
pocetnog komada {1,2,...,n uredaj ’
g { J N x (N x N) Dokaz: Neka je B bilo koji neprebrojiv dobro ureden skup

skupa N pa je DUS.
= Svi konacni uredeni skupovi | <i su (prebrojivo beskonaéni)
imaju isti uredajni tip (ukoliko dobro uredeni skupovi, ali nikoja
imaju jednak broj elemenata). dva nisu istog uredajnog tipa.

’

(takav postoji prema Zermelovu teoremu), i neka je C = {1,2} x B
ureden leksikografski. C je dobro ureden skup.

Neka je D C C skup elemenata za koje je pripadni pocetni komad od C
neprebrojiv (npr. za svaki b € B je (2,b) € D), i neka je Q := min D.
Skup A := Sq U £ ima traZeno svojstvo. |
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S, i Q2

Primijetimo da je Sq neprebrojiv DUS sa svojstvom da je svaki
njegov pocetni komad prebrojiv, i njegov je uredajni tip tim
svojstvom jednoznacno odreden. S nazivamo najmanjim
neprebrojivim dobro uredenim skupom.

Skup A = Sq U {Q} iz leme 10.2 éemo oznadivati Sq.

Jedno svojstvo skupa Sq koje ¢e nam biti vazno opisuje

Teorem 10.3
Svaki prebrojiv podskup A C Sq ima gornju medu u Sq.

Dokaz: Neka je skup A C Sq prebrojiv. Za svaki a € A je pocetni
komad S, prebrojiv pa je i skup B := U,caS, prebrojiv.
Skup Sq \ B je neprazan i svaki je njegov element gornja meda
skupa A. O

Opéa topologija
1. SKUPOVI | LOGIKA
§11. Princip maksimalnosti

Princip maksimalnosti

Za relaciju < na skupu A kazemo da je strogi parcijalni uredaj
ako zadovoljava

@ a < b= a# b (antirefleksivnost)
@ a<b& b=<c= a= c (tranzitivnost)

Teorem (Hausdorffov princip maksimalnosti)

Neka je (A, <) strogo parcijalno ureden skup. Tada postoji
maksimalan (u smislu inkluzije) totalno ureden podskup B C A.

y

Zornova lema

Neka je (A, <) strogo parcijalno ureden skup. Ako svaki totalno
ureden podskup ima gornju medu onda A ima maksimalan element.

W

Uodi razliku izmedu maksimuma i maksimalnog elementa!



