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∂
j ∂
i f(P

)

za
sve

i,j
=

1,...,n
i
P
∈

Ω
.

Teorem
12.1

(o
inverznom

preslikavanju)
N
eka

je
Ω
⊆

R
n
otvoren

skup,
f:Ω

→
R
n
preslikavanje

klase
C

1
na

Ω
i
neka

je
u
točki

P
0
∈

Ω
diferencijal
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⊆
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∈
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⊆
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⊆
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+
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P
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os
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→
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no
ne
pr
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=
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∪
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⊆
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os
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os
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tj.

f
je

ho
m
eo
m
or
fiz
am

s
K

na
L
.

2
D
ife

re
nc

ija
li

de
ri
va
ci
je

Te
or
em

9.
1

N
ek
a
je
f

:Ω
⊆

R
n
→

R
m

pr
es
lik
av
an

je
za

ko
je

po
st
oj
e
pa
rc
ija

ln
e

de
ri
va
ci
je

na
Ω
.
A
ko

su
sv
e
de
ri
va
ci
je
∂
if
j
ne
pr
ek
id
ne

u
P

0
∈

Ω
,i

=
1,
..
.,
n
,

j
=

1,
..
.,
m
,t
ad
a
je
f
di
fe
re
nc
ija

bi
ln
o
u
P

0.

5 K
om

pl
ek
sn
e
fu
nk

ci
je

U
ov
om

će
m
o
po

gl
av
lju

za
po

če
ti

pr
ou

ča
va
nj
e
ko
m
pl
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∩
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∩
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∈
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.
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⊇
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x

x
2+
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−
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realnibrojevi,tj.vrijedi

(x
1 ,0)+

(x
2 ,0)=

(x
1 +

x
2 ,0)i(x

1 ,0)·(x
2 ,0)=
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gledano,R
je

(m
etrički)potprostorod

C
.
O
vako

sm
ješten

skup
R
⊆

C
,tj.skup

brojeva
oblika

x
≡

(x
,0),

x
∈

R
,naziva

se
realna

os.
K
om

pleksan
broj

(1,0),
koji

je,
uz

identifikaciju
R
⊆

C
,
zapravo

realan
broj1,im

a
ulogu

jedinice
za

m
noženje.

S
druge

strane,vrijedi(0
,1)·(0,1)

=
(−

1,0)≡
−

1,pa
se

broj(0
,1)naziva

korijen
od
−

1,iliim
aginarnom

jedinicom
,

istandardno
se

označava
s

i
=
√
−

1.
Tako

dolazim
o
ido

uobičajene
oznake

za
kom

pleksne
brojeve,

z
=
x

+
iy,jer

je

(x
,y)=

(x
,0)·(1

,0)+
(y
,0)·(0

,1)≡
x
·1

+
y·

i
.

Skup
brojeva

oblika
iy
≡

(0
,y),

y
∈

R
,naziva

se
im

aginarna
os.

Iza
funkciju

f:C
⊇
S
→

C
često

pišem
o
f

=
u

+
iv,tj.

f(z)=
(u(z),v(z)),

gdje
su
u
,v:

S
→

R
realne

funkcije,jedne
kom

pleksne,odnosno
dvije

realne,va-
rijable.K

ako
setopološkestruktureprostora

C
iR

2podudaraju,to
jefunkcija

f
neprekidna

ako,isam
o
ako

su
obje

funkcije
u
i
v
neprekidne.

O
1

i

z z

|z|

ϑ
=

arg
z

Zrcaljenje
kom

pleksne
ravnine

s
obzirom

na
realnu

os,
naziva

se
konjugiranje

kom
pleksnih

brojeva.
To

je
funkcija

z
7→

z
definirana

kao
z

:=
(x
,−
y),

tj.
x

+
iy

:=
x
−

iy.
K
onjugiranjejeneprekidna

funkcija,ičesto
sekoristi.Vrijedi,

naprim
jer,|z|=

√
z
z
i

1z
=

z

|z| 2 .
K
om

pleksnibroj,kao
točka

u
ravnini,m

ože
se

reprezen-
tirati

i
polarnim

koordinatam
a,
z

=
|z|(cos

ϑ
+

isin
ϑ),

pri
čem

u
je
ϑ
kutizm

eđu
pozitivnog

sm
jera

realne
osiiradijvek-

tora
točke

z.
K
ut

ϑ
naziva

se
argum

ent
kom

pleksnog
broja,

ioznačava
s

arg
z.

U
zoznaku

e
i
ϑ:=

cos
ϑ+

isin
ϑ,m

ožesepisati
z=
|z|(cos

ϑ
+

isin
ϑ)=
|z|e

i
ϑ.

Lako
je

pokazatida
se

ovakav
zapis

kom
pleksnog

broja
u
m
nogočem

u
ponaša
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A
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O
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K

O
M
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N

K
C
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A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

N
ek
a
je
z
∈
K

(0
,1

)
pr
oi
zv
ol
jn
a
to
čk
a.

Za
sv
ak

ir
ta
ka
v
da

je
|z
|<

r
<

1,

0
1

z

z r
r

m
od

ul
fu
nk

ci
je
g
K

(0
,r

)
po

pr
im

a
m
ak

sim
um

na
ru
bu

to
ga

kr
ug

a,
ko
ro
la
r
42

.7
,
tj.

po
st
oj
i
to
čk
a
z r
,
|z r
|=

r,
ta
kv
a
da

je
|g

(z
′ )|
≤
|g

(z
r
)|
za

sv
ez
′
∈
K

(0
,r

),
sp
ec
ija

ln
o

za
z
′

=
z
.
Zb

og
to
ga

je

|g
(z

)|
≤
|g

(z
r
)|

=
|f

(z
r
)|

|z r
|

<
1 r
.

K
ak
o
to

vr
ije

di
za

sv
ak

ir
,|
z
|<

r
<

1,
za
kl
ju
ču

je
m
o
da

je
|g

(z
)|
≤

1.
To

čk
a
z

je
bi
la

pr
oi
zv
ol
jn
a,

pa
je
|g

(z
)|
≤

1
za

sv
e
z
∈
K

(0
,1

).
A
ko

po
st
oj
iz

0
∈
K

(0
,1

)
ta
ka
v
da

je
|g

(z
0)
|=

1,
on

da
je
,p

re
m
a
te
or
em

u
o

m
ak

sim
um

u
m
od

ul
a,

ko
ro
la
r4

2.
6,

fu
nk

ci
ja
g
ko
ns
ta
nt
na

,i
to

je
dn

ak
a
ko

ns
ta
nt
i

m
od

ul
a
1,

pa
po

st
oj
iα
∈

R
ta
ka
v
da

je
g
(z

)=
ei
α
,d

ak
le

if
(z

)=
z
ei
α
,z

a
sv
e

z
∈
K

(0
,1

).
U

pr
ot
iv
no

m
je
|g

(z
)|
<

1
za

sv
e
z
∈
K

(0
,1

),
pa

je
|f

(z
)|
<
|z
|z

a
sv
e
z
∈
K
∗ (

0,
1)
.

Sc
hw

ar
zo
va

le
m
a
fo
rm

ul
ira

se
če
st
o
io

va
ko
:

K
or
ol
ar

42
.9

(S
ch
w
ar
zo
va

le
m
a)

N
ek
a
je
f

:K
(0
,1

)→
K

(0
,1

)
ho
lo
m
or
fn
a

fu
nk
ci
ja

ta
kv
a
da

je
f

(0
)=

0.
Ta

da
je

ili
|f
′ (0

)|
<

1,
ili

po
st
oj
iα
∈

R
ta
ka
v
da

je
f

(z
)=

z
ei
α
,z

a
sv
e
z
∈
K

(0
,1

).

D
ok
az
:Z

a
fu
nk

ci
ju
g
,
ka

o
u
do

ka
zu

pr
et
ho

dn
og

ko
ro
la
ra
,
je

ili
|g

(0
)|
<

1,
ili

|g
(0

)|
=

1.
U

pr
vo
m

slu
ča
ju

je
|f
′ (0

)|
=
|g

(0
)|
<

1,
a
u
dr
ug

om
se
,n

a
ist

in
ač
in

ka
o
u
do

ka
zu

pr
et
ho

dn
og

ko
ro
la
ra
,p

ok
az
uj
e
da

je
f
ro
ta
ci
ja
.

N
ek
ad

je
ko
ris

na
io

sla
bl
je
na

ve
rz
ija

Sc
hw

ar
zo
ve

le
m
e:

K
or
ol
ar

42
.1
0

A
ko

je
f

:K
(0
,1

)
→

K
(0
,1

)
ho
lo
m
or
fn
a
fu
nk
ci
ja

ta
kv
a
da

je
f

(0
)=

0,
on

da
je
|f

(z
)|
≤
|z
|,
za

sv
e
z
∈
K

(0
,1

).
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1.

D
er

iv
ac

ija
ko

m
pl

ek
sn

e
fu

nk
ci

je
3

ka
o
uo

bi
ča
je
na

ek
sp
on

en
ci
ja
ln
a
fu
nk

ci
ja
.
N
ap

rim
je
r,

vr
ije

di
ei
ϑ
ei
ϕ

=
ei

(ϑ
+
ϕ

) ,
pa

za
m
no

že
nj
e
do

bi
va
m
o
z 1
z 2

=
|z 1
||z

2|e
i
(ϑ

1
+
ϑ

2
) .

Pr
em

a
sv
em

u
do

sa
d
re
če
no

m
,i
zg
le
da

ka
o
da

će
se

an
al
iz
a
ko
m
pl
ek
sn
ih

fu
nk

-
ci
ja

je
dn

e
ko
m
pl
ek
sn
e
va
rij
ab

le
sv
es
ti
na

an
al
iz
u
fu
nk

ci
ja

dv
iju

re
al
ni
h
va
rij
ab

li,
to
čn

ije
na

an
al
iz
u
fu
nk

ci
ja

iz
R

2
u

R
2 .

To
je
,m

eđ
ut
im

,d
al
ek
o
od

ist
in
e.

Ve
lik

e
ra
zl
ik
e
na

st
aj
u
uv

ođ
en

je
m

de
riv

ac
ije

ko
m
pl
ek
sn
e
fu
nk

ci
je
.

§
31

D
er
iv
ac
ija

ko
m
pl
ek
sn
e
fu
nk

ci
je

D
er
iv
ac
iju

ko
m
pl
ek
sn
e
fu
nk

ci
je

de
fin

ira
m
o
na

ist
in

ač
in

ka
o
id

er
iv
ac
iju

re
al
ne

fu
nk

ci
je

je
dn

e
re
al
ne

va
rij
ab

le
.

D
efi

ni
ci
ja

31
.1

Za
fu
nk

ci
ju
f

:Ω
→

C
,g

dj
ej

eΩ
⊆

C
ot
vo
re
n
sk
up

,k
až
em

o
da

je
de
ri
va
bi
ln
a
u
to
čk
i
z 0
∈

Ω
,a

ko
po

st
oj
il
im

es
lim z→
z

0

f
(z

)−
f

(z
0)

z
−
z 0

∈
C
.
U

to
m

slu
ča
ju

ta
jl
im

es
oz
na

ča
va
m
o
f
′ (z

0)
iz

ov
em

o
de
ri
va
ci
ja

fu
nk

ci
je
f
u
to
čk
iz

0.
Za

fu
nk

ci
ju
f

:Ω
→

C
ka

že
m
o
da

je
de
ri
va
bi
ln
a,

ak
o
je

de
riv

ab
iln

a
u
sv
im

to
čk
am

a
sk
up

a
Ω
.

Sk
up

sv
ih

fu
nk

ci
ja

de
riv

ab
iln

ih
na

Ω
,o

zn
ač
av
at

će
m
o
s
D

(Ω
).

K
ao

iu
slu

ča
ju

re
al
ne

fu
nk

ci
je

re
al
ne

va
rij
ab

le
,d

ire
kt
no

se
iz

de
fin

ic
ije

la
ko

po
ka

zu
je

da
se

de
riv

ab
iln

os
t
ču

va
su
m
om

,
pr
od

uk
to
m
,
ko

m
po

zi
ci
jo
m
,.
..
,
da

vr
ije

de
uo

bi
ča
je
ne

fo
rm

ul
e
za

de
riv

ac
ije

,i
da

je
sv
ak

a
de

riv
ab

iln
a
fu
nk

ci
ja

ne
-

pr
ek
id
na

.

P
ri
m
je
r
31

.1
Po

te
nc

ija
,f

(z
):

=
z
n
,d

er
iv
ab

iln
a
je

na
ci
je
lo
jk

om
pl
ek
sn
oj

ra
v-

ni
ni
,
i
nj
ez
in
a
de

riv
ac
ija

je
,
ka

o
i
u

slu
ča
ju

re
al
ne

fu
nk

ci
je

re
al
ne

va
rij
ab

le
,

je
dn

ak
a
f
′ (z

)
=
n
z
n
−

1 .
To

se
la
ko

do
ka

že
,b

ilo
ne

po
sr
ed
no

iz
de

fin
ic
ije

,b
ilo

in
du

kc
ijo

m
ko

riš
te
nj
em

fo
rm

ul
e
za

de
riv

ac
iju

pr
od

uk
ta
.

Fu
nk

ci
ja
f

(z
):

=
1 2
(z

+
z
)n

ije
de

riv
ab

iln
a,

ia
ko

je
,d

o
na

fa
kt
or

1 2
,s
um

a
dv

iju
‚li
je
pi
h’

fu
nk

ci
ja

—
id
en
tit

et
e
ik

on
ju
gi
ra
nj
a.

Za
ist

a,
ka

da
bi
f
bi
la

de
riv

ab
iln

a,
po

st
oj
ao

bi
u
z 0

=
(x

0,
y 0

)
lim

es
kv

oc
ije

nt
a
∣ ∣ ∣f

(z
)−

f
(z

0)
z
−
z 0

∣ ∣ ∣=
∣ ∣ ∣x
−
x

0
z
−
z 0

∣ ∣ ∣=
|co

sϑ
|,

gd
je

je
ϑ

=
ar

g(
z
−
z 0

).
M
eđ

ut
im

,l
im

es
ov
og

iz
ra
za

ne
po

st
oj
i,
je
r|

co
sϑ
|o

sc
ili
ra

iz
m
eđ

u
0
i1

.
To

zn
ač
id

a
ko
nj
ug

ira
nj
e
z
7→

z
ni
je

de
riv

ab
iln

a
fu
nk

ci
ja
,i
ak
o
su

jo
j
ir

e-
al
ni

ii
m
ag

in
ar
ni

di
o,

s
as
pe

kt
a
re
al
ni
h
fu
nk

ci
ja
,d

ife
re
nc

ija
bi
ln
e
fu
nk

ci
je
,č

ak
an

al
iti
čk
a,

tj.
kl
as
e
C
ω
.
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Lokalna

svojstva
holom

orfnih
funkcija

93

D
okaz:Prem

a
teorem

u
o
otvorenom

preslikavanju,korolar
42.3,skup

f(Ω
)
je

otvoren,pa
za

svaki
z
∈

Ω
,oko

točke
f(z)

postojikrug
K

(f(z),ε)⊆
f(Ω

),a
u

njem
u
očito

im
a
točaka

kojim
a
je

m
odulvećiod

|f(z)|.

z
f

f(z)
|f(z)|

Isljedeća
se

varijanta
prethodnog

korolara
često

naziva
istim

im
enom

,a
za

obje
verzije

koristise
inaziv

P
rincip

m
aksim

um
a
m
odula.

K
orolar

42.7
N
eka

je
K
⊆

Ω
kom

paktan
skup,

a
f:Ω

→
C

holom
orfna

funkcija
koja

nije
konstantna

niti
na

jednoj
okolini

niti
jedne

točke
nutrine

skupa
K
.

Tada
m
odul

funkcije
f
K

poprim
a
m
aksim

um
sam

o
u
nekoj

točki
ruba

∂
K

=
K
\

Int
K

skupa
K
.

M
alo

pojednostavljeno
rečeno,ako

je
funkcija

f
holom

orfna
u
svim

točkam
a

kom
paktnog

skupa
K
,onda

m
odul|f|,kojikao

neprekidna
funkcija

na
kom

-
paktu

m
ora

im
atim

aksim
um

,tajm
aksim

um
poprim

a
jedino

u
točkam

a
ruba.

K
orolar

42.8
(Schw

arzova
1
lem

a)
N
eka

je
f:

K
(0
,1)
→

K
(0
,1)

holom
or-

fna
funkcija

takva
da

je
f(0)

=
0.

Tada
je

ili|f(z)|
<
|z|za

sve
z
∈
K
∗(0

,1),
ilije

f
rotacija,tj.postoji

α
∈

R
takav

da
je
f(z)=

z
e
i
α,za

sve
z
∈
K

(0
,1).

D
rugačije

rečeno,holom
orfno

preslikavanje
jediničnog

kruga
na

sâm
a
sebe

koje
fiksira

središte
kruga,je

ilirotacija,dakle,izom
etrija,iliim

a
svojstvo

da
svaku

točku,osim
središta

koje
držifiksnim

,približisredištu
kruga.

D
okaz:D

efinirajm
o
pom

oćnu
funkciju

g:
K

(0
,1)→

C
form

ulom

g(z):=



f(z)
z

,
z
6=

0

f
′(0)

,
z

=
0
.

Funkcija
g
je

holom
orfna

na
probušenom

krugu
K
∗(0

,1)ineprekidna
je

u
0,pa

je,prem
a
korolaru

34.11,holom
orfna

na
cijelom

krugu
K

(0
,1).

1K
arlH

erm
an

A
m
andus

Schw
arz

(1843–1921),njem
ačkim

atem
atičar

4
5.

K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

Sljedećiteorem
dajenužneidovoljneuvjetekojem

oraju
zadovoljavatirealne

funkcije
u
i
v,da

bikom
pleksna

funkcija
f

=
u

+
iv

bila
derivabilna.

Teorem
31.1

(C
auchy-R

iem
annov

teorem
)
K
om

pleksna
funkcija

f
=
u

+
iv:Ω

→
C

derivabilna
je

u
točki

z0
=

(x
0 ,y0 )∈

Ω
ako,isam

o
ako

su
funkcije

u
i
v,kao

realne
funkcije

dviju
realnih

varijabli,diferencijabilne
u
točki(x

0 ,y0 ),
izadovoljavaju

ove
C
auchy-R

iem
annove

uvjete:

∂
x
u(x

0 ,y0 )=
∂
y v(x

0 ,y0 )
∂
y u(x

0 ,y0 )=
−
∂
x
v(x

0 ,y0 )
.

(C
R
)

D
okaz:N

eka
jefunkcija

f
derivabilna

u
z0 =

(x
0 ,y0 )ineka

je
f
′(z0 )=

a+
ib∈

C
.

Tada
je

∣∣∣ f(z)−
f(z0 )

z−
z0

−
(a

+
ib) ∣∣∣ =

=
∣∣u(x

,y)+
iv(x

,y)−
u(x

0 ,y0 )−
iv(x

0 ,y0 )−
(a

+
ib) ((x

−
x

0 )+
i(y−

y0 ) ) ∣∣
|z−

z0 |

=
∣∣u(x

,y)−
u(x

0 ,y0 )−
a(x−

x
0 )+

b(y−
y0 )+

i (v(x
,y)−

v(x
0 ,y0 )−

a(y−
y0 )−

b(x−
x

0 ) ) ∣∣
|z−

z0 |
.

K
ako

je
lim
z→

z
0 ∣∣
f(z)−

f(z0 )
z−

z0
−

(a
+

ib) ∣∣=
0,i|z−

z0 |=
‖(x
−
x

0 ,y−
y0 )‖,to

je
i

lim
(x
,y)→

(x
0
,y

0 ) |u(x
,y)−

u(x
0 ,y0 )−

a(x
−
x

0 )+
b(y−

y0 )|
‖(x
−
x

0 ,y−
y0 )‖

=
0
,i

lim
(x
,y)→

(x
0
,y

0 ) |v(x
,y)−

v(x
0 ,y0 )−

b(x
−
x

0 )−
a(y−

y0 )|
‖(x
−
x

0 ,y−
y0 )‖

=
0
.

To
značida

su
funkcije

u
,v:Ω

→
R

diferencijabilne
u

(x
0 ,y0 )=

z0 ,ida
je

∂
x
u(x

0 ,y0 )=
a

=
∂
y v(x

0 ,y0 )
∂
y u(x

0 ,y0 )=
−
b=
−
∂
x
v(x

0 ,y0 )
.

T
im

e
je

nužnost
dokazana.

O
brnutim

redoslijedom
zaključivanja,dobivam

o
i

dovoljnost.



92
7.

R
A

ZV
O

JI
K

O
M

PL
EK

SN
IH

FU
N

K
C

IJ
A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

tj.
di
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re
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va
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a
f

=
(u
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)
je

u
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čk
i(
x

0,
y 0

)
re
gu

la
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Pr
em

a
te
-

or
em

u
o
in
ve
rz
no

m
pr
es
lik

av
an

ju
,p

os
to
je

ot
vo
re
ni

sk
up

ov
iU

ok
o
to
čk
e

(x
0,
y 0

)
i
V

ok
o

to
čk
e
f

(x
0,
y 0

)
=

:
(ξ

0,
η 0

),
ta
kv

i
da

je
f
U

:U
→

V
bi
je
kc
ija

,
a

in
ve
rz
no

pr
es
lik

av
an

je
g

=
(p
,q

):
V
→

U
je

di
fe
re
nc

ija
bi
ln
o
kl
as
e
C

1 ,
i
vr
i-

je
di
D
g
(ξ
,η

)=
( D

f
(x
,y

))
−

1 ,
za

sv
e

(ξ
,η

)=
f

(x
,y

)∈
V
.
To

zn
ač
id

a
je

∂
(p
,q

)
∂

(ξ
,η

)(ξ
,η

)=
( ∂

(u
,v

)
∂

(x
,y

)(x
,y

)) −
1

=
1

de
t∂

(u
,v

)
∂

(x
,y

)(
x
,y

)

(
∂
x
u

∂
x
v

−
∂
x
v

∂
x
u

) (x
,y

)
,

pa
i
za

fu
nk

ci
ju

g
=

(p
,q

)
vr
ije

de
C
au

ch
y-
R
ie
m
an

no
vi

uv
je
ti,

tj.
fu
nk

ci
ja
g
,

sh
va
će
na

ka
o
ko
m
pl
ek
sn
a
fu
nk

ci
ja
,h

ol
om

or
fn
a
je

u
to
čk
if

(z
0)
.
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42
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(T
eo
re
m

o
ho

lo
m
or
fn
om

iz
om

or
fiz

m
u)

N
ek
a
je

ho
lo
m
or
fn
a

fu
nk
ci
ja
f

:Ω
→

C
in
je
kt
iv
na

.
Ta

da
je
f
′ (z

)6=
0
za

sv
e
z
∈

Ω
,s
ku
p
f

(Ω
)⊆

C
je

ot
vo
re
n,

ii
nv
er
zn
a
fu
nk
ci
ja
g

:f
(Ω

)→
Ω

bi
je
kc
ije

f
:Ω

�→
f

(Ω
)j
e
ho
lo
m
or
fn
a,

tj.
f

:Ω
→
f

(Ω
)
je
ho

lo
m
or
fn
ii
li
an

al
it
ič
ki

iz
om

or
fiz
am

.

D
ok
az
:K

ad
a
bi

po
st
oj
al
a
to
čk
a
z 0
∈

Ω
ta
kv
a
da

je
f
′ (z

0)
=

0,
on

da
bi
z 0

bi
la

nu
lto

čk
a
fu
nk

ci
je
z
7→

f
(z

)−
f

(z
0)

re
da

ba
re
m

2,
pa

,p
re
m
a
W
ei
er
st
ra
ss
ov
om

pr
ip
re
m
no

m
te
or
em

u
42

.1
,f
un

kc
ija

f
ne

bi
m
og

la
bi
ti
in
je
kc
ija

na
ne

ko
jo

ko
lin

i
to
čk
e
z 0
.

K
ak
o
je
f
in
je
kt
iv
no

pr
es
lik

av
an

je
,k

or
es
tr
ik
ci
ja
f

:Ω
→

f
(Ω

)
je

bi
je
kc
ija

,
pa

po
st
oj
ii
nv

er
zn

o
pr
es
lik

av
an

je
g

:f
(Ω

)
→

Ω
.
Pr

em
a
te
or
em

u
o
ot
vo

re
no

m
pr
es
lik

av
an

ju
,z

ap
ra
vo

ko
ro
la
ru

42
.3
,s

ku
p
f

(Ω
)⊆

C
je

ot
vo

re
n,

pa
im

a
sm

isl
a

go
vo
rit

io
ho

lo
m
or
fn
os
ti
pr
es
lik

av
an

ja
g
.

Pr
em

a
te
or
em

u
o
lo
ka

ln
oj

in
ve
rt
ib
iln

os
ti

ho
lo
m
or
fn
e
fu
nk

ci
je
,t

eo
re
m

42
.4
,

ok
o
sv
ak
et

oč
ke
z
sk
up

a
Ω
,p

os
to
ji
ok
ol
in
a
in

a
nj
oj

ho
lo
m
or
fn
ii
nv

er
zf

un
kc
ije
f
.

A
li,

in
ve
rz
na

fu
nk

ci
ja

je
je
di
ns
tv
en

a,
pa

se
ta
ka
v
lo
ka

ln
ii
nv

er
z,

na
to
jo

ko
lin

i
po

du
da

ra
s
re
st
rik

ci
jo
m

fu
nk

ci
je
g
.
Zb

og
lo
ka

ln
og

ka
ra
kt
er
a
de

riv
ab

iln
os
ti,

to
zn

ač
id

a
if
un

kc
ija

g
im

a
na

to
j
ok
ol
in
id

er
iv
ac
iju

,p
a
je

on
a
ho

lo
m
or
fn
a
u
z
,

da
kl
e,
g
∈
H

(Ω
).

K
ao

po
slj
ed

ic
u
te
or
em

a
o
ot
vo
re
no

m
pr
es
lik

av
an

ju
,d

ob
iv
am

o
i

K
or
ol
ar

42
.6

(T
eo
re
m

o
m
ak

si
m
um

u
m
od

ul
a)

N
ek
a
je

Ω
⊆

C
ot
vo
re
n
i

po
ve
za
n
sk
up

,a
f

:Ω
→

C
ho
lo
m
or
fn
a
fu
nk
ci
ja
.
A
ko
f
ni
je

ko
ns
ta
nt
na

fu
nk
ci
ja

on
da

je
on

a
ili

ne
om

eđ
en
a
ili

je
|f

(z
)|
<

su
p

ζ
∈Ω
|f

(ζ
)|
za

sv
ak
iz
∈

Ω
,t
j.
|f
|n

em
a

na
po
dr
uč
ju

Ω
m
ak
si
m
um

.
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D
er

iv
ac

ija
ko

m
pl

ek
sn

e
fu

nk
ci

je
5

K
or
ol
ar

31
.2

A
ko

je
fu
nk
ci
ja

f
:Ω
→

C
de
ri
va
bi
ln
a
u
z 0

=
(x

0,
y 0

)
∈

Ω
,

on
da

je
f
′ (z

0)
=
∂
x
u

(x
0,
y 0

)+
i∂
x
v
(x

0,
y 0

)=
:∂
x
f

(z
0)

=
∂
x
u

(x
0,
y 0

)−
i∂
y
u

(x
0,
y 0

)
=
∂
y
v
(x

0,
y 0

)−
i∂
y
u

(x
0,
y 0

)=
:−

i∂
y
f

(z
0)

=
1 i
∂
y
f

(z
0)

=
:
∂
f

∂
(i
y
)(z

0)
=

:∂
iy
f

(z
0)

=
∂
y
v
(x

0,
y 0

)+
i∂
x
v
(x

0,
y 0

).
Uz

oz
na

ke
uv
ed
en
e
u
ov
im

fo
rm

ul
am

a,
ob
a
C
au

ch
y-
Ri
em

an
no

va
uv
je
ta

m
ož
em

o
za
pi
sa
ti
je
dn

om
fo
rm

ul
om

:
∂
x
f

(z
0)

=
∂

iy
f

(z
0)
.

K
or
ol
ar

31
.3

A
ko

je
fu
nk
ci
ja
f

=
u

+
iv

:Ω
→

C
de
ri
va
bi
ln
a,

a
re
al
ne

fu
nk
-

ci
je
u
i
v
su

di
fe
re
nc
ija

bi
ln
e
kl
as
e
C

2
(v
id
je
t
će
m
o
ka
sn
ije

da
to

ve
ć
sli
je
di

iz
de
ri
va
bi
ln
os
ti
ko
m
pl
ek
sn
e
fu
nk
ci
je
f
),

on
da

su
u
iv

ha
rm

on
ič
ke

fu
nk

ci
je
,t
j.

ob
je

za
do
vo
lja

va
ju

La
pl
ac
eo
vu

1
di
fe
re
nc
ija

ln
u
je
dn

ad
žb
u

∂
2 u

∂
x

2
+
∂

2 u

∂
y

2
=

0
.

D
ok
az
:Z

bo
g
C
au

ch
y-
R
ie
m
an

no
vi
h
uv

je
ta

je
∂
x
u

=
∂
y
v
,p

a
de

riv
ira

nj
em

po
x

do
bi
va
m
o

∂
x
∂
x
u

=
∂
x
∂
y
v

Sc
hw

ar
z

=
∂
y
∂
x
v

(C
R

)
=
−
∂
y
∂
y
u
,

is
lič

no
za

fu
nk

ci
ju
v
.

N
ap

om
en

a
31

.1
Te

or
em

31
.1

ik
or
ol
ar

31
.3

po
ka

zu
ju

ka
ko

su
st
ro
gi

za
ht
je
vi

na
re
al
ne

fu
nk

ci
je
u
iv

da
bi

ko
m
pl
ek
sn
a
fu
nk

ci
ja
f

=
u

+
iv

bi
la

de
riv

ab
iln

a.
S
dr
ug

e
st
ra
ne
,z

a
ne
pr
ek
id
no

st
od

f
bi
la

je
do

vo
ljn

a
sa
m
o
ne

pr
ek
id
no

st
od

u
iv
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ni
je

se
za
ht
ije

va
la

ni
ka

kv
a
m
eđ

us
ob

na
ve
za

tih
fu
nk

ci
ja
.
O
tk
ud

a
to
lik

a
re
st
rik

ci
ja

ka
da

se
ra
di

o
de

riv
ab

iln
os
ti?

U
zr
ok

to
m
e
je

slj
ed

eć
i.

D
ife

re
nc
ija

bi
ln
os
t
fu
nk

ci
je

u
ne

ko
j
to
čk
i,
št
o
je

za
fu
nk

ci
je

je
dn

e
va
rij
ab

le
ek
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va
le
nt
no

de
riv

ab
iln

os
ti

u
to
jt

oč
ki
,z

na
či

da
se

pr
i-

ra
st

te
fu
nk

ci
je

m
ož
e
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ro
ks
im

ira
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ea
rn
om

fu
nk

ci
jo
m

(li
ne

ar
ni
m

op
er
at
o-

ro
m
).

K
od

ko
m
pl
ek
sn
ih

fu
nk

ci
ja

to
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ač
iC

-li
ne
ar
ni
m

op
er
at
or
om

.
M
eđ

ut
im

,
C
-li
ne

ar
ni
h
op

er
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or
a
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→

C
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a
m
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je
ne
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R
-li
ne

ar
ni
h
op

er
at
or
a

R
2
→

R
2 ,

ka
kv

i
se

ko
ris
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za

ap
ro
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im

ac
iju

ve
kt
or
sk
ih

fu
nk

ci
ja

dv
iju

re
al
ni
h

va
rij
ab

li,
to
čn

ije
fu
nk

ci
ja

R
2
→

R
2 .

N
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m
e,
da

bi
R
-li
ne

ar
an

op
er
at
or
A

:R
2
→
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2
re
pr
ez
en
tir

an
m
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om
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c
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va
će
n
ka

o
fu
nk

ci
ja
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→

C
,i

C
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ne
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už

no
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o
da
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di
1 P

ie
rr
e-
Si
m
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pl
ac
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Teorem
42.4

(o
lokalnoj

invertibilnostiholom
orfne

funkcije)
N
eka

je
funkcija

f
holom

orfna
u
točki

z0
ineka

je
f
′(z0 )6=

0.
Tada

postoje
otvorenisku-

povi
U
3
z0

i
V
3
f(z0 )

takvida
je
f
U

:
U
→

V
bijekcija,iinverzna

funkcija
g

:=
(f

U
)−

1:
V
→
U

je
holom

orfna
u
f(z0 ).

D
okaz:Iz

pretpostavke
f
′(z0 )6=

0,slijedida
je
z0

jednostruka
nultočka

funkcije
z
7→

f(z)−
f(z0 ).

N
eka

su
δ
>

0
i
ε
>

0
kao

u
W
eierstrassovom

priprem
-

nom
teorem

u
42.1,s

tim
da

je
δ
dovoljno

m
alen

da
vrijedii

f
′(z)6=

0
za

sve
z
∈
K

(z0 ,δ),
što

zbog
neprekidnosti

funkcije
f
′
i
napom

ene
na

početku
do-

kaza
drugog

dijela
W
eierstrassovog

teorem
a,m

ožem
o
postići.

O
značim

o
s
V

:=
K

(f(z0 ),ε)
i
U

:=
K

(z0 ,δ)∩
f
←

(V
).

Zbog
neprekidnostifunkcije

f,skup
U

je
otvoren.

Prem
a
W
eierstrassovom

teorem
u,za

svaki
w
∈
V

=
K

(f(z0 ),ε),pos-
tojijedan

jedini
z
∈
K

(z0 ,δ)takav
da

je
f(z)=

w
,što

značida
je
f
U

:
U
→
V

bijekcija.
O
značim

o
njezin

inverz
s
g

:=
(f

U
)−

1:
V
→

U
.
Preslikavanje

g
je

neprekidno,jer,kako
je
f,prem

a
prethodnom

korolaru,otvoreno
preslikavanje,

za
svakiotvoren

skup
U
′⊆

U
,skup

g
←

(U
′)=

f(U
′)

je
otvoren.

Stoga
su

f
U

i
g
hom

eom
orfizm

i.
O
stajepokazatida

jefunkcija
g
holom

orfna
na
V
,a

za
to

jedovoljno
pokazati

da
je
g
derivabilna

na
V
.N

eka
su
w
,
w
′∈
V
,ineka

su
z

:=
g(w

)i
z ′:=

g(w
′)∈

U
,

tj.
w

=
f(z)

i
w
′=

f(z ′).
Tada

je

lim
w
′→

w

g(w
′)−

g(w
)

w
′−

w
=

lim
z
′→

z

z ′−
z

f(z ′)−
f(z)

=
lim
z
′→

z

1
f(z
′)−

f(z)
z
′−
z

.

(U
ovom

sm
o
računu

m
oglizam

ijenitilim
es

lim
w
′→

w
s
lim

esom
lim
z
′→

z
jer

su
f
U

i
g
hom

eom
orfizm

i.)
O
vajposljednjilim

es
postoji,jer

je
f
holom

orfna
na

U
.

Stoga
postojiiprviod

gornjih
lim

esa,tj.funkcija
g
derivabilna

je
u
w
,a

kako
je
w
∈
V

bila
proizvoljna

točka,
g
je

derivabilna
na

V
.

N
apom

ena
42.1

Pokažim
o
kako

se
prethodniteorem

m
ože

dokazatiikoris-
tećisam

o
teorem

o
inverznojfunkcijiiz

realne
analize,teorem

12.1,iC
auchy-

R
iem

annov
teorem

31.1.
N
aim

e,funkcija
f
je

holom
orfna,pa

je
f
′neprekidna.

Stoga
je
f,shvaćena

kao
funkcija

f
=

(u
,v):Ω

→
R

2,Ω
⊆

R
2,diferencijabilna

klase
C

1.
U

točki
z0

=
(x

0 ,y0 )
je
f
′(z0 )

=
∂
x
u(x

0 ,y0 )
+

i∂
x
v(x

0 ,y0 )
6=

0,
pa,

zbog
C
auchy-

R
iem

annovih
uvjeta,za

Jacobijan
nalazim

o

det
∂(u

,v)
∂(x

,y) (x
0 ,y

0 )=
∣∣∣∣
∂
x
u

∂
y
u

∂
x
v

∂
y
v ∣∣∣∣(x

0
,y

0 ) =
∣∣∣∣
∂
x
u
−
∂
x
v

∂
x
v

∂
x
u ∣∣∣∣(x

0
,y

0 ) =
|f
′(z

0 )| 26=
0
,

6
5.

K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

a
=
d
i
b

=
−
c.

Zaista,ako
je
A

:C
→

C
kom

pleksno-linearan
operator,onda

za
skalar

i
∈

C
isvaki

z
=

(x
,y)
∈

C
,m

ora
vrijediti

A
(iz)

=
iA

(z),odakle
specijalno

za
z

=
(1,0),dobivam

o
a

=
d
i
b=
−
c.

D
a
su

ta
dva

uvjeta
idovoljna

za
C
-linearnost

funkcije
A
,lako

se
provjeri

direktno.
Tako

dobivam
o
upravo

C
auchy-R

iem
annoveuvjete,jerjeJacobijeva

m
atrica,

a
to

je
m
atrica

koja
reprezentira

diferencijal
funkcije

f
=

(u
,v):Ω

→
R

2,

jednaka
(
∂
x
u

∂
y u

∂
x
v

∂
y v )

.

D
akle,ako

funkcija
f:Ω

→
C

im
a
(kom

pleksnu)
derivaciju

(što
je

ekviva-
lentno

diferencijabilnosti
u
sm

islu
kom

pleksnih
funkcija),

onda
je
f

shvaćena
kao

funkcija
iz

R
2
u

R
2
diferencijabilna,

ali
obratno

vrijedi
sam

o
ako

su
još

zadovoljeniiC
auchy-R

iem
annoviuvjeti.

K
orolar

31.4
A
ko

je
Ω
⊆

C
otvoren

ipovezan
skup,a

f:Ω
→

C
derivabilna

funkcija
takva

da
je
f
′(z)=

0
za

sve
z
∈

Ω
,onda

je
f
konstantna

funkcija.

P
rim

jer
31.2

N
avedim

o
nekoliko

osnovnih
prim

jera
derivabilnih

kom
pleksnih

funkcija:

Identiteta
f(z)=

z
je

derivabilna,i
f
′(z)=

1
za

sve
z
∈

C
.

P
olinom

i,
tj.funkcije

oblika
p(z)

=
a
n
z
n

+
a
n−

1 z
n−

1+
···+

a
1 z

+
a

0 ,gdje
su

a
i
∈

C
,
i

=
0,...,n,

derivabilne
su

funkcije,
i
derivacija

je
jednaka

p ′(z)=
n
a
n
z
n−

1+
(n
−

1)
a
n−

1 z
n−

2+
···+

a
1 .

R
acionalne

funkcije
,
tj.kvocijentidvaju

polinom
a,derivabilnesu

svuda
gdje

su
definirane,dakle,svuda

osim
u
nultočkam

a
nazivnika.

E
ksponencijalna

funkcija
kom

pleksne
varijable

je
funkcija

exp:C
→

C
de-

finirana
s

exp
z

=
e
z

=
e
x+

i
y

:=
e
x(cos

y
+

isin
y)
.

R
ealniiim

aginarnidio
funkcije

exp
očito

jesu
diferencijabilne

funkcije,a
C
auchy-R

iem
annoviuvjetilako

se
provjere.

Stoga
je

(kom
pleksna)ekspo-

nencijalna
funkcija

derivabilna,iza
derivaciju

nalazim
o

exp
′z

=
∂
x
u(z)+

i∂
x
v(z)=

exp
z
,

tj.(e
z) ′=

e
z
.

Prim
ijetim

o
da

je
e
z+

2
i
π

=
e
z,pa

je
kom

pleksna
eksponencijalna

funkcija
periodička,ito

s
osnovnim

periodom
2

iπ.
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u
te
or
em

u,
on

da
je

is
va
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δ′
<
δ,

uz
pr
ip
ad

ni
ε′
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m

in
|z
−
z

0
|=
δ
′
|f

(z
)−

w
0|,

do
ba

r.
N
ad

al
je
,d

er
iv
ac
ija

f
′
fu
nk

ci
je
f
ta
ko

đe
r
je

ho
lo
m
or
fn
a
fu
nk

ci
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,i

ni
je

ko
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ta
nt
na
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m
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pr
ot
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nk

ci
je
f
′
iz
ol
ira

ne
,
pa

δ
m
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em

o
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ra
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ta
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da
,
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im
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ni
je
g
za
ht
je
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vr
ije

di
i
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′ (z

)
6=

0
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z
∈
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,δ
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og
to
ga

su
,
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pr
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zv
ol
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n
w
∈
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∗ (
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0)
,ε
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sv
e
nu
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čk
e
fu
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je
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7→
f
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)−
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u
kr
ug

u
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dn

os
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e.
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ra
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st
ra
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W
ei
er
st
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ov
og

pr
ip
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g
te
or
em

a,
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fu
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-
ci
ja
f

(z
)
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z
n
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|z
|n
en

i
ar

g
z
.
O
na

pr
es
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av
a
ku

t
2π n

s
vr
ho

m
u
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na
ci
je
lu
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m
pl
ek
sn
u
ra
vn
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u
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ra
vn
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o
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ra
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h
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ra
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nk

ci
ja

ta
kv

a.

K
or
ol
ar

42
.2

(T
eo
re
m

o
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re
no

m
pr
es
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an

ju
)
N
ek
a
je

Ω
⊆

C
ot
vo
-

re
n
sk
up

if
:Ω
→

C
ho
lo
m
or
fn
a
fu
nk
ci
ja
,
ko
ja

ni
je

ko
ns
ta
nt
na

ni
ti
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je
dn

oj
ko
m
po
ne
nt
i
po
ve
za
no

st
i
sk
up
a

Ω
.
Ta

da
je

za
sv
ak
i
ot
vo
re
n
sk
up

U
⊆

Ω
,
sli
ka

f
(U

)
ot
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re
n
sk
up

u
C
,t
j.
f
je
ot
vo
re
no

pr
es
lik

av
an

je
.

D
ok
az
:N

ek
a
je
w

0
∈
f

(U
),

i
ne

ka
je
z 0
∈
U

ta
ka
v

da
je
f

(z
0)

=
w

0,
tj.

z 0
je

nu
lto

čk
a
fu
nk

ci
je
z
7→

f
(z

)−
w

0.
Pr

em
a
W
ei
er
st
ra
ss
ov
om

pr
ip
re
m
no

m
te
or
em

u,
po

st
oj
e
br
oj
ev
iδ

>
0
iε

>
0
ta
kv

id
a
za

sv
ak

iw
∈
K

(w
0,
ε)
,f
un

kc
ija

z
7→

f
(z

)−
w

im
a
u
kr
ug

u
K

(z
0,
δ)

ba
re
m

je
dn

u
nu

lto
čk
u.

D
ru
ga

či
je

re
če
no

,
za

sv
ak

i
w
∈
K

(w
0,
ε)

po
st
oj
i
z
∈
K

(z
0,
δ)

ta
ka
v

da
je
f

(z
)

=
w
.

Pr
em

a
na

po
m
en

in
a
po

če
tk
u
do

ka
za

dr
ug

og
di
je
la

W
ei
er
st
ra
ss
ov
og

te
or
em

a,
br
oj
δ,

i
on

da
pr
ip
ad

ni
ε,

m
ož
em

o
od

ab
ra
ti

ta
ko

da
,
zb

og
ot
vo
re
no

st
i
sk
up

a
U
,
bu

de
K

(z
0,
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⊆
U
,p

a
je

ta
da

iK
(w

0,
ε)
⊆
f

(U
),

št
o
po

ka
zu

je
da

je
sk
up

f
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)⊆
C

ot
vo
re
n.
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⊆
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R
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→
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∈
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∈
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>
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<
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ra
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en
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a
fu
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ra
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a
in
ve
rz
na

fu
nk

ci
ja

pr
oš
iru

je
re
al
nu

lo
ga

rit
am

sk
u

fu
nk

ci
ju

R
+

:=
{x
∈
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→
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za
do

m
en
u
ko

m
pl
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tiv
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ne
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e
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ug

e
R
×
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π
,π
〉.

O
zn

ač
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o
sC

π
:=

C
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x
≤
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m
pl
em

en
tn

eg
at
iv
no

g
di
je
la

re
al
ne

os
i,
a
s
U
π −
π

:=
{x

+
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:y
∈
〈−
π
,π
〉}
⊆

C
od

go
va
ra
ju
ću

ho
riz

on
ta
ln
u

pr
ug
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Že
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o,
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riv
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u
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→
U
π −
π
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nalaze
u

kružnom
vijencu

V
(1;1

,3).

§
42

Lokalna
svojstva

holom
orfnih

funkcija
U
ovojćem

o
točki,nakon

W
eierstrassovog

priprem
nog

teorem
a,dokazatitripoz-

nata
teorem

a:
o
otvorenom

preslikavanju,o
m
aksim

um
u
m
odula

iSchwarzovu
lem

u.

Teorem
42.1

(W
eierstrassov

priprem
niteorem

)
N
eka

je
funkcija

f
ho-

lom
orfna

u
točki

z0 ,
označim

o
w

0
:=

f(z0 ),
i
neka

je
red

nultočke
z0

funk-
cije

z
7→

f(z)−
w

0
jednak

n.
Tada

postoje
δ
>

0
i
ε
>

0
takvi

da
za

svaki
w
∈
K

(w
0 ,ε),funkcija

z
7→

f(z)−
w

im
a
u
krugu

K
(z0 ,δ)

točno
n
nultočaka,

računajućinjihov
red.

Štoviše,
brojevi

δ
i
ε
m
ogu

se
odabrati

tako
da

za
svaki

w
∈
K
∗(w

0 ,ε),
funkcija

z
7→
f(z)−

w
im

a
u
krugu

K
(z0 ,δ),točno

n
različitih

nultočaka.

z0
δ

f
w

0
w

ε

D
okaz:Funkcija

z
7→
f(z)−

w
0 jeholom

orfna
inijekonstanta

0
(jertada

njezina
nultočka

z0
ne

bim
ogla

bitikonačnog
reda

n).
Stoga

su
sve

njezine
nultočke

izolirane,teorem
37.4,pa

postoji
δ
>

0
takav

da
je
z0

jedina
nultočka

funkcije
z
7→

f(z)−
w

0
na

zatvorenom
krugu

K
(z0 ,δ).

Specijalno,
na

rubu,
tj.

za
|z
−
z0 |

=
δ,

vrijedi|f(z)−
w

0 |
>

0.
N
eka

je
ε

:=
m

in
|z−

z
0 |=

δ |f(z)−
w

0 |
>

0

(m
inim

um
postojijer

je
kružnica

kom
paktan

skup,
a
f

neprekidna
funkcija).

N
eka

je
w
∈
K

(w
0 ,ε).Tada

za
|z−

z0 |=
δ
vrijedi|w

0 −
w|
<
ε≤
|f(z)−

w
0 |.Iz

R
ouchéova

teorem
a
41.4,prim

ijenjenog
na

funkcije
z
7→
f(z)−

w
0
i
z
7→
w

0 −
w
,

slijedida
njihova

sum
a,tj.funkcija

z
7→

(f(z)−
w

0 )+
(w

0 −
w

)=
f(z)−

w
,im

a
u
krugu

K
(z0 ,δ)jednak

brojnultočaka
kao

ifunkcija
z
7→
f(z)−

w
0 ,dakle,im

a
ih

točno
n.

T
im

e
je

dokazana
prva

tvrdnja
teorem

a.

8
5.

K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

funkcijiexp:
U
π−π
→

C
π .

M
ora

dakle
vrijediti

`◦
exp

=
id,tj.

`(e
z)=

z
,
za

sve
z
∈
U
π−π

,
(1)

iexp◦
`=

id,tj.
e
`(z)=

z
,
za

sve
z
∈

C
π
.

(2)

Budućida
eksponencijalna

funkcija
preslikava

sum
u
u
produkt,m

ora
nje-

zina
inverzna

funkcija
preslikavatiproduktu

sum
u,tj.logaritam

produkta
m
ora

bitijednak
sum

ilogaritam
a.

Zapišem
o
li
z
∈

C
π
kao

z
=
|z|e

i
arg

z,
zbog

(1)
m
ora

vrijediti

`(z)=
`(|z|e

i
arg

z)=
`(|z|)+

`(e
i

arg
z)

(1)
=
`(|z|)+

iarg
z
,

a
jerje|z|pozitivan

realan
broj,iželim

o
da

se
za

pozitivne
realne

brojeve
funkcija

`
podudara

s
realnom

logaritam
skom

funkcijom
,m

ora
biti

`(z)=
ln

R |z|+
iarg

z
.

(3)

Tada
za
z

=
x

+
iy

vrijedi

`(e
z)=

`(e
x+

i
y)=

ln
R |e

x+
i
y|+

iarg
e
x+

i
y

=
ln

R
e
x

+
iy

=
x

+
iy

=
z
,

pa
vrijedi(1).

N
adalje

e
`(z)=

e ln
R
|z|+

i
arg

z
=
e ln

R
|z|·e

i
arg

z
=
|z|·

e
i

arg
z

=
z
,

pa
vrijedii(2).

U
m
jesto

`,kom
pleksnu

logaritam
sku

funkciju
ćem

o,kao
irealnu,označi-

vatis
ln:C

π
→
U
π−π
⊆

C
.
Prem

a
(3),ona

je
definirana

s

ln
z

:=
ln

R |z|+
iarg

z
.

(4)

Za
pozitivne

realne
brojeve

z
∈

R
+

je
arg

x
=

0
pa

je
ln
z

=
ln

R |z|
=

ln
R
z,tj.„kom

pleksna”
logaritam

ska
funkcija

ln
zaista

proširuje
„realnu”

logaritam
sku

funkciju
ln

R .
Zapisano

u
koordinatam

a,kom
pleksna

logaritam
ska

funkcija
jednaka

je

ln
z

=
ln(x

+
iy)=

12
ln(x

2+
y

2)+
iarg

z
,

(5)
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se
sv
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je
go
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nu
lto
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en

al
az
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ta
rk

ru
ga

ra
di
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ju
sa

3
ok
o
to
čk
e
1,

a
iz
va
n
kr
ug

a
ra
di
ju
sa

9 10
,t
j.
u
kr
už

no
m

vi
je
nc

u
V

(1
;

9 10
,3

).
R
az
vi
je
m
o
li
po

lin
om

p
po

po
te
nc

ija
m
a
od

z
−

1,
do

bi
je
m
o

p
(z

)=
1 8(z
−

1)
8
−

1 7(z
−

1)
7

+
1 3(z
−

1)
6
−

1 4(z
−

1)
4

+
1 3(z
−

1)
3
−

(z
−

1)
2

+
11

1
56

(t
o
je

za
pr
av
o
Ta

yl
or
ov

re
d
po

lin
om

a
p
ok
o
to
čk
e
1,

a
na

jje
dn

os
ta
vn

ije
se

do
bi
je

ta
ko

da
se

iz
ra
ču

na
p
(z

+
1)
,i

uz
m
u
ko

efi
ci
je
nt
id

ob
iv
en

og
po

lin
om

a)
.
N
ek
a
je

f
(z

)
:=

1 8(z
−

1)
8

g
(z

)
:=
−

1 7(z
−

1)
7

+
1 3(z
−

1)
6
−

1 4(z
−

1)
4

+
1 3(z
−

1)
3
−

(z
−

1)
2

+
11

1
56

.

Ta
da

je
za
|z
−

1|
=

3

|f
(z

)|
=

1 8
·3

8
≈

82
0
,
i

|g
(z

)|
≤

1 7
·3

7
+

1 3
·3

6
+

1 4
·3

4
+

1 3
·3

3
+

32
+

11
1

56
≈

59
6
,

pa
u

sv
im

to
čk
am

a
kr
už

ni
ce
|z
−

1|
=

3
vr
ije

di
|g

(z
)|
<
|f

(z
)|.

Pr
im

je
no

m
R
ou

ch
éo
va

te
or
em

a
za
kl
ju
ču

je
m
o
da

po
lin

om
i
p

=
f

+
g
i
f

im
aj
u

u
kr
ug

u
K

(1
,3

)
je
dn

ak
br
oj

nu
lto

ča
ka

.
K
ak
o
po

lin
om

f
im

a
u

to
m

kr
ug

u,
je
dn

u
nu

lto
čk
u,

1,
i
on

a
je

re
da

os
am

,
to

i
po

lin
om

p
im

a
u

to
m

kr
ug

u
os
am

nu
lto

ča
ka

,
a
pr
em

a
D
ru
go

m
os
no

vn
om

te
or
em

u
al
ge
br
e,

to
su

uj
ed

no
i
sv
e

nj
eg
ov
e
nu

lto
čk
e.

1

N
ek
a
je

sa
da

f
(z

)
:=

11
1

56

g
(z

)
:=

1 8(z
−

1)
8
−

1 7(z
−

1)
7

+
1 3(z
−

1)
6
−

1 4(z
−

1)
4

+
1 3(z
−

1)
3
−

(z
−

1)
2
.

Ta
da

je
za
|z
−

1|
=

9 10

|f
(z

)|
=

11
1

56
≈

1.
98
,
i

|g
(z

)|
≤

1 8(
9 10
) 8

+
1 7(

9 10
) 7

+
1 3(

9 10
) 6

+
1 4(

9 10
) 4

+
1 3(

9 10
) 3

+
(

9 10
) 2
≈

1.
52
,

pa
u
sv
im

to
čk
am

a
kr
už

ni
ce
|z
−

1|
=

9 10
vr
ije

di
|g

(z
)|
<
|f

(z
)|.

K
ak

o
je
f

ko
ns
ta
nt
an

po
lin

om
,p

a
ne

m
a
ni
ti

je
dn

e
nu

lto
čk
e,

to
ni
ti

po
lin

om
p

=
f

+
g
u

§3
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D
er

iv
ac

ija
ko

m
pl

ek
sn

e
fu

nk
ci

je
9

a
fu
nk

ci
ju

ar
g:

C
π
→

R
m
ož
em

o
za
pi
sa
ti
fo
rm

ul
am

a

ar
gz

=

  

ar
ct

g
y x

,
x
>

0
(d
es
na

po
lu
ra
vn

in
a)

ar
cc

tg
x y

,
y
>

0
(g
or
nj
a
po

lu
ra
vn

in
a)

ar
cc

tg
x y
−
π
,
y
<

0
(d
on

ja
po

lu
ra
vn

in
a)

.
(6
)

K
ao

iz
a
fu
nk

ci
ju
ϑ
u
Pr

im
je
ru

25
.2
,l
ak
o
se

pr
ov
je
ri

da
je

fo
rm

ul
om

(6
)

fu
nk

ci
ja
z
7→

ar
gz

do
br
o
de

fin
ira

na
.

Po
ka

ži
m
o
da

je
fu
nk

ci
ja

ln
de

fin
ira

na
fo
rm

ul
am

a
(5

)
i(

6)
za
ist

a
de

riv
a-

bi
ln
a,

in
ađ

im
o
nj
ez
in
u
de

riv
ac
iju

.
N
a
sk
up

u
{x

+
iy

:
x
>

0}
,
tj.

na
de

sn
oj

po
lu
ra
vn

in
iv

rij
ed

i

ln
(z

)=
ln

(x
+

iy
)=

1 2
ln

(x
2

+
y

2 )+
i

ar
ct

g
y x
,

pa
je

∂
x

ln
(z

)=
1 2

2x
x

2
+
y

2
+

i
1

1
+

(y x
)2

(−
y x
2

)=
x

x
2

+
y

2
−

i
y

x
2

+
y

2
,

i
∂
y

ln
(z

)=
1 2

2y
x

2
+
y

2
+

i
1

1
+

(y x
)2

1 x
=

y

x
2

+
y

2
+

i
x

x
2

+
y

2
.

Pr
em

a
C
au

ch
y-
R
ie
m
an

no
vu

te
or
em

u,
te
or
em

31
.1
,
za
kl
ju
ču

je
m
o

da
je

fu
nk

ci
ja

ln
de

riv
ab

iln
a
na

de
sn
oj

po
lu
ra
vn

in
i,
in

je
zi
na

je
de

riv
ac
ija

je
d-

na
ka

ln
′ (z

)=
∂
x

ln
(z

)=
z |z
|2

=
1 z
.

N
a
go

rn
jo
j
po

lu
ra
vn

in
i
vr
ije

di
ln

(z
)

=
1 2

ln
(x

2
+
y

2 )
+

i
ar

cc
tg

x y
,
a
na

do
nj
oj

je
ln

(z
)=

1 2
ln

(x
2

+
y

2 )
+

i(
ar

cc
tg

x y
−
π

),
us
po

re
di

s
fu
nk

ci
jo
m
ϑ

u
Pr

im
je
ru

25
.2
,p

a
se
,k

ao
ir

an
ije

,p
ok

az
uj
e
da

je
it

am
o

ln
de

riv
ab

iln
a

id
er
iv
ac
ija

je
1 z
,t

j.
fu
nk

ci
ja

ln
je

de
riv

ab
iln

a,
in

a
ci
je
lo
m

sk
up

u
C
π
je

ln
′ (z

)=
1 z
.

N
em

a
ni
št
a
po

se
bn

og
u
sk
up

u
U
π −
π
.E

ks
po

ne
nc

ija
ln
a
fu
nk

ci
ja

ist
o
ta
ko

os
-

tv
ar
uj
e
bi
je
kc
iju

pr
ug

e
U

2π 0
:=
{z

=
x

+
iy

:0
<
y
<

2π
}
na

ko
m
pl
em

en
t

po
zi
tiv

no
g
di
je
la

re
al
ne

os
i,
tj.

na
sk
up

C
0

:=
C
\{
z

=
(x
,0

):
x
≥

0}
,i

op
-

će
ni
to
,b

ilo
ko

je
pr
ug

e
U
ϑ

+
2π
ϑ

:=
{z

=
x

+
iy

:ϑ
<
y
<
ϑ

+
2π
},
ϑ
∈

R
,n

a



§41.
Brojnultočaka

ipolova
m

erom
orfnih

funkcija
87

nalazim
o
da

je
h
′(z)
h(z)

=
g ′(z)

f(z)−
g(z)

f
′(z)

f(z)(f(z)+
g(z))

.
U
vrstim

o
li

to
u

(6),
zam

jenom
varijable

w
:=

h(z),dobivam
o

N
Γ (f

+
g)−

N
Γ (f)=

12
π
i ∫

Γ

h
′(z)
h(z)

d
z

=
12π
i ∫

h(Γ)

d
ww

=
ν(h(Γ),0)

,

gdje
je

posljednja
jednakost

dobivena
kao

ranije
u
korolaru

41.3.
Treba

još
odreditiindeks

ν(h(Γ),0).
K
ako

je
za

svaki
z
∈

Γ, ∣∣∣
g(z)
f(z) ∣∣∣

<
1,

to
je,prem

a
definicijifunkcije

h,krivulja
h(Γ)

sadržana
u
krugu

radijusa
1
oko

točke1,tj.
h(Γ)⊆

K
(1
,1).Zbog

toga
je
ν(h(Γ),0)=

0,pa
izprethodneform

ule
slijedida

f
+
g
i
f
im

aju
jednak

brojnultočaka
unutar

Γ.

Prim
ijetim

o
da

R
ouchéov

teorem
ne

tvrdida
funkcije

f
i
f

+
g
im

aju
iste

nultočke
unutar

Γ
—

sam
o
da

ih
je

jednako
m
nogo.

Prim
jenom

R
ouchéova

teorem
a,dobivam

o
sada

najavljivani

K
orolar

41.5
(D

rugiosnovniteorem
algebre)

Svakipolinom
stupnja

n,s
kom

pleksnim
koeficijentim

a,im
a
točno

n
nultočaka

u
C
.

D
okaz:N

eka
je

p(z)=
a
n
z
n

+
a
n−

1
z
n−

1+
···+

a
1
z

+
a

0
,
a
i ∈

C
,
a
n
6=

0
,
n
≥

1
.

D
efinirajm

o

f(z)
:=

a
n
z
n

g(z)
:=

a
n−

1
z
n−

1+
···+

a
1
z

+
a

0
.

K
ako

je
lim
t→
∞
|a
n−

1 |t
n−

1
+
···+

|a
1 |t+

|a
0 |

|a
n |t

n
=

0,postoji
R

0
>

0
takav

da
za

sve
R
>
R

0
vrijedi|a

n |R
n
>
|a
n−

1 |R
n−

1+
···+

|a
1 |R

+
|a

0 |.
N
eka

je
Γ
kružnica

oko
0
radijusa

R
.
Iz

prethodne
nejednakostividim

o
da

za
svaki

z
∈

Γ
vrijedi

|g(z)|
<
|f(z)|,pa

prem
a
R
ouchéovom

teorem
u
zaključujem

o
da

p
=
f+

g
im

a
u

krugu
K

(0
,R

)jednak
brojnultočaka

kao
f,kojiim

a
jednu

nultočku,0,reda
n.

K
ako

to
vrijediza

svaki
R
≥
R

0 ,
svaka

nultočka
polinom

a
p
će

kad-tad
biti

obuhvaćena,pa
zaključujem

o
da

p
im

a
točno

n
kom

pleksnih
nultočaka.

P
rim

jer
41.2

Prom
otrim

o
ponovno

polinom

p(z):=
18
z

8−
87
z

7+
296
z

6−
12
z

5+
372
z

4−
523
z

3+
8
z

2+
1

10
5.

K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

skup
C
ϑ —

kom
plem

ent
polupravca

iz
ishodišta

kojis
pozitivnim

dijelom
realne

osizatvara
kut

ϑ.
Stoga

za
svaki

ϑ
postojipripadna

kom
pleksna

logaritam
ska

funkcija
C
ϑ
→

U
ϑ+

2
π

ϑ
,inverzna

restrikcijifunkcije
z
7→

e
z

na
U
ϑ+

2
π

ϑ
.

Trigonom
etrijske

ihiperbolne
funkcije

kom
pleksne

varijable
definiraju

se
pom

oću
eksponencijalne

funkcije
form

ulam
a:

sin
z

:=
e
i
z−

e −
i
z

2
i

cos
z

:=
e
i
z+

e −
i
z

2

sh
z

:=
e
z−

e −
z

2
ch
z

:=
e
z+

e −
z

2
.

Sve
su

to
derivabilne

funkcije,
i
derivacije

su
jednake

onim
a
u
realnom

slučaju.
Ialgebarski,tj.kod

‚računanja’te
se

funkcije
ponašaju

kako
sm

o
naučeniiz

realne
analize.

§
32

Integralkom
pleksne

funkcije
K
om

pleksne
funkcije

kom
pleksne

varijable
integriram

o
po

putevim
a,

odnosno
krivuljam

a.
U

ovojtočkidefinirat
ćem

o
integral,nabrojatineka

osnovna
svoj-

stva,izapočetiispitivanje
neovisnostiintegrala

o
putu

integracije,čim
e
ćem

o
se

detaljnije
bavitiu

idućem
paragrafu.

N
eka

je
γ

=
ξ+

iη:[a
,b]→

C
po

dijelovim
a
gladak

put,
γ
♣

=
γ([a

,b])⊆
C

neka
je

njegova
slika

(trag),ineka
je
f

=
u

+
iv:

γ
♣
→

C
neprekidna

funkcija.
Integralfunkcije

f
duž

puta
γ
definiram

o
kao

(kom
pleksan)

broj
∫

γ

f
d
z

:=
∫
b

a

f(γ(t))
γ
′(t)

d
t

:=
∫
b

a

(u(γ(t))
ξ ′(t)−

v(γ(t))
η ′(t) )

d
t+

i ∫
b

a

(v(γ(t))
ξ ′(t)+

u(γ(t))
η ′(t) )

d
t

=
∫

γ

u
d
x
−
v
d
y

+
i ∫

γ

v
d
x

+
u
d
y
.

U
zadnjem

retku
radise

o
dva

integrala
diferencijalnih

1-form
iduž

puta
γ.

To
opravdava

iuvođenje
oznake

d
z

:=
d
x

+
id
y,jer

tada
form

alnim
m
noženjem

,
dobivam

o
∫

γ

f
d
z

=
∫

γ (u
+

iv)(d
x

+
id
y)=

∫

γ

u
d
x
−
v
d
y

+
i ∫

γ

v
d
x

+
u
d
y
,

(1)
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R
A

ZV
O

JI
K

O
M

PL
EK

SN
IH

FU
N

K
C

IJ
A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

pa
se

op
et

u
to
čk
ip

(i
y 4

)≈
18
.6

11
vr
ać
a
u
go

rn
ju

po
lu
ra
vn

in
u,

te
za
vr
ša
va

u
to
čk
ip

(0
)=

1,
gd

je
je

po
če
ta
k
kr
iv
ul
je
p
(Γ

1)
(v
id
is

lik
u)
.

N
a
os
no

vi
ov
ih

ra
zm

at
ra
nj
a,

za
kl
ju
ču

je
m
o
da

je
in
de

ks
kr
iv
ul
je
p
(Γ

)
s

ob
zi
ro
m

na
to
čk
u
0
je
dn

ak
3,

pa
na

šp
ol
in
om

p
im

a
u
pr
vo

m
kv
ad

ra
nt
u
tr
i

nu
lto

čk
e
(r
ač
un

aj
uć

in
jih

ov
re
d)
.

K
ak
o
nu

lto
čk
ep

ol
in
om

a
sr

ea
ln
im

ko
efi

ci
je
nt
im

a
m
or
aj
u
do

la
zi
ti
u
ko
nj
ug

i-
ra
no

ko
m
pl
ek
sn
im

pa
ro
vi
m
a,

za
kl
ju
ču

je
m
o
da

po
lin

om
p
im

a
iu

če
tv
rt
om

kv
ad

ra
nt
u
tr
in

ul
to
čk
e.

Pr
em

a,
ve
ć
sp
om

in
ja
no

m
D
ru
go

m
os
no

vn
om

te
-

or
em

u
al
ge
br
e,

uk
up

an
br
oj

nu
lto

ča
ka

na
še
g
po

lin
om

a
p
je

os
am

,p
a
je
r

na
ko

or
di
na

tn
im

os
im

a
ne

m
a
nu

lto
ča
ka

ij
er

nu
lto

čk
e
do

la
ze

u
ko
nj
ug

ira
no

ko
m
pl
ek
sn
im

pa
ro
vi
m
a,

m
or
a
se

jo
šp

o
je
dn

a
nu

lto
čk
a
na

la
zi
ti
u
dr
ug

om
i

u
tr
eć
em

kv
ad

ra
nt
u.

Č
es
to

se
ko
ris

ti
slj
ed

eć
it
eo
re
m
:

Te
or
em

41
.4

(R
ou

ch
éo
v1

te
or
em

)
N
ek
a
su

fu
nk
ci
je
f

i
g
ho
lo
m
or
fn
e
na

ot
vo
re
no

m
sk
up

u
Ω
,
i
ne
ke

je
Γ
⊆

Ω
ko
nt
ur
a
či
je

je
i
un

ut
ra
šn
je

po
dr
uč
je

sa
dr
ža
no

u
Ω
.

A
ko

za
sv
ak
i
z
∈

Γ
vr
ije

di
|g

(z
)|
<
|f

(z
)|,

on
da

Γ
ob
uh

va
ća

je
dn

ak
br
oj

nu
lto

ča
ka

fu
nk
ci
jâ
f
if

+
g
(p
ri
to
m

sv
ak
u
nu

lto
čk
u
tre

ba
ra
ču
na

ti
on

ol
ik
o
pu

ta
ko
lik
ij
e
nj
ez
in

re
d)
.

D
ok
az
:Z

a
sv
ak

iz
∈

Γ
je
|f

(z
)|
>
|g

(z
)|
≥

0,
pa

je
f

(z
)
6=

0.
N
ad

al
je
,k

ad
a
bi

ne
ki
z
∈

Γ
bi
o
nu

lto
čk
a
fu
nk

ci
je
f

+
g
,b

ilo
bi
g
(z

)=
−
f

(z
),

tj.
|g

(z
)|

=
|f

(z
)|,

su
pr
ot
no

pr
et
po

st
av
ci

te
or
em

a.
D
ak

le
,k

on
tu
ra

Γ
ne

pr
ol
az
in

iti
je
dn

om
nu

lto
č-

ko
m

fu
nk

ci
jâ
f
if

+
g
,p

a,
je
rs

e
ra
di

o
ho

lo
m
or
fn
im

fu
nk

ci
ja
m
a,

za
od

re
đi
va
nj
e

br
oj
a
nj
ih
ov
ih

nu
lto

ča
ka

un
ut
ar

ko
nt
ur
e

Γ,
m
ož
em

o
pr
im

ije
ni
ti

ko
ro
la
r
41

.2
.

Ta
ko

do
bi
va
m
o

N
Γ
(f

+
g
)−

N
Γ
(f

)
=

1 2π
i

∫ Γ

f
′ (z

)+
g
′ (z

)
f

(z
)+

g
(z

)
d
z
−

1 2π
i

∫ Γ

f
′ (z

)
f

(z
)
d
z

=
1 2π
i

∫ Γ

g
′ (z

)f
(z

)−
g
(z

)f
′ (z

)
f

(z
)(
f

(z
)+

g
(z

))
d
z
.

(6
)

Po
ka

za
li
sm

o
da

je
za

sv
ak

iz
∈

Γ,
f

(z
)
6=

0.
St
og

a,
zb

og
ne

pr
ek
id
no

st
i,

po
st
oj
i(

ot
vo
re
na

)
ok
ol
in
a
U
⊇

Γ,
ta
kv
a
da

je
f

(z
)
6=

0
za

sv
e
z
∈
U
,
pa

je
do

br
o
de
fin

ira
na

fu
nk

ci
je
h

:U
→

C
fo
rm

ul
om

h
(z

)
:=

1
+

g
(z

)
f

(z
).

D
er
iv
ira

nj
em

1 E
ug

èn
e
R
ou

ch
é
(1
83

2–
19

10
),

fr
an

cu
sk
im

at
em

at
ič
ar

§3
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In
te

gr
al

ko
m

pl
ek

sn
e

fu
nk

ci
je
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i
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−
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ru
gi
m

rij
eč
im

a,
do

vo
ljn

o
je

de
fin

ira
ti
fu
nk

ci
ju
F

u
slu

ča
ju

ka
da

je
ot
vo
re
n
sk
up

Ω
po

ve
za
n.
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dok
je

12
π
i ∫

f(Γ)

d
ww

=
12π
i ∫

10

8·2π
ie 2

π
i
t

8e 2
π

i
t

d
t=

1
.

Isto
bitako

form
ula

u
korolaru

41.3
trebala

glasiti

N
Γ (f)−

P
Γ (f)=

ν(f
◦
γ
.0)

,

gdje
je
γ
neka

po
dijelovim

a
glatka

param
etrizacija

konture
Γ.

P
rim

jer
41.1

K
ao

prim
jer

upotrebe
prethodnih

razm
atranja,odredim

o
kako

su
po

kvadrantim
a
raspoređene

nultočke
polinom

a

p(z):=
18
z

8−
87
z

7+
296
z

6−
12
z

5+
372
z

4−
523
z

3+
8
z

2+
1
.

Pokažim
o,najprije,da

p
nem

a
realnih

nultočaka.
Zaista,za

derivaciju
na-

lazim
o
(kako

tražim
o
realne

nultočke,varijablu
označavam

o
sa
x)

p ′(x)=
x

7−
8x

6+
29
x

5−
60
x

4+
74
x

3−
52x

2+
16
x
.

D
irektnom

provjerom
,vidise

da
su

0,1
i2

nultočke
polinom

a
p ′,pa

dijeljenjem
dobivam

o
djelom

ičnu
faktorizaciju

p ′(x)=
x

(x
−

1)(x
−

2)(x
4−

5x
3+

12
x

2−
14
x

+
8)

=
:q(x)

.

Polinom
q
faktoriziram

o
tako

da
nađem

o
koeficijente

a,
b,
c,
d
kojizadovo-

ljavaju
sistem

linearnih
jednadžbidobiven

uspoređivanjem
koeficijenata

uz
iste

potencije
od

x
u
produktu

(x
2+

a
x

+
b)(x

2+
cx

+
d)=

x
4−

5x
3+

12
x

2−
14
x

+
8
,

pa
dobivam

o

p ′(x)=
x

(x
−

1)(x
−

2)(x
2−

2x
+

2)(x
2−

3
x

+
4)
.

Kvadratnifaktorinem
aju

realnih
nultočaka,pa

su
točke

0,1
i2

jedine
realne

nultočkederivacije,te,jerseradio
polinom

u
parnog

stupnja
kojem

u
jenajstariji

koeficijent
pozitivan,

p
im

a,kao
realna

funkcija,tristacionarne
točke,ito

su
lokalni

m
inim

um
i
u

točkam
a
0
i
2,

i
lokalni

m
aksim

um
u

točki
1.

K
ako

je
p(0)=

1
>

0,i
p(2)=

2921
>

0,
p
nem

a
realnih

nultočaka.

14
5.

K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

Fiksirajm
o
točku

z0 ∈
Ω
,iza

z
∈

Ω
definirajm

o

F
(z):=

∫

γ
z

f
d
z
,

gdje
je
γ
z
bilo

kojiPD
G

put
u

Ω
od

z0
do

z.
K
ako

po
pretpostavci,integral

funkcije
f

ne
ovisi

o
putu,

F
je

dobro
definirana

funkcija.
Pokažim

o
da

je
F

derivabilna,
i
da

je
F
′(z)

=
f(z)

za
sve

z
∈

Ω
.

N
eka

je
z
∈

Ω
i
r
z
>

0
takav

da
je
K

(z
,r
z )
⊆

Ω
.
Za

‚m
alene’

h
∈

C
,
takve

da
je
|h|

<
r
z ,

neka
je

σ
h :[0

,1]→
Ω

put
definiran

sa
σ
h (t)

:=
z

+
th,

dakle
jedna

param
etrizacija

segm
enta

[z
,z

+
h]⊆

K
(z
,r
z )⊆

Ω
.
K
ako

u
definicijivrijednostifunkcije

F
u

točki
z

+
h
m
ožem

o
uzetiproizvoljan

put
(u

Ω
)
od

z0
do

z
+
h,m

ožem
o
uzetii

put
γ

+
σ
h .

Stoga
je

limh→
0

F
(z

+
h)−

F
(z)

h
=

limh→
0

1h ( ∫

γ+
σ
h f
d
z−

∫

γ

f
d
z )

=
limh→

0

1h

∫

σ
h

f
d
z

=
limh→

0

1h

∫
10
f(z

+
th)

h
d
t=

limh→
0 ∫

10
f(z

+
th)

d
t
.

K
ako

je
funkcija

(t,h)
7→

f(z
+
th)

neprekidna,
lim

es
po

h
i
integral

po
t

kom
utiraju,korolar

19.6,pa
je

to
dalje

jednako

=
∫

10
limh→

0
f(z

+
th)

d
t
,

što
je,zbog

neprekidnostifunkcije
h
7→
f(z

+
th),jednako

=
∫

10
f(z)

d
t=

f(z) ∫
10
d
t=

f(z)
.

D
akle,funkcija

F
derivabilna

je,injezina
je

derivacija
zaista

jednaka
f.

Za
neprekidnu

funkciju
f:Ω

→
C

kažem
o
da

im
a
prim

itivnu
funkciju

na
Ω
,

ako
postojifunkcija

F
:Ω
→

C
takva

da
je
F
′(z)=

f(z)za
sve

z
∈

Ω
.Funkcija

f
im

a
na

Ω
lokalno

prim
itivnu

funkciju,ako
oko

svake
točke

z
∈

Ω
postojiokolina

(npr.otvoren
krug)

na
kojoj

f
im

a
prim

itivnu
funkciju.

K
orolar

32.3
A
ko

neprekidna
funkciju

f:Ω
→

C
im

a
prim

itivnu
funkciju,tj.

ako
postojiderivabilna

funkcija
F

:Ω
→

C
takva

da
je
F
′=

f,onda
za

svakipo
dijelovim

a
gladak

put
γ:[a

,b]→
Ω

vrijedi
∫

γ

f
d
z

=
F

(γ(b))−
F

(γ(a))
.
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R
A

ZV
O

JI
K

O
M

PL
EK

SN
IH

FU
N

K
C

IJ
A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

In
te
gr
al
u
na

lij
ev
oj

st
ra
ni

fo
rm

ul
e

(3
)
m
ož
em

o
da

ti
ig

eo
m
et
rij
sk
is

m
isa

o.
A
ko

na
pr
av

im
o
su
ps
tit

uc
iju

(z
am

je
nu

va
rij
ab

li)
f

(z
)=

:w
,d

ob
iv
am

o

1 2π
i

∫ Γ

f
′ (z

)
f

(z
)
d
z

=
1 2π
i

∫ f
(Γ

)

d
w w
.

(4
)

f
(Γ

)j
e
po

di
je
lo
vi
m
a
gl
at
ka

za
tv
or
en

a
kr
iv
ul
ja
,p

a
je

de
sn
a
st
ra
na

u
pr
et
ho

dn
oj

fo
rm

ul
i,
up

ra
vo

in
de

ks
te

kr
iv
ul
je

s
ob

zi
ro
m

na
to
čk
u
0.

Ta
ko

do
bi
va
m
o

K
or
ol
ar

41
.3

Za
m
er
om

or
fn
u
fu
nk
ci
ju
f

ko
ja

ni
je

ko
ns
ta
nt
na

na
ot
vo
re
no

m
po
ve
za
no

m
sk
up

u
Ω
⊆

C
,
i
po
zi
tiv

no
or
ije

nt
ira

nu
ko
nt
ur
u

Γ
ko
ja

je
nu

lh
om

o-
to
pn

a
u

Ω
in

e
pr
ol
az
in

iti
je
dn

om
nu

lto
čk
om

ni
ti
po
lo
m

fu
nk
ci
je
f
,v

ri
je
di

N
Γ
(f

)−
P

Γ
(f

)=
ν

(f
(Γ

),
0)
.

O
va
js

e
ko
ro
la
r
na

zi
va

iP
ri
nc

ip
ar
gu
m
en

ta
.

N
ap

om
en

a
41

.1
Ia
ko

su
fo
rm

ul
a

(4
)
i
fo
rm

ul
a
u

ko
ro
la
ru

41
.3

u
lit
er
at
ur
i

pr
ili
čn

o
st
an

da
rd
ne

,o
ne

za
pr
av
o
ni
su

do
br
e,

it
re
ba

ih
in
te
rp
re
tir

at
in

a
slj
ed

eć
i

na
či
n:

N
ek
a
je
γ
pr
oi
zv
ol
jn
a
po

di
je
lo
vi
m
a
gl
at
ka

pa
ra
m
et
riz

ac
ija

ko
nt
ur
e

Γ.
Ta

da
,u

z
su
ps
tit

uc
iju

f
(z

)=
:w

,f
or
m
ul
a

(4
)
iz
gl
ed

a
ov
ak
o:

1 2π
i

∫ Γ

f
′ (z

)
f

(z
)
d
z

=
1 2π
i

∫ γ

f
′ (z

)
f

(z
)
d
z

=
1 2π
i

∫ f
◦γ

d
w w
.

(4
∗ )

Is
tin

a
je

da
vr
ije

di
(f
◦γ

)∗
=
f

(Γ
),
al
it
o
vi
še

ne
m
or
a
bi
ti
pa

ra
m
et
riz

ab
ila

n
sk
up

u
sm

isl
u
na

še
de

fin
ic
ije

(d
efi

ni
ci
ja

29
.1
),

da
kl
e
na

f
(Γ

)
m
ož
da

vi
še

ne
m
ož
em

o
gl
ed

at
ik

ao
na

kr
iv
ul
ju

u
pr
av
om

sm
isl
u,

a
ia

ko
f

(Γ
)
je
st
e
kr
iv
ul
ja
,f
◦γ

ne
m
or
a
bi
ti

nj
ez
in
a
pa

ra
m
et
riz

ac
ija

.
N
ap

rim
je
r,
ne

ka
je

Γ
kr
už

ni
ca

ra
di
ju
sa

2,
Γ

=
{x

:|
z
|=

2}
,f
un

kc
ija

γ
(t

):
=

2e
2π

i
t
,t
∈

[0
,1

],
nj
ez
in
a
pa

ra
m
et
riz

ac
ija

,a
f

:C
→

C
ku

bi
ra
nj
e,
f

(z
)

:=
z

3 .
Ta

da
sli
ka

f
(Γ

)z
ai
st
a
je
st
e
kr
iv
ul
ja
—

kr
už
ni
ca

ra
di
ju
sa

8,
al
if
◦γ

ni
je

nj
ez
in
a

pa
ra
m
et
riz

ac
ija

je
r
ta

fu
nk

ci
ja

tr
ip

ut
a
ob

ila
zi

kr
už
ni
cu

f
(Γ

).
Iz

ai
st
a,

im
am

o

1 2π
i

∫ Γ

f
′ (z

)
f

(z
)
d
z

=
1 2π
i

∫ Γ

3z
2

z
3
d
z

=
3 2π
i

∫ γ

d
z z

=
3 2π
i

∫
1 0

2
·2
π
ie

2π
i
t

2e
2π

i
t

d
t

=
3

ka
o
št
o
da

je
i

1 2π
i

∫ f
◦γ

d
w w

=
1 2π
i

∫
1 0

8
·6
π
ie

6π
i
t

8e
6π

i
t

d
t

=
3,

§3
2.

In
te

gr
al

ko
m

pl
ek

sn
e

fu
nk

ci
je

15

P
ri
m
je
r
32

.1
Pr

om
ot
rim

o
in
te
gr
al

fu
nk

ci
je
f

(z
):

=
(z
−
z 0

)n
po

,p
oz
iti
vn

o
or
i-

je
nt
ira

no
j,
kr
už

ni
ci

Γ
ra
di
ju
sa
r
sa

sr
ed

išt
em

u
z 0
.J

ed
no

st
av

na
pa

ra
m
et
riz

ac
ija

kr
už

ni
ce

da
na

je
fu
nk

ci
jo
m
γ

(t
):

=
z 0

+
r
ei
t
,t
∈

[0
,2
π

],
pa

,z
a
n
6=
−

1,
im

am
o

∫ Γ
(z
−
z 0

)n
d
z

=
∫

2π 0

( r
ei
t
) n
r
ei
t
i
d
t

=
rn

+
1
∫

2π 0
ei

(n
+

1)
t
i
d
t

=
rn

+
1

n
+

1
ei

(n
+

1)
t
∣ ∣ ∣2π 0

=
0
,

št
o
sm

o
m
og

li
za
kl
ju
či
ti

i
na

te
m
el
ju

C
au

ch
yj
ev
a
te
or
em

a
za

de
riv

ac
iju

,
te
-

or
em

32
.2
,
je
r
je
,
za

n
6=
−

1,
fu
nk

ci
ja

z
7→

(z
−
z 0

)n
de

riv
ac
ija

fu
nk

ci
je

z
7→

1
n

+
1(z
−
z 0

)n
+

1
na

pr
ob

uš
en

oj
ra
vn

in
iC
\{
z 0
}.

Za
n

=
−

1
na

la
zi
m
o

∫ Γ

d
z

z
−
z 0

=
∫

2π 0

1
r
ei
t
r
ie

i
t
d
t

=
i

∫
2π 0
d
t

=
2π

i,

da
kl
e,

in
te
gr
al

je
ra
zl
ič
it
od

nu
le
.

Sp
ec
ija

ln
o
je
,
da

kl
e,

in
te
gr
al
∫ Γ

d
z z

=
2π

i
6=

0,
št
o
zn

ač
i
da

ne
po
st
oj
i

fu
nk

ci
ja

de
fin

ira
na

na
C
\{

0}
či
ja

je
de
riv

ac
ija

je
dn

ak
a

1 z
,š
to

op
et

po
ka

zu
je

da
ne

po
st
oj
if
un

kc
ija

ln
:C
\{

0}
→

C
.

Po
d
pr
av
ok
ut
ni
ko
m

po
dr
az
um

ije
va
t
će
m
o
uv

ije
k
pr
av
ok

ut
ni
k
ko
m
e
su

st
ra
-

ni
ce

pa
ra
le
ln
e
ko

or
di
na

tn
im

os
im

a
(t
j.
re
al
no

j
ii
m
ag
in
ar
no

j
os
i).

Po
ne

ka
d
se

ta
ka
v
pr
av
ok

ut
ni
k
na

zi
va

st
an

da
rd
ni

ili
ko
or
di
na

tn
ip

ra
vo
ku
tn
ik
.

U
id
uć

oj
će
m
o
to
čk
it
re
ba

ti
slj
ed

eć
u
va
rij
an

tu
je
dn

og
sm

je
ra

(n
už

no
st
)C

au
-

ch
yj
ev
a
te
or
em

a
za

de
riv

ac
iju

:

Te
or
em

32
.4

(o
po

st
oj
an

ju
pr
im

it
iv
ne

fu
nk

ci
je

na
kr
ug

u )
N
ek
a
je
K
⊆

C
ot
vo
re
n
kr
ug
,
a
f

:K
→

C
ne
pr
ek
id
na

fu
nk
ci
ja

sa
sv
oj
st
vo
m

da
je
∫ ∂
I

f
d
z

=
0

po
ru
bu

sv
ak
og

pr
av
ok
ut
ni
ka

I
⊆
K
.
Ta

da
f
im

a
pr
im

iti
vn
u
fu
nk
ci
ju

na
K
.

D
ok
az
:N

ek
a
je
z 0

sr
ed

išt
e
kr
ug

a
K
.
Za

sv
ak

iz
∈
K
,p

ra
vo
ku

tn
ik
I z
,k

om
e
su

na
su
pr
ot
ni

vr
ho

vi
z 0

iz
,l
ež
iu

K
.
N
ek
a
je

Γ z
⊆
∂
I z

di
o
ru
ba

pr
av
ok

ut
ni
ka

I z
od

z 0
do

z
(n
aj
pr
ije

‚h
or
iz
on

ta
ln
o’
,t
j.
pa

ra
le
ln
o
re
al
no

jo
si,

a
on

da
‚ve

rt
ik
al
no

’,
tj.

pa
ra
le
ln
o
im

ag
in
ar
no

jo
si)

.
D
efi

ni
ra
jm

o
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K
ako

je
drugisum

and,funkcija
h
g ′g
,holom

orfna
na

krugu
K

(s,δ),to
je

singu-

laritet
funkcije

h
f
′

f
zapravo

singularitet
funkcije

z
7→

h(z)
n

z−
s .

R
azvijem

o
li

funkciju
h
na

δ-krugu
oko

s
u
Taylorov

red,vidim
o
da

ako
je
h(s)=

0,onda
je
s

uklonjiv
singularitet

funkcije
z
7→

h(z)
n

z−
s ,pa

je
njezin

reziduum
u
s
jednak

nuli,dakle
jednak

je
broju

h(s)·n.A
ko

je
h(s)6=

0
onda

funkcija
z
7→
h(z)

n

z−
s

im
a
u
s
polprvog

reda,injezin
reziduum

je
opet

jednak
h(s)·n.

Ponovim
o
liovo

zaključivanje
za

svaku
nultočku

funkcije
f

koja
se

nalazi
unutar

konture
Γ,dobivam

o
prvisum

and
u

(1).
N
eka

je
sada

s
polfunkcije

f
reda

p.
A
ko

u
Laurentovom

razvoju
funkcije

f
oko

pola
s
izlučim

o
faktor(z−

s) −
p,vidim

o
da,kao

iu
slučaju

nultočke,postoji
δ
>

0
i
holom

orfna
funkcija

g
∈
H

(K
(s,δ)),

sa
svojstvom

g(z)
6=

0
za

sve
z
∈
K

(s,δ),itakva
da

je

f(z)=
1

(z−
s)
p
g(z)

,
z
∈
K
∗(s,δ)

.

K
ao

iranije,dobivam
oh(z)

f
′(z)
f(z)

=
h(z)

−
p

z−
s

+
h(z)

g ′(z)
g(z)

,

pa
zaključujem

o
da

je

res(h
f
′

f
,s)=

h(s)·(−
p)=

−
h(s)·r(s,f)

.

Sum
iranjem

po
svim

polovim
a
funkcije

f
kojise

nalaze
unutar

Γ,dobivam
o
i

drugu
sum

u
u

(1).

Specijalno,za
konstantnu

funkciju
h(z)=

1
za

svaki
z,dobivam

o

K
orolar

41.2
N
eka

je
f

m
erom

orfna
funkcijam

a
na

otvorenom
povezanom

skupu
Ω
,
koja

nije
konstantna,

a
Γ
⊆

Ω
neka

je
nulhom

otopna
pozitivno

ori-
jentirana

kontura,koja
ne

prolazinitijednom
nultočkom

nitipolom
funkcije

f.
Tada

je
12π
i ∫

Γ

f
′(z)
f(z)

d
z

=
N

Γ (f)−
P

Γ (f)
,

(3)

gdje
je
N

Γ (f)
broj

nultočaka,
a
P

Γ (f)
broj

polova
funkcije

f
unutar

Γ,
i
to

računajućinjihov
red,tj.ukoliko

je
neka

nultočka
ilipolreda

r,treba
ju

brojati
r

puta.
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K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

F
(z)=

U
(z)+

iV
(z):=

∫

Γ
z

f
d
z
,

z0

zΓ
z

K

ipokažim
o
da

je
to

derivabilna
funkcija

kojojje
derivacija

jednaka
f.

Za
z
∈
K
,neka

je
r
z
>

0
takav

da
je
K

(z
,r
z )⊆

K
.
Za

h
∈

R
takav

da
je

|h|
<
r
z ,je

segm
ent

[z
,z

+
h]⊆

K
,pa

je

∂
x
F

(z)
=
∂
x
U

(x
,y)+

i∂
x
V

(x
,y)=

limh→
0

F
(z

+
h)−

F
(z)

h

=
limh→

0

1h

( ∫qqq qqz0
z ′ z
z

+
h

f
d
z−

∫qq qz0
z ′ z f

d
z )

z0

z
z+

h
z+

ih

z ′
K

što
je,jerjeintegralpo

rubu
svakog

pravokutnika
u
K

jednak
nuli,jednako

=
limh→

0

1h ( ∫qq qqz0
z ′ z
z

+
h

f
d
z−

∫qq qz0
z ′ z f

d
z )

=
limh→

0

1h

∫

[z
,z+

h] f
d
z
.

Param
etriziram

o
li
segm

ent
[z
,z

+
h]

funkcijom
t
7→

z
+
th,

t
∈

[0,1],
to

je
jednako

=
limh→

0

1h

∫
10
f(z

+
th)

h
d
t
.

K
ako

je
funkcija

(t,h)
7→

f(z
+
th)

neprekidna,
to

integralpo
t
ilim

es
po

h
kom

utiraju,korolar
19.6,pa

je
to

jednako

=
∫

10
limh→

0
f(z

+
th)

d
t=

∫
10
f(z)

d
t=

f(z)
.

N
a
sličan

način
nalazim

o

∂
y F

(z)=
∂
y U

(x
,y)+

i∂
y V

(x
,y)=

limh→
0

h∈
R

F
(z

+
ih)−

F
(z)

h
=
···=

if(z)
.

K
ako

je
f

neprekidna,
zaključujem

o
da

su
funkcije

∂
x
U
,
∂
x
V
,
∂
y U

i
∂
y V

neprekidne
u
točki

z
=

(x
,y),pa

su,prem
a
teorem

u
9.1,funkcije

U
i
V

dife-
rencijabilne

u
z

=
(x
,y).

N
adalje,

iz
dobivenih

izraza
za

∂
x
F

i
∂
y F

,
vidim

o
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A

ta
ko

da
op

će
ni
to

m
ož
em

o
sm

at
ra
ti
da

m
er
om

or
fn
a
fu
nk

ci
je

im
a
sa
m
o
po

lo
ve
.

Za
to
čk
u
z 0

ko
ja

je
nu

lto
čk
a
ili

po
lf
un

kc
ije

f
,s

r(
z 0
,f

)
∈

N
oz
na

či
t
će
m
o

re
d
te

nu
lto

čk
e
od

no
sn
o
po

la
.

Te
or
em

41
.1

N
ek
a
je
f
m
er
om

or
fn
a
fu
nk
ci
ja

na
ot
vo
re
no

m
po
ve
za
no

m
sk
up

u
Ω
⊆

C
,
ko
ja

ni
je

ko
ns
ta
nt
a

0,
f
6≡

0.
Γ
⊆

Ω
ne
ka

je
po
zi
tiv

no
or
ije

nt
ira

na
ko
nt
ur
a
ko
ja

ne
pr
ol
az
i
ni
ti

je
dn

om
nu

lto
čk
om

ni
ti

po
lo
m

fu
nk
ci
je
f

i
či
je

je
un

ut
ar
nj
e
po
dr
uč
je
B

sa
dr
ža
no

u
Ω
,t
e
ne
ka

je
h
∈
H

(Ω
)p

ro
iz
vo
ljn

a
ho
lo
m
or
fn
a

fu
nk
ci
ja
.
Ta

da
je

1 2π
i

∫ Γ
h

(z
)f
′ (z

)
f

(z
)
d
z

=
∑ z
′ ∈
B

z
′

je
nu

lt
oč

ka
od

f

h
(z
′ )
r(
z
′ ,
f

)
−

∑ z
′′
∈B

z
′′

je
po

l
od

f

h
(z
′′ )
r(
z
′′ ,
f

).
(1
)

D
ok
az
:K

ak
o
je
ν

(Γ
,z

0)
=

1
za

sv
ak

u
to
čk
u
z 0
∈
B
,
to

je
,
pr
em

a
te
or
em

u
o

re
zi
du

um
im

a,
te
or
em

40
.2
,

1 2π
i

∫ Γ
h

(z
)f
′ (z

)
f

(z
)
d
z

=
∑ s
∈B

s
je

si
ng

ul
ar

it
et

od
h
f
′
fre
s(
h
f
′

f
,s

).
(2
)

O
dr
ed

im
o
re
zi
du

um
e
fu
nk

ci
je
h
f
′

f
u
nj
ez
in
im

sin
gu

la
rit

et
im

a
ko

ji
se

na
la
ze

u
un

ut
ra
šn
je
m

po
dr
uč

ju
B

ko
nt
ur
e

Γ.
U

to
čk
am

a
u
ko

jim
a
je

fu
nk

ci
ja
f
ho

lo
-

m
or
fn
a
in

ije
je
dn

ak
a
nu

li,
fu
nk

ci
ja
h
f
′

f
je

ho
lo
m
or
fn
a.

Za
to

se
sin

gu
la
rit

et
i

fu
nk

ci
je
h
f
′

f
na

la
ze

m
eđ

u
nu

lto
čk
am

a
is

in
gu

la
rit

et
im

a,
da

kl
e
po

lo
vi
m
a,

fu
nk

-
ci
je
f
.
N
iti

sk
up

nu
lto

ča
ka

ni
ti

sk
up

po
lo
va

fu
nk

ci
je
f
ne

m
a
go

m
ili
št
a
u

Ω
,p

a
sm

o
na

fu
nk

ci
ju
h
f
′

f
za
ist

a
m
og

li
pr
im

ije
ni
ti
te
or
em

o
re
zi
du

um
im

a.
N
ek
a
je
,
pr
vo

,
s
nu

lto
čk
a
fu
nk

ci
je
f
,
i
to

re
da

r(
s,
f

)
=

:
n
.

Pr
em

a
te
-

or
em

u
37

.4
,p

os
to
je
δ
>

0
ih

ol
om

or
fn
a
fu
nk

ci
ja
g
∈
H

(K
(s
,δ

))
,t
ak

vi
da

je

f
(z

)=
(z
−
s)
n
g
(z

),
z
∈
K

(s
,δ

),
i

g
(z

)6=
0
,
z
∈
K

(s
,δ

).

Za
sv
ak

iz
∈
K
∗ (
s,
δ)

ta
da

vr
ije

di

h
(z

)f
′ (z

)
f

(z
)

=
h

(z
)

n

z
−
s

+
h

(z
)g
′ (z

)
g
(z

)
.
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C
au

ch
yj

ev
te

or
em

17

da
vr
ije

de
C
au

ch
y-
R
ie
m
an

no
vi

uv
je
ti,

pa
je
F

de
riv

ab
iln

a
u
to
čk
iz

,
iv

rij
ed

i
F
′ (z

)=
f

(z
).

Bu
du

ći
je
z
bi
la

pr
oi
zv
ol
jn
a
to
čk
a
kr
ug

a
K
,z

ak
lju

ču
je
m
o
da

je
F
′

=
f
.

§
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C
au

ch
yj
ev

te
or
em

Fu
nd

am
en
ta
la
n
te
or
em

u
te
or
iji

fu
nk

ci
ja

ko
m
pl
ek
sn
e
va
rij
ab

le
je

C
au

ch
yj
ev

te
-

or
em

,k
oj
ig

ov
or
io

išč
ez
av
an

ju
in
te
gr
al
a
de

riv
ab

iln
e
fu
nk

ci
je

po
za
tv
or
en
oj

kr
i-

vu
lji
.
Ta

jj
e
te
or
em

do
ka

za
o
ve
ć
sâ
m

C
au

ch
y
uz

pr
et
po

st
av

ku
da

je
de
riv

ac
ija

fu
nk

ci
je

ko
ju

in
te
gr
ira

m
o,

ne
pr
ek
id
na

.V
až
an

je
na

pr
ed

ak
bi
o
do

ka
z
C
au

ch
yj
ev
a

te
or
em

a
be
z
pr
et
po

st
av
ke

o
ne

pr
ek
id
no

st
id

er
iv
ac
ije

.
K
lju

čn
ik

or
ak

u
to
m

do
-

ka
zu

je
slj
ed

eć
it

eo
re
m
:

Te
or
em

33
.1

(G
ou

rs
at

1 -
P
ri
ng

sh
ei
m
ov

2
te
or
em

)
N
ek
a
je

Ω
⊆

C
ot
vo
re
n

sk
up

,I
⊆

Ω
pr
av
ok
ut
ni
k,

a
f

:Ω
→

C
de
ri
va
bi
ln
a
fu
nk
ci
ja
.
Ta

da
je
∫ ∂
I

f
d
z

=
0.

D
ok
az
:O

zn
ač
im

o
s
J

(I
)

:=
∣ ∣∫ ∂
I

f
d
z
∣ ∣ .

R
az
di
je
lim

o
I
na

če
tir

im
eđ

us
ob

no
su
k-

la
dn

a
pr
av
ok

ut
ni
ka

Q
1,
Q

2,
Q

3,
Q

4,
ko

ji
su

sv
is

lič
ni

pr
av
ok

ut
ni
ku

I
.
K
ak
o
je

∫ ∂
I

=
∫ ∂
Q

1
+
··
·+
∫ ∂
Q

4
,t
o
je

J
(I

)=
∣ ∣∫

∂
I

f
d
z
∣ ∣ ≤

∣ ∣∫

∂
Q

1

f
d
z
∣ ∣ +
··
·+
∣ ∣∫

∂
Q

4

f
d
z
∣ ∣ ,

z 0

Ipa
je

in
te
gr
al

po
ru
bu

na
jm

an
je

je
dn

og
od

tih
pr
av
ok

ut
ni
ka

,p
o
m
od

ul
u
ba

re
m

je
dn

ak
če
tv
rt
in
i

br
oj
a
J

(I
).

O
zn

ač
im

o
je
da

n
ta
ka
v
pr
av
ok

ut
ni
k

s
I 1
,i

ne
ka

je
J

(I
1)

:=
|∫
∂
I

1
f
d
z
|.
D
ak

le

J
(I

1)
≥

1 4J
(I

).

R
az
di
je
lim

o
sa
da

I 1
na

če
tir

is
uk

la
dn

a
pr
av
ok

ut
ni
ka

,p
a
na

ist
in

ač
in

za
kl
ju
-

ču
je
m
o
da

za
ba

re
m

je
dn

og
od

nj
ih
,n

az
ov
im

o
ga

s
I 2
,v

rij
ed

i

J
(I

2)
≥

1 4J
(I

1)
≥

1 42
J

(I
).

1 E
do

ua
rd

Je
an

-B
ap

tis
te

G
ou

rs
at

(1
85

8–
19

36
),
fr
an

cu
sk
im

at
em

at
ič
ar

2 A
lfr
ed

P
ri
ng

sh
ei
m

(1
85

0–
19

41
),
nj
em

ač
ki

m
at
em

at
ič
ar
,r

ođ
en

u
Po

ljs
ko

j
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D
okaz:Prim

ijetim
o
najprije,

da,
prem

a
napom

eni39.1,
S,

skup
singulariteta

funkcije
f,nem

a
gom

ilište
koje

pripada
skupu

Ω
,jer

biinače
to

gom
ilište

bilo
neizoliran

singularitet
funkcije

f.
Stoga

proizvoljan
kom

paktan
podskup

od
Ω

sadržinajviše
konačno

m
nogo

elem
enata

skupa
S.

N
eka

je
γ
zatvoren

po
dijelovim

a
gladak

put,nulhom
otopan

u
Ω
,ineka

je
H

:[a
,b]×

[0,1]→
Ω
hom

otopija
izm

eđu
γ
inekog

konstantnog
puta.O

značim
o

s
H
♣

:=
H

([a
,b]×

[0,1])
⊆

Ω
trag

(sliku)
hom

otopije
H
.

Za
svaku

točku
z
∈

C
\
H
♣

je
zatvoren

put
γ

nulhom
otopan

u
C
\
{
z},

pa
je
ν(γ

,z)
=

0,
propozicija

34.3(i).
O
značim

o
sa
S
H

:=
S∩

H
♣
skup

onih
singulariteta

funkcije
f
kojisenalazeu

skupu
H
♣,ineka

je
S
O

:=
S\
S
H

skup
ostalih

singulariteta.Zbog
kom

paktnosti
pravokutnika

[a
,b]×

[0,1]ineprekidnostihom
otopije

H
,skup

H
♣
jekom

paktan,
pa

je
skup

S
H

konačan,a
za

sve
točke

s∈
S
O

je
ν(γ

,s)=
0.

N
eka

je
Ω

1
:=

Ω
\
S
O .

Pokažim
o
da

je
to

otvoren
skup.

N
eka

je
z
∈

Ω
1

proizvoljna
točka.

z
nije

gom
ilište

skupa
S
O ,

jer
bi

to
onda

bilo
i
gom

ilište
skupa

S,a
pokazalism

o
da

takvih
u

Ω
nem

a.
Zbog

toga,postoji
r
>

0
takav

da
je
K

(z
,r)⊆

Ω
\
S
O

=
Ω

1 ,tj.skup
Ω

1
je

otvoren.
R
estrikcija

funkcije
f

na
otvoren

skup
Ω

1
je

funkcija
koja

je
holom

orfna,
osim

u
točkam

a
konačnog

skupa
S
H

=
:{
s1 ,...,s

k },a
zatvoren

put
γ
je

nul-
hom

otopan
u

Ω
1 ,jer

je
H
♣
⊆

Ω
1 .

M
ožem

o,dakle,na
tu

restrikciju
prim

ijeniti
prethodniteorem

o
reziduum

im
a
za

funkciju
skonačno

m
nogo

singulariteta,pa
dobivam

o

∫

γ

f
d
z

=
2π

i

k
∑j=

1
ν(γ

,s
j )

res(f
,s
j )
.

K
ako

sm
o
dokazali

da
je
ν(γ

,s)
=

0
za

sve
s
∈
S
O ,

to
sum

u
u

prethodnoj
form

ulim
ožem

o
napisatiikao

∑s∈
S ,pa

sm
o
tako

dokazali(5).
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B
roj

nultočaka
ipolova

m
erom

orfnih
funkcija

Prim
ijenit

ćem
o
sada

teorem
o
reziduum

im
a
na

određivanje
broja

nultočaka
i

polova
m
erom

orfnih
funkcija,a

kao
jednostavnu

posljedicu
dobit

ćem
o
idokaz

D
rugog

osnovnog
teorem

a
algebre.

K
ako

m
erom

orfna
funkcija,u

točkam
a
u
kojim

a
nije

holom
orfna,im

a
sam

o
uklonjive

singularitete
ipolove,m

ožem
o
uklonjive

singularitete
zaista

iukloniti,
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K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

N
astavim

o
lina

istinačin,dolazim
o
do

niza
pravokutnika

I
n ,
n
∈

N
,takvih

da
je
I
n+

1 ⊆
I
n ,za

sve
n,ida

jeJ(I
n )≥

14
n
J(I)

.
(1)

Za
dijam

etre
tih

pravokutnika
vrijedidiam

I
n

=
12
n

diam
I,pa

se
radio

si-
laznom

nizu
zatvorenih

skupova
kojim

a
dijam

etriteže
nuli.Prem

a
C
antorovom

teorem
u
o
presjeku,teorem

4.13,presjek
tih

pravokutnika
je

neprazan
isastoji

se
od

jedne
jedine

točke,
⋂n∈

N
I
n

=
:{z0 }.

Funkcija
f
derivabilna

je
u
točki

z0 ,pa
za

svaki
ε
>

0
postoji

δ
>

0
takav

da
za

0
<
|z−

z0 |
<
δ,vrijedi ∣∣∣

f(z)−
f(z0 )

z−
z0

−
f
′(z0 ) ∣∣∣

<
ε,tj.

|z−
z0 |

<
δ
⇒
|f(z)−

f(z0 )−
f
′(z0 )(z−

z0 )|≤
ε|z−

z0 |
.

(2)

N
eka

je
n
tako

velik
da

je
I
n
sadržan

u
otvorenom

krugu
oko

z0 radijusa
δ.K

ako
funkcija

z
7→

f(z0 )+
f
′(z0 )(z

−
z0 )

im
a
na

Ω
,
čak

na
čitavom

C
,
prim

itivnu
funkciju,to

je
prem

a
C
auchyjevom

teorem
u
za

derivaciju,teorem
32.2,

∫

∂
I
n (f(z0 )+

f
′(z0 )(z−

z0 ) )
d
z

=
0
.

(3)

Stoga
je,prem

a
lem

io
ocjeniintegrala,lem

a
32.1,

J(I
n )=

∣∣ ∫

∂
I
n f
d
z ∣∣=

∣∣ ∫

∂
I
n (f(z)−

f(z0 )−
f
′(z0 )(z−

z0 ) )
d
z ∣∣≤

M
s
n
,

(4)

gdje
je
M

:=
m

ax{|f(z)−
f(z0 )−

f
′(z0 )(z

−
z0 )|

:
z
∈
∂
I
n },

a
s
n
je

opseg
pravokutnika

I
n .

M
eđutim

,za
svaki

z
∈
∂
I
n
je

|f(z)−
f(z0 )−

f
′(z0 )(z−

z0 )|
(2)
≤
ε|z−

z0 |
<
ε· 12

s
n
,

pa
je
M

<
12
εs
n ,te

zbog
(4)

vrijedi

J(I
n )
<

12
εs 2n

.
(5)

Prem
a
konstrukcijije

s
n

=
12
n
s,gdje

je
s
opseg

pravokutnika
I,pa

je

J(I)
(1)
≤

4
n
J(I

n )
(5)
≤

12
4
n
εs 2n

=
12

4
n
ε (

12
n )

2s 2
=

12
εs 2

.
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A

U
R
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O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

D
ok
az
:N

ek
a
je
g j

(z
):

=
∞ ∑ n
=

1
a

(j
)
−
n

(z
−
s j

)−
n
gl
av
ni

di
o
La

ur
en
to
va

ra
zv
oj
a
fu
nk

-
ci
je
f
ok
o
to
čk
e
s j
,j

=
1,
..
.,
k
.
D
efi

ni
ra
jm

o
fu
nk

ci
ju
h

:Ω
→

C
fo
rm

ul
om

h
(z

):
=
f

(z
)−

k ∑ j
=

1
g j

(z
).

(2
)

Sv
ak

a
od

fu
nk

ci
ja
g j

je
ho

lo
m
or
fn
a
na

C
\{
s j
},

pa
je

fu
nk

ci
ja
h
ho

lo
m
or
fn
a,

os
im

u
to
čk
am

a
s 1
,s

2
..
.,
s k
,u

ko
jim

a
im

a
uk

lo
nj
iv
e
sin

gu
la
rit

et
e.

Pr
im

ije
ni
m
o

li
sa
da

C
au

ch
yj
ev

te
or
em

za
fu
nk

ci
je

su
kl
on

jiv
im

sin
gu

la
rit

et
im

a,
ko
ro
la
r3

9.
2,

do
bi
va
m
o

∫ γ

h
d
z

=
0
.

(3
)

Za
sv
ak

ij
∈
{1
,.
..
,k
}
je

∫ γ

g j
d
z

=
2π

iν
(γ
,s
j
)r

es
(f
,s
j
).

(4
)

Za
ist

a,
ka

ko
je

fu
nk

ci
ja
g j

ho
lo
m
or
fn
a
na

C
\{
s j
},

re
d
ko

jim
je

on
a
de

fin
ira

na
ko
nv

er
gi
ra

lo
ka

ln
o
un

ifo
rm

no
na

ci
je
lo
m

sk
up

u
C
\{
s j
},

vi
di

do
ka

z
tv
rd
nj
e

(i
)

te
or
em

a
o
je
di
ns
tv
en

os
ti
La

ur
en
to
va

re
da

,t
eo
re
m

38
.2
,p

a,
je
r
pu

t
γ
ne

pr
ol
az
i

to
čk
om

s j
,t

aj
re
d
ko
nv

er
gi
ra

un
ifo

rm
no

na
γ
♣
.
Za

to
m
ož
em

o
in
te
gr
ira

ti
čl
an

po
čl
an

,p
a
do

bi
va
m
o

∫ γ

g j
d
z

=
∫ γ

∞ ∑ n
=

1
a

(j
)
−
n
(z
−
s j

)−
n
d
z

=
a

(j
)
−

1
2π

i
ν

(γ
,s
j
)=

2π
iν

(γ
,s
j
)

re
s(
f
,s
j
),

je
rz

a
n
6=

1,
fu
nk

ci
je
z
7→

1
(z
−
s j

)n
im

aj
u
na

C
\{
s j
}
⊇
γ
♣
,p

rim
iti
vn

u
fu
nk

ci
ju
,

te
je

nj
ih
ov

in
te
gr
al

du
ž
γ
je
dn

ak
nu

li.
Zb

ra
ja
nj
em

fo
rm

ul
a

(4
),
iz

(2
)
i(

3)
do

bi
va
m
o
tv
rd
nj
u
te
or
em

a.

Te
or
em

40
.2

(o
re
zi
du

um
im

a)
N
ek
a
je

Ω
⊆

C
ot
vo
re
n

sk
up

,
f

:Ω
→

C
fu
nk
ci
ja

ko
ja

je
ho
lo
m
or
fn
a
os
im

u
to
čk
am

a
sk
up
a
S
⊆

Ω
,u

ko
jim

a
im

a
iz
ol
ira

ne
si
ng
ul
ar
ite

te
,i

ne
ka

je
γ

:[
a
,b

]→
Ω

za
tv
or
en
,u

Ω
nu

lh
om

ot
op
an

,p
o
di
je
lo
vi
m
a

gl
ad
ak

pu
t,
ko
ji
ne

pr
ol
az
in

iti
je
dn

im
si
ng
ul
ar
ite

to
m

fu
nk
ci
je
f
,t
j.
γ
♣
∩
S

=
∅.

Ta
da

je
in
de
ks

pu
ta
γ
s
ob
zi
ro
m

na
sv
e
to
čk
e
sk
up
a
S
os
im

nj
ih

ko
na

čn
o
m
no

go
,

je
dn

ak
nu

li,
iv

ri
je
di

∫ γ

f
d
z

=
2π

i
∑ s
∈S
ν

(γ
,s

)·
re

s(
f
,s

).
(5
)

§3
3.

C
au

ch
yj

ev
te

or
em

19

K
ak
o
je
ε
>

0
pr
oi
zv
ol
ja
n,

za
kl
ju
ču

je
m
o
da

je
J

(I
)=

0,
pa

je
i
∫ ∂
I

f
d
z

=
0.

G
ou

rs
at
-P

rin
gs
he

im
ov

te
or
em

go
vo

ri
da

ak
o
je

fu
nk

ci
ja
f

:I
→

C
de

riv
a-

bi
ln
a,

tj.
im

a
de

riv
ab

iln
o
pr
oš
ire

nj
e
na

ne
ku

ok
ol
in
u
pr
av
ok

ut
ni
ka

I
,
on

da
je

in
te
gr
al

fu
nk

ci
je
f
po

ru
bu

∂
I
pr
av
ok

ut
ni
ka

I
,j
ed

na
k
nu

li.
U

ne
ki
m

je
sit

ua
ci
-

ja
m
a
po

tr
eb

an
ne

št
o
ja
či

te
or
em

—
te
or
em

ko
ji
da

je
ist

iz
ak

lju
ča
k,

al
iu

z
sla

bi
je

pr
et
po

st
av
ke
.

Te
or
em

33
.2

(C
au

ch
yj
ev

te
or
em

za
pr
av
ok

ut
ni
k)

N
ek
a

je
f

:I
→

C
fu
nk
ci
ja

ko
ja

je
ne
pr
ek
id
na

na
za
tv
or
en
om

pr
av
ok
ut
ni
ku

I
⊆

C
i
ta
kv
a
da

je
de
ri
va
bi
ln
a
na

ot
vo
re
no

m
pr
av
ok
ut
ni
ku

I◦
:=

I
\∂
I
,o

si
m

ev
en
tu
al
no

u
ko
na

čn
o

m
no

go
to
ča
ka

(u
ko
jim

a
je

sa
m
o
ne
pr
ek
id
na

).
Ta

da
je
∫ ∂
I

f
d
z

=
0.

D
ok
az
:D

ok
až
im

o
te
or
em

na
jp
rij
eu

zp
re
tp
os
ta
vk

u
da

je
f
de

riv
ab

iln
a
na

ci
je
lo
m

ot
vo
re
no

m
pr
av
ok

ut
ni
ku

I◦ .
Be

z
sm

an
je
nj
a
op

će
ni
to
st
i,
m
ož
em

o
pr
et
po

st
av
iti

da
je

sr
ed

išt
e
pr
av
ok

ut
ni
ka

I
u
ish

od
išt

u
0.

U
pr
ot
iv
no

m
,z

am
je
no

m
va
rij
ab

li,
w

:=
z
−
z 0
,g

dj
e
je
z 0

sr
ed

išt
e
pr
av
ok

ut
ni
ka

I
,d

ob
iv
am

o
∫ ∂
I

f
(z

)d
z

=
∫ ∂
I
z

0

g
(w

)d
w
,

pr
ič

em
u
je
I z

0
:=

I
−
z 0

=
{z
−
z 0

:z
∈
I
}
pr
av
ok

ut
ni
k
do

bi
ve
n
tr
an

sla
ci
-

jo
m

pr
av
ok

ut
ni
ka

I
za
−
z 0
,t

ak
o
da

m
u
sr
ed

išt
e
pa

dn
e
u
ish

od
išt

e,
a
fu
nk

ci
ja

g
(w

):
=
f

(w
+
z 0

)
je

ne
pr
ek
id
na

na
I z

0
id

er
iv
ab

iln
a
na

I◦ z
0
.

α
γ

(t
)γ

(t
) I

I α

O

Za
br
oj
α
∈
〈0
,1
〉o

zn
ač
im

o
sa
da

sI
α
pr
av
ok

ut
ni
k
do

bi
-

ve
n
od

pr
av
ok

ut
ni
ka

I
ho

m
ot
et
ijo

m
iz

ish
od

išt
a
ik

oe
fi-

ci
je
nt
om

α
.T

ad
a
je
I α
⊆
I◦ ,

a
ka

ko
je
f
de

riv
ab

iln
a
na
I◦ ,

po
G
ou

rs
at
-P

rin
gs
he

im
ov
om

te
or
em

u
za
kl
ju
ču

je
m
o
da

je
∫ ∂
I
α

f
d
z

=
0,

za
sv
e
α
∈
〈0
,1
〉.

N
ek
a
je
t
7→

γ
(t

),
t
∈

[a
,b

],
po

di
je
lo
vi
m
a
gl
at
ka

pa
ra
m
et
riz

ac
ija

ru
ba

∂
I

pr
av
ok

ut
ni
ka

I
.
Ta

da
je
t
7→

α
γ

(t
),
t
∈

[a
,b

],
po

di
je
lo
vi
m
a
gl
at
ka

pa
ra
m
et
ri-

za
ci
ja

ru
ba

∂
I α

pr
av
ok

ut
ni
ka

I α
.

D
a
je

pa
ra
m
et
riz

ac
ija

γ
gl
at
ka

,t
j.
fu
nk

ci
ja
γ
′
ne

pr
ek
id
na

,b
ila

bi
ne

pr
ek
id
na

if
un

kc
ija

(α
,t

)7→
f

(α
γ

(t
))
α
γ
′ (t

),
pa

bi
lim

es
po

α
ii
nt
eg
ra
lp

o
t
ko
m
ut
ira

li.
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R
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U
ovojćem

o
točkidokazatiteorem

o
reziduum

im
a,kojije

vrlo
koristan

iteoret-
skiiu

prim
jenam

a.

D
efinicija

40.1
N
eka

jefunkcija
f
holom

orfna
na

probušenom
krugu

K
∗(z0 ,r)

ineka
je
∑n∈

Z
a
n (z−

z0 )
n
njezin

Laurentov
red

oko
točke

z0 .
K
oeficijent

a−
1
uz

1
z−

z0
naziva

se
reziduum

funkcije
f
u
točki

z0 ,ioznačavam
o
ga

res(f
,z0 ).

Prom
otrim

o
liLaurentov

razvojfunkcije
z
7→

f(z)−
res(f

,z0 )
z−

z0
oko

točke
z0 ,

vidim
o
da

ona
im

a
na

probušenom
krugu

K
∗(z0 ,r)

prim
itivnu

funkciju.
Tako

na
reziduum

funkcije
u
nekojtočki,m

ožem
o
gledatikao

na
m
jeru

koliko
se

ta
funkcija

razlikuje
od

derivacije
neke

holom
orfne

funkcije
definirane

na
okolinite

točke.
Prem

a
form

uli(2)
na

str.62,za
koeficijente

Laurentova
reda,vidim

o
da

je

res(f
,z0 )=

12π
i ∫

Γ
0

f(ζ)
d
ζ
,

gdje
je

Γ
0
neka

dovoljno
m
ala

pozitivno
orijentirana

kružnica
oko

z0 .N
apišem

o
litu

form
ulu

kao
∫

Γ
0

f(ζ)
d
ζ

=
2π

ires(f
,z0 )

,

dobivam
o
korisnu

form
ulu

za
nalaženje

integrala
kom

pleksne
funkcije

u
sluča-

jevim
a
kada

znam
o
njezin

Laurentov
razvoj,

ili
barem

koeficijent
uz

1
z−

z0 .
Teorem

o
reziduum

im
a,kojićem

o
sada

dokazati,poopćuje
tu

form
ulu.

Teorem
40.1

(o
reziduum

im
a
za

funkcije
s
konačno

m
nogo

singulariteta)
N
eka

je
Ω
⊆

C
otvoren

skup,
f:Ω

→
C

funkcija
koja

je
holom

orfna
osim

u
toč-

kam
a
s1 ,s2 ,...,s

k ,
u
kojim

a
im

a
izolirane

singularitete,
ineka

je
γ
zatvoren,

u
Ω

nulhom
otopan,po

dijelovim
a
gladak

put,kojine
prolazinitijednom

od
tih

točaka.
Tada

je
∫

γ

f
d
z

=
2π

i

k
∑j=

1
ν(γ

,s
j )·res(f

,s
j )
.

(1)

20
5.

K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

Im
alibism

o
tada

0
=

lim
α→

1 ∫

∂
I
α

f
d
z

=
lim
α→

1 ∫
b

a

f(α
γ(t))

α
γ
′(t)

d
t

=
∫
b

a

lim
α→

1
f(α

γ(t))
α
γ
′(t)

d
t=

∫
b

a

f(γ(t))
γ
′(t)

d
t=

∫

∂
I

f
d
z
.

K
ako

je,m
eđutim

,param
etrizacija

γ
sam

o
po

dijelovim
a
glatka,to

je
njena

derivacija
γ
′neprekidna

osim
u
konačno

m
nogo

točaka,tj.nije
neprekidna

u,
naprim

jer,tritočke.
Stoga

treba
integral ∫

ba
f(α

γ(t))α
γ
′(t)

d
t
rastavitina

če-
tiridijela

na
kojim

a
je
γ
′neprekidna,provestigornjiračun

na
svakom

od
tih

dijelova,irezultate
zbrojiti.

O
pet

dobijem
o
∫
∂
I
f
d
z

=
0.

U
općem

slučaju,kada
f
u
konačno

m
nogo

točaka
m
ožda

nije
derivabilna,kroz

te
točke

povučem
o
paralele

sa,naprim
jer,

im
aginarnom

osi,itako
razdijelim

o
pravokutnik

I
na

neko-
liko

m
anjih

pravokutnika.N
a
svakom

od
tako

dobivenih
pra-

vokutnika
funkcija

f
jeneprekidna,a

na
nutriniiderivabilna,

pa
je,prem

a
upravo

dokazanom
,integralpo

rubu
svakog

od
tih

pravokutnika,
jednak

nuli.
Zbrojintegrala

po
rubovim

a
tih

pravokutnika,jednak
je

integralu
po

rubu
pravokutnika

I,pa
je
∫∂
I

f
d
z

=
0.

K
om

binacijom
ranijih

teorem
a,dobivam

o
sada

Teorem
33.3

(C
auchyjev

teorem
za

krug)
N
eka

je
K
⊆

C
(otvoren)krug,

a
f:

K
→

C
neprekidna

funkcija,
koja

je
iderivabilna,

osim
eventualno

u
ko-

načno
m
nogo

točaka.
Tada

je
∫γ

f
d
z

=
0,za

sve
po

dijelovim
a
glatke

zatvorene
puteve

γ
u
K
.

D
okaz:Prem

a
C
auchyjevu

teorem
u
za

pravokutnik, ∫
∂
I
f
d
z

=
0
za

svakipra-
vokutnik

I
⊆
K
.
Stoga,

jer
je

funkcija
f

neprekidna,
prem

a
teorem

u
o
pos-

tojanju
prim

itivne
funkcije

na
krugu,teorem

32.4,postojiderivabilna
funkcija

F
:
K
→

C
takva

da
je
F
′=

f.
Prem

a
C
auchyjevom

teorem
u
za

derivaciju,te-
orem

32.2,integralfunkcije
f
ne

ovisio
putu,tj. ∫γ

f
d
z

=
0
za

sve
po

dijelovim
a

glatke
zatvorene

puteve
u
K
.

O
dgovarajućom

m
odifikacijom

,teorem
o
postojanju

prim
itivnefunkcije,nije

teško
poopćitina

konveksne
iličak

na
tzv.zvjezdaste

skupove,pa
se

iprethodni
teorem

lako
m
ože

poopćitina
takve

skupove.M
eđutim

,općiC
auchyjev

teorem
,

kojićem
o
sada

dokazati,sve
te

varijante
sadržikao

specijalne
slučajeve.
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C
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A

z 0z

δ
f

w
0

f
(z

)

ε

D
ok
az
:N

ek
a
je
z 0

bi
ta
n
sin

gu
la
rit

et
fu
nk

ci
je
f
,i

od
ab

er
im

o
δ,
w
iε

ka
o
u
isk

az
u

te
or
em

a.
A
ko

po
st
oj
iz
∈
K
∗ (
z 0
,δ

)
ta
ka
v
da

je
f

(z
)=

w
,t
vr
dn

ja
je

do
ka

za
na

.
Pr

et
po

st
av
im

o,
da

kl
e,

da
je
f

(z
)6=

w
za

sv
ak

iz
∈
K
∗ (
z 0
,δ

).
Ta

da
je

if
un

k-
ci
ja
g

:K
∗ (
z 0
,δ

)
→

C
,d

efi
ni
ra
na

s
g
(z

)
:=

1
f

(z
)−

w
,h

ol
om

or
fn
a
na

K
∗ (
z 0
,δ

).
Fu

nk
ci
ja
g
im

a
u
z 0

iz
ol
ira

n
sin

gu
la
rit

et
.

A
ko

je
fu
nk

ci
ja
g
om

eđ
en

a
na

ne
ko

j
ok
ol
in
i
to
čk
e
z 0
,
on

da
je
z 0

uk
lo
nj
iv

sin
gu

la
rit

et
,p

a
po

st
oj
il
im

es
lim z→
z

0
g
(z

)=
:`
∈

C
.

A
ko

je
`
6=

0,
on

da
je

lim z→
z

0
f

(z
)=

1 `
+
w
,p

a
bi
,p

re
m
a
te
or
em

u
39

.1
,f
un

kc
ija

f

im
al
a
u
z 0

uk
lo
nj
iv

sin
gu

la
rit

et
,i

u
nj
ez
in
om

La
ur
en
to
vo
m

ra
zv
oj
u
ok

o
z 0

ne
bi

bi
lo

ne
ga

tiv
ni
h
po

te
nc
ija

.

A
ko

je
`

=
0,

on
da

je
lim z→
z

0
|f

(z
)−

w
|=

+
∞

,
pa

je
i

lim z→
z

0
|f

(z
)|

=
+
∞

,
št
o

bi
,p

re
m
a
te
or
em

u
39

.3
,z

na
či
lo

da
f
im

a
u
z 0

po
l,
da

kl
e,

u
La

ur
en
to
vo
m

ra
zv
oj
u
bi
lo

bi
sa
m
o
ko
na

čn
o
m
no

go
ne

ga
tiv

ni
h
po

te
nc

ija
.

Pr
em

a
to
m
e,

ot
pa

da
ju

ob
je

m
og

uć
no

st
i,

pa
je

fu
nk

ci
ja

g
ne

om
eđ

en
a

na
sv
ak

oj
ok
ol
in
i
to
čk
e
z 0
.

To
sp
ec
ija

ln
o
zn

ač
i,

da
i
za

od
ab

ra
ne

δ
i
ε,

po
st
oj
i

z
∈
K
∗ (
z 0
,δ

)
ta
ka
v
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1 ε
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)−
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je
je
dn
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ta
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n.

N
ai
m
e,
ak
o
je

za
sv
ak
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>
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pr
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en
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ug

a
ok
o
z 0
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a
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C
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a
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m
ož
e
f
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eđ
en

a
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ne
ko

jo
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oč
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z 0
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m
ož
e
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m
od
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a
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je
dn
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+
∞
.
Pr

em
a
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ra
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er
iz
ac
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m
a
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nj
iv
ih

sin
-

gu
la
rit

et
a,

od
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sn
o
po

lo
va
,z

ak
lju
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je
m
o
da

u
La
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en
to
vo
m

ra
zv
oj
u
fu
nk

ci
je
f

ok
o
to
čk
e
z 0

m
or
a
bi
ti

be
sk
on

ač
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m
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go
ne

ga
tiv

ni
h
po

te
nc

ija
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a
je
z 0

bi
ta
n

sin
gu

la
rit
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fu
nk

ci
je
f
.

Pr
im

je
ri

fu
nk

ci
ja

s
bi
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im

sin
gu

la
rit

et
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su
z
7→

e
1 z
i
z
7→

sin
1 z
.
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bj
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ov
e
fu
nk

ci
je

im
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u

bi
ta
n

sin
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la
rit

et
u

0,
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ra
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au

ch
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ev

te
or
em

)
N
ek
a

je
Ω
⊆

C
ot
vo
re
n

sk
up

,
i

ne
ka

je
f

:Ω
→

C
ne
pr
ek
id
na

fu
nk
ci
ja

ko
ja

je
id

er
iv
ab
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a,
os
im

ev
en
tu
al
no

u
ko
na

čn
o
m
no

go
to
ča
ka
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Ta

da
je
∫ γ

f
d
z

=
0
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sv
ak
iz
at
vo
re
n,

u
Ω
nu

lh
om

ot
op
an

,
po

di
je
lo
vi
m
a
gl
ad
ak

pu
tγ

.

D
ok
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ol
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o
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do
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Ω
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op
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di
je
lo
vi
m
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da
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-
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→
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ra
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=
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ra
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∂
I i
j
je

za
tv
or
en

PD
G

pu
t
u

kr
ug

u
K
ij
,
pa

je
,
pr
em

a
C
au

ch
yj
ev
u

te
or
em

u
za

kr
ug

,
∫ H

∂
I
i
j

f
d
z

=
0.

Su
m
ira

nj
em

sv
ih

tih
in
te
gr
al
a,

za
kl
ju
ču

je
m
o
da

je
∫ H

∂
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ra
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⊆

C
je
dn

os
ta
vn
o
po
ve
za
no

po
dr
uč
je
,
a
f

:Ω
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Singulariteti
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pa
je

limz→
0

sin
z

z
=

1.
O
davde

slijedi
da

je
limz→

0
z

1
sin

z
=

1,
pa,

prem
a
te-

orem
u
39.1,funkcija

z
7→
z

1
sin

z
im

a
u
0
uklonjiv

singularitet.Prim
ijenim

o
lisada

prethodniteorem
kojim

su
karakteriziranipolovi,zaključujem

o
da

funkcija
f(z)=

1
sin

z
im

a
u
0
pol,ito

prvoga
reda.

D
efinicija

39.3
Za

funkciju
f
kažem

o
da

jem
erom

orfna
na

otvorenom
skupu

Ω
⊆

C
ako

skup
singulariteta

nem
a
gom

ilište
u

Ω
,iako

su
svisingularitetiili

uklonjiviilipolovi.

T
ipičniprim

jerim
erom

orfnih
funkcija

su
racionalne

funkcije.
O
ne,ako

su
brojnik

inazivnik
relativno

prosti,tj.razlom
ak

je
‚skraćen

do
kraja’,od

singu-
lariteta

im
aju

sam
o
polove,ito

u
nultočkam

a
nazivnika.Im

a
m
eđutim

idrugih
m
erom

orfnih
funkcija.

N
aprim

jer,
funkcija

z
7→

1
sin

z
također
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m
erom

orfna
na

C
,jerona,od

singulariteta
u

C
,im

a
sam

o
polove,ito

u
nultočkam

a
funkcije

sinus.
Treba

ipak
m
alo

pripaziti.
Funkcija

z
7→

1
sin

1z
m
erom

orfna
je

na
C
\{0},

alinije
m
erom

orfna
na

C
,jer0

jeste
singularitette

funkcije,alinije
izoliran

(pa
ne

m
ože

bitipolnitiuklonjiv
singularitet).

Prom
atrajućiLaurentov

razvojfunkcije
oko

singulariteta
z0 ,ostaje

jošjedna
m
ogućnost—

da
jeglavnidio

beskonačan.Za
izoliran

singularitet
z0

kažem
o
da

je
bitan

singularitet
ako

u
Laurentovom

razvoju
funkcije

f
oko

točke
z0

im
a

beskonačno
m
nogo

članova
s
negativnim

potencijam
a,

tj.
beskonačno

m
nogo

koeficijenata
uz

negativne
potencije

je
različito

od
nule.

Iz
već

dokazanog
o
ponašanju

funkcije
u
okolini

uklonjivih
singulariteta

i
polova,vidim

o
da

funkcija
ne

m
ože

bitiograničena
nitina

jednojokolinibitnog
singulariteta,alinem

oženitipo
m
odulu

težitiu
+
∞

.O
na

je,dakle,neom
eđena

na
svakojokolinitočke

z0 ,ičak
njezin

m
odulnem

a
nitikonačnog

nitibesko-
načnog

lim
esa.

Preciznije
o
ponašanju

funkcije
u
okolinibitnog

singulariteta,
govorisljedećiteorem

.

Teorem
39.4

(C
asorati 1-W

eierstrass-Sohockij 2)
N
eka

je
funkcija

f
holo-

m
orfna

na
probušenom

krugu
K
∗(z0 ,R

).
Točka

z0
je

bitan
singularitet

funk-
cije

f
ako

isam
o
ako

je
za

svaki
δ
>

0,slika
probušenog

kruga
K
∗(z0 ,δ)

gusta
na

C
,
tj.

za
svaki

w
∈

C
i
svaki

ε
>

0,
postoji

z
∈
K
∗(z0 ,δ),

takav
da

je
|f(z)−

w|
<
ε.

1Felice
C
asorati(1835–1890),talijanskim

atem
atičar

2Julian-K
arlVasilievič

Sohockij(1842–1927),ruskim
atem

atičar,rođen
u
Poljskoj
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5.

K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

C
auchy-R

iem
annovim

uvjetim
a,teorem

31.1,dobivam
o

∫

Γ
f
d
z

=
∫

Γ
u
d
x
−
v
d
y

+
i ∫

Γ
v
d
x

+
u
d
y

G
reen
=

∫∫

B (−
∂
x
v−

∂
y u)

d
x
d
y

+
i ∫∫

B (∂
x
u
−
∂
y v)

d
x
d
y

(C
R

)
=

0
.

M
eđutim

,da
bism

o
m
oglikoristitiG

reenov
teorem

,m
orale

bifunkcije
u
i
v
biti

diferencijabilne
klase

C
1,tj.derivacija

f
′m

orala
bibitineprekidna,dok

sm
o

m
ibilipretpostavilisam

o
postojanje

derivacije,a
u
konačno

m
nogo

točaka
čak

sam
o
neprekidnost.To

je
značajna

razlika,i,kao
što

ćem
o
kasnijevidjeti,važno

je
im

atidokaz
C
auchyjeva

teorem
a
bez

pretpostavke
o
neprekidnostiderivacije.

Povijestovog
važnog

teorem
a,kojipredstavlja

veleban
ulazu

teoriju
funkcija

kom
pleksne

varijable,dugačka
je

izanim
ljiva.

O
riginalnije

dokaz
dao

C
auchy

1825.
godine,

uz
dodatnu

pretpostavku
da

je
derivacija

neprekidna.
K
asnije

tokom
devetnaestog

stoljeća,pojavilo
se

više
dokaza

tog
teorem

a
iuz

različite
pretpostavke

o
tipu

puta
integracije

—
nekad

uz
prešutno,a

nekad
uz

ekspli-
citno

pretpostavljenu
neprekidnost

derivacije.
G
odine

1884.G
oursat

je
objavio

jedan
jednostavnijidokazovog

teorem
a,uzsam

o
jednu,‚očitu’pretpostavku,da

teorem
vrijediza

dvije
jednostavne

funkcije:
konstantnu

funkciju
iidentitetu,

alibez
pretpostavke

o
neprekidnostiderivacije.

Barem
je

tako
G
oursat

tvrdio.
A
lfred

Pringsheim
je1895.pom

no
analizirajućiG

oursatov
dokaz,ustvrdio

da
se

u
dokazu

prešutno
pretpostavlja

uniform
na

derivabilnost,za
što

je
pokazao

da
je

ekvivalentno
pretpostavci

o
neprekidnosti

derivacije.
Stoga

G
oursatov

dokaz
predstavlja

sam
o
pojednostavljenje

drugih
dokaza

C
auchyjeva

teorem
a,

aline
ioslabljenje

pretpostavki.Pringsheim
je

izrazio
svoje

uvjerenje
da

teorem
vrijedisam

o
uz

pretpostavku
da

derivacija
postoji,bez

pretpostavke
o
njezinoj

neprekidnosti,alije
tajproblem

još
uvijek

ostao
otvoren.

O
va

Pringsheim
ova

kritika
proizvela

je
pravu

buru,pa
su,izm

eđu
ostalog,

1900.
objavljena

dva
nova

dokaza.
U

jednom
je

G
oursat

ponovio
svoj

raniji
dokaz,aliuz

više
pažnje

iuz
izvjesne

pretpostavke
o
tipu

puta
integracije,a

u
drugom

je
M
oore 1

dao
svojdokaz

C
auchyjeva

teorem
a,uz

nešto
drugačije

pret-
postavke.

U
svom

odgovoru
1901.Pringsheim

je
prigovorio

da
su

u
oba

rada
pretpostavke

o
tipu

puta
integracije

previše
restriktivne,

pa
je

kom
binirajući

i
profinivši

te
dokaze,

dobio
C
auchyjev

teorem
bez

pretpostavke
o
neprekid-

nostiderivacije,ito
za

zatvorene
rektifikabilne

puteve.
D
vije

godine
kasnije,

Pringsheim
se

vratio
C
auchyjevu

teorem
u,idao

dokaz
u
kojem

koristitehniku
1E

liakim
H
astings

M
oore

(1862–1932),am
eričkim

atem
atičar
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uk
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gu

la
rit
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ak
o
de
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o
g
(z
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0,
do
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va
m
o
ho
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m
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u
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ug
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K
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.
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je
di
na

nu
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ez
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,n
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ug

u
K
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fu
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ci
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−
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−
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0
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|z
−
z 0
|<
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Zb
og

to
ga

je
if
un

kc
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1 h
ho

lo
m
or
fn
a
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K
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δ)
,i

ne
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je
1

h
(z
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∞ ∑ n
=

0
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−
z 0

)n
nj
ez
in
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oj

ok
o
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a
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m
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1
g
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−
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∞ ∑
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−
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0.
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(i
)
Za

k
∈

N
,f
un

kc
ija

z
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1 z
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m
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u
z 0

=
0
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lk
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og
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=
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da

.
Za

ist
a,

0
je

iz
ol
ira

n
sin

gu
la
rit

et
fu
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m
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.
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∞
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.
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=
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z
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z
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ra
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ta
lji
m
a,

pr
io
rit

et
im

a
ia

tr
ib
uc
ija

m
a.

M
no

gi
za
ni
m
lji
vi

de
ta
lji

o
do

ga
đa

nj
im

a
ve
za
ni
m

uz
C
au

ch
yj
ev

te
or
em

m
og

u
se

na
ći

u
čl
an

ku
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G
ra
ya

1 .
D
ok

az
či
nj
en

ic
e,

da
je

de
riv

ac
ija

ko
m
pl
ek
sn
e
fu
nk

ci
je

uv
ije

k
ne

pr
ek
id
na

,a
ko

ji
se

ne
os
la
nj
a
na

C
au

ch
yj
ev

te
or
em

,n
ap

ra
vl
je
n
je

ist
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po
če
tk
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di
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av
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,n
ije

ni
št
a
kr
ać
in

iti
je
dn

os
ta
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od

do
ka

za
ko

je
g
će
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o
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i

pr
ik
az
at
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tj.
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ka

za
ko

ji
ko
ris

ti
C
au

ch
yj
ev

te
or
em
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slj
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u
C
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or
em

a,
do

ka
za
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—
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o
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m
a.

D
ok

až
im

o
na

jp
rij
e
je
da

n
po

m
oć
ni

re
zu

lta
t:

P
ro
po
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ci
ja
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N
ek
a
je
γ
po

di
je
lo
vi
m
a
gl
ad
ak

za
tv
or
en

pu
t
u

C
,i

ne
ka

je
z 0
/∈
γ
♣
.
Ta

da
je

vr
ije

dn
os
t

1 2π
i

∫ γ

d
z

z
−
z 0

ci
je
li
br
oj
.

D
ok
az
:N

ek
a
je
γ

:[
a
,b

]→
C

po
di
je
lo
vi
m
a
gl
ad

ak
za
tv
or
en

pu
t,
γ

(a
)

=
γ

(b
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D
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ni
ra
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o
fu
nk
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ju
h
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a
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]→
C

s

h
(t
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=
∫
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a

γ
′ (u

)
γ

(u
)−

z 0
d
u
.
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ne
pr
ek
id
na
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ci
ja
,
a
u

to
čk
am

a
u
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jim

a
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γ
′
ne
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ek
id
na

,
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a
i
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riv

ac
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ak
u

h
′ (t

)=
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′ (t

)
γ

(t
)−
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.
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§39.
Singulariteti

73

funkcije
u
konačno

m
nogo

točaka
ne

utječe
nitina

njezinu
integrabilnost,niti

na
sâm

integral.

D
rugitip

izoliranih
singulariteta

su
polovi.

Za
izoliran

singularitet
z0

funk-
cije

f
kažem

o
da

je
pol,

ako
u
Laurentovom

razvoju
funkcije

f
oko

točke
z0

im
a
konačno

m
nogo

(alibarem
jedan)

članova
s
negativnim

potencijam
a,tj.s

potencijam
a
od

1
z−

z0 .
R
ed

pola
je

red
najveće

potencije
od

1
z−

z0
koja

se
u

tom
Laurentovom

razvoju
pojavljuje

s
koeficijentom

različitim
od

nule.

Teorem
39.3

(K
arakterizacija

polova)
N
eka

je
funkcija

f
holom

orfna
na

probušenom
krugu

K
∗(z0 ,R

).
Sljedeće

su
tvrdnje

ekvivalentne:

(i)
z0

je
polfunkcije

f
(reda

m
).

(ii)
z0

nije
uklonjiv

singularitetfunkcije
f,alipostojiprirodan

broj
k
takav

da
je
z0

uklonjiv
singularitet

funkcije
z
7→

(z−
z0 )

kf(z).
(N

ajm
anjitakav

k
upravo

je
m

—
red

pola.)

(iii)
lim
z→

z
0 |f(z)|=

+
∞
.

D
okaz:(i)⇒

(ii)
A
ko

je
z0

pol
m
-tog

reda
funkcije

f,onda,prem
a
definiciji,

Laurentov
razvojfunkcije

f
oko

točke
z0

im
a
oblik

f(z)
=

+
∞∑

n=
−
m
a
n (z−

z0 )
n,

a−
m
6=

0,
m
≥

1,
pa

prem
a
teorem

u
39.1

kojim
su

karakterizirani
uklonjivi

singulariteti,
z0 nijeuklonjiv

singularitetfunkcije
f.Pom

nožim
o
li
f
sa

(z−
z0 )

k,
za

svaki
k
≥
m

dobit
ćem

o
funkciju

koja
u

svom
Laurentovom

razvoju
oko

točke
z0

nem
a
negativnih

potencija,
pa

je,
prem

a
istom

teorem
u,
z0

uklonjiv
singularitet

te
funkcije.

O
čito

je
najm

anji
prirodan

broj
s
ovim

svojstvom
,

upravo
broj

m
—

red
pola.

(ii)⇒
(iii)A

ko
funkcija

g(z):=
(z−

z0 )
m
f(z)im

a
u
z0 uklonjiv

singularitet,
onda,

prem
a
teorem

u
39.1,

postoji
lim

es
lim
z→

z
0
g(z)∈

C
,
pa

je,
zbog

m
≥

1,
lim
z→

z
0 |f(z)|=

lim
z→

z
0

|g(z)|
|z−

z0 | m
=

+
∞

.

(iii)
⇒

(i)
Pretpostavim

o
da

je
lim
z→

z
0 |f(z)|=

+
∞

.
To

znači
da

za
svaki

M
>

0
postoji

δ
>

0,
takav

da
za

svaki
z
∈
K
∗(z0 ,δ)

vrijedi|f(z)|
>
M

.
Specijalno

(uzevši
npr.

M
=

1),
postoji

δ
>

0
takav

da
je
f(z)

6=
0
za

sve
z
∈
K
∗(z0 ,δ).D

efinirajm
o
funkciju

g:
K
∗(z0 ,δ)→

C
s
g(z):=

1
f(z) .Funkcija

g

je
holom

orfna
na

K
∗(z0 ,δ)

i
lim
z→

z
0
g(z)

=
0.

Prem
a
teorem

u
39.1,

g
im

a
u
z0

24
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K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

Prim
ijetim

o,nadalje,da
je
h(a)=

0.
Prom

otrim
o
funkciju

ϕ
:[a

,b]→
C

definiranu
s

ϕ(t):=
e −

h(t)(γ(t)−
z0 )

.

Funkcija
ϕ
derivabilna

je
tam

o
gdje

je
i
h
derivabilna,ivrijedi

ϕ
′(t)

=
−
e −

h(t)
h
′(t)(γ(t)−

z0 )+
e −

h(t)
γ
′(t)

=
−
e −

h(t)
γ
′(t)

γ(t)−
z0

(γ(t)−
z0 )+

e −
h(t)

γ
′(t)=

0
.

Iako
za

funkciju
ϕ

znam
o
sam

o
da

je
po

dijelovim
a
derivabilna,jer

je
γ
sam

o
po

dijelovim
a
glatka,ipak,zbog

neprekidnostifunkcije
ϕ,zaključujem

o
da

je
ona

konstantna.
Stoga

je
ϕ(b)=

ϕ(a),tj.

e −
h(b)(γ(b)−

z0 )=
e −

h(a)(γ(a)−
z0 )

.

K
ako

je
γ(b)=

γ(a)
i
h(a)=

0,odavde
slijedi

e
h(b)=

1,tj.
h(b)=

2k
π
i
za

neki
k
∈

Z.
D
akle,12π

i ∫

γ

d
z

z−
z0

=
12π
i ∫

b

a

γ
′(u)

γ(u)−
z0
d
u

=
12π
i
h(b)=

k
∈

Z
.

K
orolar

34.2
Za

po
dijelovim

a
gladak

zatvoren
put

γ
u

C
itočku

z0
/∈
γ
♣,broj

12
π
i ∫

γ

d
z

z−
z0

jednak
je

indeksu
puta

γ
s
obzirom

na
točku

z0 ,tj.

ν(γ
,z0 )=

12π
i ∫

γ

d
z

z−
z0
.

(D
efinicijom

25
.2

sm
o
indeks

zatvorenog
puta

γ
s
obzirom

na
točku

P
0 ,

bili
definiralikao

ν(γ
,P

0 ):=
12
π

∫
γ
ω
ϑ
,P

0 ,gdje
je
ω
ϑ
,P

0 kutna
diferencijalna

1-form
a,

definirana
s
ω
ϑ
,P

0 (x
,y):=

−
(y
−
y0 )

d
x

+
(x
−
x

0 )
d
y

(x
−
x

0 ) 2
+

(y
−
y0 ) 2

.)

D
okaz:N

apravitćem
o
dokazza

točku
z0

=
0.O

pćislučajdobijesetranslacijom
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R
A

ZV
O

JI
K

O
M

PL
EK

SN
IH

FU
N

K
C

IJ
A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

N
ek
a
je
f

(z
)=

+
∞ ∑

n
=
−
∞
a
n
(z
−
z 0

)n
La

ur
en
to
v
ra
zv
oj

fu
nk

ci
je
f
na

pr
ob

uš
en

om

kr
ug

u
K
∗ (
z 0
,R

).
Pr

em
a
C
au

ch
yj
ev
im

oc
je
na

m
a
ko

efi
ci
je
na

ta
La

ur
en
to
va

re
da

,
te
or
em

38
.3
,j
e
|a
−
n
|≤

rn
M

(r
)
za

sv
e
n
≥

1,
pa

zb
og

(1
)
za
kl
ju
ču

je
m
o
da

je
a
−
n

=
0
za

sv
e
n
≥

1,
tj.

ko
efi

ci
je
nt
iu

z
sv
e
ne

ga
tiv

ne
po

te
nc

ije
u
La

ur
en
to
vo
m

re
du

fu
nk

ci
je
f
ok
o
to
čk
e
z 0
,j
ed

na
ki

su
nu

li.
(v

)⇒
(i

)O
va

im
pl
ik
ac
ija

je
op

et
je
dn

os
ta
vn

a.
Za

ist
a,

pr
em

a
(v

),
La

ur
en
to
v

ra
zv
oj

fu
nk

ci
je
f
na

K
∗ (
z 0
,R

)
im

a
ob

lik
f

(z
)=

∞ ∑ n
=

0
a
n
(z
−
z 0

)n
.
D
efi
ni
ra
m
o
li

f
(z

0)
:=

a
0,

sin
gu

la
rit

et
sm

o
uk

lo
ni
li,

je
r
do

bi
ve
na

je
fu
nk

ci
ju

na
ci
je
lo
m

kr
ug

u
K

(z
0,
R

)j
ed

na
ka

su
m
ir
ed

a
(n
en
eg
at
iv
ni
h)

po
te
nc

ija
,p

a
je

ho
lo
m
or
fn
a
na

to
m

kr
ug

u.

P
ri
m
je
r
39

.1
K
ao

pr
im

je
r,

pr
om

ot
rim

o
fu
nk

ci
ju

f
(z

)
:=

1
−

co
s2
z

z
2

,
ko

ja
je

ho
lo
m
or
fn
a
sv
ud

a
os
im

u
to
čk
i0

,g
dj
e
ni
je

de
fin

ira
na

.P
ok

až
im

o
da

je
ta
j,
oč
ito

iz
ol
ira

n,
sin

gu
la
rit

et
,u

kl
on

jiv
.
K
ak

o
je

co
st

=
1
−

t2 2!
+

t4 4!
−

t6 6!
+
··
·,

to
je

f
(z

)=
1
−
( 1
−

(2
z
)2

2!
+

(2
z
)4

4!
−

(2
z
)6

6!
+
··
·)

z
2

=
2
−

2 3
z

2
+

4 45
z

4
+
··
·.

D
ak

le
,0

je
uk

lo
nj
iv

sin
gu

la
rit

et
fu
nk

ci
je
f
,i

de
fin

ira
m
o
li
f

(0
):

=
2
—

uk
lo
ni
li

sm
o
ga

.

Fu
nk

ci
je

s
uk

lo
nj
iv
im

sin
gu

la
rit

et
im

a
su

go
to
vo

ta
ko

do
br
e
ka

o
ho

lo
m
or
fn
e

fu
nk

ci
je
.
Sp

ec
ija

ln
o,

iz
a
nj
ih

vr
ije

di
op

ći
C
au

ch
yj
ev

te
or
em

:

K
or
ol
ar

39
.2

(C
au

ch
yj
ev

te
or
em

za
fu
nk

ci
je

s
uk

lo
nj
iv
im

si
ng

ul
ar
it
et
im

a)
N
ek
a
je

fu
nk
ci
ja
f

:Ω
→

C
ho
lo
m
or
fn
a,

os
im

m
ož
da

u
ne
ki
m

to
čk
am

a,
u
ko
jim

a
im

a
uk
lo
nj
iv
e
si
ng
ul
ar
ite

te
.
Ta

da
je

za
sv
ak
i,

u
Ω

nu
lh
om

ot
op
an

,
za
tv
or
en

po
di
je
lo
vi
m
a
gl
ad
ak

pu
tγ

,∫ γ

f
d
z

=
0.

D
ok
az
:U

kl
on

im
o
li
sin

gu
la
rit

et
e
fu
nk

ci
ja
f
,d

ob
iv
am

o
ho

lo
m
or
fn
u
fu
nk

ci
ju
f̂
,

pa
na

nj
u
pr
im

ije
ni
m
o
op

ći
C
au

ch
yj
ev

te
or
em

,t
eo
re
m

33
.4
.
A
ko

pu
t
in
te
gr
a-

ci
je

ne
pr
ol
az
in

iti
je
dn

im
uk

lo
nj
iv
im

sin
gu

la
rit

et
om

fu
nk

ci
je
f
,o

nd
a
se
f̂
if

du
ž
to
g
pu

ta
po

du
da

ra
ju
,p

a
su

im
ii
nt
eg
ra
li
je
dn

ak
i.

A
li
ia

ko
pu

t
in
te
gr
a-

ci
je

pr
ol
az
in

ek
im

od
uk

lo
nj
iv
ih

sin
gu

la
rit

et
a
fu
nk

ci
je
f
,
to

na
in
te
gr
al

ne
m
a

ut
je
ca
ja
.
N
ai
m
e,

ka
ko

su
uk

lo
nj
iv
is

in
gu

la
rit

et
ii
zo
lir
an

i,
na

pu
tu

γ
ih
,p

re
m
a

na
po

m
en

i3
9.
1,

im
a
sa
m
o
ko

na
čn

o
m
no

go
,a

ka
o
št
o
zn

am
o
od

ra
ni
je
,p

ro
m
je
na
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C
au

ch
yj

ev
a

in
te

gr
al

na
fo

rm
ul

a
25

za
−
z 0
,t
j.
za
m
je
no

m
w

:=
z
−
z 0
.
Pr

em
a
de

fin
ic
iji

in
te
gr
al
a
je

1 2π
i

∫ γ

d
z z

=
1 2π
i

∫ γ

x
−

iy

x
2

+
y

2
(d
x

+
id
y
)

=
1 2π
i

(∫

γ

x
d
x

+
y
d
y

x
2

+
y

2
+

i

∫ γ

−
y
d
x

+
x
d
y

x
2

+
y

2

)

=
1 2π

∫ γ

−
y
d
x

+
x
d
y

x
2

+
y

2
−

i 2π

∫ γ

x
d
x

+
y
d
y

x
2

+
y

2
.

(∗
)

Pr
em

a
pr
et
ho

dn
oj

pr
op

oz
ic
iji

je
1 2π
i

∫ γ

d
z z

ci
je
li,

da
kl
e
re
al
an

br
oj

pa
je

nj
eg
ov

im
ag

in
ar
ni

di
o
je
dn

ak
nu

li.
St
og

a
je
dr
ug

io
d
dv

a
in
te
gr
al
a
di
fe
re
nc

ija
ln
ih

1-
fo
rm

id
už

pu
ta
γ
u
po

slj
ed

nj
em

re
tk
u
pr
et
ho

dn
e
fo
rm

ul
e,

je
dn

ak
nu

li,
pa

je

1 2π
i

∫ γ

d
z z

=
1 2π

∫ γ

−
y
d
x

+
x
d
y

x
2

+
y

2
=

1 2π

∫ γ

ω
ϑ
,

št
o
je
,p

re
m
a
de

fin
ic
iji
,u

pr
av
o
in
de

ks
pu

ta
γ
so

bz
iro

m
na

ish
od

išt
eO

=
(0
,0

).

N
ap

om
en

a
34

.1
D
a
je

im
ag

in
ar
an

di
o
u
fo
rm

ul
i(
∗)

je
dn

ak
nu

li,
m
og

li
sm

o
se

uv
je
rit

ii
di
re
kt
no

.
N
ai
m
e,

na
pr
ob

uš
en

oj
ra
vn

in
iR

2
\{

(0
,0

)}
,d

ife
re
nc

ija
ln
a

1-
fo
rm

a
x
d
x

+
y
d
y

x
2

+
y

2
je

eg
za
kt
na

,j
er

je
je
dn

ak
a
(v
an

jsk
om

)d
ife

re
nc

ija
lu

fu
nk

ci
je

f
(x
,y

)=
1 2

ln
(x

2 +
y

2 )
,p

a
je
,p

re
m
a
te
or
em

u
25

.2
,n

je
zi
n
in
te
gr
al

po
za
tv
or
en
om

PD
G

pu
tu
γ
ko

ji
ne

pr
ol
az
ii
sh
od

išt
em

,j
ed

na
k
nu

li.

P
ri
m
je
r
34

.1
G
eo
m
et
rij
sk
u
in
te
rp
re
ta
ci
ju

in
de

ks
a,

ka
o
br
oj
a
ob

ila
za
ka

za
tv
o-

re
no

g
pu

ta
ok
o,

na
pr
im

je
r,
ish

od
išt

a,
m
ož
em

o,
ko
ris

te
ći

ko
m
pl
ek
sn
u
lo
ga

rit
am

-
sk
u
fu
nk

ci
ju
,o

pi
sa
ti

io
va
ko
.
N
ek
a
je
γ
PD

G
pu

t
u
sk
up

u
C
π
—

ko
m
pl
em

en
tu

ne
ga

tiv
no

g
di
je
la

re
al
ne

os
i,
od

to
čk
e
z 0

do
z 1
.
Ta

da
je

∫ γ

d
z z

=
ln
z
∣ ∣ ∣z

1

z
0

=
( ln
|z
|+

i
ar

gz
)∣ ∣ ∣
z

1

z
0

=
ln
∣ ∣ ∣z

1 z 0

∣ ∣ ∣+
i(

ar
gz

1
−

ar
gz

0)
.

Is
ta

će
fo
rm

ul
a
vr
ije

di
ti
ia

ko
se

či
ta
v
pu

t
γ
na

la
zi

u
sk
up

u
C
ϑ
—

ko
m
pl
em

en
tu

po
lu
pr
av
ca

iz
ish

od
išt

a
ko

ji
sp

oz
iti
vn

im
di
je
lo
m

re
al
ne

os
iz

at
va
ra

ku
tϑ

,s
tim

da
tr
eb

a
ko
ris

tit
ii

od
go
va
ra
ju
ću

lo
ga

rit
am

sk
u
fu
nk

ci
ju

C
ϑ
→

C
.

A
ko

je
pu

tγ
za
tv
or
en

,p
od

ije
lim

o
ga

to
čk
am

a
z 0
,z

1,
z 2
,.
..
,z
k

=
z 0

na
di
je
-

lo
ve
,t
ak

o
da

se
sv
ak

id
io

pu
ta

iz
m
eđ

u
to
ča
ka
z j
−

1
iz
j
na

la
zi
či
ta
v
u
ne

ko
m

C
ϑ
j
.
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Teorem
39.1

(K
arakterizacija

uklonjivih
singulariteta)N

eka
je

funkcija
f

holom
orfna

na
probušenom

krugu
K
∗(z0 ,R

).
Sljedeće

su
tvrdnje

ekvivalentne:

(i)
z0

je
uklonjiv

singularitetfunkcije
f.

(ii)
Postojilim

es
lim
z→

z
0
f(z)∈

C
.

(iii)
f
je

om
eđena

na
nekojokolinitočke

z0 .

(iv)
lim
z→

z
0 (z−

z0 )
f(z)=

0

(v)
U

Laurentovom
razvoju

funkcije
f
oko

točke
z0

nem
a
negativnih

potencija,
tj.svikoeficijentiuz

negativne
potencije

jednakisu
nuli.

D
okaz:(i)⇒

(ii)
A
ko

je
z0

uklonjiv
singularitet

funkcije
f,onda,uklonivšiga,

dobivam
o
funkciju,nazovim

o
ju
f̂,koja

je
holom

orfna
na

nekojokolinitočke
z0 ,

pa
ona,

zbog
neprekidnosti,

im
a
u
z0

lim
es.

K
ako

je
za

lim
es

neke
funkcije

nebitno
kako

je
ije

liuopće
definirana

u
točkiu

kojojse
prom

atra
lim

es,to
i

funkcija
f
im

a
u
točki

z0
lim

es.
(ii)⇒

(iii)
O
va

im
plikacija

slijediiz
sâm

e
definicije

lim
esa.

N
aim

e,neka
je

`
:=

lim
z→

z
0
f(z)∈

C
.
To

znači,da
za

svaki
ε
>

0
postoji

δ
>

0
takav

da
za

sve
z
∈
K
∗(z0 ,δ)

vrijedi|f(z)−
`|
<
ε.

Stoga
je
f(K

(z0 ,δ))⊆
K

(`,ε)∪
{
f(z0 )}

ako
f
jeste

definirana
u
z0 ,ilije

f(K
∗(z0 ,δ))⊆

K
(`,ε),ukoliko

nije.
U

oba
je

slučaja
f
ograničena

na
δ-okolinitočke

z0 .
(iii)

⇒
(iv)

O
va

je
im

plikacija
trivijalna,

jer
ako

je
f

om
eđena

na
nekoj

okolinitočke
z0 ,onda

zbog
lim
z→

z
0 (z−

z0 )=
0,slijedida

lim
es

lim
z→

z
0 (z−

z0 )
f(z)

postoji,ijednak
je

0.
(iv)⇒

(v)
Za

broj0
<
r
<
R
,s

M
(r)

označim
o
m
aksim

um
m
odula

funk-
cije

f
na

kružnicioko
z0

radijusa
r,dakle,

M
(r):=

m
ax{|f(z)|:|z−

z0 |=
r}.

D
okažim

o,najprije,da
je

limr→
0
r
M

(r)=
0
.

(1)

Zbog
kom

paktnostikružnice,za
svaki

r
<
R
,postojitočka

z
r ,|z

r −
z0 |=

r,

z0
z
r

takva
da

je
M

(r)=
|f(z

r )|.
O
značim

o
sa
S

skup
tako

oda-
branih

točaka
z
r .

Zbog
(iv)

je
i

lim
z→

z
0 |z−

z0 ||f(z)|=
0,a

kako
je
z0

očito
gom

ilište
skupa

S,to
je

i

0
=

lim
z→

z
0

z∈
S

|z−
z0 ||f(z)|=

lim
z
r →

z
0 |z

r −
z0 ||f(z

r )|=
limr→

0
r
M

(r)

čim
e
je

dokazano
(1).

26
5.

K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

K
ako

je
z
k

=
z0 ,zbrajanjem

dobivam
o

∫

γ

d
zz

=
i

k
∑j=

1 (arg
z
j −

arg
z
j−

1 )
,

gdjeu
j-tom

sum
andu

treba
za

kutovearg
z
uzim

ationekojipripadaju
skupu

C
ϑ
j .

Sum
a
svih

tih
razlika

kutova
bitćeupravo

brojobilazaka
puta

γ
pom

nožen
s2
π.

D
okažim

o
sada

nekoliko
osnovnih

svojstava
indeksa

zatvorenog
puta

s
obzi-

rom
na

točku.
Ta

sm
o
svojstva

m
ogli,koristećise

teorem
om

26.4
injegovom

posljedicom
korolarom

26.5,dokazatiiranije,u
četvrtom

poglavlju.
K
ako

će
nam

ta
svojstva

zaista
trebatiistom

sada,dokazat
ćem

o
ih

ovdje
koristećiC

a-
uchyjev

teorem
,ičinjenicu

dokazanu
prethodnim

korolarom
34.2,da

se
indeks

m
ože

definiratiikao
integralodgovarajuće

kom
pleksne

funkcije.

P
ropozicija

34.3
(osnovna

svojstva
indeksa)

(i)
Za

čvrstu
točku

z0 ,indeks
ν(γ

,z0 )
ne

m
ijenja

se
ako

se
γ
neprekidno

de-
form

ira,
i
niti

u
jednom

času
ne

prolazi
kroz

z0 ,
tj.

ν(γ
1 ,z0 )

=
ν(γ

2 ,z0 )
ako

su
zatvoreniputevi

γ
1
i
γ

2
hom

otopniu
C
\{
z0 }.

(ii)
Za

čvrst
put

γ,
funkcija

z
7→

ν(γ
,z)

konstantna
je

na
svakom

krugu
koji

je
disjunktan

s
γ
♣.

Stoga
je

indeks
ν(γ

,z)
konstantan

na
kom

ponentam
a

povezanostikom
plem

enta
od

γ
♣,tj.skupa

C
\
γ
♣.

(iii)
N
eka

je
Ω
⊆

C
jednostavno

povezano
područje,

γ
po

dijelovim
a
gladak

zatvoren
putu

Ω
i
z0 ∈

C
\

Ω
.
Tada

je
ν(γ

,z0 )=
0.

Stoga,ako
je
γ
proizvoljan

zatvoren
PD

G
putu

C
,a

z0
točka

iz
neom

eđene
kom

ponente
povezanostiskupa

C
\
γ
♣,onda

je
ν(γ

,z0 )=
0.

(iv)
N
eka

je
Γ
(pozitivno

orijentirana)kružnica
sa

središtem
u
z0

iradijusom
r.

Tada
je

ν(Γ
,z)=

{
1
,

za
|z−

z0 |
<
r

0
,

za
|z−

z0 |
>
r
.

N
ije

teško
pokazatida

se
priprijelazu

izjedne
kom

ponente
povezanostiskupa

C
\
γ
♣
u
susjednu,tj.priprijelazu

jednom
preko

krivulje
γ
♣,indeks

prom
ijeni

za
±

1
(i

to
ako

gledam
o
u
sm

jeru
orijentacije

krivulje,
onda

se
pri

prelasku
slijeva

nadesno
indeks

sm
anjiza

1,a
priprelasku

zdesna
nalijevo,poveća

za
1).
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R
A

ZV
O

JI
K

O
M

PL
EK

SN
IH

FU
N

K
C

IJ
A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

za
tv
ar
ač
a
to
ga

kr
ug

a.
D
ru
ga

je
st
va
r
št
o
se

fu
nk

ci
ja
f 2

na
sv
oj
oj

do
m
en

ip
o-

du
da

ra
s
re
st
rik

ci
jo
m

fu
nk

ci
je
f
,a

fu
nk

ci
ja
f
za
ist

a
im

a
u
to
čk
i1

sin
gu

la
rit

et
.

Si
ng

ul
ar
ite

ta
im

a
ra
zl
ič
iti
h
iv

rlo
‚n
eu
go

dn
ih
’.
M
ić
em

o
pr
om

at
ra
ti
sa
m
o
tz
v.

iz
ol
ira

ne
sin

gu
la
rit

et
e:

D
efi

ni
ci
ja

39
.2

Za
sin

gu
la
rit

et
z 0

ka
že
m
o
da

je
iz
ol
ir
an

si
ng

ul
ar
it
et

fu
nk

-
ci
je
f
,a

ko
je
f
ho

lo
m
or
fn
a
fu
nk

ci
ja

na
ne

ko
m

pr
ob

uš
en

om
kr
ug

u
K
∗ (
z 0
,R

)o
ko

to
čk
e
z 0
.

N
ap

rim
je
r,
to
čk
a
1
je

iz
ol
ira

n
sin

gu
la
rit

et
m
al
op

rij
e
pr
om

at
ra
ni
h
fu
nk

ci
ja
f

if
1.

Is
to

je
ta
ko

0
iz
ol
ira

n
sin

gu
la
rit

et
fu
nk

ci
je
z
7→

sin
1 z
,a

li
0
ni
je

iz
ol
ira

n

sin
gu

la
rit

et
fu
nk

ci
je
z
7→

1
si

n
1 z
.

Pr
em

a
go

rn
jo
j
de

fin
ic
iji
,
za

to
čk
u

1
ne

m
o-

že
m
o
ka

za
ti

da
je

iz
ol
ira

n
sin

gu
la
rit

et
fu
nk

ci
je
f 2
,j
er

ta
fu
nk

ci
ja
,o

na
ko

ka
ko

je
za
da

na
,d

efi
ni
ra
na

je
sa
m
o
ta
m
o
gd

je
re
d
∑
z
n
ko
nv

er
gi
ra
,p

a
ni
je

de
fin

ira
na

ni
ti

u
je
dn

oj
to
čk
ii
zv
an

za
tv
or
en

og
kr
ug

a
K

(0
,1

),
da

kl
e,

ni
je

de
fin

ira
na

ni
ti

na
je
dn

om
pr
ob

uš
en
om

kr
ug

u
K
∗ (

1,
R

),
R
>

0.
Ip
ak

,
fu
nk

ci
ja
f 2

po
du

da
ra

se
s
fu
nk

ci
jo
m
f
na

kr
ug

u
K

(0
,1

),
pa

na
f
m
ož
em

o
gl
ed

at
ik

ao
na

pr
oš
ire

nj
e

fu
nk

ci
je
f 2
,i

u
to
m

sm
isl
u
m
ož
e
se

ip
ak

za
to
čk
u
1
ka

za
ti
da

je
iz
ol
ira

ni
sin

gu
-

la
rit

et
fu
nk

ci
je
f 2
.
M
iu

ta
ko

de
ta
ljn

a
ra
zm

at
ra
nj
a
ne

će
m
o
ul
az
iti
,i

ba
vi
tć

em
o

se
sa
m
o
‚p
ra
vi
m
’i
zo
lir
an

im
sin

gu
la
rit

et
im

a
ko

ji
su

ok
ru
že
ni

to
čk
am

a
u
ko

jim
a

pr
om

at
ra
na

fu
nk

ci
ja

je
de

fin
ira

na
,d

ak
le

to
čk
am

a
z 0
∈

In
t Ω

.

N
ap

om
en

a
39

.1
Pr

im
ije

tim
o
da

fu
nk

ci
ja

m
ož
e
im

at
ii

be
sk
on

ač
no

m
no

go
iz
o-

lir
an

ih
sin

gu
la
rit

et
a.

A
li,

ak
o
fu
nk

ci
ja

im
a
sa
m
o
iz
ol
ira

ne
sin

gu
la
rit

et
e,

on
da

sk
up

sin
gu

la
rit

et
a
ne

m
ož
e
im

at
i
go

m
ili
št
e
ko

je
je

sa
dr
ža
no

u
Ω
.

St
og

a
ni
ti

je
da

n
ko
m
pa

kt
an

po
ds
ku

p
od

Ω
ne

m
ož
e
sa
dr
ža
va
ti
vi
še

od
ko
na

čn
o
m
no

go
iz
o-

lir
an

ih
sin

gu
la
rit

et
a
ta
kv

e
fu
nk

ci
je
f
.
N
ad

al
je
,s

va
ki

ot
vo
re
n
po

ds
ku

p
od

C
je

σ
-k
om

pa
kt
an

,t
j.
pr
eb

ro
jiv

a
je

un
ija

ko
m
pa

kt
ni
h
po

ds
ku

po
va
,v

id
it

eo
re
m

5.
5,

pa
od

av
de

sli
je
di

da
fu
nk

ci
ja

ko
ja

im
a
sa
m
o
iz
ol
ira

ne
sin

gu
la
rit

et
e,
m
ož
ei
h
im

at
i

na
jv
iše

pr
eb

ro
jiv

o
m
no

go
.

Po
ka

za
t
će
m
o
da

po
st
oj
e
tr
iv

rs
te

iz
ol
ira

ni
h
sin

gu
la
rit

et
a:

uk
lo
nj
iv
i,
po

lo
vi

ib
itn

is
in
gu

la
rit

et
i.

Po
đi
m
o
re
do

m
:

Za
iz
ol
ira

n
sin

gu
la
rit

et
z 0

fu
nk

ci
je
f
ka

že
m
o
da

je
uk
lo
nj
iv
,a

ko
u
to
čk
iz

0
m
ož
em

o
fu
nk

ci
ju
f
pr
ed

efi
ni
ra
ti

ili
,a

ko
u
z 0

ni
je

bi
la

de
fin

ira
na

,d
od

efi
ni
ra
ti,

ta
ko

da
po

st
an

e
ho

lo
m
or
fn
a
na

ne
ko

m
(p
ra
vo

m
,n

ep
ro
bu

še
no

m
)k

ru
gu

K
(z

0,
R

)
ok
o
to
čk
e
z 0
.D

ru
gi
m

rij
eč
im

a,
sin

gu
la
rit

et
je

uk
lo
nj
iv
,a

ko
ga

m
ož
em

o
uk

lo
ni
ti.

Sl
je
de

ći
te
or
em

da
je

ne
ko
lik

o
ka

ra
kt
er
iz
ac
ija

uk
lo
nj
iv
og

sin
gu

la
rit

et
a.
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C
au

ch
yj

ev
a

in
te

gr
al

na
fo

rm
ul

a
27

D
ok
az
:(
i)

K
ak
o
je

fu
nk

ci
ja
z
7→

1
z
−
z 0

de
riv

ab
iln

a
na

C
\{
z 0
},

to
sli
je
di

ne
po

-
sr
ed

no
iz

op
će
g
C
au

ch
yj
ev
a
te
or
em

a,
te
or
em

33
.4
.

(i
i)
N
ek
a
je
γ

:[
a
,b

]→
C
po

di
je
lo
vi
m
a
gl
ad

ak
za
tv
or
en

pu
t,
ne

ka
je
z 0
/∈
γ
♣
,

in
ek
a
je
r
>

0
ta
ka
v
da

kr
ug

K
(z

0,
r)

ne
sij
eč
eγ
♣
.Z

a
h
∈

C
ta
ka
v
da

je
|h
|<

r,
oz
na

či
m
o
sγ

h
:=

γ
−
h
pu

tk
oj
id

ob
ije

m
o
ta
ko

da
γ
tr
an

sla
tir

am
o
za
−
h
.
Ta

da
su

γ
iγ

h
ho

m
ot
op

ni
,s

m
eđ

un
iv
oi
m
a
γ
s
h

:=
γ
−
sh

,s
∈

[0
,1

],
ih

om
ot
op

ija
ne

pr
ol
az
it

oč
ko
m
z 0
.
Pr

em
a

(i
)
je
,d

ak
le
,ν

(γ
h
,z

0)
=
ν

(γ
,z

0)
.
M
eđ

ut
im

,p
ol
ož
aj

to
čk
e
z 0

pr
em

a
pu

tu
γ
h
ist

ij
e
ka

o
po

lo
ža
j
to
čk
e
z 0

+
h
pr
em

a
pu

tu
γ
,
pa

je
ν

(γ
h
,z

0)
=
ν

(γ
,z

0
+
h

).
To

čn
ije

,

ν
(γ
h
,z

0)
=

1 2π
i

∫ γ
h

d
z

z
−
z 0

=
1 2π
i

∫
b

a

γ
′ (t

)d
t

(γ
(t

)−
h

)−
z 0

=
1 2π
i

∫
b

a

γ
′ (t

)d
t

γ
(t

)−
(z

0
+
h

)
=

1 2π
i

∫ γ

d
z

z
−

(z
0

+
h

)

=
ν

(γ
,z

0
+
h

).

z 0
r

z 0
+
h

γ
♣

γ
h♣

St
og

a
je
ν

(γ
,z

0
+
h

)
=

ν
(γ
,z

0)
za
|h
|
<

r,
tj.

fu
nk

ci
ja

z
7→

ν
(γ
,z

)
je

ko
ns
ta
nt
na

na
kr
ug

u
K

(z
0,
r)
.

(i
ii

)
Pr

vi
di
o
tv
rd
nj
e
je

ne
po

sr
ed

na
po

slj
ed

ic
a
C
au

ch
yj
ev
a
te
or
em

a
za

je
d-

no
st
av
no

po
ve
za
no

po
dr
uč

je
,k

or
ol
ar

33
.5
.
N
ai
m
e,

fu
nk

ci
ja
z
7→

1
z
−
z 0

je
de

ri-
va
bi
ln
a
na

C
\{
z 0
},

pa
je

de
riv

ab
iln

a
in

a
Ω
,a

sv
ak

iz
at
vo
re
n
PD

G
pu

t
γ
u

Ω
je

nu
lh
om

ot
op

an
u

Ω
zb

og
je
dn

os
ta
vn

e
po

ve
za
no

st
i.

Za
do

ka
z
dr
ug

og
di
je
la

tv
rd
nj
e,

pr
im

ije
tim

o,
na

jp
rij
e,

da
se

ko
m
pl
em

en
t

C
\γ
♣
tr
ag

a
za
tv
or
en

og
pu

ta
γ
u
ra
vn

in
i,
sa
st
oj
io

d
ne

ko
lik

o,
m
ož
da

ib
es
ko
na

čn
o

m
no

go
,
ko
m
po

ne
nt
i
po

ve
za
no

st
i,

od
ko

jih
je

je
dn

a,
i
sa
m
o
je
dn

a,
ne

om
eđ

en
sk
up

,
a
os
ta
le
,
im

a
ih

ba
re
m

je
dn

a,
su

om
eđ

en
i
ot
vo
re
ni

sk
up

ov
i.

K
ak
o
je

sk
up

γ
♣
ko
m
pa

kt
an

,d
ak

le
io

m
eđ
en

,p
os
to
ji
do

vo
ljn

o
ve
lik

ot
vo

re
n
kr
ug

ko
ji

ga
sa
dr
ži
.
Pr

em
a
pr
vo
m

di
je
lu

tv
rd
nj
e,

in
de

ks
pu

ta
γ
ob

zi
ro
m

na
sv
ak

u
to
čk
u

iz
va
n
to
g
ve
lik

og
kr
ug

a,
je
dn

ak
je

nu
li.

Zb
og

tv
rd
nj
e

(i
i)

je
on

da
in
de

ks
pu

ta
γ

je
dn

ak
nu

li
io

bz
iro

m
na

sv
ak

u
to
čk
u
ne

om
eđ

en
e
ko

m
po

ne
nt
e
sk
up

a
C
\γ
♣
.

(i
v
)D

a
je

in
de

ks
kr
už

ni
ce

Γ
so

bz
iro

m
na

sv
ak

u
to
čk
u
ot
vo

re
no

g
kr
ug

a
ko

ju
ta

kr
už

ni
ca

ob
ru
bl
ju
je
,j
ed

na
k
1,

sli
je
di

iz
(i
i)

ič
in
je
ni
ce

da
je
∫ Γ

d
z

z
−
z 0

=
2π

i,

vi
di

pr
im

je
r3

2.
1.

S
dr
ug

e
st
ra
ne

,p
re
m
a
tv
rd
nj
i(
ii
i)
,i
nd

ek
sk

ru
žn

ic
e
je
dn

ak
je

nu
li
za

sv
ak

u
to
čk
u
iz
va
n
to
g
kr
ug

a.
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Teorem
38.3

(C
auchyjeve

ocjene
koeficijenata

Laurentova
reda)

N
eka

je
f(z)

=
+
∞∑

n=
−
∞
a
n (z−

z0 )
n
za

0
≤
r
<
|z−

z0 |
<
R
,ineka

je
za

r
<
ρ
<
R
,

M
(ρ):=

m
ax{|f(z)|:|z−

z0 |=
ρ}.

Tada
je

|a
n |≤

M
(ρ)
ρ
n

,
za

sve
n
∈

Z
.

D
okaz:Prem

a
prethodnom

teorem
u

o
jedinstvenosti

dvostranih
redova,

red
∑n∈

Z
a
n (z−

z0 )
n
je

upravo
Laurentov

red
funkcije

f
na

vijencu
V

(z0 ;r,R
),pa

je,

prem
a
Laurentovom

teorem
u
38.1,

a
n

=
12
π
i ∫Γ

ρ

f(ζ)
(ζ−

z0 )
n

+
1
d
ζ,gdje

je
Γ
ρ
kruž-

nica
radijusa

ρ
oko

z0 .
Tvrdnja

se
sada

dobije,kao
iu

dokazu
teorem

a
37.7,

korištenjem
lem

e
32.1

o
ocjeniintegrala.

§
39

Singulariteti
Laurentoviredoviom

ogućuju
proučavanje

funkcija
iu

okolinitočaka
u
kojim

a
nisu

holom
orfne,tj.u

okolinisingulariteta.

D
efinicija

39.1
N
eka

je
Ω
⊆

C
otvoren

skup,a
f:Ω

→
C

funkcija.
K
ažem

o
da

je
točka

z0 ∈
IntΩ

=
Ω
\
∂Ω

singularitet
funkcije

f,ilida
funkcija

f
im

a
u
točki

z0
singularitet,

ako
u
točki

z0
funkcija

f
nije

holom
orfna

iliuopće
nije

definirana
u
tojtočki.

K
ako

bism
o
m
ogligovoritio

tom
e
je

lineka
točka

z0
singularitet

funkcije
f

ilinije,točka
z0 m

ora
bitiokružena

točkam
a
u
kojim

a
f
jestedefinirana,točnije,

m
ora

biti
z0 ∈

Int Ω
,a

je
lifunkcija

f
definirana

u
sâm

ojtočki
z0

ilinije
—

nije
odlučujuće.

N
aprim

jer,funkcija
f(z)

:=
1

1−
z
im

a
u
točki1

singularitet,isto

kao
ifunkcija

f1
definirana

s
f1 (z):=

{
1

1−
z

,
z
6=

1
0

,
z

=
1

,iako
prva

nije
defini-

rana
u
1,a

druga
jeste.

U
svim

ostalim
točkam

a
kom

pleksne
ravnine,obje

su
funkcijeholom

orfne.S
drugestrane,za

funkciju
f2 ,definiranu

s
f2 (z):=

∞∑n=
0
z
n,

ne
m
ožem

o
kazatida,u

sm
islu

gornje
definicije,im

a
singularitet

u
točki1,jer,

kako
je

definirana
kao

sum
a
reda

potencija,njezino
područje

definicije
je

sam
o

krug
konvergencije

toga
reda,tj.otvoren

krug
K

(0
,1),a

točka
1
nije

u
nutrini

28
5.

K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

Sada
m
ožem

o
dokazatinajavljivan

Teorem
34.4

(C
auchyjeva

integralna
form

ula)
N
eka

je
Ω
⊆

C
otvoren

skup,
f:Ω

→
C

derivabilna
funkcija,a

γ
u

Ω
nulhom

otopan,po
dijelovim

a
gladak

za-
tvoren

put.
Tada

za
svaku

točku
z0 ∈

Ω
\
γ
♣
vrijedi

ν(γ
,z0 )

f(z0 )=
12
π
i ∫

γ

f(z)
z−

z0
d
z
.

(C
)

D
okaz:D

efinirajm
o
funkciju

g:Ω
→

C
s

g(z):=



f(z)−
f(z0 )

z−
z0

,
z
6=
z0

f
′(z0 )

,
z

=
z0

.

Funkcija
g
derivabilna

jena
Ω\{z0 },ineprekidna

jena
čitavom

skupu
Ω
.Prem

a
općem

C
auchyjevu

teorem
u,teorem

33.4, ∫
γ
g
d
z

=
0.

Stoga
je

0
=
∫

γ

g
d
z

=
∫

γ

f(z)
z−

z0
d
z
−
∫

γ

f(z0 )
z−

z0
d
z

=
f(z0 )

ν(γ
,z0 )2

π
i ,

odakle
slijediC

auchyjeva
integralna

form
ula

(C
).

U
prim

jenam
a
je
γ
često

jednostavno
zatvoren

po
dijelovim

a
gladak

putkoji
jednom

obilazitočku
z0 ,tj.trag

takvog
puta

je
kontura

u
čijem

se
unutrašnjem

području
nalazitočka

z0 ,pa
je

indeks
puta

γ
s
obzirom

na
z0

jednak
1.

U
tom

slučaju,C
auchyjeva

integralna
form

ula
poprim

a
sljedećijednostavan

oblik:

O
dsada

će
nam

točka
z0

bitivarijabilna,pa
ćem

o
ju

označivatisa
z,a

vari-
jablu

integracije
sa
ζ.

K
orolar

34.5
N
eka

je
f:Ω

→
C

derivabilna
funkcija,Γ

⊆
Ω

pozitivno
orijen-

tirana
kontura

čije
je

unutrašnje
područje

sadržano
u

Ω
,ineka

točka
z
pripada

tom
unutrašnjem

području.
Tada

je

f(z)=
12π
i ∫

Γ

f(ζ)
ζ−

z
d
ζ
.

O
vajkorolar

pokazuje
da

ako
je
f
derivabilna

funkcija
na

nekom
području,

injezine
su

vrijednostipoznate
u
svim

točkam
a
neke

nulhom
otopne

konture,
onda

su
poznate

vrijednostifunkcije
f
iu

svim
točkam

a
unutrašnjeg

područja
te

konture.
U

narednim
ćem

o
teorem

im
a
ovu

činjenicu
još

bolje
razjasniti.
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7.

R
A

ZV
O

JI
K

O
M

PL
EK

SN
IH

FU
N

K
C

IJ
A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

ok
o
0.

Bu
du

ći
da

f
ni
je

de
fin

ira
na

u
1
iu

2,
ra
zv
it

će
m
o
ju

u
re
do

ve
na

kr
ug

u
K

(0
,1

)
in

a
vi
je
nc
im

a
V

(0
;1
,2

)
iV

(0
;2
,+
∞

).

Za
dr
ug

is
um

an
d,

za
|z
|<

1,
je
−

1
z
−

1
=

1
1
−
z

=
∞ ∑ n
=

0
z
n
,d

ok
je

za
|z
|>

1,

−
1

z
−

1
=
−

1 z

1
1
−

1 z

=
−

1 z

∞ ∑ n
=

0

( 1 z

) n
=
−
∞ ∑ n
=

1

1 z
n

=
−
−
∞ ∑

n
=
−

1
z
n
.

Za
pr
vi

su
m
an

d,
1

z
−

2,
za
|z
|<

2
vr
ije

di

1
z
−

2
=
−

1
2
−
z

=
−

1 2
1

1
−

z 2
=
−

1 2
∞ ∑ n
=

0

( z 2) n
=
−
∞ ∑ n
=

0

z
n

2n
+

1
,

a
za
|z
|>

2
je 1

z
−

2
=

1 z

1
1
−

2 z

=
1 z

∞ ∑ n
=

0

( 2 z

) n
=
∞ ∑ n
=

1

2n
−

1

z
n

=
−
∞ ∑

n
=
−

1

z
n

2n
+

1
.

Zb
ra
ja
nj
em

,n
a
sv
a
tr
ip

od
ru
čj
a,

od
go
va
ra
ju
ći
h
re
do

va
,d

ob
iv
am

o

f
(z

)=

              

∞ ∑ n
=

0

( 1
−

1
2n

+
1

) z
n

,
|z
|<

1

−
−
∞ ∑

n
=
−

1
z
n
−
∞ ∑ n
=

0

1
2n

+
1
z
n
,

1
<
|z
|<

2
−
∞ ∑

n
=
−

1

(
1

2n
+

1
−

1) z
n

,
2
<
|z
|

.

A
ko

že
lim

o
tu

ist
u
fu
nk

ci
ju

ra
zv
iti

u
re
d,

na
pr
im

je
r,

na
pr
ob

uš
en

om
kr
ug

u
K
∗ (

1,
1)
,d

ak
le

po
po

te
nc

ija
m
a
od

z
−

1,
on

da
za

pr
vi

su
m
an

d
na

la
zi
m
o

1
z
−

2
=
−

1
1
−

(z
−

1)
=
−
∞ ∑ n
=

0(z
−

1)
n
,

do
k
je

dr
ug

is
um

an
d
ve
ć
za
pi
sa
n
ka

o
re
d
po

te
nc

ija
od

z
−

1,
a
sv
ik

oe
fic

ije
nt
ia

n
,

os
im

a
−

1,
je
dn

ak
is

u
nu

li,
ia
−

1
=
−

1.
Ta

ko
do

bi
va
m
o

f
(z

)=
−

1
z
−

1
−
∞ ∑ n
=

0(z
−

1)
n
,

0
<
|z
−

1|
<

1
.

K
ao

iu
slu

ča
ju

Ta
yl
or
ov
a
re
da

,i
ko

d
La

ur
en
to
va

re
da

do
ka

zu
ju

se
slj
ed

eć
e

oc
je
ne

za
ko

efi
ci
je
nt
e:

§3
4.

C
au

ch
yj

ev
a

in
te

gr
al

na
fo

rm
ul

a
29

K
or
ol
ar

34
.6

N
ek
a
je
V

:=
V

(z
0;
r,
R

)
:=
{z

:r
<
|z
−
z 0
|<

R
}
⊆

C
kr
už
ni

vi
je
na

c,
ne
ka

je
f

:V
→

C
de
ri
va
bi
ln
a
fu
nk
ci
ja
,
te

ne
ka

su
Γ 1

i
Γ 2

po
zi
tiv

no
or
ije

nt
ira

ne
kr
už
ni
ce

ok
o
z 0

ra
di
ju
sa

ρ
1
i
ρ

2,
gd
je

je
0
<
r
<
ρ

1
<
ρ

2
<
R
.

Ta
da

za
sv
ak
u
to
čk
u
z
∈
V

(z
0;
ρ

1,
ρ

2)
,t
j.
ρ

1
<
|z
−
z 0
|<
ρ

2,
vr
ije

di

f
(z

)=
1 2π
i

∫ Γ 2

f
(ζ

)
ζ
−
z
d
ζ
−

1 2π
i

∫ Γ 1

f
(ζ

)
ζ
−
z
d
ζ
.

D
ok
az
:N

ek
a
je
z
ne

ka
to
čk
a
vi
je
nc

a
iz
m
eđ

u
kr
už

ni
ca

Γ 1
iΓ

2.
O
da

be
rim

o
dv

a

z 0z

z 1

ẑ 1

z 2

ẑ 2

r

R
ρ

1

ρ
2Γ 1

Γ 2

bl
isk

a
ra
di
ju
sa

ve
će

kr
už
ni
ce
,

Γ 2
,
ta
ko

da
kr
už

ni
isj
eč
ak

od
re
đe

n
tim

ra
di
ju
sim

a
ne

sa
-

dr
ži

to
čk
u
z
,
i
ne

ka
su

z 1
,
ẑ 1
,
z 2

iẑ
2
to
čk
e

tih
ra
di
ju
sa

ko
je

le
že

na
kr
už

ni
ca
m
a

Γ 1
od

-
no

sn
o

Γ 2
(v
id
is
lik

u)
.
N
ek
a
je
γ
za
tv
or
en

pu
t

ko
ji

po
či
nj
e
u

to
čk
i
z 1

i
tr
ag

m
u

je
γ
♣

=
[z

1,
z 2

]+
Γ 2

+
[z

2,
z 1

]−
Γ 1

,
a
γ̂

ne
ka

je
pu

t
ko

ji
po

či
nj
e
ta
ko

đe
r
u
to
čk
iz

1,
a
tr
ag

m
u
je

γ̂
♣

=
[z

1,
z 2

]+
Γ̂ 2

+
[ẑ

2,
ẑ 1

]−
Γ̂ 1

,g
dj
es

u
Γ̂ 1

iΓ̂
2

di
je
lo
vi

kr
už

ni
ca

Γ 1
iΓ

2,
iz

ko
jih

su
iz
va
đe
ni

m
al
il
uk

ov
io

d
z 1

do
ẑ 1
,o

dn
os
no

od
z 2

do
ẑ 2
.

Pu
te
vi
γ
iγ̂

su
ho

m
ot
op

ni
u
V
\{
z
},

in
a
to
m

je
ot
vo
re
no

m
sk
up

u
fu
nk

-
ci
ja
ζ
7→

f
(ζ

)
ζ
−
z

de
riv

ab
iln

a,
pa

su
nj
ez
in
i
in
te
gr
al
i
po

tim
pu

te
vi
m
a
je
dn

ak
i.

K
ak
o
je
γ̂
♣
ko
nt
ur
a
iz

se
na

la
zi

u
nj
ez
in
om

un
ut
ra
šn
je
m

po
dr
uč

ju
,t
o
je

pr
em

a
pr
et
ho

dn
om

ko
ro
la
ru
,

f
(ζ

)
=

1 2π
i

∫ γ̂

f
(ζ

)
ζ
−
z
d
ζ

=
1 2π
i

∫ γ

f
(ζ

)
ζ
−
z
d
ζ

=
1 2π
i

∫ Γ 2

f
(ζ

)
ζ
−
z
d
ζ
−

1 2π
i

∫ Γ 1

f
(ζ

)
ζ
−
z
d
ζ
,

je
r
se

in
te
gr
al
ip

o
se
gm

en
tim

a
[z

2,
z 1

]i
[z

1,
z 2

]u
za
ja
m
no

do
ki
da

ju
.
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Funkcija
h
je

dobro
definirana,jer

je
za
r
<
|z−

z0 |
<
R
,tj.za

z
∈
V
,

f1 (z)+
f2 (z)=

f(z)=
g1 (z)+

g2 (z)

pa
je

f1 (z)−
g1 (z)=

g2 (z)−
f2 (z)

.

Iz
definicije

funkcije
h,jasno

je
da

je
ona

holom
orfna

na
krugu

K
(z0 ,R

)
iiz-

van
zatvorenog

kruga
K

(z0 ,r).
N
o
kako

je
presjek

tih
dvaju

otvorenih
skupova

vijenac
V
,
na

kom
e
se

form
ule

za
h

podudaraju,
h

je
holom

orfna
na

čitavoj
kom

pleksnoj
ravnini,

tj.
h

je
cijela

funkcija.
N
adalje,

kako
je

lim
|z|→

∞
f1 (z)

=

lim
|z|→

∞
g1 (z)

=
0,to

je
i

lim
|z|→

∞
h(z)

=
0,pa,kao

iu
dokazu

O
snovnog

teorem
a

algebre,
teorem

37.10,
slijedi

da
je

funkcija
h

i
om

eđena.
Prem

a
Liouville-

ovom
teorem

u,teorem
37.9,zaključujem

o
da

je
h
konstantna

funkcija,a
kako

je
lim
|z|→

∞
h(z)

=
0,

to
je
h
≡

0,
pa

je
g1

=
f1

i
g2

=
f2 ,

čim
e
je

dokazana
jedinstvenost.

U
pravo

dokazan
teorem

o
jedinstvenostiLaurentova

reda,vrlo
je

koristan,
kako

teoretski,
tako

i
u

prim
jenam

a.
Prvo,

on
pokazuje

da
je

svaki
red

po-
zitivnih

inegativnih
potencija,kojifunkciji

f
konvergira

na
nekom

vijencu
ili

(probušenom
)
krugu,upravo

Laurentov
red

te
funkcije.

Tu
je

sadržan
iteorem

o
jedinstvenostiTaylorova

reda.
Jer

iTaylorov
red,dakle

red
sa

sâm
im

nene-
gativnim

potencijam
a,je

također
Laurentov

red,sam
o
što

su
svikoeficijentiuz

negativne
potencije

jednakinuli.
A
ko,dakle,krenem

o
razvitifunkciju

f
u
Lau-

rentov
red

oko
neke

točke
u
kojojje

ona
holom

orfna,kao
rezultat

dobit
ćem

o
njezin

Taylorov
red,tj.dobitćem

o
da

su
koeficijentiuz

sve
negativne

potencije
jednakinuli.

D
rugo,

kada
trebam

o
neku

funkciju
razviti

u
red

potencija—
pozitivnih,

negativnih
—

kako
ispadne,onda

tom
e
obično

ne
pristupam

o
tako

da
počnem

o
deriviratiiliintegriratine

biliodredilikoeficijente
dâne

form
ulam

a
(1)i(2)na

str.54
ili(2)

na
str.62,nego

se
nastojim

o
dočepatitraženoga

reda
(najčešće

je
dovoljno

naćisam
o
nekoliko

prvih
članova)koristećineke,od

ranije
poznate,

redove.

P
rim

jer
38.1

Za
prim

jer
odredim

o
Laurentov

red
funkcije

f(z):=
1

z−
2
−

1
z−

1

30
5.

K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

γ

γ̂

?

?

Početniizavršnistadijhom
otopije

γ̂
'
γ,ičetirim

eđunivoa.
C
auchyjeva

integralna
form

ula
injezinikorolaripokazuju

da
se

vrijednost
derivabilne

funkcije
na

odgovarajućem
području

m
ožeizračunatikao

integralpo
nekom

putu.
Zato

je
od

interesa
proučavatifunkcije

koje
su

tako
idefinirane.

Teorem
34.7

(o
derivabilnostifunkcije

definirane
integralom

)
N
eka

je
γ
po

dijelovim
a
gladak

put
u

C
(ne

nužno
zatvoren),

neka
je
γ
♣
⊆

C
njegov

trag,ineka
je
ψ

:
γ
♣
→

C
neprekidna

funkcija.
Tada

je
funkcija

f:C
\
γ
♣
→

C
definirana

s

f(z):=
∫

γ

ψ(ζ)
ζ−

z
d
ζ

derivabilna
na

C
\
γ
♣,injezina

je
derivacija

jednaka

f
′(z)=

∫

γ

ψ(ζ)
(ζ−

z) 2
d
ζ
.

(1)

Štoviše,funkcija
f
′:C
\
γ
♣
→

C
je

neprekidna.

D
okaz:Fiksirajm

o
točku

z
∈

C
\
γ
♣
ipokažim

o
da

je
form

ulom
(1)

dâna
deri-

γ
♣ζ

z+
hz

δ

vacija
funkcije

f
u
točki

z.
N
eka

je
δ
>

0
takav

da
je
K

(z
,δ)⊆

C
\
γ
♣.

Tada
za

sve
h
∈

C
takve

da
je

|h|
<

12
δ,isve

ζ
∈
γ
♣,vrijedi

|ζ−
z|
>
δ

|ζ−
(z

+
h)|

>
12
δ
.

(2)
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R
A

ZV
O

JI
K

O
M

PL
EK

SN
IH

FU
N

K
C

IJ
A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

na
ok
ol
in
iK

(0
,

1 ρ
)
to
čk
e
w
′ .

St
og

a
re
d
∑

n
≤
−

1
a
n
(z
−
z 0

)n
ko
nv

er
gi
ra

un
ifo

rm
no

na
ok
ol
in
iC
\K

(z
0,
ρ
)
to
čk
e
z
′ ,
pa

ta
jr

ed
ko
nv

er
gi
ra

lo
ka

ln
o
un

ifo
rm

no
iz
va
n

za
tv
or
en

og
kr
ug

a
K

(z
0,
r)
.

A
na

lo
gn

o
se

do
ka

zu
je

da
ir
ed
∑ n
∈Z
b n

(z
−
z 0

)n
ko
nv

er
gi
ra

lo
ka

ln
o
un

ifo
rm

no
na

vi
je
nc

u
V
.

O
da

be
rim

o
k
∈

Z,
ip

od
ije

lim
o
ob

a
re
da

u
(1

0)
sa

(z
−
z 0

)k
+

1 .
D
ob

iv
am

o
+
∞ ∑

n
=
−
∞
a
n
(z
−
z 0

)n
−
k
−

1
=

+
∞ ∑

n
=
−
∞
b n

(z
−
z 0

)n
−
k
−

1
.

(1
3)

N
ek
a
je

Γ 0
pr
oi
zv
ol
jn
a
kr
už

ni
ca

ok
o
z 0

ko
ja

le
ži

u
V
.
K
ak
o
ob

a
ov
a
re
da

ko
n-

ve
rg
ira

ju
un

ifo
rm

no
na

kr
už
ni
ci

Γ 0
,m

ož
em

o
te

re
do

ve
in
te
gr
ira

ti
čl
an

po
čl
an

,
ko
ro
la
r
35

.7
.
M
eđ

ut
im

,∫ Γ 0
(z
−
z 0

)`
d
z

=
{

0
,
`
6=
−

1
2π

i
,
`

=
−

1
,p

a
in
te
gr
ira

ju
ći

(1
3)

po
kr
už

ni
ci

Γ 0
,d

ob
iv
am

o a
k
·2
π
i

=
b k
·2
π
i
,

k
∈

Z
,

te
je
a
k

=
b k

za
sv
e
k
∈

Z,
či
m
e
je

do
ka

za
no

(i
).

(i
i)

N
ek
a
je
fu
nk

ci
ja
f
ho

lo
m
or
fn
a
na

vi
je
nc

u
V
,
in

ek
a
je
f

(z
)=

+
∞ ∑

n
=
−
∞a
n
(z
−
z 0

)n
,

z
∈
V
,
nj
ez
in

La
ur
en
to
v
ra
zv
oj
.
D
efi

ni
ra
jm

o
fu
nk

ci
je
f 1

if
2
fo
rm

ul
am

a

f 1
(z

):
=
−
∞ ∑

n
=
−

1
a
n
(z
−
z 0

)n
(1
4)

f 2
(z

):
=

+
∞ ∑ n
=

0
a
n
(z
−
z 0

)n
.

(1
5)

K
ao

št
o
sm

o
po

ka
za
li
u
do

ka
zu

tv
rd
nj
e

(i
),

re
d
u

(1
5)

ko
nv

er
gi
ra

lo
ka

ln
o
un

i-
fo
rm

no
na

kr
ug

u
K

(z
0,
R

),
pa

je
na

to
m

kr
ug

u
fu
nk

ci
ja
f 2

ho
lo
m
or
fn
a,

a
re
d

u
(1

4)
ko
nv

er
gi
ra

lo
ka

ln
o
un

ifo
rm

no
iz
va
n
za
tv
or
en

og
a
kr
ug

a
K

(z
0,
r)
,
pa

je
ta
m
o
fu
nk

ci
ja
f 1

ho
lo
m
or
fn
a.

O
st
aj
e
po

ka
za
ti

da
je
,
uz

uv
je
t

lim |z|
→
∞
f 1

(z
)

=
0,

ta
ka
v
ra
st
av

je
di
ns
tv
en

.

N
ek
a
je
,t
ak
ođ

er
,f

=
g 1

+
g 2
,g

dj
e
je
g 2
∈
H

(K
(z

0,
R

))
ig

1
∈
H

(C
\K

(z
0,
r)

),
iv

rij
ed

i
lim |z|
→
∞
g 1

(z
)=

0.
D
efi

ni
ra
jm

o
fu
nk

ci
ju
h

:C
→

C
s

h
(z

):
=
{
f 1

(z
)−

g 1
(z

)
,
|z
−
z 0
|>

r
g 2

(z
)−

f 2
(z

)
,
|z
−
z 0
|<

R
.

§3
4.

C
au

ch
yj

ev
a

in
te

gr
al

na
fo

rm
ul

a
31

St
og

a
je

∣ ∣ ∣f
(z

+
h

)−
f

(z
)

h
−
∫ γ

ψ
(ζ

)
(ζ
−
z
)2
d
ζ
∣ ∣ ∣

=
∣ ∣ ∣1 h

(∫

γ

ψ
(ζ

)
ζ
−
z
−
h
d
ζ
−
∫ γ

ψ
(ζ

)
ζ
−
z
d
ζ
)
−
∫ γ

ψ
(ζ

)
(ζ
−
z
)2
d
ζ
∣ ∣ ∣

=
∣ ∣ ∣∫ γ

ψ
(ζ

)
(ζ
−
z
−
h

)(
ζ
−
z
)d
ζ
−
∫ γ

ψ
(ζ

)
(ζ
−
z
)2
d
ζ
∣ ∣ ∣

=
|h
|·
∣ ∣ ∣∫ γ

ψ
(ζ

)
(ζ
−
z
−
h

)(
ζ
−
z
)2
d
ζ
∣ ∣ ∣.

O
zn

ač
im

o
li

s
M

:=
m

ax
{|
ψ

(ζ
)|

:
ζ
∈
γ
♣
},

pr
im

je
no

m
le
m
e
32

.1
o
oc
je
ni

in
te
gr
al
a,

zb
og

ne
je
dn

ak
os
ti

(2
),
to

je
da

lje

≤
|h
|

M
1 2
δ
·δ

2
`(
γ

),

gd
je

je
,k

ao
ii
na

če
,`

(γ
)
du

lji
na

pu
ta
γ
.

O
da

vd
e
sli
je
di

da
je

lim h→
0
f

(z
+
h

)−
f

(z
)

h
=
∫ γ

ψ
(ζ

)
(ζ
−
z
)2
d
ζ
,t

j.
fu
nk

ci
ja
f
de

riv
a-

bi
ln
a
je

u
to
čk
iz

,a
ka

ko
je
z
∈

C
\γ
♣
bi
la

pr
oi
zv
ol
jn
a
to
čk
a,

za
kl
ju
ču

je
m
o
da

je
f
de

riv
ab

iln
a,

in
je
zi
na

je
de

riv
ac
ija

za
ist

a
dâ

na
fo
rm

ul
om

(1
).

O
st
aj
e
po

ka
za
ti
da

je
ta

de
riv

ac
ija

ne
pr
ek
id
na

fu
nk

ci
ja
.
U
z
ist

e
oz
na

ke
z
,δ

,
h
iM

ka
o
ra
ni
je
,k

or
ist

eć
il
em

u
o
oc
je
ni

in
te
gr
al
a
in

ej
ed

na
ko
st
i(

2)
,i
m
am

o

|f
′ (z

+
h

)−
f
′ (z

)|
=
∣ ∣ ∣∫ γ

(
ψ

(ζ
)

(ζ
−
z
−
h

)2
−

ψ
(ζ

)
(ζ
−
z
)2
) d
ζ
∣ ∣ ∣

(r
az
lik

a
kv
ad

ra
ta
) =
∣ ∣ ∣∫ γ

h
ψ

(ζ
)

(ζ
−
z
−
h

)(
ζ
−
z
)(

1
ζ
−
z
−
h

+
1

ζ
−
z

) d
ζ
∣ ∣ ∣

≤
|h
|
M 1 2
δ2

(
1 1 2
δ

+
1 δ

) `(
γ

)=
|h
|6M δ3

`(
γ

),

pa
je

lim h→
0
f
′ (z

+
h

)=
f
′ (z

),
tj.

f
′
je

ne
pr
ek
id
na

.

D
efi

ni
ci
ja

34
.1

Za
fu
nk

ci
ju
f

:Ω
→

C
ka

že
m
o
da

je
ho

lo
m
or
fn
a

ak
o
je

de
-

riv
ab

iln
a
id

er
iv
ac
ija

f
′
je

ne
pr
ek
id
na

na
Ω
.
Za

fu
nk

ci
ju
f
ka

že
m
o
da

je
ho

lo
-

m
or
fn
a
u
to
čk
i
z 0

ak
o
po

st
oj
io

ko
lin

a
to
čk
e
z 0

na
ko

jo
jj
e
f
ho

lo
m
or
fn
a.

Sk
up

sv
ih

fu
nk

ci
ja

ho
lo
m
or
fn
ih

na
ot
vo
re
no

m
sk
up

u
Ω
,
oz
na

ča
va
t
će
m
o

s
H

(Ω
).
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D
okaz:(i)
Pokažim

o
najprije,

da
oba

reda
u

(10)
konvergiraju

lokalno
uniform

no
na

vijencu
V
.
Prem

a
definicijije

∑n∈
Z
a
n (z−

z0 )
n

=
∑n≤
−

1
a
n (z−

z0 )
n

+
∑n≥

0
a
n (z−

z0 )
n
.

(11)

Treba
pokazatida

oba
reda

na
desnojstraniu

prethodnojform
uli,konvergiraju

lokalno
uniform

no
na

V
.
Prom

otrim
o
najprije

drugiod
tih

redova
—

red
po-

zitivnih
potencija,ipokažim

o
da

on
konvergira

lokalno
uniform

no
ina

većem
skupu

K
(z0 ,R

)⊇
V
.

N
eka

je
z ′∈

K
(z0 ,R

)
proizvoljna

točka.
O
daberim

o
točku

z ′′∈
V

tako
da

z ′
z ′′

z0
R

je
|z ′−

z0 |
<
|z ′′−

z0 |
<
R
.
K
ako

red
∑n≥

0
a
n (z ′′−

z0 )
n

konvergira,
to

prem
a

A
belovoj

lem
i,

teorem
36.1,

red
∑n≥

0
a
n (z
−
z0 )

n
konvergira

lokalno
uniform

no
na

krugu

K
(z0 ,|z ′′−

z0 |),
što,

prem
a
definiciji,

znači
da

konver-
gira

uniform
no

i
na

nekoj
okolini

točke
z ′.

Stoga
red

∑n≥
0
a
n (z−

z0 )
n
konvergira

lokalno
uniform

no
na

K
(z0 ,R

).

D
okažim

o
sada

da
prviod

redova
na

desnoj
straniu

(11)
—

red
negativ-

nih
potencija,

konvergira
lokalno

uniform
no

izvan
zatvorenog

kruga
K

(z0 ,r),
tj.na

većem
skupu

C
\
K

(z0 ,r)⊇
V
.
N
eka

je
z ′∈

C
\
K

(z0 ,r).
U
z
supstituciju

z ′

z ′′

z0
r

ρ

w
′ w
′′

0
1r

1ρ

w
:=

1
z−

z0
i
zam

jenu
k

:=
−
n,

taj
red

postaje
∑n≤
−

1
a
n (z−

z0 )
n

=
∑k≥

1
a−

k
w
k
.
(12)

N
eka

je
z ′′∈

V
takav

da
je
r
<
|z ′′−

z0 |
<
|z ′−

z0 |ineka
je
ρ
takav

da
je

|z ′′−
z0 |

<
ρ
<
|z ′−

z0 |.
K
ako

je
z ′′∈

V
,red

∑n≤
−

1
a
n (z ′′−

z0 )
n
konvergira,

pa
za

w
′′:=

1
z ′′−

z0 ,konvergira
ired

∑k≥
1
a−

k
w
′′k.

Prem
a
A
belovojlem

i,red
∑k≥

1
a−

k
w
k
konvergira

lokalno
uniform

no
na

krugu
K

(0
,|w
′′|),

pa
zbog

1ρ
<

|w
′′|=

1
|z ′′−

z0 | ,konvergira
uniform

no
na

zatvorenom
krugu

K
(0
,

1ρ ),pa
onda

i

32
5.

K
O

M
PLEK

SN
E

FU
N

K
C

IJE

Prethodniteorem
kaže,dakle,da

jesvaka
funkcija

koja
jedefinirana

pom
oću

neke
neprekidne

funkcije
integralom

kao
u

(1),
holom

orfna
na

kom
plem

entu
traga

puta
integracije.

K
oristeći

se
prethodnim

teorem
om

i
C
auchyjevom

integralnom
form

ulom
,

točnije
korolarom

34.5,dobivam
o

K
orolar

34.8
(Teorem

o
holom

orfnostiderivabilne
funkcije)

Svaka
je

derivabilna
funkcija

f:Ω
→

C
holom

orfna,tj.
D

(Ω
)=

H
(Ω

).

D
okaz:O

ko
zadane

točke
z0 ∈

Ω
odaberem

o
dovoljno

m
alenu

kružnicu
Γ

0 ,tako
da

zajedno
s
krugom

kojeg
obrubljuje,ležiu

Ω
.
Prem

a
korolaru

34.5,za
svaki

z
iz

toga
kruga

je
f(z)

=
12
π
i ∫

Γ
0

f(ζ)
ζ−

z
d
ζ.

Budući
da

je
funkcija

f,
koja

se

nalaziu
brojniku

razlom
ka

pod
integralom

,neprekidna,prem
a
prethodnom

te-
orem

u
34.7,funkcija

f
holom

orfna
je

na
krugu

unutarΓ
0 ,tj.na

okolinitočke
z0 .

Zbog
proizvoljnostiodabira

točke
z0 ,

f
je

holom
orfna

na
Ω
.

O
vaj,

upravo
dokazan

rezultat,
vrlo

je
važan.

O
n
pokazuje

da
je

zahtjev
derivabilnostikom

pleksne
funkcije

tako
jak,da

im
a
za

posljedicu
ne

sam
o
pos-

tojanje,nego
ineprekidnost

derivacije,tj.holom
orfnost.

Stoga,za
kom

pleksne
funkcije

(jedne)
kom

pleksne
varijable,

nem
a
sm

isla
govoritida

su,
naprim

jer,
klase

C
1—

sve
derivabilne

funkcije
autom

atski
su

takve.
D
okazat

ćem
o
još

m
nogo

više:

Teorem
34.9

(o
višim

derivacijam
a
derivabilne

funkcije)
N
eka

je
Ω
⊆

C
otvoren

skup
a
f:Ω

→
C

derivabilna
funkcija.

Tada
f
im

a
derivacije

svakog
reda,isve

su
one

holom
orfne

funkcije
na

Ω
.

N
adalje,ako

je
γ
bilo

koji,u
Ω

nulhom
otopan,po

dijelovim
a
gladak

zatvoren
put,a

točka
z
∈

Ω
\
γ
♣,onda

je

ν(γ
,z)

f
(n)(z)=

n!
2π

i ∫

γ

f(ζ)
(ζ−

z)
n+

1
d
ζ
.

(3)

D
okaz:

Znam
o
već,prem

a
prethodnom

korolaru
34.8

da
jederivacija

f
′funkcije

f
neprekidna.

N
eka

je
z0
∈

Ω
neka

točka,ineka
je
r
>

0
takav

da
kružnica

Γ
0
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EK
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K
C

IJ
A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

gd
je

je

a
n

=
1 2π
i

∫ Γ 1

f
(ζ

)
ζ
n

+
1
d
ζ
,

n
≤
−

1
.

(9
)

K
ak
o
su

kr
už

ni
ce

Γ 1
i

Γ 2
u
vi
je
nc

u
V

ho
m
ot
op

ne
kr
už

ni
ci

Γ 0
,
a
fu
nk

ci
ja

f
(ζ

)
ζ
n

+
1
je

na
V

ho
lo
m
or
fn
a,

pr
em

a
op

će
m

C
au

ch
yj
ev
om

te
or
em

u,
te
or
em

33
.4
,

in
te
gr
al
e
po

Γ 2
od

no
sn
o

Γ 1
u

(7
)
od

no
sn
o

(9
),

m
ož
em

o
za
m
ije

ni
ti

in
te
gr
al
im

a
po

Γ 0
,p

a
uv

rš
ta
va
nj
em

fo
rm

ul
a

(6
)
i(

8)
u

(5
),

do
bi
va
m
o

(3
),

a
ko

efi
ci
je
nt
ia

n

da
ni

su
fo
rm

ul
om

(4
).

N
ap

om
en

a
38

.1
La

ur
en
to
v
te
or
em

vr
ije

di
iu

slu
ča
ju

ka
da

se
um

je
st
o
kr
už
no

g
vi
je
nc

a
V

(z
0;
r,
R

)
ra
di

o
pr
ob
uš
en

om
kr
ug
u
K
∗ (
z 0
,R

)
:=

K
(z

0,
R

)\
{z

0}
,

na
ko

ji
m
ož
em

o
gl
ed

at
ii

ka
o
na

de
ge
ne

rir
an

iv
ije

na
c
s
r

=
0.

N
aj
če
šć
e
će
m
o

La
ur
en
to
v
re
d
ip

ro
m
at
ra
ti
up

ra
vo

na
ne

ko
m
K
∗ (
z 0
,R

).
O
ds
ad

a
će
m
o,

za
to
čk
u

z 0
∈

C
ir
ea
ln
eb

ro
je
ve

0
≤
r
<
R
,v

ije
nc

em
V

:=
V

(z
0;
r,
R

)z
va
ti
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>
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=
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ra
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∈
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∞
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∞
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∈
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=
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+
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ra
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+
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re
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ra
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∈
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∈
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ra
bi
li
či
nj
en

ic
u
da

se
ra
di

o
in
te
gr
al
u
po

za
tv
or
en
om

pu
tu
,p

a
je
,k

od
pa

rc
ija

ln
e
in
te
gr
ac
ije

,s
um

an
d
ko

ji
ne

sa
dr
ži

in
te
gr
al
,j
ed

na
k
nu

li,
tj.

op
će
ni
to
,

fo
rm

ul
a
za

pa
rc
ija

ln
u
in
te
gr
ac
iju

du
ž
za
tv
or
en

og
pu

ta
γ

im
a
ob

lik
∮ γ
α
d
β

=
−
∮ γ
β
d
α
.

Iz
pr
et
ho

dn
e
fo
rm

ul
e,

iv
eć

do
ka

za
ne

ne
pr
ek
id
no

st
if
un

kc
ije

f
′ ,
po

no
vn

om
pr
im

je
no

m
te
or
em

a
34

.7
,z

ak
lju

ču
je
m
o
da

je
f
′
ho

lo
m
or
fn
a
na

kr
ug

u
K

(z
0,
r)
.

K
ak
o
je
z 0

bi
la

pr
oi
zv
ol
jn
a
to
čk
a,

do
ka

za
no

je
ta
ko

da
je
f
′
ho

lo
m
or
fn
a
na

Ω
.

In
du

kc
ijo

m
se

sa
da

je
dn

os
ta
vn

o
po

ka
zu

je
da

fu
nk

ci
ja
f
im

a
de

riv
ac
ije

sv
ak
og

re
da

,i
da

su
sv
e
on

e
ho

lo
m
or
fn
e
fu
nk

ci
je

na
Ω
.

O
st
aj
e
jo
š
do

ka
za
ti

fo
rm

ul
u

(3
).

N
ek
a
je
γ
,
u

Ω
nu

lh
om

ot
op

an
,
za
tv
or
en

po
di
je
lo
vi
m
a
gl
ad

ak
pu

t,
in

ek
a
je
z
∈

Ω
\γ
♣
.
Pr

em
a
ve
ć
do

ka
za
no

m
,n

-t
a

de
riv

ac
ija

f
(n

)
fu
nk

ci
je
f
je

ho
lo
m
or
fn
a,

pa
je
,p

re
m
a
C
au

ch
yj
ev
oj

in
te
gr
al
no

j
fo
rm

ul
i,

ν
(γ
,z

)f
(n

) (z
)=

1 2π
i

∫ γ

f
(n

) (
ζ
)

ζ
−
z
d
ζ
.



§38.
Laurentov

red
63

gdje
su
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Γ
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ožem

o
gledati

kao
na

neku
vrstu

obrata
C
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∈
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∈
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∑
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∞ ∑ n
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∞
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ač
av
at

će
m
o
s
V

:=
V

(z
0;
r,
R

)
kr
už

ni
vi
je
na

c,
tj.

sk
up
{z
∈

C
:r

<
|z
−
z 0
|<
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∈
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∞ ∑
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∞
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=
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de
riv

ab
iln

e
fu
nk

ci
je
,k

oj
ij
e
pa

k
bi
o
po

slj
e-

di
ca

C
au

ch
yj
ev
e
in
te
gr
al
ne

fo
rm

ul
e.

A
u
do

ka
zu

C
au

ch
yj
ev
e
in
te
gr
al
ne

fo
rm

ul
e,

pr
im

ije
ni
li
sm

o
op

ći
C
au

ch
yj
ev

te
or
em

na
iz
vj
es
nu

po
m
oć
nu

fu
nk

ci
ju
g
,z

a
ko

ju
sm

o,
u
to
m

ča
su
,z

na
li
da

je
ne

pr
ek
id
na

id
a
je

de
riv

ab
iln

a
u
sv
im

to
čk
am

a
os
im

je
dn

e.
N
ije

bi
lo

na
či
na

da
ta
da

us
ta
no

vi
m
o
nj
ez
in
u
de

riv
ab

iln
os
t
iu

to
j
je
d-

no
jj
ed

in
oj

to
čk
i.

To
je

bi
lo

je
di
no

m
je
st
o
gd

je
sm

o
za
ist

a
ko
ris

til
ip

un
u
sn
ag

u
C
au

ch
yj
ev
a
te
or
em

a.
Sa

da
,n

ar
av
no

,z
na

m
o
da

je
ta

fu
nk

ci
ja
g
bi
la

za
pr
av
o
iu

to
jj
ed

no
jt

oč
ki

de
riv

ab
iln

a,
al
it
ad

a
to

za
ist

a
ni
sm

o
m
og

li
tv
rd
iti
.

Sl
je
de

ći
m

di
ja
gr
am

om
re
ka

pi
tu
lir
an

is
u
od

no
si

m
eđ

u
os
no

vn
im

sv
oj
st
vi
m
a

ko
m
pl
ek
sn
e
fu
nk

ci
je

ko
ja

sm
o
pr
om

at
ra
li
u
ov
om

po
gl
av
lju
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Sljedećiteorem
zapravo

ne
spada

u
analizu,nego

u
algebru.

M
eđutim

,svi
njegovidokazi,kako

elem
entarnitako

isofisticirani,zahtijevaju
sredstva

analize
i/ilitopologije.M

ićem
o
ovajteorem

ovdje
dokazatikao

jednostavnu
posljedicu

Liouvilleova
teorem

a,kojinam
je

sada
priruci.

Postoje
ielem

entarnidokazi
kojikoriste

sam
o
m
alo

ε–δ
tehnike

iz
realne

analize.

Teorem
37.10

(O
snovniteorem

algebre)
N
eka

je
p(z):=

a
n
z
n+

a
n−

1 z
n−

1+
···+

a
1 z

+
a

0 ,gdje
su

a
0 ,...,a

n
∈

C
,
a
n
6=

0,
n
≥

1,polinom
s
kom

pleksnim
koeficijentim

a,
stupnja

barem
1.

Tada
p
im

a
barem

jednu
nultočku,

tj.
postoji

z0 ∈
C

takav
da

je
p(z0 )=

0.

D
okaz:Pretpostavim

o
suprotno,tj.da

p
nem

a
nultočke,dakle

da
je
p(z)6=

0
za

sve
z
∈

C
.
Tada

je
ifunkcija

q:C
→

C
,
definirana

s
q(z)

:=
1p(z) ,

cijela
funkcija.

N
adalje,|p(z)|=

|z| n ∣∣a
n

+
a
n−

1
z

+
···+

a
1

z
n−

1
+
a

0
z
n ∣∣
,

pa
je

zbog
a
n
6=

0,
lim
|z|→

∞
|p(z)|=

+
∞

.
Stoga

je
lim
|z|→

∞
q(z)

=
0.

To
značida

za
svaki

ε
>

0,specijalno
za

ε
=

1,postoji
R
>

0
takav

da
za

sve
z
∈

C
,za

koje
je
|z|

>
R
,vrijedi|q(z)|

<
1.

K
ako

je
zatvoren

krug
K

(0
,R

)
kom

paktan,
a
q
je

neprekidna
funkcija,to

je
funkcija

q
na

tom
krugu

om
eđena,tj.postoji

M
>

0
takav

da
je|q(z)|

<
M

za
sve|z|≤

R
,pa

je|q(z)|
<
M

+
1
za

sve
z
∈

C
.

Prem
a
Liouvilleovom

teorem
u
je
q
konstantna

funkcija,a
zbog

lim
|z|→

∞
q(z)

=
0

je
q(z)=

0,∀
z
∈

C
,što

ne
m
ože

bitijer
je,prem

a
definiciji,

q(z)=
1p(z) .
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Laurentov
red

Pri
proučavanju

funkcija
koje

su
holom

orfne
na

nekom
krugu

oko
točke

z0 ,
koristiserazvoju

Taylorov
red

—
red

(pozitivnih)potencija
od

z−
z0 .M

eđutim
,

ako
je

funkcija
u
točki

z0
‚loša’,alije

u
drugim

točkam
a
holom

orfna,koriste
se

redoviu
kojim

a
se

osim
pozitivnih,pojavljuju

inegativne
potencije.

Prije
nego

što
iskažem

o
osnovni

teorem
,
uvedim

o
neke

oznake.
N
eka

su
c
n
∈

C
,
n
∈

Z,kom
pleksnibrojevi.

D
vostrani

red,tj.red
kom

e
su

članovi
num

erirani(indeksirani)
cijelim

brojevim
a,u

oznaci
∑n∈

Z
c
n ,označavat

će
sum

u
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K
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M
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K
C
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f
im

a
na

Ω
prim

itivnu
funkciju

f
im

a
na

Ω
lokalno

prim
itivnu

funkciju

∫

γ

f
d
z

=
0

za
svakizatvoren

PD
G

put
γ
u

Ω

f
∈
H

(Ω
)

trivijalno
=⇒

T
m
.32.2

~w�
T
m
.32.2

T
m
.34.10 ~ww

ww�
T
m
.33.4

T
m
.32.2

za
Ω

jednostavno
povezano

područje
⇐

=
=

=



60
7.

R
A

ZV
O

JI
K

O
M

PL
EK

SN
IH

FU
N

K
C

IJ
A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

fu
nk

ci
ju
ϕ

gl
ed

am
o
ka

o
na

re
st
rik

ci
ju

ko
m
pl
ek
sn
e
fu
nk

ci
je
f

(z
)

:=
1

1
+
z

2
na

re
al
nu

os
.
Ta

yl
or
ov

re
d
ok

o
0
za

fu
nk

ci
ju
f
je
∑

(−
1)
n
z

2n
,i

nj
eg
ov

ra
di
ju
s
ko
-

nv
er
ge
nc

ije
je

1.
Iz

ai
st
a
se

na
ru
bu

kr
ug

a
ko
nv

er
ge
nc

ije
to
g
re
da

na
la
ze

to
čk
e

i
i−

i
u
ko

jim
a
f
ni
je

ni
ti
de

fin
ira

na
.

K
or
ol
ar

37
.8

N
ek
a
je

fu
nk
ci
ja
f

ho
lo
m
or
fn
a
na

ot
vo
re
no

m
kr
ug
u
K

(z
0,
R

),
in

ek
a
je
|f

(z
)|
≤
M

za
sv
ak
iz
∈
K

(z
0,
R

).
Ta

da
je

|f
(n

) (z
0)
|≤

n
!M R
n

,
za

sv
e
n
≥

0
.

D
ok
az
:P

re
m
a
pr
et
ho

dn
om

te
or
em

u,
uz

ist
e
oz
na

ke
,z

a
sv
ak

ir
<
R

je

|f
(n

) (z
0)
|=

n
!|a

n
|≤

n
!M

(r
)

rn
≤
n

!M rn
,

pa
gl
ed

aj
uć

il
im

es
lim r→
R
,d

ob
iv
am

o
tr
až
en
u
oc
je
nu

.

O
va
jć

em
o
ko
ro
la
r
od

m
ah

isk
or
ist

iti
u
do

ka
zu

slj
ed

eć
eg

va
žn
og

te
or
em

a.

Te
or
em

37
.9

(L
io
uv

ill
eo
v1

te
or
em

)
A
ko

je
fu
nk
ci
ja
f
ho
lo
m
or
fn
a
na

ci
je
lo
j

ko
m
pl
ek
sn
oj

ra
vn
in
iC

,i
ak
o
je

og
ra
ni
če
na

,o
nd

a
je
f
ko
ns
ta
nt
na

fu
nk
ci
ja
.

D
ok
az
:N

ek
a
je
|f

(z
)|
<
M

za
sv
e
z
∈

C
.
K
ak
o
je
f
∈
H

(C
),

to
je

iz
a
sv
ak

i
R
>

0,
f
ho

lo
m
or
fn
a
na

kr
ug

u
K

(0
,R

).
Pr

em
a
pr
et
ho

dn
om

ko
ro
la
ru

je

|f
(n

) (0
)|
≤
n

!M R
n

,

pa
ka

ko
to

vr
ije

di
za

sv
ak

iR
>

0,
za
kl
ju
ču

je
m
o
da

je
f

(n
) (

0)
=

0
za

sv
e
n
≥

1.
Pr

em
a
ko
ro
la
ru

37
.3
,f

je
ko
ns
ta
nt
na

fu
nk

ci
ja
.

Li
ou

vi
lle

ov
te
or
em

ne
ka

že
da

su
og

ra
ni
če
ne

ho
lo
m
or
fn
e
fu
nk

ci
je

nu
žn

o
ko
n-

st
an

tn
e.

Sa
m
o
og

ra
ni
če
ne

fu
nk

ci
je

ko
je

su
ho

lo
m
or
fn
e
na

ci
je
lo
j
ko
m
pl
ek
sn
oj

ra
vn

in
is

u
ko
ns
ta
nt
ne

.
Fu

nk
ci
je

ko
je

su
ho

lo
m
or
fn
e
na

ci
je
lo
jk

om
pl
ek
sn
oj

ra
v-

ni
ni
,z

ov
u
se
ci
je
le

ili
či
ta
ve

fu
nk

ci
je
.
Li
ou

vi
lle

ov
te
or
em

ka
že

da
su

‚p
ra
ve
’,

tj.
ne

ko
ns
ta
nt
ne
,c

ije
le

fu
nk

ci
je
,u

vi
je
k
ne

om
eđ

en
e.

To
se

m
ož
da

ko
si

s
na

šo
m

pr
ed

od
žb

om
o,

na
pr
im

je
r,

fu
nk

ci
ji
si
nu

s,
ko

ja
je

ci
je
la

fu
nk

ci
ja
,i
,k

ao
fu
nk
ci
ja

re
al
ne

va
ri
ja
bl
e,

on
a
je

og
ra
ni
če
na

,a
li
sin

us
,k

ao
fu
nk

ci
ja

ko
m
pl
ek
sn
e
va
rij
ab

le
ni
je

og
ra
ni
če
na

fu
nk

ci
ja
.

1 J
os
ep
h
Li
ou

vi
lle

(1
80
9–

18
82

),
fr
an

cu
sk
im

at
em

at
ič
ar

6 N
iz
ov

ii
re
do

vi
fu
nk

ci
ja

U
ov
om

će
m
o
se

po
gl
av

lju
ba

vi
ti

ni
zo
vi
m
a
ir

ed
ov
im

a
fu
nk

ci
ja
.
Ve

ći
na

od
tih

st
va
ri

za
pr
av
o
sp
ad

a
ve
ć
u
pr
vo

po
gl
av

lje
,g

dj
e
sm

o
ra
zm

at
ra
li
pi
ta
nj
a
ko
nv

er
-

ge
nc

ije
ni
zo
va
.

M
eđ

ut
im

,
os
no

vn
o
sv
oj
st
vo

ko
je

će
m
o
ko
ris

tit
i
pr
i
pr
ou

ča
va
-

nj
u
ni
zo
va

ir
ed

ov
a
ko
m
pl
ek
sn
ih

fu
nk

ci
ja
—

lo
ka

ln
o
un

ifo
rm

na
ko
nv

er
ge
nc

ija
—

do
sa
d
na

m
ni
je

tr
eb

al
o,

pa
o
to
m
e
go
vo
rim

o
ist

om
sa
da

.
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U
ni
fo
rm

na
il
ok

al
no

un
ifo

rm
na

ko
nv

er
ge
nc

ija
O
dr
eđ

en
os
ti

ra
di
,
go
vo

rit
će
m
o
o
ni
zo
vi
m
a
i
re
do

vi
m
a
ko
m
pl
ek
sn
ih

fu
nk

ci
ja

ko
m
pl
ek
sn
e
va
rij
ab

le
,j
er

će
m
o
u
id
uć

em
po

gl
av
lju

up
ra
vo

to
tr
eb

at
i.
M
eđ

ut
im

,
ve
ći
na

po
jm

ov
a
is
vo

jst
va

ko
ja

će
m
o
do

ka
za
ti,

im
aj
u
sm

isl
a
iv

rij
ed
e
iu

dr
ug

im
,

če
st
o
op

će
ni
tij
im

,s
itu

ac
ija

m
a.

Pr
isj
et
im

o
se

na
jp
rij
e
po

jm
ov
a
ob

ič
ne

iu
ni
fo
rm

ne
ko
nv

er
ge
nc

ije
ni
za

fu
nk

-
ci
ja
,k

oj
im

a
sm

o
se

ve
ć
ba

vi
li
u
pr
vo
m

po
gl
av

lju
,§

4.

D
efi

ni
ci
ja

35
.1

N
ek
a
je
S
⊆

C
ne

ki
sk
up

if
n

:S
→

C
,n
∈

N
,n

iz
fu
nk

ci
ja
.

K
až
em

o
da

ni
z

(f
n
) n

ko
nv

er
gi
ra

(o
bi
čn
o
ili

po
to
čk
am

a)
ak
o
za

sv
ak

iz
∈
S

ni
z
br
oj
ev
a
( f
n
(z

))
n
ko
nv

er
gi
ra
.
U

to
m

slu
ča
ju
,f
un

kc
iju

f
:S
→

C
de

fin
ira

nu
s
f

(z
)

:=
lim n

f n
(z

)
zo
ve
m
o
lim

es
ni
za

(f
n
) n
,i

oz
na

ča
va
m
o
s
f

=
lim n

f n
.
Pi
še

se
ta
ko

đe
r
f n
→
f
ili
f n

n −→
f
.

37



§37.
Taylorov

red
59

učinili
u

dokazu
prethodnog

teorem
a,

onda
ćem

o
na

isti
način

kao
u

pret-
hodnom

dokazu,
zaključiti

da
je
a
n

=
1n! f

(n)(z0 ),
pa

je
red

(∗)
zapravo

red
∑

1n! f
(n)(z0 )(z

−
z0 )

n,
dakle

Taylorov
red

funkcije
f

oko
točke

z0 .
T
im

e
je,

zapravo,dokazan
teorem

jedinstvenosti
za

redove
potencija,

kojikaže
da

ako
za

svaki
z
iz

nekog
otvorenog

kruga
K

(z0 ,R
),za

dva
reda

vrijedi
∞∑n=

0
a
n (z−

z0 )
n

=
∞∑n=

0
b
n (z−

z0 )
n
,

onda
je
a
n

=
b
n ,za

sve
n
≥

0.O
vajteorem

nism
o
posebno

iskazaliinum
erirali,

jerje
on

specijalan
slučajopćenitijeg

teorem
a
38.2,kojeg

ćem
o
izrećiidokazati

u
idućem

paragrafu.

N
apom

ena
1
37.1

Prom
otrim

o
funkciju

f:C
\{1}

→
C

definiranu
s
f(z)

:=
1

1−
z .

N
a
krugu

K
(0
,1)

oko
0
radijusa

1,
f

je
holom

orfna
funkcija,i

f(z)
=

∞∑n=
0
z
n.

To
je,

naravno,
izraz

koji
znam

o
od

ranije
kao

form
ulu

za
sum

u
ge-

om
etrijskog

reda
za
|z|

<
1.

To
je

ujedno
iTaylorov

red
te

funkcije
na

krugu
K

(0
,1).

R
adijus

konvergencije
reda

∑
z
n
jednak

je
1.

Zaista,krug
K

(0
,1)

je
najvećikrug

sa
središtem

u
0,kojije

sadržan
u
dom

enifunkcije
f,tj.u

skupu
C
\{1},a

‚loša’točka
za

tu
funkciju

—
točka

1,ležina
rubu

kruga
konvergencije.

To
nije

slučajno.
N
eka

je
funkcija

f
holom

orfna
u
točki

z0
i
neka

njezin
Taylorov

red
∑
a
n (z
−
z0 )

n
im

a
radijus

konvergencije
r
<
∞
.
Tada

na
rubu

kruga
konvergencije

postojitočka
u
kojoj

f
nije

holom
orfna,tj.postojitočka

z ′,
|z ′−

z0 |=
r,takva

da
f
nije

holom
orfna

nitina
jednojokolinite

točke.
N
aim

e,
kada

bioko
svake

točke
kružnice

oko
z0

radijusa
r,postojala

okolina
na

kojojje
funkcija

f
holom

orfna,onda
bi
f
bila

holom
orfna

ina
nekojotvorenojokolini

zatvorenog
kruga

K
(z0 ,r),pa

biiza
neki

R
>
r,funkcija

f
bila

holom
orfna

na
krugu

K
(z0 ,R

).
N
o
tada

biradijus
konvergencije

reda
∑
a
n (z−

z0 )
n
bio

veći
od

r.To
pojašnjava

i
neke

pojave
kod

realnih
funkcija

realne
varijable.

N
apri-

m
jer,funkcija

ϕ
:R
→

R
definirana

s
ϕ(x)

:=
1

1
+
x

2 ,definirana
je

ianalitička
na

cijelom
R
.

M
eđutim

,
njezin

Taylorov
red

oko
0
je
ϕ(x)

=
∞∑n=

0 (−
1)
n
x

2
n,

iradijus
konvergencije

tog
reda

jednak
je

1,iako
je

u
točkam

a
ruba

intervala
konvergencije,dakle

u
točkam

a
1
i−

1,funkcija
ϕ

analitička.
R
azlog

zašto
je

radijus
konvergencije

Taylorova
reda

funkcije
ϕ

sam
o
1,postaje

jasan
ako

na
1viditakođer

napom
enu

36.1.
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N
IZO

V
IIR

ED
O

V
IFU

N
K

C
IJA

D
akle,niz

funkcija
(f
n )
n
konvergira

funkciji
f,ako

∀
z
∈
S
,∀
ε
>

0
,∃
n

0 ∈
N
,t.d.∀

n
≥
n

0
vrijedi|f

n (z)−
f(z)|

<
ε
.

D
efinicija

35.2
Za

niz
funkcija

f
n :
S
→

C
,
n
∈

N
,
kažem

o
da

konvergira
uniform

no
ilijednoliko

na
S,ako

postojifunkcija
f:

S
→

C
,takva

da
za

svaki
ε
>

0
postoji

n
0 ∈

N
takav

da
za

sve
z
∈
S
isve

n
≥
n

0 vrijedi|f
n (z)−

f(z)|
<
ε.

O
značavatćem

o
to

s
f
n

⇒
f.

D
akle,niz

(f
n )
n
konvergira

uniform
no

funkciji
f,

ako

∀
ε
>

0
,
∃
n

0 ∈
N
,
t.d.∀

z
∈
S
,
∀
n
≥
n

0
vrijedi|f

n (z)−
f(z)|

<
ε
.

O
čito

je
da

ako
niz

funkcija
(f
n )
n
konvergira

uniform
no

funkciji
f,onda

taj
niz

konvergira
iobično,aliobratno

ne.

N
apom

ena
35.1

S
uniform

nom
konvergencijom

bilism
o
se

već
baviliu

§4
u

prvom
poglavlju.

Tam
o
sm

o
prom

atraliskup
B

(S
,C

)
svih

om
eđenih

funkcija
sa
S
u

C
(zapravo

um
jesto

C
tam

o
je

bio
općenito,m

etričkiprostor
Y
).

U
tom

sm
o
skupu

definirali
m
etriku

ρ
form

ulom
ρ(f

,g)
:=

sup
z∈
S |f(z)−

g(z)|,
i
tim

e

je
B

(S
,C

)
postao

m
etričkiprostor,a

konvergencija
s
obzirom

na
m
etriku

ρ
je

bila
upravo

uniform
na

konvergencija.
K
ako

je
prostor

C
potpun,pokazalism

o
ida

je
B

(S
,C

)
potpun.

Važan
je

njegov
potprostor

B
C

(S
,C

)
svih

om
eđenih

neprekidnih
funkcija,

za
koji

sm
o
pokazali

da
je

zatvoren
potprostor,

pa
je

takođerpotpun.To
je,specijalno,značilo

da
jeuniform

nilim
esniza

(om
eđenih)

neprekidnih
funkcija

ponovno
neprekidna

funkcija.
N
as

sada
zanim

aju
i
funkcije

koje
nisu

om
eđene,

pa
form

alno
uzevši

ne
m
ožem

o
koristiti

navedene
rezultate.

M
eđutim

,
isti

dokaz
kojim

sm
o
u

te-
orem

u
4.16

pokazalida
je

uniform
nilim

es
niza

om
eđenih

neprekidnih
funkcija,

ponovno
neprekidna

funkcija,bez
ikakve

prom
jene

vrijediibez
pretpostavke

o
om

eđenostifunkcija.
O
sim

toga,u
teorem

u
35.4

m
ićem

o
tajdokaz

napravitii
u
nešto

općenitijojsituaciji.
D
ruga

m
ogućnost

da
koristim

o
navedene

rezultate
iz

prvog
poglavlja,

bez
da

ih
ponovno

dokazujem
o,je

sljedeća.
A
ko

za
proizvoljne

funkcije
f
,g:

S
→

C
definiram

o
ρ ′(f

,g):=
sup
z∈
S (m

in{|f(z)−
g(z)|,1} ),dobitćem

o
m
etriku

na
skupu

svih
funkcija

sa
S
u

C
,ikonvergencija

sobzirom
na

tu
m
etriku

je
upravo

unifor-
m
na

konvergencija.
Za

prostor
(C

(S
,C

),ρ ′)
svih

neprekidnih
funkcija

sa
S
u

C
vrijedisve

što
sm

o
bilidokazaliza

B
C

(S
,C

).
Topologija,dakle

ikonvergencija,
koju

m
etrika

ρ ′inducira
na

podskupu
B

(S
,C

),ista
je

kao
iona

koju
definira

m
etrika

ρ,iako
su

sâm
e
m
etrike

različite.
Isto

vrijediiza
C
auchyjeve

nizove.



58
7.

R
A

ZV
O

JI
K

O
M

PL
EK

SN
IH

FU
N

K
C

IJ
A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

To
čn

ije
,v

rij
ed

i

K
or
ol
ar

37
.6

(T
eo
re
m

o
je
di
ns
tv
en

os
ti

ho
lo
m
or
fn
e
fu
nk

ci
je
)

N
ek
a
je

sk
up

Ω
⊆

C
ot
vo
re
n
ip

ov
ez
an

,a
f
ig

ho
lo
m
or
fn
e
fu
nk
ci
je

na
Ω
.
A
ko

se
f
ig

po
du

da
ra
ju

na
ne
ko
m

sk
up

u
ko
ji
im

a
go
m
ili
št
e
u

Ω
,o

nd
a
je
f

=
g
na

Ω
.

D
ok
az
:P

rim
ije

ni
m
o
pr
et
ho

dn
it
eo
re
m

na
fu
nk

ci
ju
f
−
g

:Ω
→

C
.

Te
or
em

37
.7

(C
au

ch
yj
ev
e
oc
je
ne

ko
efi

ci
je
na

ta
Ta

yl
or
ov
a
re
da

)
N
ek
a

je
f

(z
)

:=
∞ ∑ n
=

0
a
n
(z
−
z 0

)n
za
|z
−
z 0
|<

R
,
i
za

po
zi
tiv

an
br
oj
r
<
R

ne
ka

je

M
(r

):
=

m
ax
{|
f

(z
)|

:|
z
−
z 0
|=

r}
.
Ta

da
je

|a
n
|≤

M
(r

)
rn

,
za

sv
e
n
≥

0
.

D
ok
az
:P

re
m
a
te
or
em

u
36

.4
o
ho

lo
m
or
fn
os
ti

su
m
e
re
da

po
te
nc

ija
,
fu
nk

ci
ja
f

je
ho

lo
m
or
fn
a
na

kr
ug

u
K

(z
0,
R

),
a
pr
em

a
de

fin
ic
iji

fu
nk

ci
je
f

i
fo
rm

ul
e
za

de
riv

ac
iju

iz
ist

og
te
or
em

a,
sli
je
di

da
je

a
n

=
1 n
!f

(n
) (z

0)
.

Zb
og

to
ga

je
,p

re
m
a
te
or
em

u
34

.9
o
vi
šim

de
riv

ac
ija

m
a
de

riv
ab

iln
e
fu
nk

ci
je
,

a
n

=
1 2π
i

∫ Γ 0

f
(ζ

)
(ζ
−
z 0

)n
+

1
d
ζ
,

gd
je

je
Γ 0

po
zi
tiv

no
or
ije

nt
ira

na
kr
už

ni
ca

ok
o
z 0

ra
di
ju
sa
r.

Pr
em

a
le
m
i3

2.
1

o
oc
je
ni

in
te
gr
al
a,

im
am

o |a
n
|≤

1 2π
M

(r
)

rn
+

1
·2
rπ

=
M

(r
)

rn
.

Za
št
o
za

pr
et
ho

dn
it
eo
re
m

ka
že
m
o
da

go
vo

ri
o
oc
je
ni

ko
efi

ci
je
na

ta
Ta

yl
or
ov
a

re
da

,k
ad

za
pr
av
o
go
vo

ri
o
pr
oi
zv
ol
jn
om

re
du

po
te
nc

ija
∑
a
n
(z
−
z 0

)n
(∗
)

s
ra
di
ju
so
m

ko
nv

er
ge
nc

ije
ba

re
m
R
?

A
ko

je
(∗

)
pr
oi
zv
ol
ja
n
re
d
po

te
nc

ija
ko

ji
ko
nv

er
gi
ra

na
kr
ug

u
K

(z
0,
R

),
pa

s
f

(z
)
oz
na

či
m
o
nj
eg
ov
u
su
m
u,

ka
o
št
o
sm

o

§3
5.

U
ni

fo
rm

na
il

ok
al

no
un

ifo
rm

na
ko

nv
er

ge
nc

ija
39

P
ri
m
je
ri

35
.1

(i
)
N
iz

fu
nk

ci
ja
f n

:[
2,
∞
〉→

R
,n
∈

N
,d

efi
ni
ra
ni
h
s
f n

(x
)

:=
1 x
n
ko
nv

er
gi
ra

un
ifo

rm
no

ko
ns
ta
nt
no

jf
un

kc
iji

0,
f n

⇒
0.

(i
i)

N
iz

fu
nk

ci
ja
g n

:[
0,

1]
→

R
,
n
∈

N
,
de

fin
ira

ni
h

s
g n

(x
)

:=
x
n
,
ko

nv
er
-

gi
ra

fu
nk

ci
ji
g

:[
0,

1]
→

R
de

fin
ira

no
j
s
g
(x

)
:=
{

0
,
x
∈

[0
,1
〉

1
,
x

=
1

,
al
i
ta

ko
nv

er
ge
nc

ija
ni
je

un
ifo

rm
na

,j
er

lim
es

ni
je

ne
pr
ek
id
na

fu
nk

ci
ja
.

(i
ii

)
N
ek
a
je
f

:[
0,

1]
→

R
ne

pr
ek
id
na

fu
nk

ci
ja

ta
kv

a
da

je
f

(0
)

=
f

(1
)

=
0

i
ne

ka
f

ni
je

sv
ud

a
nu

la
,
f
6≡

0,
te

ne
ka

je
g n

:[
0,

1]
→

R
,
n
∈

N
,
ni
z

fu
nk

ci
ja

de
fin

ira
ni
h
sg

n
(x

):
=
f

(x
n
).

Ta
da

ni
z

(g
n
) n

ko
nv

er
gi
ra

ko
ns
ta
nt
-

no
jf
un

kc
iji

0,
al
it

a
ko
nv

er
ge
nc

ija
ni
je

un
ifo

rm
na

,i
ak
o
su

g n
i0

=
lim n

g n
ne

pr
ek
id
ne

fu
nk

ci
je

na
ko

m
pa

kt
no

m
sk
up

u
[0
,1

].
Za

ist
a,

ka
da

bi
g n

⇒
0,

on
da

bi
∀ε
>

0,
∃n

0
∈

N
t.d

.
∀n
≥
n

0
i∀
x
∈

[0
,1

]v
rij
ed

i|
g n

(x
)|
<
ε
.

Po
ka

ži
m
o
da

g n
6⇒

0,
tj.

da
∃ε
>

0,
t.d

.
∀n

0
∈

N
,
∃n
≥
n

0
i∃
x
n
∈

[0
,1

]t
.d
.j
e
|g n

(x
n
)|
≥
ε
.

N
ek
a
je
ε

:=
m

ax
x
∈[

0,
1]
|f

(x
)|
>

0,
in

ek
a
je
x

0
∈
〈0
,1
〉t

ak
av

da
je
|f

(x
0)
|=

ε.

Za
n

0
∈

N
ne

ka
je
n

:=
n

0
ix

n
:=

n√
x

0
∈
〈0
,1
〉.

Ta
da

je
|g n

(x
n
)|

=
|g n

(n√
x

0)
|=
|f

(x
0)
|=

ε
.

N
a
slj
ed

eć
oj

sli
ci

pr
ik
az
an

is
u
gr
af
ov
if
un

kc
ija

g 1
,g

2,
g 4
,g

8,
g 1

6,
..
.,
g 2

56
,

it
o
za

po
la
zn
u
fu
nk

ci
ju
f

(x
):

=
√
x

(1
−
x

).

0
.
2

0
.
4

0
.
6

0
.
8

1

0
.
1

0
.
2

0
.
3

0
.
4

0
.
5
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red
57

odakle
slijedida

redoviza
g
i
f
im

aju
jednake

radijuse
konvergencije.

N
adalje,kako

je
funkcija

g
holom

orfna,to
je

ineprekidna,a
jerje

g(z0 )6=
0,

postoji
δ
>

0
takav

da
je
g(z)6=

0
iza

sve
z
∈
K

(z0 ,δ).
Zbog

toga
je
z0

jedina
nultočka

funkcije
f
u
krugu

K
(z0 ,δ).

Teorem
37.5

N
eka

je
Ω
⊆

C
otvoren

ipovezan
skup,a

f:Ω
→

C
holom

orfna
funkcija.

A
ko

skup
nultočaka

funkcije
f

im
a
gom

ilište
koje

pripada
skupu

Ω
,

onda
je
f(z)=

0
za

sve
z
∈

Ω
,tj.

f
≡

0
na

Ω
.

D
okaz:N

eka
je
z0
∈

Ω
gom

ilište
skupa

f
←

(0),
skupa

nultočaka
funkcije

f.
Tada

je,
zbog

neprekidnosti,
i
točka

z0
nultočka

funkcije
f.

Tvrdim
o
da

je
f

(n)(z0 )
=

0
za

sve
n
≥

0.
U

protivnom
bi
z0

bila
nultočka

funkcije
f
nekog,

konačnog,reda,pa
bi,prem

a
prethodnom

teorem
u,to

bila
izolirana

nultočka,
što

se
protivipretpostavcida

je
ona

gom
ilište

skupa
nultočaka

od
f.

K
ako

je,dakle,
f

(n)(z0 )
=

0
za

sve
n
≥

0,iz
Taylorovog

razvoja
funkcije

f
oko

točke
z0 ,zaključujem

o
da

je
na

svakom
krugu

K
oko

z0
kojije

sadržan
u

Ω
,

f
≡

0,tj.
K
⊆
f
←

(0)
.

Pokažim
o
da

je
f
≡

0
na

cijelom
Ω
,tj.

f
←

(0)
=

Ω
.
N
eka

je
z ′∈

Ω
proiz-

z0

z1

z2

z3

z
k =

z ′

Λ

K
0

K
1

K
2

K
3

Ω
voljna

točka.
K
ako

je
Ω

otvo-
ren

i
povezan

podskup
od

C
,

postoji
poligonalna

linija
Λ
⊆

Ω
od

točke
z0

do
z ′.

N
eka

je
ε

:=
d(Λ

,C
\

Ω
).

Zbog
kom

-
paktnosti

je
ε
>

0
(vidi

ko-
rolar

5.10).
O
daberim

o
točke

z0 ,z1 ,...,z
k

=
z ′na

Λ
tako

da
je
|z
j −

z
j−

1 |
<
ε,
j

=
1
,...,k,

ineka
su

K
j

:=
K

(z
j ,ε),

j
=

0,1,...,k,
ε-krugovioko

tih
to-

čaka.
Tada

je
K
j
⊆

Ω
i
z
j
∈

K
j−

1 ∩
K
j
za

sve
j

=
1,...,k.

Prem
a
prvom

dijelu
dokaza,

f
≡

0
na

K
0 ,

tj.
K

0
⊆
f
←

(0).
Pretposta-

vim
o,

induktivno,
da

je
f
≡

0
na

K
j−

1 .
K
ako

je
točka

z
j
gom

ilište
skupa

K
j−

1 ⊆
f
←

(0),to
je

ona
gom

ilište
iskupa

f
←

(0),skupa
nultočaka

funkcije
f,

pa
je,prem

a
prvom

dijelu
dokaza,

f
≡

0
ina

krugu
K
j .

Indukcijom
zaključu-

jem
o
da

je
f
≡

0
ina

K
k−

1 ,pa
je

i
f(z ′)=

0.

K
ao

posljedicu
dobivam

o
činjenicu,da

ako
su

dvije
holom

orfne
funkcije

jed-
nake

na,naprim
jer,nekom

m
alom

luku,one
tada

m
oraju

bitijednake
svuda.

40
6.

N
IZO

V
IIR

ED
O

V
IFU

N
K

C
IJA

Sada
ćem

o
definiratijedan

novitip
konvergencije,kojiće

se
pokazativrlo

korisnim
priproučavanju

kom
pleksnih

funkcija.

D
efinicija

35.3
N
eka

je
f
n :
S
→

C
,
n
∈

N
,niz

funkcija.
K
ažem

o
da

niz
(f
n )
n

konvergira
lokalno

uniform
no

na
S,ako

za
svaki

z
∈
S
postoji

r
z
>

0
takav

da
niz

restrikcija
f
n
K

(z
,r
z )∩

S
konvergira

uniform
no

na
S
z

:=
K

(z
,r
z )∩

S.

Lokalno
uniform

na
konvergencija

znači,da
oko

svake
točke

postojiokolina
i

na
tojokolinineka

funkcija
kojojniz

restrikcija
uniform

no
konvergira.

Sljedeća
propozicija

kaže
da

se
ipak

radio
funkcijina

čitavom
skupu

S,tako
da

m
ožem

o
govoritiio

lokalno
uniform

nom
lim

esu.

P
ropozicija

35.1
A
ko

niz
funkcija

f
n :
S
→

C
,
n
∈

N
,konvergira

lokalno
uni-

form
no

na
S,

onda
postoji

funkcija
f:

S
→

C
takva

da
niz

(f
n )
n
konvergira

lokalno
uniform

no
prem

a
f,tj.za

svaki
z
∈
S

postoji
r
z
>

0
takav

da
niz

res-
trikcija

f
n
S
z
konvergira

uniform
no

restrikciji
f
S
z ,gdje

je
S
z
kao

u
prethodnoj

definiciji.

D
okaz:K

ako
niz(f

n )
n
konvergira

lokalno
uniform

no
na
S,za

svaki
z
∈
S
postoji

r
z
>

0
ifunkcija

g
z :
S
z →

C
tako

da
niz

restrikcija
f
n
S
z
konvergira

uniform
no

funkciji
g
z
na

skupu
S
z .

Pokažim
o
da

se
na

presjecim
a
S
z
′∩

S
z
′′,
z ′,z ′′∈

S,funkcije
g
z
′i
g
z
′′podu-

daraju.
N
eka

je
z
∈
S
z
′∩

S
z
′′.

Tada
je

g
z
′(z)=

limn
(f
n
S
z
′ )(z)=

limn
f
n (z)=

limn
(f
n
S
z
′′ )(z)=

g
z
′′(z)

.

Stoga
je

dobro
definirana

funkcija
f:

S
→

C
takva

da
je
f
S
z

:=
g
z ,
z
∈
S,i

očito
je

limn
f
n (z)=

f(z),
z
∈
S.

P
rim

jer
35.2

N
iz

funkcija
g
n :[0

,1]→
R

definiranih
s
g
n (x)

:=
x
n,
n
∈

N
,

konvergira
lokalno

uniform
no

na
poluotvorenom

intervalu
[0
,1〉

konstantnoj
funkciji0,alitajniz

ne
konvergira

lokalno
uniform

no
na

segm
entu

[0,1].
Prim

ijetim
o
da

niz
(g
n )
n
ne

konvergira
uniform

no
na

[0,1〉,jerbitada
kon-

vergirao
uniform

no
ina

čitavom
[0
,1],što

prem
a
prim

jeru
35.1

nije
istina.

O
čito

je
da

ako
nekiniz

funkcija
konvergira

uniform
no,onda

on
konvergira

ilokalno
uniform

no.
D
a
obratno

ne
vrijedi,pokazuje

prethodniprim
jer.

M
e-

đutim
,na

kom
paktnim

skupovim
a
te

se
dvije

vrste
konvergencije

podudaraju.
Točnije,vrijedi
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A

D
ok
az
:P

re
m
a
Ta

yl
or
ov
u
te
or
em

u,
za

sv
ak

i
r
>

0
ta
ka
v
da

je
K

(z
0,
r)
⊆

Ω
,

is
va
ki
z
∈
K

(z
0,
r)

je
f

(z
)

=
∞ ∑ n
=

0

1 n
!f

(n
) (z

0)
(z
−
z 0

)n
.
A
ko

je
f

(n
) (
z 0

)
=

0
za

sv
e
n
∈

N
,o

nd
a
je
f

(z
)

=
f

(z
0)

za
sv
e
z
∈
K

(z
0,
r)
,t

j.
fu
nk

ci
ja
f
je

na
to
m

kr
ug

u
ko
ns
ta
nt
na

.

D
efi

ni
ci
ja

37
.1

Za
to
čk
u
z 0
∈

C
za

ko
ju

je
f

(z
0)

=
0
ka

že
m
o
da

je
nu

lto
čk
a

fu
nk

ci
je
f
.
A
ko

je
f
ho

lo
m
or
fn
a
na

ne
ko
m

kr
ug

u
K

(z
0,
r)

ok
o
nu

lto
čk
e
z 0
,i
f

ni
je

ko
ns
ta
nt
na

fu
nk

ci
ja

0
na

to
m

kr
ug

u,
on

da
,
pr
em

a
pr
et
ho

dn
om

ko
ro
la
ru
,

po
st
oj
in
∈

N
ta
ka
v
da

je
f

(n
) (
z 0

)6=
0.

N
aj
m
an

ji
ta
ka
v
pr
iro

da
n
br
oj
n
zo
ve

se
re
d
nu

lto
čk
e.

Te
or
em

37
.4

(o
iz
ol
ir
an

os
ti
nu

lt
oč
ak

a
ho

lo
m
or
fn
e
fu
nk

ci
je
)

N
ek
a

je
fu
nk
ci
ja
f
ho
lo
m
or
fn
a
na

kr
ug
u
K

(z
0,
r)

in
ek
a
je
z 0

nj
ez
in
a
nu

lto
čk
a
re
da

n
.

Ta
da

po
st
oj
if
un

kc
ija

g
,h

ol
om

or
fn
a
na

kr
ug
u
K

(z
0,
r)
,t
ak
va

da
je
g
(z

0)
6=

0,
i

da
za

sv
ak
iz
∈
K

(z
0,
r)

vr
ije

di f
(z

)=
(z
−
z 0

)n
g
(z

).

Št
ov
iš
e,

po
st
oj
iδ

>
0
ta
ka
v
da

je
g
(z

)6=
0
za

sv
e
z
∈
K

(z
0,
δ)
.

D
ak
le
,h

ol
om

or
fn
a
fu
nk
ci
ja
,a

ko
se

ne
ra
di

o
tr
iv
ija

ln
oj

fu
nk
ci
ji
f
≡

0,
im

a
sa
m
o
iz
ol
ira

ne
nu

lto
čk
e.

D
ok
az
:P

re
m
a
Ta

yl
or
ov
om

te
or
em

u,
f

(z
)

=
∞ ∑ k
=

0

1 k
!f

(k
) (z

0)
(z
−
z 0

)k
,
za

sv
ak

i

z
∈
K

(z
0,
r)
.K

ak
o
je
z 0

nu
lto

čk
a
re
da
n
,t
o
je
f

(k
) (
z 0

)=
0
za
k

=
0,

1,
..
.,
n
−

1,
pa

je f
(z

)=
∞ ∑ k
=
n

1 k
!f

(k
) (z

0)
(z
−
z 0

)k
=

(z
−
z 0

)n
∞ ∑ k
=
n

1 k
!f

(k
) (z

0)
(z
−
z 0

)k
−
n
.

D
efi

ni
ra
m
o
li
fu
nk

ci
ju
g
ka

o
su
m
u
g
(z

):
=
∞ ∑ k
=
n

1 k
!f

(k
) (z

0)
(z
−
z 0

)k
−
n
,b

it
će

na

to
m

kr
ug

u
za
ist

a
f

(z
)=

(z
−
z 0

)n
g
(z

)
ig

(z
0)

=
1 n
!f

(n
) (
z 0

)6=
0.

D
a
je

fu
nk

ci
ja
g
ho

lo
m
or
fn
a
na

kr
ug

u
K

(z
0,
r)

sli
je
di

iz
či
nj
en

ic
e
da

re
d

ko
jim

je
fu
nk

ci
ja
g
de

fin
ira

na
im

a
ist

ir
ad

iju
s
ko
nv

er
ge
nc

ije
ka

o
iT

ay
lo
ro
v
re
d

fu
nk

ci
je
f
.
Za

ist
a,

za
sv
ak

in
iz
a
n
,n
∈

N
,k

om
pl
ek
sn
ih

br
oj
ev
a,

pr
em

a
pr
op

o-
zi
ci
ji
36

.2
(i

),
vr
ije

di

lim
su

p
k

k√
|a
n

+
k
|=

lim
su

p
k

( n
+
k√
|a
n

+
k
|)

n
+
k

k
=

lim
su

p
k

n
+
k√
|a
n

+
k
|=

lim
su

p
k

k√
|a
k
|,
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rm

na
il

ok
al

no
un

ifo
rm

na
ko

nv
er

ge
nc

ija
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P
ro
po

zi
ci
ja

35
.2

N
ek
a
ni
z
fu
nk
ci
ja
f n

:S
→

C
,
n
∈

N
,
ko
nv
er
gi
ra

lo
ka
ln
o

un
ifo

rm
no

.
A
ko

je
sk
up

S
ko
m
pa
kt
an

,o
nd

a
ni
z

(f
n
) n

ko
nv
er
gi
ra

un
ifo

rm
no

.

D
ok
az
:K

ak
o
ni
z(
f n

) n
ko
nv

er
gi
ra

lo
ka

ln
o
un

ifo
rm

no
na
S
,t
o,

pr
em

a
pr
et
ho

dn
oj

pr
op

oz
ic
iji

35
.1
,p

os
to
ji
fu
nk

ci
ja
f

:S
→

C
ta
kv
a
da

(f
n
) n

lo
ka

ln
o

⇒
f
.
St
og

a
za

sv
ak

iz
∈
S
,
po

st
oj
ir

z
>

0
ta
ka
v
da
( f
n
S
z

) n
⇒
f
S
z
,
gd

je
je
,
ka

o
ir

an
ije

,
S
z

:=
S
∩
K

(z
,r
z
).

Zb
og

ko
m
pa

kt
no

st
i,
po

st
oj
et

oč
ke
z 1
,.
..
,z
k
∈
S
ta
kv

ed
a
je
S
⊆

k ⋃ i=
1K

(z
i,
r z
i
),

tj.
S

=
k ⋃ i=

1
S
z
i
.

Bu
du

ći
ni
z(
f n

S
z
i

) n
ko
nv

er
gi
ra

un
ifo

rm
no

re
st
rik

ci
ji
f
S
z
i
,t
o
za

sv
ak

iε
>

0
po

st
oj
in

0,
i
∈

N
ta
ka
v
da

za
sv
e
z
∈
S
z
i
is
ve
n
≥
n

0,
i,
vr
ije

di
|f n

(z
)−

f
(z

)|
<
ε.

N
ek
a
je
n

0
:=

m
ax
{n

0,
1,
..
.,
n

0,
k
}.

Ta
da

za
sv
e
z
∈
S

i
sv
e
n
≥
n

0
vr
ije

di
|f n

(z
)−

f
(z

)|
<
ε,

tj.
ni
z

(f
n
) n

ko
nv

er
gi
ra

un
ifo

rm
no

na
S
.

K
or
ol
ar

35
.3

N
ek
a
je

Ω
⊆

C
ot
vo
re
n
sk
up

,a
f n

:Ω
→

C
,n
∈

N
,n

iz
fu
nk
ci
ja
.

Sl
je
de
će

su
tv
rd
nj
e
ek
vi
va
le
nt
ne
:

(i
)
N
iz

(f
n
) n

ko
nv
er
gi
ra

lo
ka
ln
o
un

ifo
rm

no
na

Ω
.

(i
i)

Za
sv
ak
i
ko
m
pa
kt
an

sk
up

K
⊆

Ω
,
ni
z
re
st
ri
kc
ija

f n
K

:K
→

C
,
n
∈

N
,

ko
nv
er
gi
ra

un
ifo

rm
no

na
K
.

(i
ii

)
Za

sv
ak
iz

at
vo
re
ni

kr
ug

K
(z
,r

)⊆
Ω
,n

iz
re
st
ri
kc
ija
( f
n
K

(z
,r

)) n
ko
nv
er
-

gi
ra

un
ifo

rm
no

na
K

(z
,r

).

D
ok
az
:D

a
(i
i)

sli
je
di

iz
(i

),
po

ka
zu
je

pr
et
ho

dn
a
pr
op

oz
ic
ija

.
(i
ii

)
sli
je
di

tr
iv
i-

ja
ln
o
iz

(i
i)
,j
er

je
sv
ak

iz
at
vo

re
ni

kr
ug

ko
m
pa

kt
an

.
A

im
pl
ik
ac
ija

(i
ii

)⇒
(i

)j
e

go
to
vo

sâ
m
a
de

fin
ic
ija

lo
ka

ln
o
un

ifo
rm

ne
ko

nv
er
ge
nc

ije
.

D
ok

až
im

o
sa
da

da
lo
ka

ln
o
un

ifo
rm

na
ko
nv

er
ge
nc

ija
ču

va
ne
pr
ek
id
no

st
.

Te
or
em

35
.4

N
ek
a
je
f n

:S
→

C
,n
∈

N
,n

iz
ne
pr
ek
id
ni
h
fu
nk
ci
ja

ko
ji
lo
ka
ln
o

un
ifo

rm
no

ko
nv
er
gi
ra

fu
nk
ci
ji
f

:S
→

C
.
Ta

da
je

if
un

kc
ija

f
ne
pr
ek
id
na

.

D
ok
az
:N

ek
a
je
z 0
∈
S
pr
oi
zv
ol
jn
a
to
čk
a.

N
a
ne

ko
jo

ko
lin

iS
z

0
:=

S
∩
K

(z
0,
r z

0
)

to
čk
e
z 0
,n

iz
(f
n
) n

ko
nv

er
gi
ra

un
ifo

rm
no

fu
nk

ci
ji
f
,p

a
za

sv
ak

iε
>

0
po

st
oj
i

n
0
∈

N
,t

ak
av

da
za

sv
ak

iz
∈
S
z

0
is

va
ki
n
≥
n

0
vr
ije

di
|f n

(z
)−

f
(z

)|
<

ε 3.
Sp

ec
ija

ln
o
je
|f n

0
(z

)−
f

(z
)|
<

ε 3
za

sv
e
z
∈
S
z

0
.
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K
ako

red
∑
∣∣
zρ ∣∣ n

konvergira,to
prem

a
W
eierstrassovom

kriteriju,teorem
35.12,

red
pod

integralom
u

(4)konvergira
uniform

no
na

Γ
ρ ,pa

se,prem
a
korolaru

35.9,
m
ože

integriratičlan
po

član.
Vrijedizato

f(z)=
12π
i ∫

Γ
ρ

∞∑n=
0

z
n

ζ
n+

1
f(ζ)

d
ζ

=
12π
i

∞∑n=
0 ( ∫

Γ
ρ

f(ζ)
ζ
n+

1
d
ζ )
z
n
.

Tako
sm

o
prikazalifunkciju

f
kao

sum
u
reda

∑
a
n
z
n,gdje

su
koeficijenti

dâni
form

ulom
a
n

=
12
π
i ∫

Γ
ρ

f(ζ)
ζ
n

+
1
d
ζ,

n
∈

N
.

K
ako

je
funkcija

f(ζ)
ζ
n

+
1

holo-

m
orfna

na
probušenom

krugu
K
∗(0

,r),a
kružnica

Γ
ρ
je

u
K
∗(0

,r)
hom

otopna
kružniciΓ

0 ,
to

su,
prem

a
C
auchyjevu

teorem
u,

teorem
33.4,

integralipo
tim

kružnicam
a
jednaki,pa

dobivam
o

(2)
za

slučaj
z0

=
0.

Prem
a
teorem

u
34.9

o
višim

derivacijam
a
derivabilne

funkcije,znam
o
da

je

a
n

=
12π
i ∫

Γ
0

f(ζ)
ζ
n+

1
d
ζ

=
1n!
f

(n)(0)
,

pa
je

tako
dokazana

iform
ula

(1)
za

slučaj
z0

=
0.

K
ao

posljedicu
Taylorova

teorem
a
iteorem

a
36.4,dobivam

o

K
orolar

37.2
(analitičnost

holom
orfne

funkcije)
N
eka

je
Ω
⊆

C
otvoren

skup.
Funkcija

f:Ω
→

C
je

holom
orfna

u
točki

z0 ∈
Ω

ako
isam

o
ako

postoji
red

potencija
∑
a
n (z−

z0 )
n
s
radijusom

konvergencije
r
>

0
takav

da
je

f(z)=
∞∑n=

0
a
n (z−

z0 )
n

za
sve

z
iz

neke
okoline

točke
z0 .

O
vajkorolarpokazuje,da

je
svaka

derivabilna
kom

pleksna
funkcija

ne
sam

o
holom

orfna
i
da

im
a
derivacije

svih
redova,

kao
što

sm
o
bili

već
dokazali

u
teorem

u
34.9

o
višim

derivacijam
a
derivabilne

funkcije,
nego

je
svaka

takva
funkcija

ujedno
ianalitička,tj.m

ože
se

razvitiu
red

potencija,što
je

m
nogo

više.

K
orolar

37.3
N
eka

je
f:Ω

→
C

holom
orfna

funkcija
i
z0
∈

Ω
.

Tada
za

svaki
r
>

0
takav

da
je
K

(z0 ,r)
⊆

Ω
vrijedi

f(z)
=
∞∑n=

0

1n! f
(n)(z0 )(z

−
z0 )

n

za
sve

z
∈
K

(z0 ,r).
Specijalno,

ako
je
f

(n)(z0 )=
0
za

sve
n
∈

N
,
onda

je
f

konstantna
funkcija

na
svakom

krugu
K

(z0 ,r)oko
točke

z0 ,kojije
sadržan

u
Ω
.
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K
ako

je
funkcija

f
n

0
neprekidna

u
z0 ,postoji

δ
>

0,
δ
<
r
z

0 ,takav
da

za
sve

z
∈
S
za

koje
je|z−

z0 |
<
δ,vrijedi|f

n
0 (z)−

f
n

0 (z0 )|
<

ε3 .
Tada

za
sve

takve
z

vrijedi

|f(z)−
f(z0 )|≤

|f(z)−
f
n

0 (z)|
<
ε3

+
|f
n

0 (z)−
f
n

0 (z0 )|
<
ε3

+
|f
n

0 (z0 )−
f(z0 )|

<
ε3

<
ε
.

Zbog
prethodnog

teorem
a,kaže

se
da,u

slučaju
lokalno

uniform
ne

konver-
gencije,

lim
es

(niza)
i
lim

es
(funkcije),

kom
utiraju.

N
aim

e,
ako

je
funkcija

f
lokalno

uniform
nilim

es
niza

funkcija
neprekidnih

u
točki

z0 ,onda
je

i
f
nepre-

kidna
u
z0 ,pa

je

lim
z→

z
0 limn

f
n (z)=

lim
z→

z
0
f(z)=

f(z0 )=
limn

f
n (z0 )=

limn
lim
z→

z
0
f
n (z)

.

N
aš

glavni
interes

u
ovom

poglavlju
su

redovi
funkcija.

K
ako

redove
do-

sad
nism

o
spom

injali,pođim
o
od

definicije.
N
eka

je
X

nekivektorskiprostor
snabdjeven

nekom
m
etrikom

,
ili

barem
nekom

topologijom
,
naprim

jer,
neka

je
X

norm
iran

vektorskiprostor,
a

(x
n )
n
niz

u
X
.
R
ed
∑
x
n
je

uređen
par

((x
n )
n
,(s

n )
n )

niza
(x
n )
n
iniza

(s
n )
n
njegovih

parcijalnih
sum

a
s
n

:=
n∑k=

1
x
k ,

n
∈

N
.
Za

red
∑
x
n
kažem

o
da

konvergira,ako
konvergira

niz
(s
n )
n .

U
tom

slučaju
lim

es
limn

s
n
niza

parcijalnih
sum

a
zovem

o
sum

om
reda

∑
x
n
iozna-

čavam
o
sa
∞∑n=

1
x
n .

N
as

će
zanim

ati
redovi

funkcija,
posebice

redovi
funkcija

∑
f
n ,

gdje
su

f
n :
S
→

C
kom

pleksne
funkcije

kom
pleksne

varijable.
Za

takav
red

kažem
o

da
konvergira

(obično)
ako

za
svaki

z
∈
S

red
∑
f
n (z)

kom
pleksnih

brojeva
konvergira. 1

Za
red

funkcija
∑
f
n

kažem
o
da

konvergira
uniform

no
ako

niz
(

n∑k=
1
f
k )

n
konvergira

uniform
no,

tj.
konvergira

u
prostoru

funkcija
sa

S

u
C
,snabdjevenom

ranije
spom

enutom
m
etrikom

ρ ′.
Slično

se
definira

lokalno
uniform

na
konvergencija

reda
funkcija.

K
orolar

35.5
A
ko

je ∑
f
n
red

neprekidnih
funkcija

f
n :
S
→

C
kojikonvergira

lokalno
uniform

no,onda
je

njegova
sum

a
∞∑n=

1
f
n :
S
→

C
neprekidna

funkcija.

1P
rim

ijetim
o
da

ne
postojim

etrika
na

prostoru
svih

funkcija
sa
S
u

C
takva

da
konvergen-

cija
s
obzirom

na
tu

m
etriku

bude
upravo

obična
konvergencija

niza
funkcija.

Za
opis

obične
konvergencije

potrebna
je

ne-m
etrizabilna

topološka
struktura

na
prostoru

funkcija,vidi[4].
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A
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O

JI
K

O
M

PL
EK

SN
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FU
N

K
C

IJ
A

U
R

ED
O

V
E

PO
T

EN
C

IJ
A

ko
efi
ci
je
nt
ia

n
da
ni

fo
rm

ul
am

a

a
n

=
1 n
!f

(n
) (z

0)
,

pr
ito

m
je
f

(0
) (z

0)
:=

f
(z

0)
(1
)

=
1 2π
i

∫ Γ 0

f
(ζ

)
(ζ
−
z 0

)n
+

1
d
ζ
,

(2
)

pr
ič
em

u
je

Γ 0
pr
oi
zv
ol
jn
a
po
zi
tiv

no
or
ije

nt
ira

na
kr
už
ni
ca

ok
o
z 0

ra
di
ju
sa

m
an

je
g

od
r.

To
je
Ta

yl
or
ov

re
d
fu
nk

ci
je
f
u
to
čk
iz

0.

U
ob

ič
aj
en

o
je

ko
efi

ci
je
nt
e
Ta

yl
or
ov
a
re
da

pi
sa
ti

u
ob

lik
u

(1
),

pa
se

na
jč
eš
će

Ta
yl
or
ov

re
d
pi
še

ka
o

f
(z

)=
∞ ∑ n
=

0

1 n
!f

(n
) (z

0)
(z
−
z 0

)n
.

D
ok
az
:D

ok
az

će
m
o
pr
ov
es
ti
za

slu
ča
jz

0
=

0.
O
pć

is
es

lu
ča
jd

ob
ije

tr
an

sla
ci
jo
m
,

tj.
je
dn
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∈
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.
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n
|.

A
na

lo
gn

o,
za

re
d
∑
f n

fu
nk

ci
ja

sa
S

u
C

ka
že
m
o
da

ap
so
lu
tn
o
ko
nv

er
gi
ra
,a

ko
ko
nv

er
gi
ra

re
d
∑
|f n
|.

K
od

ap
so
lu
tn
o
ko
nv

er
ge
nt
ni
h
re
do

va
,
čl
an

ov
i
se

m
og

u
po

vo
lji

gr
up

ira
ti

i
pe

rm
ut
ira

ti,
a
da

to
ne

m
a
ut
je
ca
ja

na
nj
ih
ov
u
ko

nv
er
ge
nc

iju
ni
ti
na

sâ
m
u
su
m
u.

M
i
te

st
va
ri

ne
će
m
o
do

ka
zi
va
ti,

a
pr
ec
iz
no

isk
az
an

e
tv
rd
nj
e
i
de

ta
ljn

i
do

ka
zi

na
la
ze

se
u
[4
].

Va
žn

a
je

slj
ed

eć
a,

na
pr
vi

po
gl
ed

oč
ita

,č
in
je
ni
ca
:

Te
or
em

35
.1
0

N
ek
a
je
z n
,
n
∈

N
,
ni
z
ko
m
pl
ek
sn
ih

br
oj
ev
a.

A
ko

re
d
∑
z n

ko
nv
er
gi
ra

ap
so
lu
tn
o,

on
da

on
ik

on
ve
rg
ira

.

D
ok
az
:D

a
re
d
∑
z n

ap
so
lu
tn
o
ko
nv

er
gi
ra

zn
ač
id

a
ko
nv

er
gi
ra

re
d
∑
|z n
|,

tj.
da

ko
nv

er
gi
ra

nj
eg
ov

ni
z
pa

rc
ija

ln
ih

su
m
a
σ
n

:=
n ∑ j
=

1
|z j
|.

St
og

a
je

ni
z

(σ
n
) n

C
au

ch
yj
ev

ni
z,

pa
za

sv
ak

iε
>

0
po

st
oj
in

0
∈

N
,t

ak
av

da
za

sv
e
n
≥
n

0
is

ve
k
∈

N
vr
ije

di

|σ
n

+
k
−
σ
n
|=

n
+
k

∑ j
=

1
|z j
|−

n ∑ j
=

1
|z j
|=

n
+
k

∑
j
=
n

+
1
|z j
|<

ε
.
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D
okaz:

(a)
N
eka

je
z
∈
K

(z0 ,r)
proizvoljan.

O
daberim

o
z ′
∈
K

(z0 ,r)
takav

da
je
|z
−
z0 |

<
|z ′−

z0 |
<
r.

Tada
je,

prem
a
prethodnoj

propoziciji
36.2(i),

z

z0 z ′

r
lim

sup
n √
∣∣a
n (z ′−

z0 )
n|=

lim
sup

n √
|a
n |·|z ′−

z0 |

=
1r
|z ′−

z0 |
<

1
.

Prem
a

C
auchyjevu

kriteriju,
propozicija

36.2(ii),
red

∑
a
n (z ′−

z0 )
n
konvergira

apsolutno.
Prem

a
A
belovojlem

i,teorem
36.1,zaključujem

o
da

red
(1)

konvergira
ap-

solutno
ilokalno

uniform
no

na
krugu

K
(z0 ,|z ′−

z0 |).
K
ako

je
z
∈
K

(z0 ,r)
bio

proizvoljan,red
(1)

konvergira
apsolutno

ilokalno
uniform

no
na

cijelom
krugu

K
(z0 ,r).

(b)
Pretpostavim

o
da

red
(1)konvergira

za
neki

z ′takav
da

je
|z ′−

z0 |=
:
R
>
r.

Tada,prem
a
A
belovojlem

i,te-
orem

36.1,red
(1)konvergira

apsolutno
na

krugu
K

(z0 ,R
),

pa
specijalno

konvergira
apsolutno

za
neki

z ′′takav
da

je
r
<
|z ′′−

z0 |
<
R
,
tj.

konvergira
red

∑
|a
n (z ′′−

z0 )
n|.

M
eđutim

,
z ′′

R

z0

z ′

r

lim
sup

n √
|a
n (z ′′−

z0 )
n|=

lim
sup

n √
|a
n |·|z ′′−

z0 |=
|z ′′−

z0 |
r

>
1
,

što
se

protiviC
auchyjevu

kriteriju,propozicija
36.2(ii).

D
okažim

o
sada

da
su

sum
e
redova

potencija
uvijek

‚dobre’,tj.holom
orfne,

funkcije.

Teorem
36.4

(o
holom

orfnostisum
e
reda

potencija)
N
eka

red
potencija

∑
a
n (z−

z0 )
n
im

a
radijuskonvergencije

r
>

0.
Tada

je
funkcija

f:
K

(z0 ,r)→
C

definirana
s

f(z):=
∞∑n=

0
a
n (z−

z0 )
n

holom
orfna

na
K

(z0 ,r),injezina
derivacija

jednaka
je

f
′(z)=

∞∑n=
1
n
a
n (z−

z0 )
n−

1
.

(3)

Pritom
,radijus

konvergencije
za
f
′također

jednak
je
r.
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N
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V
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V
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N
K

C
IJA

Stoga
za

sve
n
≥
n

0
isve

k
∈

N
,za

parcijalne
sum

e
s
n
reda

∑
z
n
vrijedi

|s
n+

k −
s
n |=

∣∣
n+

k
∑j=
n+

1
z
j ∣∣≤

n+
k

∑j=
n+

1 |z
j |
<
ε
,

pa
je

niz
(s
n )
n
parcijalnih

sum
a
reda

∑
z
n
C
auchyjev

niz.
Zbog

potpunosti
prostora

C
,tajniz

konvergira,tj.red
∑
z
n
je

konvergentan.

U
dokazu

prethodnog
teorem

a
koristilism

o
potpunostprostora

kom
pleksnih

brojeva.
Iz

sâm
og

se
dokaza

vidida
će

u
svakom

Banachovom
prostoru

apso-
lutno

konvergentniredovibitiikonvergentni.
M
eđutim

,u
prostorim

a
kojinisu

potpunipostoje
apsolutno

konvergentniredovikojine
konvergiraju.

P
rim

jer
35.3

K
onstruirat

ćem
o
red

racionalnih
brojeva

koji
u

Q
apsolutno

konvergira
alikojiu

Q
nije

konvergentan.
N
eka

su
članoviredova

∑
a
n
i ∑

b
n
definiranis

a
2
k

:=
1k! −

12
k

a
2
k+

1
:=

0


k

=
0,1,2,...

i
b2
k

:=
0

b2
k+

1
:=

1k!


k

=
0,1,2,...

K
ako

su
redovi ∑

1k!
i ∑

12
k ,kao

redoviu
R
,apsolutno

konvergentni,to
su

i
redovi ∑

a
n
i ∑

b
n
apsolutno

konvergentniu
R
.
Zbog

toga
je

u
R

apsolutno
konvergentan

ired
∑
q
n
čijisu

članovidefiniranis

q
n

:=
a
n

+
b
n

=



1k! −
12
k
,
n

=
2k

1k!
,
n

=
2k

+
1
.

Budućije
R

potpun,tajred
u

R
ikonvergira

isum
a
m
u
je

∞∑n=
0
q
n

=
∞∑n=

0 (a
n

+
b
n )

=
∞∑n=

0
a
n

+
∞∑n=

0
b
n

=
∞∑k=

0 (
1k! −

12
k )

+
∞∑k=

0

1k!

=
∞∑k=

0

1k! −
∞∑k=

0

12
k

+
∞∑k=

0

1k! =
2e−

2
.
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N
IZ

O
V

II
R

ED
O

V
IF

U
N

K
C

IJ
A

N
ek
a
je
dn

os
ta
vn

a
sv
oj
st
va

ko
ja

će
m
o
tr
eb

at
i,
da

na
su

slj
ed

eć
om

pr
op

oz
ic
i-

jo
m
:

P
ro
po

zi
ci
ja

36
.2

(i
)
N
ek
a
su

(α
n
) n

i
(β
n
) n

ni
zo
vi

ne
ne
ga
tiv

ni
h
re
al
ni
h
br
oj
ev
a
ta
kv
i
da

ni
z

(β
n
) n

ko
nv
er
gi
ra
,t
e
ne
ka

je
b

:=
lim n

β
n
iα

:=
lim

su
p
α
n
.
Ta

da
je

(a
)

lim
su

p
α
n
·β

n
=
α
·b

(b
)

lim
su

p(
α
n
)β
n

=
α
b
.

(i
i)

(C
au

ch
yj
ev

kr
it
er
ij
ko
nv

er
ge
nc

ije
re
da

)
N
ek
a
je

(α
n
) n

ni
zn

en
eg
at
iv
ni
h
re
al
ni
h
br
oj
ev
a
in

ek
a
je
A

:=
lim

su
p

n√
α
n
.

O
nd

a
ak
o
je
A
<

1,
re
d
∑
α
n
ko
nv
er
gi
ra
,a

ak
o
je
A
>

1,
re
d
∑
α
n
di
ve
rg
ira

.

D
ok

až
im

o
sa
da

os
no

vn
it
eo
re
m

o
re
do

vi
m
a
po

te
nc
ija

:

Te
or
em

36
.3

(C
au

ch
y-
H
ad

am
ar
do

v1
te
or
em

)
N
ek
a
je

∑
a
n
(z
−
z 0

)n
(1
)

re
d
po
te
nc
ija

in
ek
a
je

r
:=

1
lim

su
p

n√
|a
n
|

(2
)

(d
og
ov
or
no

uz
im

am
o
r

:=
0
ak
o
je

lim
su

p
n√
|a
n
|=

+
∞
,
a
r

:=
+
∞

ak
o
je

lim
su

p
n√
|a
n
|=

0)
.
Ta

da

(a
)
re
d

(1
)
ko
nv
er
gi
ra

ap
so
lu
tn
o
il
ok
al
no

un
ifo

rm
no

na
kr
ug
u
K

(z
0,
r)
,i

(b
)
re
d

(1
)
di
ve
rg
ira

za
sv
ak
iz
∈

C
za

ko
ji
je
|z
−
z 0
|>

r.

Br
oj
r
zo
ve

se
ra
di
ju
s
ko
nv

er
ge
nc

ije
,
a
K

(z
0,
r)

kr
ug

ko
nv

er
ge
nc

ije
re
da

po
te
nc
ija

(1
).

1 J
ac
qu

es
Sa

la
m
on

H
ad

am
ar
d
(1
86

5–
19

63
),
fr
an

cu
sk
im

at
em

at
ič
ar
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R
ed
∑
q n

je
re
d
ra
ci
on

al
ni
h
br
oj
ev
a,
q n
∈

Q
,n

=
0,

1,
2,
..
.
A
li
br
oj

2e
−

2
ni
je

ra
ci
on

al
an

,p
a
ta
jr
ed

ne
ko

nv
er
gi
ra

u
Q
,t
j.
ka

o
re
d
u

Q
on

ni
je

ko
nv

er
ge
n-

ta
n.

Po
ka

ži
m
o
da

je
on

ip
ak

ap
so
lu
tn
o
ko
nv

er
ge
nt
an

iu
Q
.

O
zn

ač
im

o
sa
σ
n
pa

rc
ija

ln
e
su
m
e
re
da
∑
|q n
|.

D
ire

kt
ni
m

ra
ču

no
m
,v

id
is

e
da

je
σ

7
=

83 24
,a

je
r
za

sv
e
k
≥

4
vr
ije

di
1 k
!
<

1 2k
,t
o
za
n
≥

4
vr
ije

di

σ
2n

=
83 24

+
n ∑ k
=

4

1 2k
−

1 n
!

σ
2n

+
1

=
83 24

+
n ∑ k
=

4

1 2k

σ
2n

+
2

=
83 24

+
n

+
1

∑ k
=

4

1 2k
−

1
(n

+
1)

!

=
σ

2n
+

1
+
(

1
2n

+
1
−

1
(n

+
1)

!)
,

pa
je
σ

2n
<
σ

2n
+

1
<
σ

2n
+

2,
n
≥

4,
tj.

ni
z

(σ
n
) n

je
m
on

ot
on

o
ra
st
uć

ni
z
u

Q
.

M
eđ

ut
im

,n
je
go
v
po

dn
iz

(σ
2n

+
1)
n
ko
nv

er
gi
ra

u
Q
.
Za

ist
a,

σ
2n

+
1

=
83 24

+
n ∑ k
=

4

1 2k
=

83 24
+

1 24
−

1
2n

+
1

1
−

1 2
=

10 3
−

1 2n
,

pa
je

lim n
σ

2n
+

1
=

10 3
.
Zb

og
to
ga

is
âm

ni
z

(σ
n
) n

ko
nv

er
gi
ra

(i
lim

es
m
u
je

10 3
),

tj.
pr
om

at
ra
ni

re
d
∑
q n

je
iu

Q
ap

so
lu
tn
o
ko
nv

er
ge
nt
an

.

Iz
pr
et
ho

dn
og

te
or
em

a
id

efi
ni
ci
je

ko
nv

er
ge
nc

ije
re
da

fu
nk

ci
ja
,s

lij
ed

i

K
or
ol
ar

35
.1
1

Sv
ak
ia

ps
ol
ut
no

ko
nv
er
ge
nt
an

re
d
ko
m
pl
ek
sn
ih

fu
nk
ci
ja

ko
nv
er
-

gi
ra

(o
bi
čn
o)
.

Pr
im

ije
tim

o
da

ap
so
lu
tn
o
ko
nv

er
ge
nt
an

re
d
fu
nk

ci
ja

ne
m
or
a
ko
nv

er
gi
ra
ti

(lo
ka

ln
o)

un
ifo

rm
no

,n
iti

ob
ra
tn
o,

un
ifo

rm
no

ko
nv

er
ge
nt
an

re
d
ne

m
or
a
ko

nv
er
-

gi
ra
ti
ap

so
lu
tn
o.
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§
36

R
edovipotencija

U
ovom

ćem
o
paragrafu

prom
atrati

neke
posebne

redove
funkcija,

i
dokazati

neka,za
njih

tipična,svojstva.
R
ed

potencija
jered

oblika ∑
a
n (z−

z0 )
n,gdjesu

z0 ikoeficijenti
a
n ,
n
≥

0,
kom

pleksnibrojevi.
U
običajeno

je
da

kod
redova

potencija
indeksi

n
uključuju,

osim
prirodnih

brojeva,inulu,pa
ćem

o
sâm

red
označivatiisa

∑n≥
0
a
n (z−

z0 )
n,

a
njegovu

sum
u,kada

postoji,sa
∞∑n=

0
a
n (z−

z0 )
n.

Č
esto

ćem
o
rabitisljedećiteorem

:

Teorem
36.1

(A
belova

1
lem

a)
A
ko

red
potencija

∑
a
n (z−

z0 )
n
konvergira

za
neki

z ′6=
z0 ,onda

tajred
konvergira

apsolutno
ilokalno

uniform
no

na
cijelom

krugu
K

(z0 ,r),gdje
je
r

:=
|z ′−

z0 |.

D
okaz:A

ko
red

∑
a
n (z ′−

z0 )
n
konvergira,onda

jespecijalno
limn

a
n (z ′−

z0 )
n=

0.
Postojistoga

M
>

0
takav

da
je
|a
n (z ′−

z0 )
n|≤

M
,za

sve
n

=
0,1,2,...

z

ρ

z0

z ′r

N
eka

je
0
<
ρ
<
r

=
|z ′−

z0 |.Tada
za

svaki
z
∈
K

(z0 ,ρ)
vrijedi

|a
n (z−

z0 )
n|=

|a
n (z ′−

z0 )
n|· ∣∣∣

z−
z0

z ′−
z0 ∣∣∣ n

<
M
(
ρr )

n

.

K
ako

je
ρr
<

1,
red

∑
M

(
ρr )

n
konvergira,

pa
prem

a
W
eierstrassovu

kriteriju,teorem
35.12,zaključujem

o
da

red
∑
a
n (z−

z0 )
n
konvergira

na
K

(z0 ,ρ)
apsolutno

iuniform
no.

Budući
da

za
svaki

z
∈
K

(z0 ,r)
postoji

ρ
takav

da
je
|z
−
z0 |

<
ρ
<
r,

red
∑
a
n (z−

z0 )
n
konvergira

apsolutno
ilokalno

uniform
no

na
cijelom

krugu
K

(z0 ,r).

D
efinicija

36.1
N
eka

je
ρ
n ,
n
∈

N
,niz

nenegativnih
realnih

brojeva.
A
ko

je
tajniz

neograničen,definiram
o

lim
sup

ρ
n

:=
+
∞
.
U

protivnom
,tj.ako

je
niz

(ρ
n )
n
ograničen,označim

o
skup

svih
njegovih

gom
ilišta

sa
S
(tajje

skup,prem
a

Bolzano-W
eierstrassovom

teorem
u,neprazan),idefiniram

o
lim

sup
ρ
n

:=
sup

S.

N
ije

teško
pokazatida

je
ilim

sup
ρ
n
takođergom

ilište
niza

(ρ
n )
n ,tj.vrijedi

lim
sup

ρ
n
∈
S,izbog

toga
naziv—

najveće
gom

ilište.
1N

iels
H
enrik

A
bel(1802–1829),norveškim

atem
atičar
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V
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N
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C
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P
rim

jer
35.4

(i)
R
ed
∑
f
n
funkcija

f
n :R

→
R
definiranih

s
f
n (t):=

(−
1)
n−

1
1n ,konvergira

uniform
no

na
R
,aline

konvergira
apsolutno.

(ii)
R
ed
∑
g
n
funkcija

g
n :[0

,1〉→
R
definiranih

s
g
n (t):=

t
n,konvergira

apso-
lutno,aline

iuniform
no.N

aim
e,kada

bired
∑
g
n
konvergirao

uniform
no,

onda
biopćičlan

m
orao

uniform
no

težitinuli,tj.niz
funkcija

(g
n )
n
bina

[0
,1〉m

orao
konvergiratiuniform

no,što,kako
sm

o
vidjeliu

prim
jeru

35.1,
nije

istina.

D
okažim

o
na

kraju
ovog

paragrafa
jedan

koristan
dovoljan

uvjet
za

apso-
lutnu

iuniform
nu

konvergenciju,kojićem
o
često

koristiti.

Teorem
35.12

(W
eierstrassov

kriterij,W
eierstrassov

M
-test)

N
eka

je
∑
f
n
red

funkcija
sa

S
u

C
.

A
ko

postoje
nenegativni

realni
brojevi

ρ
n
≥

0,
n
∈

N
,
takvi

da
red

∑
ρ
n
konvergira

i
da

je
|f
n (z)|≤

ρ
n
za

sve
z
∈
S

i
sve

n
∈

N
,onda

red
∑
f
n
konvergira

apsolutno
iuniform

no
na

S.

D
okaz:D

a
bism

o
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