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INDEKS

polinom, 6
pravokutnik, 15
preslikavanje

otvoreno, 90, 97
primitivna funkcija, 14
princip

argumenta, 82

maksimuma modula, 92, 93
probusen krug, 64

racionalna funkcija, 6
radijus konvergencije, 50
red, 42
dvostrani, 61
konvergentan, 42
Laurentov, 62
nultocke, 56
pola, 73
potencija, 49
Taylorov, 53, 54
regularni dio funkcije, 64
reziduum, 77
Rouchéov teorem, 86

Schwarzov teorem, 96
Schwarzova lema, 93, 94
singularitet, 69

bitan, 75

izoliran, 70

pol, 73

uklonjiv, 70
singularni

skup, 100
singularni dio funkcije, 64
skup

parametrizabilan, 100

singularni, 100
suma reda, 42

Taylorov

105

red, 54
ocjene koeficijenata, 58
teorem, 53
teorem srednje vrijednosti, 97
teorem
Cantorov o presjeku, 95
Casorati-Weierstrass-Sohockij, 75
Cauchy-Hadamardov, 50
Cauchyjev
opdi, 21
za derivaciju, 13
za funkciju s uklonjivim singu-
laritetima, 72
za jednostavno povezano podru-
éje, 21
za krug, 20
za pravokutnik, 19
Fubinijev, 97
Goursat-Pringsheimov, 17
jedinstvenosti za redove potencija,
59
karakterizacija
bitnog singulariteta, 75
pola, 73
uklonjivog singulariteta, 71
Laurentov, 62
Liouvilleov, 60
Morerin, 34
o derivabilnosti funkcije definirane
integralom, 30
o holomorfnom izomorfizmu, 92
o holomorfnosti
derivabilne funkcije, 32
sume reda potencija, 51
o inverznom preslikavanju, 97
o izoliranosti nultocaka holomor-
fne funkcije, 56
o jedinstvenosti
holomorfne funkcije, 58
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ii O numeraciji i oznakama

nikakve funkcije C — C (dakle funkcije koja bi bila definirana na cijelom C), ali
je dovoljno sugestivna da opravdava njezino koristenje. Bolja oznaka za pres-
likavanje f koje je definirano samo na podskupu 2 C C je f: C O Q — C.
Ovu ¢éemo oznaku takoder rabiti. U vezi oznadivanja funkcija (preslikavanja)
i c¢itanja oznacenog, napomenimo i sljedeée: f: X — Y se Cita ,preslikavanje
(funkcija) fsa X v Y’ ane ,na Y. Kada se kaZe na, to znaci da je f surjekcija,
pa ukoliko nemamo zaista posla sa surjektivnim preslikavanjem, treba kazati .
Spomenimo takoder, da oznaka f: X — Y znaéi da je funkcija f definirana u
svim tockama skupa X.

Koristit ¢emo se jos jednom oznakom koja je sasvim nestandardna. Ako je
f: X — Y preslikavanje i y € Y tocka, s f (y) oznalivat éemo skup tocaka
x € X koje f preslikava u y. Dakle, f~ (y) :=={x € X : f(x) =y} je original ili
praslika tocke y. To je podskup od X. Uobi¢ajena oznaka za to je f~1(y), ali, jer
se radi o udzbeniku, pisat éemo f (y) da naglasimo da se ne radi o vrijednosti
inverzne funkcije f~' u tocki y, koja u danoj situaciji najéesée i ne postoj,
a §to studenti Gesto zaborave. Ako inverzna funkcija f~': X — Y u nekoj
situaciji zaista postoji, onda je naravno f~ (y) = {f~1(y)}, §to se najéesce, iako
ne sasvim korektno, pise f (y) = f~(y) (kao &to se gotovo uvijek isto tako
nekorektno pise f(A) = 1 kada je f(z) = 1 za sve © € A, umjesto, kako bi
trebalo, f(A) = {1}). Posve analogno, ozna¢ivat éemo s f (B) original skupa
B CY. Dakle, f* (B) := {z € X : f(z) € B} C X. Ako postoji inverzna
funkcija f~!: Y — X, onda je, naravno, f (B) = f~1(B), i ova oznaka je
korektna.

Zagreb, 24. veljace 2008.

Sime Ungar

Indeks

Abelova lema, 49
analiticka funkcija, 55
analiticki izomorfizam, 92

apsolutna konvergencija, 45
argument kompleksnog broja, 2

bitan singularitet, 75

Cantorov
teorem o presjeku, 95
trijadski skup, 96

drugi osnovni teorem algebre, 87
dvostrani red, 61

eksponencijalna funkcija, 6

Fubinijev teorem, 97
funkcija
analiticka, 55
cijela, 60
definirana integralom, 30
eksponencijalna, 6

Casorati-Weierstrass-Sohockijev teorem, hiperbolna, 10

75

Cauchy-Hadamardov teorem, 50
Cauchy-Riemannovi uvjeti, 4

Cauchyjev teorem
opdi, 21
za derivaciju, 13

za funkciju s uklonjivim singulari-

tetima, 72

holomorfna, 31

u tocki, 31
logaritamska, 7
lokalno primitivna, 14
meromorfna, 75
primitivna, 14
trigonometrijska, 10

za, jednostavno povezano podrucje, glavni dio funkcije, 64

21
za krug, 20
za pravokutnik, 19

Cauchyjeva integralna formula, 28
Cauchyjeve ocjene koeficijenata

Laurentova reda, 69
Taylorova reda, 58
cijela funkcija, 60

derivacija kompleksne funkcije, 3

Goursat-Pringsheimov teorem, 17

harmonicka funkcija, 5
hiperbolna funkcija, 10
holomorfna funkcija, 31
u tocki, 31
holomorfni izomorfizam, 92
holomorfnost sume reda potencija, 51

identiteta, 6
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vi OZNAKE

K(Py,r),K(Py,r) otvorena, odnosno zatvorena, kugla (krug, ukoliko se radi
o ravnini) oko tocke Py radijusa r > 0

K(z,7),K(z,7) otvoren, odnosno zatvoren, krug u C oko z radijusa r > 0
IntS interior skupa .S; najveéi otvoren skup koji je sadrzan u S
B(X,Y) prostor omedenih funkcijasa X uY

C(X,Y) prostor neprekidnih funkcija sa X u'Y

BC(X,Y) prostor omedenih neprekidnih funkcija sa X uY

—  inkluzija

—  surjektivno preslikavanje, preslikavanje na

—  injektivno preslikavanje, 1-1 preslikavanje

—»  bijektivno preslikavanje, preslikavanje 1-1 i na

f=0,g=1 konstantna preslikavanja f(x) =0, g(z) =1 zasve x € X
[a,b]  zatvoren segment realnih brojeva, [a,b] = {t e R:a <t < b}
(a,b)  otvoren interval realnih brojeva, (a,b) = {t e R:a <t < b}
(z]y) skalarni produkt vektora z iy

—

f (y)={zeX: f(x)=y} C X pri Cemu je f: X — Y preslikavanje  skup
originala tocke y. Uobi¢ajena je oznaka f~*(y). Ovu oznaku éemo ko-
ristiti kada Zelimo naglasiti da se ne radi o inverznom preslikavanju,
koje mozda u danoj situaciji i ne postoji.

f(B):={xeX:f(x)e B} C X original skupa B. Uobicajena je oznaka
f=H(B).

|z|  modul kompleksnog broja z, str. 1

i =+/—1 imaginarna jedinica, str. 2

Z  konjugirano kompleksan broj, x +iy = x — iy, str. 2

argz  argument kompleksnog broja z; kut izmedu pozitivhog smjera realne
osi i radijvektora tocke z, str. 2

Koristeni teoremi iz Analize u R" 99

) b w =0 za sve PDG zatvorene puteve v u €.

(¢it) Postoji glatka realna funkcija f: Q — R takva da je F; = 0;f, i =1,...,n.
U tom je slucaju b w = f(y(b)) — f(v(a)) za svaki PDG put 7: [a,b] — Q.

Definicija 25.2 Za zatvoren po dijelovima gladak put v u R?* = R?\ {(0,0)},

broj
1 —ydr +zdy
TAJ\“QV T MQ._.NV\ Hm x_v@m

naziva se indeks, ili namotajni broj, puta v s obzirom na tocku O =
(0,0), ishodiste. Diferencijalnu 1-formu %@w% nazivamo kutnom formom
i oznacavamo wy.

Translacijom ishodista mozemo definirati indeks zatvorenog puta - s obzirom
na bilo koju tocku Py = (xg,yo) koja ne lezi na slici v* toga puta, kao

1
v(v, Po) := m\s%? ;
)\

die ie w z,y) = —(y—yo)dz + (x — z0) dy
gdje je wo.p, (x,y) PP .
indeks je jednak broju obilazaka, u pozitivnom smjeru, zatvorenog puta v oko
tocke Py.

Kao i kad se radi o ishodistu,

Teorem 26.3 (o integralu zatvorene forme po homotopnim putevima)
Neka je Q C R™ otvoren skup, w zatvorena diferencijalna 1-forma na Q ay in
u Q glatko homotopni putevi od tocke P do tocke Q. Tada b& = %38.

Teorem 26.4 Neka su v i n zatvoreni putevi u otvorenom skupu @ C R", a
w zatvorena diferencijalna 1-forma na Q. Ako su ~y i n glatko homotopni kao
zatvoreni putevi u ), onda je %)\ w= %: w.

Korolar 26.5 Neka je w zatvorena diferencijalna 1-forma na otvorenom skupu
Q C R". Tada je %)\E = 0 za svaki po dijelovima gladak zatvoren put v koji je
nulhomotopan u €.

Teorem 27.1 (Greenov teorem za pravokutnik — sirova verzija) Neka je
I = [a,b] X [¢,d] C R? pravokutnik, a F,G: I — R neka su diferencijabilne
funkcije klase C* (dakle, definirane su i neprekidno diferencijabilne na nekoj
okolini pravokutnika I). Tada je

b d b d
\@aQI@ﬁH\ ﬁﬁﬁmv&&.‘.\ Q?S&@I\ mu?ﬁ&&&l\ G(a,y)dy.
I a c a c
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Koristeni teoremi iz Analize u R" 97

Teorem 9.6 (Schwarzov teorem) Neka je f: Q C R" — R diferencijabilna
funkcija klase C? na Q. Tada je

9;0;f(P) = 0;0:f(P)
za svei,j=1,...,n 1P €.

Teorem 12.1 (o inverznom preslikavanju) Neka je Q@ C R™ otvoren skup,
f:Q — R" preslikavanje klase C' na 0 i neka je u tocki Py € Q0 diferencijal
Df(Py): R" — R™ regularan operator. Tada postoje okoline U C R™ oko Py i
V CR"™ oko Qo := f(Py) takve da je fly: U — V bijekcija. Inverzno preslika-
vanje g := (flv)~': V — U je diferencijabilno klase C' i vrijedi

Dg(f(P))=Df(P)"', PeU.

Teorem 12.2 Neka je f: @ C R" — R” preslikavanje klase C* takvo da je
diferencijal Df(P) regularan za sve P € Q. Tada je za svaki otvoreni skup
W C Q, slika f(W) otvoren skup, tj. f je otvoreno preslikavanje. Specijalno
je skup f(92) otvoren.

Teorem 13.1 (Taylorov teorem srednje vrijednosti) Neka je @ C R™
otvoren skup, f: Q — R diferencijabilno preslikavanje klase C*+1 i [Py, P] C Q.
Tada postoji 9p € (0,1) C R takav da je

F(P) = f(Po) +M S Df (Po)(P = Po) +

T c arnil (Bt 9p(P = R))(P = Po).

3 Riemannov integral

Teorem 16.6 Neka je Q C R? otvoren skup, p: Q — R? preslikavanje klase C".
Ako je A C Q skup mjere nula, onda je i p(A) skup mjere nula.

Teorem 19.1 (Fubinijev teorem) Neka je I = [a,b] X [¢,d] C R? pravokut-
nik, a f: I — R omedena funkcija takva da je skup D tocaka u kojima f nije
neprekidna, skup (dvodimenzionalne) mjere nula. Ako za svaki x € [a,b] skup
D, :={y € [c,d] : (z,y) € D} ima (jednodimenzionalnu) mjeru nula, onda:
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2 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE
broj z=(z,y) € C*:=C\ {(0,0)} ima inverz

— _ x —Y
=z 0= Aam._.@mﬁam._‘@mv :
Tako C postaje polje.

Kompleksni brojevi oblika (z,0) ponaSaju se kao realni brojevi, tj. vrijedi
(z1,0) 4 (22,0) = (x1+x2,0) i (x1,0)- (x2,0) = (x1-22,0). Stoga realne brojeve
identificiramo s kompleksnim brojevima kojima je imaginarni dio jednak nuli,
xz = (z,0). Tako R postaje podskupom od C, a kako su algebarske i topologke
strukture uskladene, to je, algebarski gledano, R potpolje od C, a topoloski
gledano, R je (metricki) potprostor od C. Ovako smjesten skup R C C, tj. skup
brojeva oblika x = (z,0), € R, naziva se realna os.

Kompleksan broj (1,0), koji je, uz identifikaciju R C C, zapravo realan
broj 1, ima ulogu jedinice za mnozenje. S druge strane, vrijedi (0,1) - (0,1) =
(=1,0) = —1, pa se broj (0, 1) naziva korijen od —1, ili imaginarnom jedinicom,
i standardno se oznacava s i = /—1. Tako dolazimo i do uobic¢ajene oznake za
kompleksne brojeve, z =z + iy, jer je

A&n@v = AHJOV ’ ﬁ;ovt_v Q&Ov : AOL.V =z-1+y-i.
Skup brojeva oblika iy = (0,y), y € R, naziva se imaginarna os.

I za funkciju f: C 2 S — C Cesto pisemo f =u+iv, tj. f(z) = (u(z),v(z)),
gdje su u,v: S — R realne funkcije, jedne kompleksne, odnosno dvije realne, va-
rijable. Kako se topoloske strukture prostora C i R? podudaraju, to je funkcija f
neprekidna ako, i samo ako su obje funkcije u i v neprekidne.

i Zrcaljenje kompleksne ravnine s obzirom na realnu os,
2 naziva se konjugiranje kompleksnih brojeva. To je funkcija
> z +— Z definirana kao z := (x,—y), tj. v +iy := = — iy.
Konjugiranje je neprekidna funkcija, i ¢esto se koristi. Vrijedi,

U=argz  paprimjer, 2| = V27 i W = %

Kompleksni broj, kao tocka u ravnini, moze se reprezen-
tirati i polarnim koordinatama, z = |z|(cos® + isind}), pri
¢emu je ¥ kut izmedu pozitivnog smjera realne osi i radijvek-
oz tora tocke z. Kut 9} naziva se argument kompleksnog broja,

i oznacava s arg z.

Q|

Uz oznaku €'V :=cos ¥ +1 sin ¥, moze se pisati z=|z|(cos ¥ + i sind)) =|z| e 7.
Lako je pokazati da se ovakav zapis kompleksnog broja u mnogo¢emu ponasa

Koristeni teoremi i neke definicije

iz Matematicke analize u R"

U ovom dodatku navodimo one teoreme iz Matematicke analize u R™ koje smo
rabili i na koje smo se na raznim mjestima pozivali, i to s numeracijom iz [6],
kako smo i citirali.

1 Neprekidnost i limes

Teorem 2.2 (Lema o uniji preslikavanja) Neka je X = AU B gdje su A
1 B zatvoreni podskupovi od X te neka su f: A —Y i g: B — Y neprekidna
preslikavanja takva da je flans = glans. Tada je i preslikavanje h: X — 'Y
definirano s

f(P), PeA
iwvn?%? PeB

neprekidno. Ista tvrdnja vrijedi © kada su A i B otvoreni podskupovi od X .

Korolar 2.12 (jedinstvenost neprekidnog proSirenja na zatvorenje)
Neka su X 1Y metricki prostori, a f,g: X — Y dva neprekidna preslikavanja,
te neka je j\» = E\» za neki podskup A C X. Tada je i jNH EN.

Teorem 4.13 (Cantorov teorem o presjeku) Neka je (X, d) potpun metri-

cki prostor, Fy D Fy D F3 D ... silazni niz nepraznih zatvorenih podskupova
od X takvih da je ZM: diam Fj, = 0. Tada je presjek ()| Fi neprazan i sastoji se
keN

od tocno jedne tocke.
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4 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

Sljededi teorem daje nuzne i dovoljne uvjete koje moraju zadovoljavati realne
funkcije v i v, da bi kompleksna funkcija f = u + iv bila derivabilna.

Teorem 31.1 (Cauchy-Riemannov teorem) Kompleksna funkcija f = u +
iv: Q — C derivabilna je u tocki zo = (xo,y0) € Q ako, i samo ako su funkcije
u © v, kao realne funkcije dviju realnih varijabli, diferencijabilne u tocki (xo, yo),
1 zadovoljavaju ove Cauchy-Riemannove uvjete:

@8@%&0“ @0v = @@@AHOQ @Dv

(CR)
Oyu(xo,Y0) = —0zv(T0,Y0) -

Dokaz: Neka je funkcija f derivabilna u zo = (z¢, yo) i neka je f'(z0) =a+ib € C.
Tada je

f(z) = f(20)

_ ip) =
o (a+1ibd)

_ lu(z,y) +iv(z,y) — u(@o,y0) — iv(zo, o) — (a+ib)((x — z0) +i(y — y0))]
|z — 20|

—iaq y) —u(wo,Yo) —a(r—20) +b(y—yo) +i Ae?\,“ y)—v(zo,y0) —a(y—1yo) Ioﬁ&l&o:_
|z — 20| ’

Kako je lim 7ﬁ —(a+ib)| = 0,1 |z — 20| = ||(x — w0,y — yo) |, to je i
zZ—20 — 20
lim lu(2,y) — u(wo, yo) — alx — o) + by — o)l —0,i
(,9) = (20,30) [(z — zo,y — yo)l
lim [v(z,y) — v(x0,yo) — b(z — x0) — aly — yo)| —0.
(@.9)—(x0.90) [(z — 20,y — vo)l

To znadi da su funkcije u,v:  — R diferencijabilne u (zg,yo) = 20, i da je

Ozu(x0,Y0) = a = Oyv(xo, Yo)
Oyu(zo, yo) = —b = —0,v(xo, yo) -

Time je nuznost dokazana. Obrnutim redoslijedom zakljucivanja, dobivamo i
dovoljnost. m

§42. Lokalna svojstva holomorfnih funkcija 93

Dokaz: Prema teoremu o otvorenom preslikavanju, korolar 42.3, skup f(£2) je
otvoren, pa za svaki z € {2, oko tocke f(z) postoji krug K(f(2),e) C f(Q), au
njemu oéito ima toc¢aka kojima je modul veéi od |f(z)|. [ |

; e

I sljedeca se varijanta prethodnog korolara ¢esto naziva istim imenom, a za
obje verzije koristi se i naziv Princip maksimuma modula.

Korolar 42.7 Neka je K C Q kompaktan skup, a f: Q@ — C holomorfna
funkcija koja nije konstanina niti na jednoj okolini niti jedne tocke nutrine
skupa K. Tada modul funkcije j.wm poprima maksimum samo u nekoj tocki

ruba OK = K\ Int K skupa K. [ |

Malo pojednostavljeno receno, ako je funkcija f holomorfna u svim tockama
kompaktnog skupa K, onda modul |f]|, koji kao neprekidna funkcija na kom-
paktu mora imati maksimum, taj maksimum poprima jedino u tockama ruba.

Korolar 42.8 (Schwarzova'! lema) Neka je f: K(0,1) — K(0,1) holomor-
fna funkcija takva da je f(0) = 0. Tada je ili | f(2)| < |z| za sve z € K*(0,1),
ili je f rotacija, tj. postoji a € R takav da je f(z) = ze'®, za sve z € K(0,1).

Drugacije receno, holomorfno preslikavanje jedini¢nog kruga na sdma sebe
koje fiksira srediste kruga, je ili rotacija, dakle, izometrija, ili ima svojstvo da
svaku tocku, osim sredista koje drzi fiksnim, priblizi sredistu kruga.

Dokaz: Definirajmo pomo¢nu funkciju g: K(0,1) — C formulom

f(z)
, 0
g(z) = z e .
.\.\on , &= 0

Funkcija ¢ je holomorfna na probusenom krugu K*(0, 1) i neprekidna je u 0, pa
je, prema korolaru 34.11, holomorfna na cijelom krugu K(0,1).

IKarl Herman Amandus Schwarz (1843-1921), njemacki matematicar
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6 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

a=dib= —c. Zaista, ako je A: C — C kompleksno-linearan operator, onda
za skalar i € C i svaki z = (z,y) € C, mora vrijediti A(iz) = i A(z), odakle
specijalno za z = (1,0), dobivamo a =d i b= —c.

Da su ta dva uvjeta i dovoljna za C-linearnost funkcije A, lako se provjeri
direktno.

Tako dobivamo upravo Cauchy-Riemannove uvjete, jer je Jacobijeva matrica,
a to je matrica koja reprezentira diferencijal funkcije f = (u,v): Q — RZ

Ozu Oyu
jednaka A@a@ @wev.

Dakle, ako funkcija f: @ — C ima (kompleksnu) derivaciju (Sto je ekviva-
lentno diferencijabilnosti u smislu kompleksnih funkcija), onda je f shvadena
kao funkcija iz R? u R? diferencijabilna, ali obratno vrijedi samo ako su jo$
zadovoljeni i Cauchy-Riemannovi uvjeti.

Korolar 31.4 Ako je Q C C otvoren i povezan skup, a f: Q — C derivabilna
funkcija takva da je f'(z) =0 za sve z € Q, onda je [ konstantna funkcija. W

Primjer 31.2 Navedimo nekoliko osnovnih primjera derivabilnih kompleksnih
funkcija:

Identiteta f(z) = z je derivabilna, i f'(z) =1 za sve z € C.

Polinomi, tj. funkcije oblika p(z) = anz™ + an_12"" 1 + -+ + a1z + ag, gdje
sua; € C,i=0,...,n, derivabilne su funkcije, i derivacija je jednaka
p(z)=naz" '+ n—1)a,_ 12" 2+ +ay.

Racionalne funkcije, tj. kvocijenti dvaju polinoma, derivabilne su svuda gdje
su definirane, dakle, svuda osim u nultockama nazivnika.

Eksponencijalna funkcija kompleksne varijable je funkcija exp: C — C de-
finirana s

THY = e®(cosy +1siny) .

expz=¢° =¢
Realni i imaginarni dio funkcije exp ocito jesu diferencijabilne funkcije, a
Cauchy-Riemannovi uvjeti lako se provjere. Stoga je (kompleksna) ekspo-

nencijalna funkcija derivabilna, i za derivaciju nalazimo
exp’ z = Opu(z) +10,v(z) =expz, tj. (e%) =é*.

Primijetimo da je e*t2'™ = ¢*, pa je kompleksna eksponencijalna funkcija

periodicka, i to s osnovnim periodom 2i7.

§42. Lokalna svojstva holomorfnih funkcija 91

Teorem 42.4 (o lokalnoj invertibilnosti holomorfne funkcije) Neka je
funkcija f holomorfna u tocki zo i neka je f'(z0) # 0. Tada postoje otvoreni sku-
povi U 3 2z N.‘\ 3 f(z0) takvi da je EQ U — V bijekcija, i inverzna funkcija

= QT\ : V= U je holomorfna u f(z0).

Dokaz: 1z pretpostavke f/(zp) # 0, slijedi da je zp jednostruka nultocka funkcije
z +— f(z) — f(z0). Nekasud > 0ie > 0 kao u Weierstrassovom priprem-
nom teoremu 42.1, s tim da je § dovoljno malen da vrijedi i f'(z) # 0 za sve
z € K(zp,0), $to zbog neprekidnosti funkcije f’ i napomene na pocetku do-
kaza drugog dijela Weierstrassovog teorema, mozemo posti¢i. Oznacimo s V :=
K(f(20),€) iU := K(20,8) N f (V). Zbog neprekidnosti funkcije f, skup U je
otvoren. Prema Weierstrassovom teoremu, za svaki w € V' = K(f(2p),¢), pos-
toji jedan jedini z € K (20, ) takav da je f(z) = w, $to znadi da je JQ“ U—-V

bijekcija. Oznacimo njezin inverz s g := AJQVL” V — U. Preslikavanje g je
neprekidno, jer, kako je f, prema prethodnom korolaru, otvoreno preslikavanje,
za svaki otvoren skup U’ C U, skup ¢g—(U’) = f(U’) je otvoren. Stoga su jq
i g homeomorfizmi.

Ostaje pokazati da je funkcija g holomorfna na V', a za to je dovoljno pokazati
da je g derivabilnana V. Nekasu w, w’ €V, inekasu z := g(w) iz := g(w’) €U,
tj. w= f(z) 1w = f(2'). Tada je

gw) —glw) _ -z . 1

T T e T M e

(U ovom smo racunu mogli zamijeniti limes lim s limesom lim jer su ,:Q
w!' —w 2l —z

i g homeomorfizmi.) Ovaj posljednji limes postoji, jer je f holomorfna na U.
Stoga postoji i prvi od gornjih limesa, tj. funkcija g derivabilna je u w, a kako
je w € V bila proizvoljna tocka, g je derivabilna na V. ]

Napomena 42.1 Pokazimo kako se prethodni teorem moze dokazati i koris-
teéi samo teorem o inverznoj funkciji iz realne analize, teorem 12.1, i Cauchy-
Riemannov teorem 31.1.

Naime, funkcija f je holomorfna, pa je f’ neprekidna. Stoga je f, shvacena
kao funkcija f = (u,v): @ — R2, Q C R?, diferencijabilna klase C'. U tocki
z0 = (0,y0) je f'(20) = Oru(xo,y0) + 10:v(z0,y0) # 0, pa, zbog Cauchy-
Riemannovih uvjeta, za Jacobijan nalazimo

A(u,v)
A(z,y)

Ozu  —O0zv
Oz¥ Ozt

Ozu O /
det 5ot S(wo.w0) = | 51 o =1/ =) #£0,

(z0,v0) (z0,v0)
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5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

funkciji exp: U™, — C,. Mora dakle vrijediti £ o exp = id, t;j.
Ue*) ==z, zasve z€ U™, (1)

iexpol =id, tj.
e'® =2 zasvez e Cy . (2)

Bududi da eksponencijalna funkcija preslikava sumu u produkt, mora nje-
zina inverzna funkcija preslikavati produkt u sumu, tj. logaritam produkta
mora biti jednak sumi logaritama. ZapiSemo li 2 € C; kao z = |z] ' 2782,
zbog (1) mora vrijediti

0z) = €|zl € 227) = £(]2]) + £(c* 7¢%) D p(]z]) + i arg 2,

a jer je |z| pozitivan realan broj, i Zelimo da se za pozitivne realne brojeve
funkcija ¢ podudara s realnom logaritamskom funkcijom, mora biti

0(z) =In, |z| +iargz. (3)

Tada za z = x + iy vrijedi
0(e*) = () =1n, [e"TY| +iarge™ Y =1In, e +iy=a+iy =2z,

pa vrijedi (1).
Nadalje

m@ﬁuv _ m_sx [z|+1 argz _ m_z% |z] | el argz — _Ni .etatez z,

pa vrijedi i (2).
Umjesto ¢, kompleksnu logaritamsku funkciju éemo, kao i realnu, oznaci-
vati s In: C; — U™ C C. Prema (3), ona je definirana s

Inz:=1n, |z] +iargz. (4)

Za porzitivne realne brojeve z € Ry je argx = 0 pa je Inz = In, |z| =
In, z, tj. ,kompleksna” logaritamska funkcija In zaista prosiruje ,realnu”
logaritamsku funkciju In, .

Zapisano u koordinatama, kompleksna logaritamska funkcija jednaka je

1
_SNHF@.:SHMFA&M._.@MV.T.pmHmN“ (5)

§42. LOKALNA SVOJSTVA HOLOMORFNIH FUNKCIJA 89

krugu K(1, %ov nema niti jedne nultocke. Sve se, dakle, nultocke polinoma p

nalaze u kruznom vijencu V (1; H@\ov 3).

Zadatak 41.1 Poboljsajte ocjenu u prethodnom primjeru i pokazite da se sve nul-
tocke polinoma p nalaze u kruznom vijencu V (1;1, 3).

§ 42 Lokalna svojstva holomorfnih funkcija

U ovoj ¢emo tocki, nakon Weierstrassovog pripremnog teorema, dokazati tri poz-
nata teorema: o otvorenom preslikavanju, o maksimumu modula i Schwarzovu
lemu.

Teorem 42.1 (Weierstrassov pripremni teorem) Neka je funkcija f ho-
lomorfna u tocki zg, oznacimo wo = f(z0), i neka je red nultocke zy funk-
cije z — f(z) — wo jednak n. Tada postoje 6 > 0 i e > 0 takvi da za svaki
w € K(wo,¢), funkcija z — f(z) —w ima u krugu K (zo,0) tocno n nultocaka,
racunajuci njihov red.

Stovise, brojevi 6 i € mogu se odabrati tako da za svaki w € K*(wp,¢),
funkcija z — f(2) — w ima u krugu K(zo,0), tocno n razli¢itih nultocaka.

Dokaz: Funkcija z — f(z)—wp je holomorfna i nije konstanta 0 (jer tada njezina
nultocka zp ne bi mogla biti konacnog reda n). Stoga su sve njezine nultocke
izolirane, teorem 37.4, pa postoji 6 > 0 takav da je zg jedina nultocka funkcije
2z + f(z) — wo na zatvorenom krugu K(zo,8). Specijalno, na rubu, tj. za
|z — zo| = 9§, vrijedi |f(z2) — wo| > 0. Neka je € := min |[f(z) —wg| > 0

|z—z0|=0d
(minimum postoji jer je kruznica kompaktan skup, a f neprekidna funkcija).
Neka je w € K(wo,¢). Tada za |z — 2| = ¢ vrijedi |wo —w| < e < |f(2) —wo|. Iz
Rouchéova teorema 41.4, primijenjenog na funkcije z — f(2) —wg i 2z — wo —w,
slijedi da njihova suma, tj. funkcija z — (f(z) —wg) + (wo — w) = f(z) —w, ima
u krugu K (2o, d) jednak broj nultoc¢aka kao i funkcija z — f(z) —wy, dakle, ima
ih toéno n. Time je dokazana prva tvrdnja teorema.
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10 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

skup Cy —komplement polupravca iz ishodista koji s pozitivnim dijelom

realne osi zatvara kut . Stoga za svaki ¢ postoji pripadna kompleksna

logaritamska funkcija Cy — U %wwﬂ inverzna restrikciji funkcije z +— e
V427

na U","".

Trigonometrijske i hiperbolne funkcije kompleksne varijable definiraju se
pomocu eksponencijalne funkcije formulama:

) etz — etz el? L e iz
sing .= — cosz i = ————
21 2
e* —e % e*4+e*
shz (= ——— chz i = ——
2 2

Sve su to derivabilne funkcije, i derivacije su jednake onima u realnom
slucaju. T algebarski, tj. kod ,racunanja’ te se funkcije ponasaju kako smo
nauceni iz realne analize.

§ 32 Integral kompleksne funkcije

Kompleksne funkcije kompleksne varijable integriramo po putevima, odnosno
krivuljama. U ovoj tocki definirat ¢emo integral, nabrojati neka osnovna svoj-
stva, i zapoceti ispitivanje neovisnosti integrala o putu integracije, ¢ime ¢emo
se detaljnije baviti u idu¢em paragrafu.

Neka je v = & +1in: [a,b] — C po dijelovima gladak put, v* = y([a,b]) C C
neka je njegova slika (trag), i neka je f = u+iv: v* — C neprekidna funkcija.
Integral funkcije f duZ puta v definiramo kao (kompleksan) broj

\Q fz = \ " Fa(e) ()
b

b
= \ (u(y () €(8) — v(r() ' (8)) dt + \ (0(1(£) €(t) + ul () 7' (1)) dt

H\:Qale&@._.w\e&&._.:&@.
2l el

U zadnjem retku radi se o dva integrala diferencijalnih 1-formi duz puta ~. To
opravdava i uvodenje oznake dz := dr + idy, jer tada formalnim mnoZenjem,
dobivamo

fdz= +iv)(dz +idy) = de —vdy +1i de+udy, (1
\\NNKA: iv)(dx + idy) \x@a vdy ﬁ\@& udy, (1)

Y

§41. Broj nultocaka i polova meromorfnih funkcija 87

W) _ 9'() () —9() ['(2)
h(z) ) (f(2) +9(2))

varijable w := h(z), dobivamo

nalazimo da je Uvrstimo li to u (6), zamjenom

1 h(z) 1 dw
N - N = — dz = — — =v(h(I"),0
(0 - Nel) = g [ =g [ S =m0
gdje je posljednja jednakost dobivena kao ranije u korolaru 41.3.
Treba joS odrediti indeks v(h(I"),0). Kako je za svaki z € T, WMMW < 1,

to je, prema definiciji funkcije h, krivulja h(T") sadrzana u krugu radijusa 1 oko
tocke 1, tj. h(I') C K(1,1). Zbog toga je v(h(I'),0) = 0, pa iz prethodne formule
slijedi da f 4+ ¢ i f imaju jednak broj nultocaka unutar I'. [ |

Primijetimo da Rouchéov teorem ne tvrdi da funkcije f i f + ¢ imaju iste
nultocke unutar I' — samo da ih je jednako mnogo.

Primjenom Rouchéova teorema, dobivamo sada najavljivani

Korolar 41.5 (Drugi osnovni teorem algebre) Svaki polinom stupnja n, s
kompleksnim koeficijentima, ima tocno n nultocaka u C.

Dokaz: Neka je

p(2)=an 2" +an 12" "+ tarz+tay, a;€C, a, #0, n>1.

Definirajmo
f(z) i=a, 2"
g(2) == an 12" M+ Farz+ag.
n—1
Kako je EB lan—1]t .__. ?._. laa|t + ool _ 0, postoji Ry > 0 takav da za sve
—00 an|th

R > Ry vrijedi |an| R™ > |an—1| R*™' + -+ + |a1| R + |ag|. Neka je I' kruznica
oko 0 radijusa R. Iz prethodne nejednakosti vidimo da za svaki z € T' vrijedi
lg(2)| < |f(2)], pa prema Rouchéovom teoremu zakljuc¢ujemo da p = f+¢g imau
krugu K (0, R) jednak broj nultod¢aka kao f, koji ima jednu nultocku, 0, reda n.
Kako to vrijedi za svaki R > Ry, svaka nultocka polinoma p ¢e kad-tad biti
obuhvacena, pa zakljucujemo da p ima to¢no n kompleksnih nultocaka. [ |

Primjer 41.2 Promotrimo ponovno polinom

18 87,296 19,537 4 523 2
@ANV.ImN -2k HNN._.NN 37 +8z%+1
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12 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

g(t) pisSemo g(¢,0), i slicno za realne funkcije g, i g,,., onda je

x gdz = \ o) (0 at
b

- \ (g (£:0) £/ (1) — gu (£.0) £/ ()t +
¢ b
i \ (G0 (£,0) 1. () + g (£,0) &1 ()t

b b
- \ G () dt + i \ g () dt

jer je . (t) =11i (t) =0 zasvet,aupravo smo tako, presutno, u definiciji

Im

b
integrala kompleksne funkcije duz puta, bili i definirali \ g(t) dt.

Dokazimo sada jednu ocjenu modula integrala, koju éemo cesto koristiti.

Lema 32.1 (o ocjeni integrala) Neka je v: [a,b] — C po dijelovima gladak
put duljine (v), i neka je f: v* — C neprekidna funkcija, te neka je M :=
max{|f(z)| : z € v*}. Tada je

_\\,&N_mimgv.

Dokaz: Primijetimo najprije, da, zbog kompaktnosti skupa v* i neprekidnosti
funkcije f, maksimum M zaista postoji. Oznac¢imo s J := b\,&u = |J|e'? za
neki ¥ € R (toénije, ¥ = arg J, ali nam ta ¢injenica nece trebati). Tada je

b
] = et \ fdz=e \ v ()7 (t) dt

b
- \ e F(y(0) A (1) d

§41. Broj nultocaka i polova meromorfnih funkcija 85

(i1) Tocke luka 'y su oblika Re't, t € [0, 2], pa je u tockama luka T';

"2
i 1 i 64 116 96
ty _ L p8 8it
p(Re") = glite # T T TRet T 3REerit R T
148 416 64 8
+ RAietit 3RS 5L + R6 Bt + mmmm:v

Kako je R velik, to je izraz u velikoj zagradi u prethodnoj formuli priblizno
jednak 1, pa slika p(T'2) dva puta obilazi priblizno kruZnicu oko 0 radi-

Wmma pocevsi od tocke p(R) do tocke p(i R), za koju, iz formule (5),
vidimo da je Imp(i R) ~ wmﬂ > 0, jer je R velik.

jusa

rsY

(#3t) p(T'3) je skup tocaka oblika p(iy), y € [R,0]. Krivulja p(T's) pocinje u
tocki p(i R), gdje je zavrsila krivulja p(I'2), a zavrsava u tocki 1 = p(0),
gdje je pocela krivulja p(T'y). Pitanje je samo vrti’ li se, i kako, p(I's)
oko 0. Kako bismo to ustanovili, dovoljno je ustanoviti gdje i kako p(I's)
sijece realnu os. Iz (5) vidimo da je za nenegativan realan y, p(iy) realan
samo u nultockama polinoma p,, tj. u tockama

2144/ ~ 2962, y, =+ BJ\%REGJ y1 =0,

3 2

N |

Yo =

u kojima polinom p poprima priblizno vrijednosti —1167.39, 18.611 i 0.
Kako su yg i y4 jednostruke nultocke polinoma p, _, to krivulja p(I's) pocinje

u tocki p(iR) =~ Wmm ._meq u kojoj zavrsava p(I'z), i koja je u gornjoj
poluravnini, zatim u tocki p(iye) ~ —1167.39 prelazi u donju poluravninu,
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14 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

Fiksirajmo tocku zg € €2, i za z € Q definirajmo

F(z):= \ fdz,
¥z

gdje je v, bilo koji PDG put u Q od zy do z. Kako po pretpostavci, integral
funkcije f ne ovisi o putu, F' je dobro definirana funkcija. Pokazimo da je
F derivabilna, i da je F'(z) = f(z) zasve z € Q. Nekaje z € Qir, >0
takav da je K(z,r,) C Q. Za ,malene’ h € C, takve da je |h| < r., neka je
op: [0,1] — Q put definiran sa o, (t) := z + th, dakle jedna parametrizacija
segmenta [z,z + h] C K(z,7,) C Q. Kako u definiciji vrijednosti funkcije F' u
tocki z + h mozemo uzeti proizvoljan put (u §2) od zg do z + h, moZemo uzeti i
put v+ op,. Stoga je

. F(z+h)—F(z) . 1 1
%mw : WW&:AN\ %&NI\ngwvlwﬁmm\?\&m

+on

.HH .H
WW&M\O \AN.TNSE&I%MW\O f(z+th)dt.

Kako je funkcija (¢,h) — f(z + th) neprekidna, limes po h i integral po ¢t
komutiraju, korolar 19.6, pa je to dalje jednako

1
u\ lim f(z + th)dt
0

h—0

sto je, zbog neprekidnosti funkcije h +— f(z + th), jednako
1 1
— [ f@rde=1) [ dt= 1)
0 0

Dakle, funkcija F' derivabilna je, i njezina je derivacija zaista jednaka f. [ |

Za neprekidnu funkciju f: Q@ — C kazemo da ima primitivnu funkciju na 2,
ako postoji funkcija F': Q — C takva da je F'(z) = f(z) zasve z € Q. Funkcija f
ima na Q lokalno primitivnu funkciju, ako oko svake tocke z € Q postoji okolina
(npr. otvoren krug) na kojoj f ima primitivou funkeiju.

Korolar 32.3 Ako neprekidna funkciju f: Q — C ima primitivnu funkciju, tj.

ako postoji derivabilna funkcija F: Q — C takva da je F' = f, onda za svaki po
dijelovima gladak put 7y: [a,b] — Q vrijedi

\rwu:i§|w3€v n

§41. Broj nultocaka i polova meromorfnih funkcija 83
dok je
1 d 1 ['8-2mie?mit
L[ e L pisement
27 F(I) w 2mi 0 8e

Isto bi tako formula u korolaru 41.3 trebala glasiti

Nr(f) = Po(f) = v(fov.0),

gdje je v neka po dijelovima glatka parametrizacija konture I'.

Primjer 41.1 Kao primjer upotrebe prethodnih razmatranja, odredimo kako
su po kvadrantima rasporedene nultocke polinoma
18 8 7,29 5 5, 37 4 _ 52 3 2
BANV.ImN 22 ez Hmm._.ww 37 +8z“+1.
Pokazimo, najprije, da p nema realnih nultocaka. Zaista, za derivaciju na-
lazimo (kako trazimo realne nultocke, varijablu oznacavamo sa x)

p(x) =" — 825 + 292° — 602 + 742> — 522% 4 162 .

Direktnom provjerom, vidi se da su 0, 1 i 2 nulto¢ke polinoma p’, pa dijeljenjem
dobivamo djelomi¢nu faktorizaciju

p(x) =z —1)(z—2) (z* —52® + 1227 — 14z +8) .

=:q(z)

Polinom ¢ faktoriziramo tako da nademo koeficijente a, b, ¢, d koji zadovo-
ljavaju sistem linearnih jednadzbi dobiven usporedivanjem koeficijenata uz iste
potencije od x u produktu

(2% 4 ax + b)(2* + cx +d) = 2 — 523 + 1227 — 14a + 8,
pa dobivamo
p(r)=2(x—1)(r—2)(2* — 22+ 2)(2* — 3z +4) .

Kvadratni faktori nemaju realnih nultocaka, pa su tocke 0, 11 2 jedine realne
nultocke derivacije, te, jer se radi o polinomu parnog stupnja kojemu je najstariji
koeficijent pozitivan, p ima, kao realna funkcija, tri stacionarne tocke, i to su
lokalni minimumi u tockama 0 i 2, i lokalni maksimum u tocki 1. Kako je

p(0)=1>0,ip(2) = w > 0, p nema realnih nultocaka.
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16 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

F(z)=U(2) +iV(z)

\ fdz, K NODF

i pokazimo da je to derivabilna funkcija kojoj je derivacija jednaka f.

Za z € K, neka je r, > 0 takav da je K(z,7,) C K. Za h € R takav da je
|h| < 7., je segment [z, 2z 4+ h] C K, pa je

0. F (2) = 0,U(z,y) +10,V (2,y) = wﬁE
z+ih, 1

2+h n:E\A ,ET\EN

h—0 h NN+:

z0 2 s N\ s N\
sto je, jer je integral po rubu svakog pravokutnika u K jednak
nuli, jednako

1
= i hwl\:m “pmy [
[z,2+h]

zq u\ No z

Parametriziramo li segment [z,z + h] funkcijom ¢ — z + th, t € [0,1], to je
jednako

Immmwb\ %N.TNS\:&

Kako je funkcija (t,h) — f(z + th) neprekidna, to integral po ¢ i limes po h
komutiraju, korolar 19.6, pa je to jednako

H\OH lim f(z + th) &l\ f(z)dt = f(2).

h—0

Na slican nacin nalazimo

F ih) — F
0,F(2) = 0,U(x.) +10,V(w.g) = tim TEFIZIEN (o)
hek
Kako je f neprekidna, zaklju¢ujemo da su funkcije 0,U, 0,V, 9,U i 9,V
neprekidne u tocki z = (z,y), pa su, prema teoremu 9.1, funkcije U i V dife-
rencijabilne u z = (z,y). Nadalje, iz dobivenih izraza za J,F i 9,F, vidimo

§41. Broj nultocaka i polova meromorfnih funkcija 81

Kako je drugi sumand, funkcija h £, holomorfna na krugu K(s, ), to je singu-
g

b%\ zapravo singularitet funkcije z — h(z) L
z— S8
funkciju h na d-krugu oko s u Taylorov red, vidimo da ako je h(s) = 0, onda je s

uklonjiv singularitet funkcije z — h(z)——, pa je njezin reziduum u s jednak

laritet funkcije Razvijemo li

zZ— S8

nuli, dakle jednak je broju h(s)-n. Ako je h(s) # 0 onda funkcija z — h(z)

ima u s pol prvog reda, i njezin reziduum je opet jednak h(s) - n.

zZ— S8

Ponovimo li ovo zaklju¢ivanje za svaku nultocku funkcije f koja se nalazi
unutar konture I', dobivamo prvi sumand u (1).

Neka je sada s pol funkcije f reda p. Ako u Laurentovom razvoju funkcije f
oko pola s izlu¢imo faktor (z —s)?, vidimo da, kao i u sluc¢aju nultocke, postoji
4 > 0 i holomorfna funkcija g € H(K(s,0)), sa svojstvom g(z) # 0 za sve
z € K(s,0), 1 takva da je

flz)= QQANV , z€ K*(s,0) .

Kao i ranije, dobivamo

pa zaklju¢ujemo da je

res(hL,5) = h(s) - (=p) = ~h(s) -7(5.) -

Sumiranjem po svim polovima funkcije f koji se nalaze unutar I'; dobivamo i
drugu sumu u (1). [ |

Specijalno, za konstantnu funkciju h(z) = 1 za svaki z, dobivamo

Korolar 41.2 Neka je f meromorfna funkcijama na otvorenom povezanom
skupu Q, koja nije konstantna, a I' C Q neka je nulhomotopna pozitivno ori-
jentirana kontura, koja ne prolazi niti jednom nultockom niti polom funkcije f.

Tada je
L[ f()

2mi r f(2)
gdje je Nr(f) broj nultocaka, a Pr(f) broj polova funkcije f unutar T, i to
racunajuci njihov red, tj. ukoliko je neka nultocka ili pol reda r, treba ju brojatir
puta. [ |

dz = Nr(f) — Pr(f) , (3)
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18 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

Nastavimo li na isti nacin, dolazimo do niza pravokutnika I,,, n € N, takvih
da je I,411 C I, za sve n, i da je

1
J(1) > 3J(D) (1)
Za dijametre tih pravokutnika vrijedi diam I,, = Wz diam I, pa se radi o si-

laznom nizu zatvorenih skupova kojima dijametri teze nuli. Prema Cantorovom
teoremu o presjeku, teorem 4.13, presjek tih pravokutnika je neprazan i sastoji

se od jedne jedine tocke, () I, =: {z0}.
neN
Funkcija f derivabilna je u tocki zg, pa za svaki € > 0 postoji § > 0 takav

daza 0 < |z — zg| < 4, vrijedi O (CO 1(z0)] < e, tj.

[z =20l <6 = [f(2) = f(20) = ['(20)(z — 20)| < €|z — 2] - (2)

Neka je n tako velik da je I,, sadrzan u otvorenom krugu oko zg radijusa §. Kako
funkcija z — f(z0) + f'(20)(z — 2z0) ima na Q, ¢ak na ¢itavom C, primitivou
funkciju, to je prema Cauchyjevom teoremu za derivaciju, teorem 32.2,

\3 (f(20) + f'(20)(z — 20)) dz =0 . (3)
Stoga je, prema lemi o ocjeni integrala, lema 32.1,
o) =| [ el =] [ (5) = Fla0) = Fo)e = 20)) d2] < Mo, (4)
oI, oI,
gdje je M := max{|f(z) — f(z0) — f'(20)(z — 20)| : z € OL,}, a sy je opseg

pravokutnika I,,.
Medutim, za svaki z € 01, je

1£) = F(e0) = £ aa)e = )] € ez =20l <& 2o
paje M < wmmf te zbog (4) vrijedi
J(I,) < W&w . (5)
Prema konstrukciji je s, = L s, gdje je s opseg pravokutnika I, pa je

w:

1 ®)1 1 12 1
J(I) < 4"J(1,) < Mg:mmw = Mg:mmm‘:v s? = Mmmm .

§41. Broj nultocaka i polova meromorfnih funkcija 79

Dokaz: Primijetimo najprije, da, prema napomeni 39.1, S, skup singulariteta
funkcije f, nema gomiliste koje pripada skupu 2, jer bi inace to gomiliste bilo
neizoliran singularitet funkcije f. Stoga proizvoljan kompaktan podskup od 2
sadrzi najvise konacno mnogo elemenata skupa S.

Neka je 7 zatvoren po dijelovima gladak put, nulhomotopan u €2, i neka je
H: [a,b] x[0,1] — Q homotopija izmedu v i nekog konstantnog puta. Oznac¢imo
s H* := H([a,b] x [0,1]) C Q trag (sliku) homotopije H. Za svaku tocku
z € C\ H* je zatvoren put - nulhomotopan u C\ {z}, pa je v(y,z) = 0,
propozicija 34.3 (7).

Oznadimo sa Sy := SNH* skup onih singulariteta funkcije f koji se nalaze u
skupu H*, i neka je Sp := S\ Sy skup ostalih singulariteta. Zbog kompaktnosti
pravokutnika [a, b] x [0, 1] i neprekidnosti homotopije H, skup H* je kompaktan,
pa je skup Sy konacan, a za sve tocke s € Sp je v(v,s) = 0.

Neka je Q1 := Q\ Spo. Pokazimo da je to otvoren skup. Neka je z € 3
proizvoljna tocka. 2z nije gomiliste skupa So, jer bi to onda bilo i gomiliste
skupa S, a pokazali smo da takvih u 2 nema. Zbog toga, postoji > 0 takav
da je K(z,7) CQ\ So = Q, tj. skup Q; je otvoren.

Restrikcija funkcije f na otvoren skup 2 je funkcija koja je holomorfna,
osim u totkama konacnog skupa Sy =: {s1,..., Sk}, a zatvoren put 7 je nul-
homotopan u Q1, jer je H* C Q1. Mozemo, dakle, na tu restrikciju primijeniti
prethodni teorem o reziduumima za funkciju s kona¢no mnogo singulariteta, pa
dobivamo

k
\x&\u = 27 Miﬁmb res(f,s;) .
Y j=1
Kako smo dokazali da je v(v,s) = 0 za sve s € Sp, to sumu u prethodnoj

formuli moZemo napisati i kao Y, pa smo tako dokazali (5). [ ]
ses

§41 Broj nultocaka i polova meromorfnih funkcija

Primijenit éemo sada teorem o reziduumima na odredivanje broja nultocaka i
polova meromorfnih funkcija, a kao jednostavnu posljedicu dobit ¢emo i dokaz
Drugog osnovnog teorema algebre.

Kako meromorfna funkcija, u tockama u kojima nije holomorfna, ima samo
uklonjive singularitete i polove, mozemo uklonjive singularitete zaista i ukloniti,
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20 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

Imali bismo tada

b
0=tim [ fds= :a\ Flar(t) av'(t) dt

a—1 EYs a—1

b b
[ i fr@ay @i = [ raeyr@a= [ i
a @1 a oI

Kako je, medutim, parametrizacija v samo po dijelovima glatka, to je njena
derivacija ' neprekidna osim u kona¢no mnogo tocaka, tj. nije neprekidna u,
naprimjer, tri tocke. Stoga treba integral ,\:@ flavy(t))ary'(t) dt rastaviti na ce-
tiri dijela na kojima je 7' neprekidna, provesti gornji racun na svakom od tih
dijelova, i rezultate zbrojiti. Opet dobijemo h: fdz=0.

U opcem slucaju, kada f u kona¢no mnogo to¢aka mozda nije
derivabilna, kroz te tocke povucemo paralele sa, naprimjer,
imaginarnom osi, i tako razdijelimo pravokutnik / na neko-
liko manjih pravokutnika. Na svakom od tako dobivenih pra-
vokutnika funkcija f je neprekidna, a na nutrini i derivabilna,
pa je, prema upravo dokazanom, integral po rubu svakog od tih pravokutnika,
jednak nuli. Zbroj integrala po rubovima tih pravokutnika, jednak je integralu

po rubu pravokutnika I, pa je [ fdz=0. [ |
oI

Kombinacijom ranijih teorema, dobivamo sada

Teorem 33.3 (Cauchyjev teorem za krug) Neka je K C C (otvoren) krug,
a f: K — C neprekidna funkcija, koja je i derivabilna, osim eventualno u ko-
nacno mnogo tocaka. Tada je [fdz =0, za sve po dijelovima glatke zatvorene
puteve v u K. v

Dokaz: Prema Cauchyjevu teoremu za pravokutnik, | o1 f dz = 0 za svaki pra-
vokutnik 7 C K. Stoga, jer je funkcija f neprekidna, prema teoremu o pos-
tojanju primitivne funkcije na krugu, teorem 32.4, postoji derivabilna funkcija
F: K — C takva da je F’' = f. Prema Cauchyjevom teoremu za derivaciju, te-
orem 32.2, integral funkcije f ne ovisi o putu, tj. [fdz = 0 za sve po dijelovima
glatke zatvorene puteve u K. v [ |

Odgovaraju¢om modifikacijom, teorem o postojanju primitivne funkcije, nije
tesko poopéiti na konveksne ili éak na tzv. zvjezdaste skupove, pa se i prethodni
teorem lako moze poopéiti na takve skupove. Medutim, op¢i Cauchyjev teorem,
koji ¢emo sada dokazati, sve te varijante sadrzi kao specijalne slucajeve.

§40. Reziduumi 7

§40 Reziduumi

U ovoj ¢emo tocki dokazati teorem o reziduumima, koji je vrlo koristan i teoret-
ski i u primjenama.

Definicija 40.1 Neka je funkcija f holomorfna na probusenom krugu K*(zg,7)
i neka je Y an(z — 20)" njezin Laurentov red oko tocke zg. Koeficijent a_; uz
nez
L haziva se reziduum funkcije f u tocki zg, i oznacavamo ga res(f, 2o).
z—20

res(f, z0)

zZ— 20
vidimo da ona ima na probusenom krugu K*(zp,r) primitivou funkciju. Tako
na reziduum funkcije u nekoj tocki, mozemo gledati kao na mjeru koliko se ta
funkcija razlikuje od derivacije neke holomorfne funkcije definirane na okolini te
tocke.

Promotrimo li Laurentov razvoj funkcije z — f(z) — oko tocke zgq,

Prema formuli (2) na str. 62, za koeficijente Laurentova reda, vidimo da je

HmmA.\.g NOV = M Aﬁrv &ﬂ, )

2 To

gdje je I'g neka dovoljno mala pozitivno orijentirana kruznica oko zy. Napisemo
li tu formulu kao

_\,AAV &ﬁ = 2mi mem_\,“ NOV )
To

dobivamo korisnu formulu za nalazenje integrala kompleksne funkcije u sluca-
1

z— 20

jevima kada znamo njezin Laurentov razvoj, ili barem koeficijent uz

Teorem o reziduumima, koji ¢emo sada dokazati, poopcéuje tu formulu.

Teorem 40.1 (o reziduumima za funkcije s konaéno mnogo singulariteta)
Neka je Q2 C C otvoren skup, f: Q0 — C funkcija koja je holomorfna osim u toc-
kama s1,Sa,...,8k, u kojima ima izolirane singularitete, © neka je v zatvoren,
u  nulhomotopan, po dijelovima gladak put, koji ne prolazi niti jednom od tih
tocaka. Tada je

k
\\,&N =2mi .Mtsvmuv -res(f,s;) . (1)
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22 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

Cauchy-Riemannovim uvjetima, teorem 31.1, dobivamo

\\&N = \@&RI@&@ + ﬁ\e&a._.c&@

Oams\ —0,v — Oyu) dx dy + p\ (Opu — 0 ev&a&@ 2.

Medutim, da bismo mogli koristiti Greenov teorem, morale bi funkcije u i v biti
diferencijabilne klase C?, tj. derivacija f' morala bi biti neprekidna, dok smo
mi bili pretpostavili samo postojanje derivacije, a u konacno mnogo tocaka c¢ak
samo neprekidnost. To je znacajna razlika, i, kao Sto ¢emo kasnije vidjeti, vazno
je imati dokaz Cauchyjeva teorema bez pretpostavke o neprekidnosti derivacije.

Povijest ovog vaznog teorema, koji predstavlja veleban ulaz u teoriju funkcija
kompleksne varijable, dugacka je i zanimljiva. Originalni je dokaz dao Cauchy
1825. godine, uz dodatnu pretpostavku da je derivacija neprekidna. Kasnije
tokom devetnaestog stoljeca, pojavilo se vise dokaza tog teorema i uz razli¢ite
pretpostavke o tipu puta integracije — nekad uz presutno, a nekad uz ekspli-
citno pretpostavljenu neprekidnost derivacije. Godine 1884. Goursat je objavio
jedan jednostavniji dokaz ovog teorema, uz samo jednu, ,oc¢itu’ pretpostavku, da
teorem vrijedi za dvije jednostavne funkcije: konstantnu funkciju i identitetu,
ali bez pretpostavke o neprekidnosti derivacije. Barem je tako Goursat tvrdio.

Alfred Pringsheim je 1895. pomno analizirajuéi Goursatov dokaz, ustvrdio da
se u dokazu presutno pretpostavlja uniformna derivabilnost, za Sto je pokazao
da je ekvivalentno pretpostavci o neprekidnosti derivacije. Stoga Goursatov
dokaz predstavlja samo pojednostavljenje drugih dokaza Cauchyjeva teorema,
ali ne i oslabljenje pretpostavki. Pringsheim je izrazio svoje uvjerenje da teorem
vrijedi samo uz pretpostavku da derivacija postoji, bez pretpostavke o njezinoj
neprekidnosti, ali je taj problem jos uvijek ostao otvoren.

Ova Pringsheimova kritika proizvela je pravu buru, pa su, izmedu ostalog,
1900. objavljena dva nova dokaza. U jednom je Goursat ponovio svoj raniji
dokaz, ali uz vise paznje i uz izvjesne pretpostavke o tipu puta integracije, a u
drugom je Moore' dao svoj dokaz Cauchyjeva teorema, uz nesto drugacije pret-
postavke. U svom odgovoru 1901. Pringsheim je prigovorio da su u oba rada
pretpostavke o tipu puta integracije previse restriktivne, pa je kombinirajuéi
i profinivsi te dokaze, dobio Cauchyjev teorem bez pretpostavke o neprekid-
nosti derivacije, i to za zatvorene rektifikabilne puteve. Dvije godine kasnije,
Pringsheim se vratio Cauchyjevu teoremu, i dao dokaz u kojem koristi tehniku

IEliakim Hastings Moore (1862-1932), ameri¢ki matematicar

§39. Singulariteti 75

pa je lim S _ 1. Odavde slijedi da je lim z !

z—0 =z z—0 sinz

oremu 39.1, funkcija z — z ! imau0 uklonjiv singularitet. Primijenimo

= 1, pa, prema te-

sin z
li sada prethodni teorem kojim su karakterizirani polovi, zakljuc¢ujemo da

funkcija f(z) = !

sin z

ima u 0 pol, i to prvoga reda.

Definicija 39.3 Za funkciju f kazemo da je meromorfna na otvorenom skupu
Q) C C ako skup singulariteta nema gomiliste u €2, i ako su svi singulariteti ili
uklonjivi ili polovi.

Tipi¢ni primjeri meromorfnih funkcija su racionalne funkcije. One, ako su
brojnik i nazivnik relativno prosti, tj. razlomak je ,skra¢en do kraja’, od singu-

lariteta imaju samo polove, i to u nultockama nazivnika. Ima medutim i drugih
1

s z
na C, jer ona, od singulariteta u C, ima samo polove, i to u nultockama funkcije
1

meromorfnih funkcija. Naprimjer, funkcija z — takoder je meromorfna

sinus. Treba ipak malo pripaziti. Funkcija z — meromorfna je na C\ {0},

sin 1
z

ali nije meromorfna na C, jer 0 jeste singularitet te funkcije, ali nije izoliran (pa
ne moze biti pol niti uklonjiv singularitet).

Promatrajuéi Laurentov razvoj funkcije oko singulariteta zg, ostaje jos jedna
mogucnost — da je glavni dio beskonacan. Za izoliran singularitet zo kazemo da
je bitan singularitet ako u Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke zy ima
beskona¢no mnogo ¢lanova s negativnim potencijama, tj. beskonaéno mnogo
koeficijenata uz negativne potencije je razli¢ito od nule.

Iz veé¢ dokazanog o ponasanju funkcije u okolini uklonjivih singulariteta i
polova, vidimo da funkcija ne moze biti ograni¢ena niti na jednoj okolini bitnog
singulariteta, ali ne moze niti po modulu teziti u +00. Ona je, dakle, neomedena
na svakoj okolini tocke zg, i ¢ak njezin modul nema niti konac¢nog niti besko-
nacnog limesa. Preciznije o ponasanju funkcije u okolini bitnog singulariteta,
govori sljedeéi teorem.

Teorem 39.4 (Casorati'-Weierstrass-Sohockij?) Neka je funkcija f holo-
morfna na probusenom krugu K*(zo, R). Tocka zg je bitan singularitet funk-
cije [ ako i samo ako je za svaki § > 0, slika probusenog kruga K*(zo,0) gusta
na C, tj. za svaki w € C i svaki € > 0, postoji z € K*(20,9), takav da je
|f(z) —w| <e.

Felice Casorati (1835-1890), talijanski matematicar
2 Julian-Karl Vasilievi¢ Sohockij (1842-1927), ruski matematic¢ar, roden u Poljskoj
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24 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

Primijetimo, nadalje, da je h(a) = 0.

Promotrimo funkciju ¢: [a,b] — C definiranu s

p(t) = e " (y(t) — z0) .

Funkcija ¢ derivabilna je tamo gdje je i h derivabilna, i vrijedi

@(t) = "R (1) ((t) — 20) + e A (1)

— _e—h® ' (t) ., e h(®) /(1) —
- B (0 = 20) + e MO () =0

Tako za funkciju ¢ znamo samo da je po dijelovima derivabilna, jer je v samo

po dijelovima glatka, ipak, zbog neprekidnosti funkcije ¢, zaklju¢ujemo da je
ona konstantna. Stoga je ¢(b) = p(a), tj.

e " (4(b) = z0) = e (v(a) — 20) -

Kako je v(b) = v(a) i h(a) = 0, odavde slijedi e"®) = 1, tj. h(b) = 2kxi za neki
k € Z. Dakle,

1 d 1 by 1
‘.\‘Nu‘. YW g Ly —kez. n
2mi Jyz—z20 2w J, y(u) — 20 2mi

Korolar 34.2 Za po dijelovima gladak zatvoren put v u C i tocku zo ¢ v*, broj
1 dz

2mi zZ— 2z
5 0

jednak je indeksu puta v s obzirom na tocku zg, tj.

1 dz
N\A\f NOV = \
~

omi ), 2z — 20

(Definicijom 25.2 smo indeks zatvorenog puta v s obzirom na tocku Py, bili
definirali kao v(vy, Ppy) := % b wy,py, gdje je wy p, kutna diferencijalna 1-forma,
s

—(y — yo) dz + (z — x0) &\.v

definirana s wy p, (7, y) = (z —20)2 + (y — 50)?

Dokaz: Napravit éemo dokaz za tocku zg = 0. Opéi slucaj dobije se translacijom

§39. Singulariteti 73

funkcije u konacno mnogo tocaka ne utjece niti na njezinu integrabilnost, niti
na sam integral. ]

Drugi tip izoliranih singulariteta su polovi. Za izoliran singularitet zy funk-
cije f kazemo da je pol, ako u Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke zg
ima kona¢no mnogo (ali barem jedan) ¢lanova s negativnim potencijama, tj. s

! Red pola je red najvece potencije od !
zZ— 20 zZ— 20
tom Laurentovom razvoju pojavljuje s koeficijentom razli¢itim od nule.

potencijama od koja se u

Teorem 39.3 (Karakterizacija polova) Neka je funkcija f holomorfna na
probusenom krugu K*(zo, R). Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(i) zo je pol funkcije f (reda m).

(ii) zo nije uklonjiv singularitet funkcije f, ali postoji prirodan broj k takav da
je zo uklonjiv singularitet funkcije z — (z — z0)* f(2). (Najmanji takav k
upravo je m — red pola.)

(#@i) lim |f(2)] = +oo.
zZ—20

Dokaz: (i) = (i1) Ako je zp pol m-tog reda funkcije f, onda, prema definiciji,

+oo

Laurentov razvoj funkcije f oko tocke zp ima oblik f(2) = > an(z — 20)",
n=—m
a_m # 0, m > 1, pa prema teoremu 39.1 kojim su karakterizirani uklonjivi
singulariteti, zo nije uklonjiv singularitet funkcije f. Pomnozimo li f sa ANINQV»V
za svaki k > m dobit éemo funkciju koja u svom Laurentovom razvoju oko
tocke zp nema negativnih potencija, pa je, prema istom teoremu, zo uklonjiv
singularitet te funkcije. Oc¢ito je najmanji prirodan broj s ovim svojstvom,
upravo broj m — red pola.

(#4) = (i17) Ako funkcija g(z) := (z—29)™ f(z) ima u 2 uklonjiv singularitet,
onda, prema teoremu 39.1, postoji limes lim ¢(z) € C, pa je, zbog m > 1,

: _ 1 lg(z)|  _ o
MWHMV ?Ami B mec |z — zo|™ = Foo.

(791) = (i) Pretpostavimo da je lim|f(z)] = +oo. To znaéi da za svaki

z—20

M > 0 postoji § > 0, takav da za svaki z € K*(zq,0) vrijedi |f(2)| > M.

Specijalno (uzevsi npr. M = 1), postoji 6 > 0 takav da je f(z) # 0 za sve

z € K*(%p,0). Definirajmo funkciju g: K*(z9,0) — Cs g(z) := \M 7
z

je holomorfna na K*(zp,6) i lim g(z) = 0. Prema teoremu 39.1, g ima u zg

zZ—20

Funkcija g
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26 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

Kako je zr = zg, zbrajanjem dobivamo

k
dz .
22— L .
oY farg -
¥ J=1

gdje u j-tom sumandu treba za kutove arg z uzimati one koji pripadaju skupu Cy; .

Suma svih tih razlika kutova bit ée upravo broj obilazaka puta v pomnozen s 27.

Dokazimo sada nekoliko osnovnih svojstava indeksa zatvorenog puta s obzi-
rom na tocku. Ta smo svojstva mogli, koristeé¢i se teoremom 26.4 i njegovom
posljedicom korolarom 26.5, dokazati i ranije, u cetvrtom poglavlju. Kako ¢e
nam ta svojstva zaista trebati istom sada, dokazat ¢emo ih ovdje koristeéi Ca-
uchyjev teorem, i ¢injenicu dokazanu prethodnim korolarom 34.2, da se indeks
moze definirati i kao integral odgovaraju¢e kompleksne funkcije.

Propozicija 34.3 (osnovna svojstva indeksa)

(1) Za curstu tocku zo, indeks v(v,20) ne mijenja se ako se v neprekidno de-
formira, i niti u jednom casu ne prolazi kroz zo, tj. v(y1,20) = v(72, 20)
ako su zatvoreni putevi vy © y2 homotopni v C\ {zo}.

(i1) Za cvrst put v, funkcija z — v(v,z) konstantna je na svakom krugu koji
je disjunktan s y*. Stoga je indeks v(v,z) konstantan na komponentama
povezanosti komplementa od y*, tj. skupa C\ *.

(#47) Neka je Q C C jednostavno povezano podrucje, v po dijelovima gladak
zatvoren put u Q i zo € C\ Q. Tada je v(7,z) = 0.

Stoga, ako je ~y proizvoljan zatvoren PDG put u C, a zy tocka iz neomedene
komponente povezanosti skupa C\ v*, onda je v(v,z9) = 0.

(iv) Neka je T (pozitivno orijentirana) kruZnica sa sredistem u 2z i radijusom r.
Tada je

1, zalz—z|<r
t@&mvﬁ 0, zalz—2z|>r"

Nije tesko pokazati da se pri prijelazu iz jedne komponente povezanosti skupa
C\ ~v* u susjednu, tj. pri prijelazu jednom preko krivulje v*, indeks promijeni
za £1 (i to ako gledamo u smjeru orijentacije krivulje, onda se pri prelasku
slijeva nadesno indeks smanji za 1, a pri prelasku zdesna nalijevo, poveéa za 1).

§39. Singulariteti 71

Teorem 39.1 (Karakterizacija uklonjivih singulariteta) Neka je funkcija f
holomorfna na probusenom krugu K*(29, R). Sljedede su tvrdnje ekvivalentne:

(1) zo je uklonjiv singularitet funkcije f.

)
(#4) Postoji limes lim f(z) € C.
z—2
(i31) f je omedena na nekoj okolini tocke zg.
() lim (z —20) f(2) =0
zZ—20
(v) U Laurentovom razvoju funkcije f oko tocke zy nema negativnih potencija,

tj. svi koeficijenti uz negativne potencije jednaki su nuli.

Dokaz: (i) = (ii) Ako je zo uklonjiv singularitet funkcije f, onda, uklonivsi ga,
dobivamo funkciju, nazovimo ju \» , koja je holomorfna na nekoj okolini tocke zg,
pa ona, zbog neprekidnosti, ima u zy limes. Kako je za limes neke funkcije
nebitno kako je i je li uopée definirana u tocki u kojoj se promatra limes, to i
funkcija f ima u tocki zg limes.

(#4) = (i9i) Ova implikacija slijedi iz sdme definicije limesa. Naime, neka je
¢:= lim f(z) € C. To znaci, da za svaki ¢ > 0 postoji J > 0 takav da za sve

z—20
z € K*(zp,0) vrijedi |f(z) — | < . Stoga je f(K(z0,0)) C K(¢,e) U{f(20)}
ako f jeste definirana u zp, ili je f(K™*(z0,0)) C K (¥, ¢), ukoliko nije. U oba je
slucaja f ogranicena na J-okolini tocke zg.

(7i1) = (iv) Ova je implikacija trivijalna, jer ako je f omedena na nekoj
okolini tocke zg, onda zbog lim (z — z9) = 0, slijedi da limes lim (z — zg) f(2)

postoji, i jednak je 0. ’ ’

(iv) = (v) Za broj 0 < r < R, s M(r) ozna¢imo maksimum modula funk-
cije f na kruznici oko zg radijusa r, dakle, M(r) := max{|f(2)| : |z — 20| = r}.
Dokazimo, najprije, da je

WW&%NSQDVHO. (1)

Zbog kompaktnosti kruznice, za svaki r < R, postoji tocka z,., |z, — zo| =7,

takva da je M(r) = |f(2,)|]- Ozna¢imo sa S skup tako oda-
branih to¢aka z.. Zbog (iv) je i lim |z — z||f(2)| =0, a
z2—20

kako je zg oCito gomiliste skupa S, to je i

0= lim |z — 2| |f(2)| = lim |z — 20| |f(2)| = :ﬁﬂi?v
zZ—2z0 Zr—20 g

z€8
¢ime je dokazano (1).
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28 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

Sada mozemo dokazati najavljivan

Teorem 34.4 (Cauchyjeva integralna formula) Neka je QCC otvoren skup,
f: Q — C derivabilna funkcija, a v u Q) nulhomotopan, po dijelovima gladak za-
tvoren put. Tada za svaku tocku zg € Q\ v* vrijedi

voa0) fe0) = 5p [ Lk (©)

2mi zZ—2p

Dokaz: Definirajmo funkciju g: Q@ — C's

9(z) = i TR
f'(20) , Z2=2

Funkcija g derivabilna je na 2\{z0}, i neprekidna je na ¢itavom skupu 2. Prema
opéem Cauchyjevu teoremu, teorem 33.4, b gdz = 0. Stoga je

oH\m&NH E&NI E&Nu
gl v

zZ— 20 4N|NO
e —

= f(z0) v(v, 20) 2mi
odakle slijedi Cauchyjeva integralna formula (C). ]

U primjenama je -y Cesto jednostavno zatvoren po dijelovima gladak put koji
jednom obilazi tocku zq, tj. trag takvog puta je kontura u ¢ijem se unutrasnjem
podrucju nalazi tocka zy, pa je indeks puta v s obzirom na zy jednak 1. U tom
slucaju, Cauchyjeva integralna formula poprima sljedeéi jednostavan oblik:

Odsada ¢e nam tocka z biti varijabilna, pa ¢emo ju oznacivati sa z, a vari-
jablu integracije sa (.

Korolar 34.5 Neka je f: Q) — C derivabilna funkcija, I' C Q pozitivno orijen-
tirana kontura cije je unutrasnje podrucje sadrzano u §2, i neka tocka z pripada
tom unutrasnjem podrucju. Tada je

IH EO
\Auvlﬁ\ﬂn\wam. [ |

Ovaj korolar pokazuje da ako je f derivabilna funkcija na nekom podrucju,
i njezine su vrijednosti poznate u svim tockama neke nulhomotopne konture,
onda su poznate vrijednosti funkcije f i u svim tockama unutrasnjeg podrucja
te konture. U narednim ¢emo teoremima ovu ¢injenicu jos bolje razjasniti.

§39. Singulariteti 69

Teorem 38.3 (Cauchyjeve ocjene koeficijenata Laurentova reda) Neka

+oo
je f(2) = > an(z—20)" 2a0<7r < |z— 2| <R, ineka je zar < p <R,
M(p) := max{|f(2)|: |z — 20| = p}. Tada je
M
lan| < AE, za sven €7 .
bj\

Dokaz: Prema prethodnom teoremu o jedinstvenosti dvostranih redova, red
> an(z—20)" je upravo Laurentov red funkcije f na vijencu V' (zo;r, R), pa je,

waEw Laurentovom teoremu 38.1, a, = —— J, _ O d¢, gdje je T', kruz-
P o Mo (¢ = o)ntl T P

nica radijusa p oko zg. Tvrdnja se sada dobije, kao i u dokazu teorema 37.7,

koriStenjem leme 32.1 o ocjeni integrala. ]

§ 39 Singulariteti

Laurentovi redovi omogucuju proucavanje funkcija i u okolini to¢aka u kojima
nisu holomorfne, tj. u okolini singulariteta.

Definicija 39.1 Neka je 2 C C otvoren skup, a f:  — C funkcija. Kazemo
da je tocka zp € Int Q = Q\ 9Q singularitet funkcije f, ili da funkcija f ima
u tocki zy singularitet, ako u tocki zy funkcija f nije holomorfna ili uopce
nije definirana u toj tocki.

Kako bismo mogli govoriti o tome je li neka tocka zy singularitet funkcije f
ili nije, tocka 29 mora biti okruzena tockama u kojima f jeste definirana, tocnije,
mora biti zg € Int Q, a je li funkcija f definirana u sdmoj tocki zg ili nije — nije

odluéujuée. Naprimjer, funkcija f(z) := ! ima u tocki 1 singularitet, isto

HHI z
z#1
kao i funkcija fi definirana s f1(z) =< 1—2 7
0 , 2=1
rana u 1, a druga jeste. U svim ostalim to¢kama kompleksne ravnine, obje su
o0
funkcije holomorfne. S druge strane, za funkciju fo, definiranu s fo(z) := > 2",
=0

, iako prva nije defini-

:\
ne mozemo kazati da, u smislu gornje definicije, ima singularitet u tocki 1, jer,
kako je definirana kao suma reda potencija, njezino podrucje definicije je samo
krug konvergencije toga reda, tj. otvoren krug K(0,1), a tocka 1 nije u nutrini
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30 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE
Pocetni i zavrsni stadij homotopije 4 ~ =, i Cetiri medunivoa.
Cauchyjeva integralna formula i njezini korolari pokazuju da se vrijednost

derivabilne funkcije na odgovarajué¢em podrucju moze izracunati kao integral po
nekom putu. Zato je od interesa proucavati funkcije koje su tako i definirane.

Teorem 34.7 (o derivabilnosti funkcije definirane integralom) Neka je
v po dijelovima gladak put v C (ne nuzno zatvoren), neka je v* C C njegov
trag, i neka je ¥ : v* — C neprekidna funkcija. Tada je funkcija f: C\y* — C

definirana s
_ [ ¥
f(2) .|\X|N%

derivabilna na C\ v*, i njezina je derivacija jednaka

\lie

~—

Stovise, funkcija f': C\ v* — C je neprekidna.

Dokaz: Fiksirajmo tocku z € C \ v* i pokazimo da je formulom (1) dana deri-
vacija funkcije f u tocki z. Neka je § > 0 takav da
je K(z,6) C C\~y*. Tada za sve h € C takve da je
|h| < wu, isve ¢ € v*, vrijedi

¢ —2| >0

_AIAN._.\J_VWQ. @)

§ 38. Laurentov red 67

Funkcija h je dobro definirana, jer je zar < |z — 29| < R, tj. za z € V,
f1(2) + fa(2) = f(2) = 91(2) + g2(2)

pa je
f1(2) = g1(2) = 92(2) — fa(2) -

Iz definicije funkcije h, jasno je da je ona holomorfna na krugu K(zg, R) i iz-
van zatvorenog kruga K (zp,r). No kako je presjek tih dvaju otvorenih skupova
vijenac V, na kome se formule za h podudaraju, h je holomorfna na ¢itavoj
kompleksnoj ravnini, tj. h je cijela funkcija. Nadalje, kako je lim fi(z) =

|z|—o0

lim g1(z) =0, to jei lim h(z) = 0, pa, kao i u dokazu Osnovnog teorema

algebre, teorem 37.10, slijedi da je funkcija h i omedena. Prema Liouville-
ovom teoremu, teorem 37.9, zaklju¢ujemo da je h konstantna funkcija, a kako
je lim h(z) =0, toje h =0, paje g1 = f1iga = fa, Cime je dokazana

|z|—00

jedinstvenost. [ |

Upravo dokazan teorem o jedinstvenosti Laurentova reda, vrlo je koristan,
kako teoretski, tako i u primjenama. Prvo, on pokazuje da je svaki red po-
zitivnih i negativnih potencija, koji funkciji f konvergira na nekom vijencu ili
(probusenom) krugu, upravo Laurentov red te funkcije. Tu je sadrzan i teorem
o jedinstvenosti Taylorova reda. Jer i Taylorov red, dakle red sa sdmim nene-
gativnim potencijama, je takoder Laurentov red, samo sto su svi koeficijenti uz
negativne potencije jednaki nuli. Ako, dakle, krenemo razviti funkciju f u Lau-
rentov red oko neke tocke u kojoj je ona holomorfna, kao rezultat dobit é¢emo
njezin Taylorov red, tj. dobit ¢emo da su koeficijenti uz sve negativne potencije
jednaki nuli.

Drugo, kada trebamo neku funkciju razviti u red potencija— pozitivnih,
negativnih — kako ispadne, onda tome obi¢no ne pristupamo tako da poénemo
derivirati ili integrirati ne bi li odredili koeficijente ddne formulama (1) i (2) na
str. 54 ili (2) na str. 62, nego se nastojimo docepati traZenoga reda (najcesée
je dovoljno naéi samo nekoliko prvih ¢lanova) koriste¢i neke, od ranije poznate,
redove.

Primjer 38.1 Za primjer odredimo Laurentov red funkcije
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32 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

Prethodni teorem kaze, dakle, da je svaka funkcija koja je definirana pomocéu
neke neprekidne funkcije integralom kao u (1), holomorfna na komplementu
traga puta integracije.

Koristedi se prethodnim teoremom i Cauchyjevom integralnom formulom,
tocnije korolarom 34.5, dobivamo

Korolar 34.8 (Teorem o holomorfnosti derivabilne funkcije) Svaka je
derivabilna funkcija f: Q — C holomorfna, tj. D(Q) = H(Q).

Dokaz: Oko zadane tocke zg € 2 odaberemo dovoljno malenu kruznicu Iy, tako

da zajedno s krugom kojeg obrubljuje, lezi u Q). Prema korolaru 34.5, za svaki

z iz toga kruga je f(z) = % /) d¢. Buduéi da je funkcija f, koja se
™ r —Z

nalazi u brojniku razlomka pod Eﬁcmmg_oag neprekidna, prema prethodnom te-

oremu 34.7, funkcija f holomorfna je na krugu unutar I'g, tj. na okolini tocke zg.

Zbog proizvoljnosti odabira tocke zp, f je holomorfna na ). [ |

Ovaj, upravo dokazan rezultat, vrlo je vazan. On pokazuje da je zahtjev
derivabilnosti kompleksne funkcije tako jak, da ima za posljedicu ne samo pos-
tojanje, nego i neprekidnost derivacije, tj. holomorfnost. Stoga, za kompleksne
funkcije (jedne) kompleksne varijable, nema smisla govoriti da su, naprimjer,
klase C'—sve derivabilne funkcije automatski su takve. Dokazat ¢emo jos
mnogo vise:

sy

Teorem 34.9 (o visim derivacijama derivabilne funkcije) Neka je QCC
otvoren skup a f: Q — C deriwabilna funkcija. Tada f ima derivacije svakog
reda, i sve su one holomorfne funkcije na €.

Nadalje, ako je v bilo koji, u Q nulhomotopan, po dijelovima gladak zatvoren
put, a tocka z € Q\ v*, onda je

/0,2 1) = o [ Qg 3)

C2mi J, (¢ —2)ntd

Dokaz: Znamo veé, prema prethodnom korolaru 34.8 da je derivacija f’ funkcije f
neprekidna. Neka je zy € ) neka tocka, i neka je r > 0 takav da kruznica Iy

§ 38. Laurentov red 65

Dokaz: (i)
Pokazimo najprije, da oba reda u (10) konvergiraju lokalno uniformno na
vijencu V. Prema definiciji je

San(z—=20)" = Y. an(z—20)"+ > an(z—20)" . (11)
nez n<—1 n>0
Treba pokazati da oba reda na desnoj strani u prethodnoj formuli, konvergiraju
lokalno uniformno na V. Promotrimo najprije drugi od tih redova — red po-
zitivnih potencija, i pokazimo da on konvergira lokalno uniformno i na veéem
skupu K(zp,R) 2 V.
Neka je 2’ € K(zg, R) proizvoljna toc¢ka. Odaberimo tocku z” € V tako da

je |2 — z0] < |2 — 20| < R. Kako red > an(2" — 2)"

n>0
.N:.N\ konvergira, to prema Abelovoj lemi, teorem 36.1, red
> an(z — 2zp)" konvergira lokalno uniformno na krugu

g 5
K(z0,|2" — 20]), Sto, prema definiciji, znac¢i da konver-
gira uniformno i na nekoj okolini tocke z’. Stoga red
> an(z—20)" konvergira lokalno uniformno na K (zg, R).
n>0

Dokazimo sada da prvi od redova na desnoj strani u (11) — red negativ-
nih potencija, konvergira lokalno uniformno izvan zatvorenog kruga K(zo,7),
tj. na veéem skupu C \ K (z9,7) 2 V. Neka je 2’ € C\ K(zp,r). Uz supstituciju
1

/ w = i zamjenu k := —n, taj
z— 20

red postaje

ST an(z—20)" = Y a_pw® . (12)

n<—1 k>1

Neka je 2’ € V takav da je r < |2 — 2| < |2’ — 20| 1 neka je p takav da je
|2 — z0] < p < |2 — 20]. Kako je 2" € V, red > an(2" — 20)" konvergira,
n<—1

1 1"k

pa za w” := ———, konvergira i red ) a_jw Prema Abelovoj lemi, red
S k>1

MUaLASwwosﬁ@im?w&:ocEmoEHEobmwgchAo;S:C,me_oom WA
k>1 P
1

1 . . > .
" = konvergira uniformno na zatvorenom krugu K (0, =), pa onda i

lw" = ———,
2" = 20 P
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34 5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

Odavde, uzastopnom parcijalnom integracijom, dobivamo

VPR S A (9 IR S R S
V0.2 FO6) = g [ = g [ e 10
« dag

_ 1 [ w-y ac 1 1 (n—1)

- 2T \x.\. ! AA.V AA.|NvM - 27 Q,AA.|NvM, ,_\. ! Aﬂ.v &w
e} dag

_ 12 [ ac 2 1 (n—2)

- qu. \,v\.\_ 2 AA,.:V Aﬁ‘va - Mq.: Q,AA‘va, ,_\J 2 Aﬁv &A.,
« dag

_nl f (<)

..?7&¢T&§tgb n

Kako sada znamo da je za kompleksne funkcije derivabilnost na otvorenom
skupu isto sto i holomorfnost, odsada ¢emo koristiti gotovo iskljucivo termin
holomorfan.

Na sljedeéi teorem mozemo gledati kao na neku vrstu obrata Cauchyjeva
teorema.

Teorem 34.10 (Morerin' teorem) Neka je QCC otvoren skup, a f: Q — C
neprekidna funkcija sa svojstvom, da za svaku tocku z € €, postoji r, > 0,

dovoljno malen da je K(z,r,) C Q, i takav da za svaki pravokutnik I C K(z,71,)
vrijedi [ fdz =0. Tada je f holomorfna na .
oI

Dokaz: Neka je z € Qi r, > 0 kao u pretpostavci teorema, te oznac¢imo s
K, := K(z,r,). Prema teoremu 32.4 o postojanju primitivne funkcije na krugu,
postoji derivabilna funkcija F,: K, — C takva da je F., = jmﬂ\ tj. za sve
¢ € K., je FL(C) = QTWNVAO = f(¢). Prema prethodnom teoremu 34.9,
funkcija F, ima derivacije svakog reda na K, pa specijalno postoji F7'(z). Kako
se funkcije F. i f podudaraju na krugu K, oko tocke z, i jedna od njih je

LGiacinto Morera (1856-1909), talijanski matematicar

§ 38. Laurentov red 63

gdje su koeficijenti dani formulom

1 f(©)

2mi o A.SuTH

ay, = d¢, nez, (4)
a ['g je proizvoljna kruznica oko 0 koja lezi u V.

Neka je z € V i neka su I'y i 'y kruznice oko 0 radijusa p; i p2 tako da
jer < p1 < |z] < p2 < R. Prema Cauchyjevoj integralnoj formuli, to¢nije
korolaru 34.6, je

Iy GRS o (53 5

f2) = 5= (-2

2mi Jp, (=2 27

Kao i u dokazu Taylorova teorema 13.1, jer je
S T ;wi <1,u [, stavimo
za sve ¢ € Iy, R U r,

T2 1 o

(-2 MU o ¢t
| p P2 kao i kod Taylorova teorema, dobivamo

19y,

2mi H,wﬂ.lN

= anz", (6)
n=0

gdje je
1 f(Q)

2mi Ty AS:TH

¢ , n>0. (7)

Ay =

Da bismo izracunali integral %? (5), primijetimo da je za ¢ € T'y, 7\_ > 1,

tj. _m_ <1, pa R M . razvijemo po potencijama od m . Dobivamo
n—1 — 00 on

2

n=-—1

|A. B M N§+H |3MHUH

(za drugu jednakost zamijenili smo n s n — 1, a za treu n s —n).

A.§+H

Kao i ranije, dokazavsi uniformnu konvergenciju na I'y, odavde dobivamo

LSO,

2mi HJHA.|N

= IM Gp NSQ Amv
n=-—1
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\\&NHO
¥

za svaki zatvoren
PDG put v u Q

Tm. 32.2 @

f ima na
primitivnu funkciju

5. KOMPLEKSNE FUNKCIJE

za ) jednostavno
povezano podrucje

===

trivijalno
=

feH(Q)

Tm. 32.2 Tm. 33.4
Tm. 34.10 Tm. 32.2

f ima na § lokalno
primitivnu funkciju

§ 38. Laurentov red 61

Sljeded¢i teorem zapravo ne spada u analizu, nego u algebru. Medutim, svi
njegovi dokazi, kako elementarni tako i sofisticirani, zahtijevaju sredstva analize
i/ili topologije. Mi ¢emo ovaj teorem ovdje dokazati kao jednostavnu posljedicu
Liouvilleova teorema, koji nam je sada pri ruci. Postoje i elementarni dokazi
koji koriste samo malo e—0 tehnike iz realne analize.

Teorem 37.10 (Osnovni teorem algebre) Neka jep(z) := anz"+a, 12" 1+
<o+ + a1z + ag, gdje su ag,...,a, € C, a, #0, n > 1, polinom s kompleksnim
koeficijentima, stupnja barem 1. Tada p ima barem jednu nultocku, tj. postoji
20 € C takav da je p(zo) = 0.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da p nema nultocke, dakle da je p(z) # 0

za sve z € C. Tada je i funkcija ¢: C — C, definirana s ¢(z) := !

Ok cijela

funkcija. Nadalje,

an—1 a1
ATLT —
z 2"

p(2)] = [2]" [an +

ao
T+l

pa je zbog a, # 0, lim |p(z)| = +o0. Stoga je lim ¢(z) = 0. To znadi da

z|—o00 z|—o00
za svaki € > 0, mwmo_a_m_:o za € = 1, postoji R > m_gw% da za sve z € C, za
koje je |z| > R, vrijedi |q(z)| < 1. Kako je zatvoren krug K (0, R) kompaktan,
a ¢ je neprekidna funkcija, to je funkcija ¢ na tom krugu omedena, tj. postoji
M > 0 takav da je |q(z)| < M za sve |z| < R, pa je |¢(z)] < M +1 zasve z € C.
Prema Liouvilleovom teoremu je ¢ konstantna funkcija, a zbog lim ¢(z) = 0

|z|—o0
je q(z) =0, Vz € C, $to ne moZe biti jer je, prema definiciji, ¢(z) = w [ ]
p(z

§ 38 Laurentov red

Pri proucavanju funkcija koje su holomorfne na nekom krugu oko tocke zp,
koristi se razvoj u Taylorov red —red (pozitivnih) potencija od z—zp. Medutim,
ako je funkcija u tocki zp ,lo8a’; ali je u drugim tockama holomorfna, koriste se
redovi u kojima se osim pozitivnih, pojavljuju i negativne potencije.

Prije nego sto iskazemo osnovni teorem, uvedimo neke oznake. Neka su
cn € C, n € Z, kompleksni brojevi. Dvostrani red, tj. red kome su c¢lanovi

numerirani (indeksirani) cijelim brojevima, u oznaci Y ¢,, oznacavat ¢e sumu
neZ
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38 6. NIZOVII REDOVI FUNKCIJA

Dakle, niz funkcija (f, ), konvergira funkeiji f, ako
Vz € S, Ve >0, Ing € N, t.d. ¥n > ng vrijedi | fn(2) — f(2)| < €.

Definicija 35.2 Za niz funkcija f,: S — C, n € N, kazemo da konvergira
uniformno ili jednoliko na S, ako postoji funkcija f: S — C, takva da za svaki
€ > 0 postoji ng € N takav da zasve z € Sisven > ng vrijedi | f(2)— f(2)] < e.
Oznacavat ¢emo to s f, = f. Dakle, niz (f,,), konvergira uniformno funkciji f,
ako

Ve >0, dng €N, t.d. Vz € S, Vn > ng vrijedi |f,(2) — f(2)| <e.

Ocito je da ako niz funkcija (f,,), konvergira uniformno funkciji f, onda taj
niz konvergira i obi¢no, ali obratno ne.

Napomena 35.1 S uniformnom konvergencijom bili smo se veé¢ bavili u §4 u
prvom poglavlju. Tamo smo promatrali skup B(S,C) svih omedenih funkcija
sa S u C (zapravo umjesto C tamo je bio opcenito, metricki prostor Y'). U tom

smo skupu definirali metriku p formulom p(f,g) := sup|f(z) — g(z)|, i time
z€S
je B(S,C) postao metricki prostor, a konvergencija s obzirom na metriku p je

bila upravo uniformna konvergencija. Kako je prostor C potpun, pokazali smo
i da je B(S,C) potpun. Vazan je njegov potprostor BC(S,C) svih omedenih
neprekidnih funkcija, za koji smo pokazali da je zatvoren potprostor, pa je
takoder potpun. To je, specijalno, znacilo da je uniformni limes niza (omedenih)
neprekidnih funkcija ponovno neprekidna funkcija.

Nas sada zanimaju i funkcije koje nisu omedene, pa formalno uzevsi ne
mozemo koristiti navedene rezultate. Medutim, isti dokaz kojim smo u te-
oremu 4.16 pokazali da je uniformni limes niza omedenih neprekidnih funkcija,
ponovno neprekidna funkcija, bez ikakve promjene vrijedi i bez pretpostavke o
omedenosti funkcija. Osim toga, u teoremu 35.4 mi ¢emo taj dokaz napraviti i
u nesto opcenitijoj situaciji.

Druga moguénost da koristimo navedene rezultate iz prvog poglavlja, bez
da ih ponovno dokazujemo, je sljedeé¢a. Ako za proizvoljne funkcije f,g: S — C

definiramo p'(f, g) := sup (min{|f(z) — g(2)|,1}), dobit éemo metriku na skupu
z€S
svih funkcija sa S u C, i konvergencija s obzirom na tu metriku je upravo unifor-

mna konvergencija. Za prostor (C(S,C), p’) svih neprekidnih funkcija sa S u C
vrijedi sve Sto smo bili dokazali za BC(S,C). Topologija, dakle i konvergencija,
koju metrika p’ inducira na podskupu B(S,C), ista je kao i ona koju definira
metrika p, iako su sdme metrike razlic¢ite. Isto vrijedi i za Cauchyjeve nizove.
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ucinili u dokazu prethodnog teorema, ow&m ¢emo na isti nacin kao u pret-
hodnom dokazu, zakljuciti da je a, = = (")(20), pa je red (*) zapravo red
n:

> W_,\,A:XNOXN — 2p)", dakle Taylorov red funkcije f oko tocke zg. Time je,
n:

zapravo, dokazan teorem jedinstvenosti za redove potencija, koji kaze da

ako za svaki z iz nekog otvorenog kruga K (zp, R), za dva reda vrijedi

o0

2. an(z = 20)" =

n=0 n

118

bn(z — 20)",
0

onda je a, = by, za sve n > 0. Ovaj teorem nismo posebno iskazali i numerirali,
jer je on specijalan sluc¢aj opéenitijeg teorema 38.2, kojeg ¢emo izreéi i dokazati
u iduéem paragrafu.

Napomena! 37.1 Promotrimo funkciju f: C\ {1} — C definiranu s f(z) :=
!  Na krugu K(0,1) oko 0 radijusa 1, f je holomorfna funkcija, i f(z) =

1—=z2
o0

> 2" To je, naravno, izraz koji znamo od ranije kao formulu za sumu ge-
n=0

ometrijskog reda za |z| < 1. To je ujedno i Taylorov red te funkcije na krugu
K(0,1). Radijus konvergencije reda Y 2" jednak je 1. Zaista, krug K(0,1) je
najveéi krug sa sredistem u 0, koji je sadrzan u domeni funkcije f, tj. u skupu
C\ {1}, a ,losa’ tocka za tu funkciju — tocka 1, lezi na rubu kruga konvergencije.

To nije slucajno. Neka je funkcija f holomorfna u tocki zy i neka njezin
Taylorov red _ an(z — 20)" ima radijus konvergencije r < co. Tada na rubu
kruga konvergencije postoji tocka u kojoj f nije holomorfna, tj. postoji tocka z’,
|2’ — 29| =7, takva da f nije holomorfna niti na jednoj okolini te tocke. Naime,
kada bi oko svake tocke kruznice oko zg radijusa r, postojala okolina na kojoj je
funkcija f holomorfna, onda bi f bila holomorfna i na nekoj otvorenoj okolini
zatvorenog kruga K (2o,7), pa bi i za neki R > r, funkcija f bila holomorfna na
krugu K (29, R). No tada bi radijus konvergencije reda > a,(z — 20)" bio veéi
od r.

To pojasnjava i neke pojave kod realnih ?Emoam realne varijable. Napri-

mjer, funkcija ¢: R — R definirana s ¢(z) := a2 definirana je i analiticka
x )
na cijelom R. Medutim, njezin Taylorov red oko 0 je o(z) = Y (—1)"z*",

n=0
i radijus konvergencije tog reda jednak je 1, iako je u tockama ruba intervala
konvergencije, dakle u tockama 1 i —1, funkcija ¢ analiticka. Razlog zasto je

radijus konvergencije Taylorova reda funkcije ¢ samo 1, postaje jasan ako na

1vidi takoder napomenu 36.1.
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40 6. NIZOVII REDOVI FUNKCIJA

Sada ¢emo definirati jedan novi tip konvergencije, koji ¢e se pokazati vrlo
korisnim pri proucavanju kompleksnih funkcija.

Definicija 35.3 Neka je f,,: S — C, n € N, niz funkcija. Kazemo da niz (f,)n
konvergira lokalno uniformno na S, ako za svaki z € S postoji r, > 0 takav
da niz restrikcija f, ?ﬁmu r) NS konvergira uniformno na S, := K(z,r.)NS.

Lokalno uniformna konvergencija znaci, da oko svake tocke postoji okolina i
na toj okolini neka funkcija kojoj niz restrikcija uniformno konvergira. Sljedeca
propozicija kaze da se ipak radi o funkciji na ¢itavom skupu S, tako da mozemo
govoriti i o lokalno uniformnom limesu.

Propozicija 35.1 Ako niz funkcija fr,: S — C, n € N, konvergira lokalno uni-
formno na S, onda postoji funkcija f: S — C takva da niz (f,), konvergira
lokalno uniformno prema f, tj. za svaki z € S postoji r, > 0 takav da niz res-
trikcija fp 7 S, konvergira uniformno restrikciji f 7 S, gdje je S, kao u prethodnoj
definiciji.

Dokaz: Kako niz (f,,)n konvergira lokalno uniformno na S, za svaki z € S postoji
r, > 01 funkcija g,: S, — C tako da niz restrikcija f, 7 S, konvergira uniformno
funkciji g, na skupu S,.

Pokazimo da se na presjecima S, NS,», 2/, 2" € S, funkcije g,/ i g, podu-
daraju. Neka je z € S,» N S.». Tada je

g (2) = EMS A\i%\N\VANV = :MS %:ANV = EME A\i,m.u:vmwv = QN:ANV .

Stoga je dobro definirana funkcija f: S — C takva da je j_mw =g, 2 € 85,1
ocito je lim f,,(2) = f(2), z € S. [ |

Primjer 35.2 Niz funkcija g,: [0,1] — R definiranih s g,(z) := 2™, n € N,
konvergira lokalno uniformno na poluotvorenom intervalu [0,1) konstantnoj
funkciji 0, ali taj niz ne konvergira lokalno uniformno na segmentu [0, 1].
Primijetimo da niz (g,). ne konvergira uniformno na [0, 1), jer bi tada kon-
vergirao uniformno i na ¢itavom [0, 1], $to prema primjeru 35.1 nije istina.

Ocito je da ako neki niz funkcija konvergira uniformno, onda on konvergira
i lokalno uniformno. Da obratno ne vrijedi, pokazuje prethodni primjer. Me-
dutim, na kompaktnim skupovima te se dvije vrste konvergencije podudaraju.
Toénije, vrijedi
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odakle slijedi da redovi za g i f imaju jednake radijuse konvergencije.

Nadalje, kako je funkcija g holomorfna, to je i neprekidna, a jer je g(zo) # 0,
postoji d > 0 takav da je g(z) # 0 i za sve z € K(z0,9). Zbog toga je 2y jedina
nultocka funkcije f u krugu K(zo, 9). [ ]

Teorem 37.5 Neka je 2 C C otvoren i povezan skup, a f: Q — C holomorfna
funkcija. Ako skup nultocaka funkcije f ima gomiliste koje pripada skupu €,
onda je f(z) =0 za sve z € Q, tj. f =0 na Q.

Dokaz: Neka je zg € Q gomiliste skupa f (0), skupa nulto¢aka funkcije f.
Tada je, zbog neprekidnosti, i tocka zy nultocka funkcije f. Tvrdimo da je
f™(25) = 0 za sve n > 0. U protivnom bi zy bila nultocka funkcije f nekog,
konacnog, reda, pa bi, prema prethodnom teoremu, to bila izolirana nultocka,
Sto se protivi pretpostavci da je ona gomiliste skupa nultocaka od f.

Kako je, dakle, f(™(z) = 0 za sve n > 0, iz Taylorovog razvoja funkcije f
oko tocke zy, zakljucujemo da je na svakom krugu K oko zg koji je sadrzan u {2,
f=0,t. K< f (0).

Pokazimo da je f = 0 na cijelom Q, tj. f~ (0) = . Neka je 2’ € Q proiz-

voljna tocka. Kako je € otvo-
Q ren i povezan podskup od C,
postoji poligonalna linija A C
Q od tocke zg do 2’. Neka je
\ e := d(A,C\ Q). Zbog kom-
A paktnosti je ¢ > 0 (vidi ko-
K rolar 5.10). Odaberimo tocke

z3 3 ,
20,21, .-,2k = 2 na A tako da
Nm&ﬂw uoiNm.|Nm.\LAm“b.”H“...v\ﬂv
21 i neka su K; := K(z;,¢), j =
20 K1 ez 0,1,...,k, e-krugovi oko tih to-
Ko caka. Tada je K; C Q1i z; €
K; 1NKj;zasvej=1,...,k.

Prema prvom dijelu dokaza, f = 0 na Ko, tj. Ko C f (0). Pretposta-
vimo, induktivno, da je f = 0 na K;_;. Kako je tocka z; gomiliste skupa
K;_1 C f(0), to je ona gomiliste i skupa f (0), skupa nultoc¢aka funkcije f,
pa je, prema prvom dijelu dokaza, f = 0 i na krugu K. Indukcijom zakljucu-
jemodaje f=0ina K1, pajei f(z') =0. ]

Kao posljedicu dobivamo ¢injenicu, da ako su dvije holomorfne funkcije jed-
nake na, naprimjer, nekom malom luku, one tada moraju biti jednake svuda.
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42 6. NIZOVII REDOVI FUNKCIJA

Kako je funkcija fy, neprekidna u zp, postoji § > 0, § < r,, takav da za sve
z € S za koje je |z — zo| < 8, vrijedi | fn, (2) — fno (20)] < w Tada za sve takve z
vrijedi
£2) = FGo)l < 1) = FouE)]+ o (2) = Fuol0)] + o0 — flz0) <. W
<

<

<

wlm
wlo
wlo

Zbog prethodnog teorema, kaze se da, u slucaju lokalno uniformne konver-
gencije, limes (niza) i limes (funkcije), komutiraju. Naime, ako je funkcija f
lokalno uniformni limes niza funkcija neprekidnih u tocki zg, onda je i f nepre-
kidna u zg, pa je

lim lim f,,(2) = lim f(2) = f(20) = :E fn(z0) =lim lim f,(z) .

Z—2Z0 M zZ—20 n z—zo

Nas glavni interes u ovom poglavlju su redovi funkcija. Kako redove do-
sad nismo spominjali, podimo od definicije. Neka je X neki vektorski prostor
snabdjeven nekom metrikom, ili barem nekom topologijom, naprimjer, neka
je X normiran vektorski prostor, a (z,), niz u X. Red Yz, je Emmmb par

Qa:v:a Am:v:v niza (), i niza (s, ), njegovih parcijalnih suma s, : MU Tk,

n € N. Zared ) z, kazemo da konvergira, ako konvergira niz (s, )n. d 85
slucaju limes lim s,, niza parcijalnih suma zovemo sumom reda 3 x,, i ozna-
n

o0
Cavamo sa Y .
n=1

Nas ¢e zanimati redovi funkcija, posebice redovi funkcija > f,, gdje su
fn: S — C kompleksne funkcije kompleksne varijable. Za takav red kazemo
da konvergira (obicno) ako za svaki z € S red Y f,(z) kompleksnih brojeva
konvergira.l Za red funkcija Y f, kaZemo da konwergira uniformno ako

n
niz A > \wv konvergira uniformno, tj. konvergira u prostoru funkcija sa S
n

u C, snabdjevenom ranije spomenutom metrikom p’. Sli¢no se definira lokalno
uniformna konvergencija reda funkcija.

Korolar 35.5 Ako je Y f, red neprekidnih funkcija f,,: S — C koji konvergira

lokalno uniformno, onda je njegova suma 3 fn: S — C neprekidna funkcija. B
n=1

I Primijetimo da ne postoji metrika na prostoru svih funkcija sa S u C takva da konvergen-
cija s obzirom na tu metriku bude upravo obi¢na konvergencija niza funkcija. Za opis obi¢ne
konvergencije potrebna je ne-metrizabilna topoloska struktura na prostoru funkcija, vidi [4].

§37. Taylorov red 55

Kako red > ,m _: konvergira, to prema Weierstrassovom kriteriju, teorem 35.12,
p
red pod integralom u (4) konvergira uniformno na I, pa se, prema korolaru 35.9,

moze Eﬁomiami ¢lan po clan. <E.o& zato

fz) = S f0dc= g0 5 ([ fpac) s

Mﬁ.ﬁ r, n=0 27 n—=0

Tako smo prikazali funkciju f kao sumu reda Y a, 2", gdje su koeficijenti

- _ 1 [ f© : TACY) .
dani formulom a, = el M d¢, n € N. Kako je funkcija cni holo

P
morfna na probusenom krugu K*(0,7), a kruznica I', je u K*(0,r) homotopna
kruznici T'g, to su, prema Cauchyjevu teoremu, teorem 33.4, integrali po tim

kruznicama jednaki, pa dobivamo (2) za sluéaj zo = 0.

Prema teoremu 34.9 o visim derivacijama derivabilne funkcije, znamo da je

2 Jp, ("t de = n! AOR

gﬁ -

pa je tako dokazana i formula (1) za sluéaj zp = 0. ]

Kao posljedicu Taylorova teorema i teorema 36.4, dobivamo

Korolar 37.2 (analiti¢nost holomorfne funkcije) Neka je Q C C otvoren
skup. Funkcija f: Q — C je holomorfna u tocki zg € Q ako i samo ako postoji
red potencija Y an(z — z0)" s radijusom konvergencije r > 0 takav da je

o0

f(z) = 3 an(z = 20)"

n=0

za sve z iz neke okoline tocke zg. [ |

Ovaj korolar pokazuje, da je svaka derivabilna kompleksna funkcija ne samo
holomorfna i da ima derivacije svih redova, kao sto smo bili ve¢ dokazali u
teoremu 34.9 o visim derivacijama derivabilne funkcije, nego je svaka takva
funkcija ujedno i analiticka, tj. mozZe se razviti u red potencija, Sto je mnogo
vise.

Korolar 37.3  Neka je f: Q — C holomorfna \:3\,8@.@ 129 € Q. Tada za
svaki v > 0 takav da je K(zp,7) C Q wrijedi f(z) = MU \A:XNOXN —2z0)"

za sve z € K(z9,7). Specijalno, ako je f™(z) =0 za sve n € N, onda je f
konstantna funkcija na svakom krugu K(zo,r) oko tocke zq, koji je sadrzan u Q.
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44 6. NIZOVII REDOVI FUNKCIJA

Kaze se, stoga, da se lokalno uniformno konvergentan red moze integrirati clan
po clan. [ |

Prethodna dva teorema i korolara o zamjeni limesa s limesom odnosno inte-
gralom, nepromijenjeno vrijede i za, naprimjer, realne funkcije realne varijable.
Medutim, sljedeéi teorem o zamjeni limesa i derivacije, kao i njegov korolar, bez
dodatnih pretpostavki, ne vrijede u slucaju realnih funkcija.

Teorem 35.8 (Weierstrassov teorem o limesu niza holomorfnih funkcija)
Neka je Q@ C C otvoren skup i f, € H(Q), n € N, niz holomorfnih funkcija koji
na Q konvergira lokalno uniformno funkciji f: Q@ — C. Tada je i f holomorfna
funkcija, f € H(Q). Stovise, niz derivacija (f!,), konvergira lokalno uniformno
na Q funkciji f', tj. vrijedi

lim f;, = (lim f,)" .

Dokaz: Prema teoremu 35.4 je funkcija f: 2 — C neprekidna. Neka je z € 2
proizvoljna tocka i r, > 0 takav da je K(z,r,) C Q. Tada, prema teoremu 35.6
i Cauchyjevu teoremu, za svaki pravokutnik I C K(z,r,) vrijedi

fdz =lim fndz=0.
oI noJor

Prema Morerinom teoremu 34.10, zaklju¢ujemo da je f holomorfna na €.
Dokazimo i da niz (f}), lokalno uniformno konvergira k f’. Neka je zo €

n
proizvoljna tocka i neka je r > 0 takav da je K(z0,2r) C Q, te neka je
I := 0K (zp,2r) pozitivno orijentirana obrub-
Q ljujuéa kruznica. Kako je skup I' kompak-
tan, niz (f,), konvergira na I" uniformno funk-
ciji f, pa za svaki ¢ > 0, postoji ng € N ta-
kav da za sve n > ng i sve ¢ € T' vrijedi

|£.(O)—F(O)] < mm. Nadalje, kako su funkcije f

i fn, n € N, holomorfne na 2, prema Cauchyje-
voj integralnoj formuli, to¢nije korolaru 34.5,
i teoremu 34.7 o derivaciji funkcije definirane

integralom, za svaki z € K(zg,r) vrijedi

o1 f(Q)
NANVI% ﬁg&m
h@n% Q) d¢, neN.

2mi Jp (¢ — 2)?

7

Razvoji kompleksnih funkcija
u redove potencija

U ovom ¢emo poglavlju najprije pokazati da je svaka holomorfna funkcija cak
analiticka, tj. da se moze razviti u red potencija. Nakon toga ¢emo pokazati da se
i neke funkcije koje u ponekoj tocki nisu holomorfne, mogu na nekoj okolini takve
tocke razviti u red sastavljen od pozitivnih, ali i negativnih potencija. Vidjet
¢emo da ti redovi sadrze mnogo informacija o sdmim funkcijama i predstavljaju
moc¢no orude u njihovom proucavanju.

§ 37 Taylorov red

Pokazat ¢emo najprije da se svaka funkcija, koja je holomorfna na nekom krugu,
moze na tom krugu prikazati kao suma reda potencija.

Teorem 37.1 (Taylorov! teorem) Neka je funkcija f holomorfna na krugu

K(z9,7). Tada za svaki z € K(zo,r) vrijedi f(z) = > an(z — 20)", gdje su

n=0

1Brook Taylor (1685-1731), engleski matematicar

53
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46 6. NIZOVII REDOVI FUNKCIJA

Stoga za sve n > ng i sve k € N, za parcijalne sume s, reda Y z, vrijedi

n+k n+k
lsmak —sul =] 2 2| < X lzl<e,
j=n+1 j=n+1

pa je niz (s,), parcijalnih suma reda ) z, Cauchyjev niz. Zbog potpunosti
prostora C, taj niz konvergira, tj. red >_ z, je konvergentan. [ |

U dokazu prethodnog teorema koristili smo potpunost prostora kompleksnih
brojeva. Iz sdmog se dokaza vidi da ¢e u svakom Banachovom prostoru apso-
lutno konvergentni redovi biti i konvergentni. Medutim, u prostorima koji nisu
potpuni postoje apsolutno konvergentni redovi koji ne konvergiraju.

Primjer 35.3 Konstruirat éemo red racionalnih brojeva koji u Q apsolutno
konvergira ali koji u Q nije konvergentan.

Neka su ¢lanovi redova ) a,, i > b, definirani s

_ 1 1
G2k T 9k k=0,1,2,...
asgs+1 =0
i
@mw “HO
) k=0,1,2,...
bak+1 =

. 1. 1
Kako su redovi ) TR

redovi Y a, 1> b, apsolutno konvergentni u R. Zbog toga je u R apsolutno
konvergentan i red Y ¢, ¢iji su ¢lanovi definirani s

kao redovi u R, apsolutno konvergentni, to su i

Bududi je R potpun, taj red u R i konvergira i suma mu je

MUQ:HMUAQSIT?LHMUQﬁ:TMU@SHMUAMlM‘wVITMUM
n=0 n=0 n=0 n=0 k=0 k=0
=1 =1l 1
=) T~ MA+MUMH§|M

§ 36. Redovi potencija 51

Dokaz:

(a) Neka je z € K(zg,r) proizvoljan. Odaberimo 2z’ € K(zg,r) takav da

je |z — 20| < |2/ — 20| < r. Tada je, prema prethodnoj propoziciji 36.2 (i),
o2/

o limsup {/|an (2" — 20)"|

= limsup ¥/|an|- |2 — 20|

1
— |z =z < 1.
T

Prema Cauchyjevu kriteriju, propozicija 36.2 (i), red

S~ an (2" — 20)™ konvergira apsolutno.
Prema Abelovoj lemi, teorem 36.1, zaklju¢ujemo da red (1) konvergira ap-
solutno i lokalno uniformno na krugu K (zo, |2’ — z0|). Kako je z € K(zg,r) bio

proizvoljan, red (1) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na cijelom krugu
NmANou ﬁv .

(b) Pretpostavimo da red (1) konvergira za neki z’ takav

da je |2’ — 29| =t R > r. Tada, prema Abelovoj lemi, te-

orem 36.1, red (1) konvergira apsolutno na krugu K (zg, R),

pa specijalno konvergira apsolutno za neki z” takav da je

r < |2" — z0| < R, tj. konvergira red Y |a, (2" — z0)"|. oyl
Medutim,

"_
limsup V/|an (2" — z9)"| = lim sup ﬁ\g. |2 — 2| = |27 = =0l >1,

T

sto se protivi Cauchyjevu kriteriju, propozicija 36.2 (it). [ ]

Dokazimo sada da su sume redova potencija uvijek ,dobre’, tj. holomorfne,
funkcije.

Teorem 36.4 (o holomorfnosti sume reda potencija) Neka red potencija
> an(z—20)" ima radijus konvergencije r > 0. Tada je funkcija f: K(zp,7) — C

definirana s
o0

f(z) = Mo an(z = 20)"
n=
holomorfna na K(zo,r), i njezina derivacija jednaka je
fl(z) = X nan(z—z20)" . 3)

n=1

Pritom, radijus konvergencije za [’ takoder jednak je r.
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48 6. NIZOVII REDOVI FUNKCIJA

Primjer 35.4
(i) Red Y fn funkcija f,: R — R definiranih s f, () := (=1)""!

uniformno na R, ali ne konvergira apsolutno.

, konvergira

S

(i4) Red Y g, funkeija g, : [0,1) — R definiranih s g, (¢) := t", konvergira apso-
lutno, ali ne i uniformno. Naime, kada bi red >_ g,, konvergirao uniformno,
onda bi opdi ¢lan morao uniformno teZiti nuli, tj. niz funkcija (g,), bi na
[0, 1) morao konvergirati uniformno, sto, kako smo vidjeli u primjeru 35.1,
nije istina.

Dokazimo na kraju ovog paragrafa jedan koristan dovoljan uvjet za apso-
lutnu i uniformnu konvergenciju, koji ¢emo cesto koristiti.

Teorem 35.12 (Weierstrassov kriterij, Weierstrassov M-test) Neka je
S fn red funkcija sa S u C. Ako postoje nenegativni realni brojevi p, > 0,
n € N, takvi da red Y pn, konvergira i da je |fn(2)| < pn za sve z € S i sve
n € N, onda red Y, f,, konvergira apsolutno i uniformno na S.

Dokaz: Da bismo dokazali apsolutnu konvergenciju, dovoljno je pokazati da je
za svaki z € S, niz parcijalnih suma reda Y |f,(z)| omeden (jer ée tada zbog
monotonosti i konvergirati). No, za svaki n € N isvaki z € S je

8

M=

S5 1fu(2)] <
k=1

Pr < b\am%,
1

k=1 k

pa red Y f, zaista konvergira apsolutno.
Pokazimo da red ) f,, konvergira i uniformno. Kako red Y p,, konvergira,

o0
za svaki € > 0 postoji ng € N takav da za sve n > ng vrijedi > pp <e.
k=n-+1

Zbog toga, za svaki n > ng i svaki z € S, vrijedi

A= E K< S IKEGIS Y m<e,

1 k=n-+1 k=n+1 k=n-+1

NgE!

0
| 3 fulz) =
k=1
S — |
ova suma postoji
zbog veé dokazane
(apsolutne) konvergencije

k

pared Y f, konvergira uniformno. Gornji ra¢un je korektan, jer, kako smo veé
bili pokazali, red " f,, konvergira apsolutno, pa onda i konvergira. [ |

§ 36. Redovi potencija 49

§ 36 Redovi potencija

U ovom ¢emo paragrafu promatrati neke posebne redove funkcija, i dokazati
neka, za njih tipicna, svojstva.

Red potencija je red oblika > a,(z—20)", gdje su z i koeficijenti a,,, n > 0,
kompleksni brojevi. Uobicajeno je da kod redova potencija indeksi n ukljucuju,

osim prirodnih brojeva, i nulu, pa ¢emo sdm red oznacivatiisa > a,(z — 20)",
& n>0

a njegovu sumu, kada postoji, sa Y. an(z — 20)".

n=0

Cesto ¢emo rabiti sljedeé teorem:

Teorem 36.1 (Abelova® lema) Ako red potencija > an(z — 20)" konvergira
zaneki 2’ # zg, onda taj red konvergira apsolutno i lokalno uniformno na cijelom
krugu K (z20,7), gdje je r:=|2" — zg|.

Dokaz: Akored 3~ a, (2’ —29)"™ konvergira, onda je specijalno lim a,, (2’ —z9)" =0.
n

Postoji stoga M > 0 takav da je |an (2" — 20)"| < M, zasve n=0,1,2,...

Neka je 0 < p < r = |2’ — 2zo|. Tada za svaki z € K(z, p)

4 vrijedi

Z— 20

|an(z = 20)"] = lan(z" = 20)"| -
!/

)

zZ— 20

Kako je £ < 1, red MN_\.\ANV: konvergira, pa prema
'

s
Weierstrassovu kriteriju, teorem 35.12, zakljucujemo da

red > a,(z — z0)" konvergira na K(zg, p) apsolutno i uniformno.

Buduéi da za svaki z € K(zg,r) postoji p takav da je |z — 20| < p < 7,
red Y an(z — z0)" konvergira apsolutno i lokalno uniformno na cijelom krugu
K(zo,71). [ |

Definicija 36.1 Neka je p,, n € N, niz nenegativnih realnih brojeva. Ako je
taj niz neogranicen, definiramo limsup p,, := +o0o. U protivnom, tj. ako je niz
(pn)n ogranicen, ozna¢imo skup svih njegovih gomilista sa S (taj je skup, prema
Bolzano-Weierstrassovom teoremu, neprazan), i definiramo lim sup p,, := sup S.

Nije tesko pokazati da je i lim sup p,, takoder gomiliste niza (py,),, tj. vrijedi
limsup p, € S, i zbog toga naziv—najveée gomiliste.

INiels Henrik Abel (1802-1829), norveski matematicar



