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§37. Tihonovljev teorem

Postojanje maksimalne centrirane familije

© TIHONOVLIJEV TEOREM

Neka je X skup i A centrirana familija podskupova od X
(ne moraju biti zatvoreni— X je samo skup!). Tada postoji
maksimalna centrirana familija M podskupova od X koja sadrzi A.

Dokaz: Neka je 2L kolekcija svih centriranih familija B podskupova od X
koje sadrze familiju .A. Pomo¢u Zornove leme, pokazat ¢emo da
parcijalno uredena kolekcija (2, C) ima maksimalan element M.
Pokazimo da svaka totalno uredena potkolekcija 28 C 2 ima u A
gornju medu. Dovoljno je pokazati da je familija C := gy B
centrirana—da sadrzi A i da je gornja meda je oito.

Neka su Ci,...,C, €Cinekasu B; € B td. je G € B;.
{Bi1,...,Bn} C B, pa zbog totalne uredenosti postoji k t.d. je

Bi C By za sve i. Stoga su Cy,...,C, € By, a kako je familija By
centrirana, C; N ---N C, # 0, tj. C je centrirana. O]

@ Tihonovljev teorem
e Stone-Cechova kompaktifikacija
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Sto Zelimo i u ¢emu su poteskoce Dva svojstva maksimalne centrirane familije M

Zelimo dokazati da je proizvoljan produkt kompaktnih prostora kompaktan.
»Imitiranje” dokaza za produkt dva kompakta nije jednostavan: treba Neka je M neka maksimalna centrirana familija podskupova skupa X.
dobro urediti indeksni skup i koristiti se transfinitnom indukcijom.
Mi ¢emo za dokaz rabiti centrirane familije, ali i tu ima poteskoca:

(a) Svaki je konacan presjek ¢lanova od M takoder ¢lan od M.
(b) Ako neki A C X sijece svaki ¢lan familije M onda je A € M.

Dokaz: (a) Neka je B=M;n---NM,, M/ € M. Pokazemo li da je

q familija M* := M U {B} centrirana, zbog maksimalnosti bit e

M* =M, tj. Be M. Noza My,..., M, € M* je

o Yt Ca2) My -0 My # 0 bez obzira je li neki M; jednak B ili ne.

/ (b) Pokazemo li da je familija M* := M U {A} centrirana, zbog
_/ s s maksimalnosti bit ¢e A € M. Neka su My,..., My € M*. Ako su
svi M; # A onda je My N ---N My # 0. Ako je neki od M; jednak A,
npr. My = A, onda je zbog (a), MiN---NMy_1 € M, pa je

X1 X1 (Mlﬂ“-ﬂMk_l)ﬁMk:(Mlﬂ‘--ﬂMk_l)ﬁA#@. L]

» iy
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Proizvoljan produkt kompaktnih prostora je kompaktan

Kompaktifikacija

Teorem 37.3 (Tihonovljev teorem)

Proizvoljan produkt kompaktnih prostora je kompaktan prostor.

Dokaz: Neka je X =[] e  Xa, gdje su svi X, kompaktni, i neka je A

centrirana familija podskupova od X. Dovoljno je pokazati da je
Naca A # 0. Neka je M maksimalna centrirana familija
podskupova od X koja sadrzi A (takva postoji prema lemi 37.1).
Dovoljno je pokazati da je yeaq M # 0. Neka je v € J i

Ta: X — Xq projekcija. Familija {mo(M) : M € M} je centrirana,
pa je i familija {mo(M) : M € M} centrirana,

te zbog kompaktnosti od X, postoji xo € e Ta(M).

Neka je x := (xo)acy. PokaZimo da je x € M zasve M € M,
i time ¢e dokaz biti gotov.

Jednotockovna kompaktifikacija koju smo ranije vidjeli, u
izvjesnom je smislu ,minimalna” kompaktifikacija.

Stone-Cechova kompaktifikacija je ,maksimalna” kompaktifikacija,
i osim za topologiju, vrlo je vazna za analizu.

Definicija

Kompaktifikacija prostora X je kompaktan Hausdorffov prostor Y
t.d. je X njegov gust potprostor, tj. X = Y. Dvije kompaktifikacije
Y1 i Ys prostora X su ekvivalentne ako postoji homeomorfizam

h: Y1 — Yz td. je h(x) = x za sve x € X.

Nema svaki prostor kompaktifikaciju. Ali ako X ima
kompaktifikaciju Y, onda X mora biti potpuno regularan (jer je
potprostor kompaktnog Hausdorffovog, dakle i potpuno regularnog
prostora, a to je svojstvo nasljedno, vidi teorem 33.2).
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dokaz (nastavak)

Kompaktifikacija inducirana smjestenjem

Tvrdnja: Ako je x € ﬂgl(Uﬁ) za neki podbazni element, onda
chl(U‘g) sijeCe svaki M € M. Skup Uz je okolina tocke x3. Kako
je, prema definiciji tocke x, xg € mg(M), Ug sijece mg(M), pa
postoji y € M t.d. je mg(y) € UgNmg(M).

Stoga jey € wgl(Ug) nM. v

Prema lemi 37.2(b), svaka podbazna okolina tocke x pripada
familiji M, pa onda zbog (a), i svaka bazna okolina tocke x
pripada familiji M. Kako je familija M centrirana, zakljucujemo
da svaka bazna okolina tocke x sijeCe svaki ¢lan familije M, pa je
x €M zasve M € M. O

Ali vrijedi i obrat: ako je X potpuno regularan onda se moze
smjestiti u kompaktan Hausdorffov prostor [0,1]” za neki J
(teorem 34.3), a kako pokazuje sljedeca lema, svako takvo
smjestenje daje jednu kompaktifikaciju.

Lema 38.1

Neka je X prostor a h: X — Z smjestenje u neki kompaktan

Hausdorffov prostor Z. Tada postoji pripadna kompaktifikacija Y
od X i ona ima svojstvo da postoji smjestenje H: Y — Z t.d. je
H|X = h. Kompaktifikacija Y jedinstvena je do na ekvivalenciju.

Y nazivamo kompaktifikacijom induciranom smjestenjem h.
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Dokaz leme

Dokaz: Neka je Xo := h(X) C Z i neka je Yy := Xo. Kako je Y
kompaktan Hausdorffov, Yy je kompaktifikacija od Xj.
Konstruirajmo prostor Y D X t.d. je par (Y, X) homeomorfan
paru (Yo, Xo). Neka je A skup disjunktan s X za koji postoji
bijekcija k: A — Yo\ Xo. Neka je Y := X U A i definirajmo

h(x), x € X

k(x),xe A’

Topologiju na Y definiramo t.d. je U C Y otvoren akko je H(U)

otvoren u Yy. H je automatski homeomorfizam, i X je potprostor

od Y jer je H| X = h koji je homeomorfizam X = Xp.

bijekciju H: Y — Yy s H(x) := {

H
Kompozicija Y — Yy < Z je trazeno smjestenje od Y u Z.
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Dokaz leme (nastavak)
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Nekoliko kompaktifikacija intervala

Opéenito postoji mnogo razli¢itih kompaktifikacija nekog prostora.

Primjer: Tri kompaktifikacije intervala X = (0,1)

@ Neka je h: (0,1) — S! definirano s h(t) := (cos 27t,sin 27t).
Kompaktifikacija inducirana smjestenjem h ekvivalentna je
jednotockovnoj kompaktifikaciji (0,1)® intervala (0, 1).

@ Segment [0,1] je ,dvotockovna” kompaktifikacija intervala (0,1).

© Neka je h: X = (0,1) = [0,1]x[~1,1] C R?

smjeStenje dano s h(x) = (x,sinl).
Prostor Yo = h(X) je topoloska sinusna h(X)
krivulja.  Kompaktifikacija Y intervala |

je drugacija od prve dvije: desnom kraju
dodana je jedna tocka a lijevom — citav
segment.

(0,1) inducirana smjestenjem h sasvim
[07 1] X [_17 1]
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Prosirivost preslikavanja na kompaktifikaciju

Jedinstvenost: Neka su Y; kompaktifikacije od X a H;: Y;— Z, i=1,2,
smjestenja koja prosiruju h.
Kako su H; neprekidna preslikavanja i H;(X) = h(X) = Xo, mora
biti H;(Y;) = H;(X) C Xo. Ali H;(Y;) sadrzi Xp i zatvoren je (zbog
kompaktnosti), pa je Xo C H;(Y;). Stoga je H;(Y;) = Xo pa je
H2_1 o Hi: Y1 — Y2 homeomorfizam koji je identiteta na X. []

Osnovno pitanje kod proucavanja kompaktifikacija je sljedece:
,Pod kojim se uvjetima neprekidna realna funkcija definirana na
prostoru X, moze neprekidno prosiriti na kompaktifikaciju Y?"
Omedenost takve funkcije ocito je nuzna. Ali nije i dovoljna:

Moguénost prosirenja funkcije f: X = (0,1) — R na kompaktifikaciju

© f se moze neprekidno prosiriti na jednotockovnu
kompaktifikaciju S* akko postoje limesi lim,_ o1 f(x) i
limy—1— f(x) i jednaki su.

@ f se moze neprekidno prosiriti na dvotockovnu
kompaktifikaciju [0, 1] akko postoje navedeni limesi
(ali ne moraju biti jednaki).
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Jos o prosirivosti preslikavanja na kompaktifikaciju Kompaktifikacija s ,,univerzalnim” svojstvom proSirenja

© Ako navedeni limesi postoje onda se f moze proSiriti i na Teorem 38.2 (o kompaktifikaciji s univerzalnim svojstvom prosirenja)
kompaktifikaciju Y u 3. primjeru (topoloska sinusna krivulja). Neka je X potpuno regularan prostor. Postoji kompaktifikacija Y
Ali postojanje tih limesa nije vise nuzno. od X sa svojstvom da svaka omedena neprekidna funkcija
| funkcija f(x) = sin% moZze se prosiriti na kompaktifikaciju Y. f: X = R dopusta jedinstveno neprekidno proSirenje Y — R.
Naime, ako na kompaktifikaciju intervala X = (0, 1) gledamo
kao na Yo = h({0,1}) C [0,1] x [~1,1] C R?, onda je funkcija Dokaz: Neka je {fy}acs familija svih omedenih neprekidnih realnih
f zapravo projekcija m2|h((0,1)), i m2| Yo je olito njezino funkcija na X. Za svaki o € J neka je I, := [inf fy, sup f] 2 fo(X).
neprekidno progirenje na Yp. Definirajmo h: X — [[,cy la formulom h(x) := (fo(x))acy.
To&nije, ako je H: Y < [0,1] x [—1, 1] smjeStenje kao u Kako je X potpuno regularan, familija {f,} razdvaja to¢ke od
lemi 38.1, H|X = h, onda je kompozicija ﬁ\tvorenih skupova pa je, p::;ma teoremu 34.2, h smjeétfnje.

H @ . .. . . I, je kompaktan Hausdorffov, pa neka je Y kompaktifikacija od

Y < [0,1] x [-1,1] = R traZeno proSirenje funkcije f. ) X inducirana smjestenjem h, i neka je H: Y — [] /. smjeStenje

t.d. je H|X = h. Neka je f: X — R omedena neprekidna funkcija.
Tada je f = fg za neki 8 € J. Neka je mg: [] /o — I3 projekcija.
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|deja u pozadini Stone-Cechove kompaktifikacije

Dokaz postojanja i jedinstvenosti prosirenja

Kompaktifikacija u posljednjem primjeru bila je inducirana Tvrdnja: Kompozicija mg 0 H: Y — Ig je traZzeno prosirenje od f.
smjestenjem h: (0,1) — R? &ije su komponente bile funkcije Zaista, za x € X jemg(H(x)) = mg(h(x)) = ma((fa(X))acs) = f3(x).

. .1 . .. v,
X X1 x = S|vn X .Pokazalo s¢ d.a.obJ_e. funkcije dopustaju Jedinstvenost prosirenja slijedi iz sljedece leme koju ,znamo” jos iz
neprekidno prosirenje na kompaktifikaciju Y. Analize: 0

To nam daje sljedeu ideju: ako imamo cijelu familiju omedenih
neprekidnih realnih funkcija na X, upotrijebimo ih kao komponente
smjestenja prostora X u R za neki J.

Tako ¢emo dobiti kompaktifikaciju od X na koju e se svaka
funkcija nase familije mo¢i neprekidno prosiriti.

Lema 38.3

Neka je AC X i f: A— Z neprekidno preslikavanje u Hausdorffov
prostor Z. Ako postoji neprekidno prosirenje g: A — Z, ono je
jedinstveno. O

Kako to to¢no napraviti, govori sljedeéi teorem:
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Prosirenje preslikavanja u kompakte Stone-Cechova kompaktifikacija

Prethodni je teorem govorio o prosirivanju realnih funkcija.
A kako je s prosirivanjem funkcija u kompakte?

Definicija

Za svaki potpuno regularan prostor X odaberimo jednom za

Teore 38.4 — svagda jednu kompaktifikaciju koja ima univerzalno svojstvo
Neka je X potpuno regularan prostor a Y kompaktifikacija od X prosSirenja iz teorema 38.2. Ta se kompaktifikacija naziva
koja ima univerzalno svojstvo prosirenja iz teorema 38.2. Tada svako Stone-Cechova kompaktifikacija prostora X i oznatuje SX.

neprekidno preslikavanje f: X — K u kompaktan Hausdorffov

Ona je karakterizirana ¢injenicom da svako neprekidno
prostor K dopusta jedinstveno neprekidno prosirenje g: Y — K. J ! y

preslikavanje f: X — K u kompaktan Hausdorffov prostor K ima

Dokaz: K je potpuno regularan pa se moze smjestiti u [0,1]7 za neki J, neprekidno proSirenje g: X — K. )

tj. mozemo smatrati K C [0,1])Y. Tada je f = (fo)acs i fo: X = R
su omedene neprekidne funkcije, pa se po teoremu 38.2. mogu prosiriti
do neprekidnih funkcija go.: Y — R. Definirajmo g(y) := (ga(¥))acJ-
g: Y — R’ je neprekidna jer R’ ima produktnu topologiju.

Ostaje pokazati da je g(Y) C K. No zbog neprekidnosti je

g(Y) = g(X) C g(X) = F(X) C K = K. O

Geomettrija i topologija (doktorski studij) zimski semestar 2010/11 Geometrija i topologija (doktorski studij) zimski semestar 2010/11
5. TIHONOVLJEV TEOREM 5. TIHONOVLJEV TEOREM
§38. Stone-Cechova kompaktifikacija §38. Stone-Cechova kompaktifikacija

Jedinstvenost kompaktifikacije s univerzalnim svojstvom Digresija: o univerzalnim svojstvima
prosirenja

@ O univerzalnim svojstvima: definicija i egzistencija.

Teorem 38.5

@ Produkt u nekoj kategoriji.
Neka je X potpuno regularan prostor. Ako su Y1 i Ys dvije

kompaktifikacije s univerzalnim svojstvom prosirenja iz
teorema 38.2, onda su one ekvivalentne.

@ Produkt u kategoriji normalnih prostora.

Dokaz: Y, je kompaktan Hausdorffov i Y; ima Y,
svojstvo prosirenja, pa inkluzija jo: X — Y> « v
ima prodirenje f: Y1 — Y. Sli¢no, inklu- /J\ ~f
zija j1: X < Y7 ima neprekidno prosirenje Ly, JI _
fi: Yo — Y1. Kako je (fl(fz(x)) =x, x € X, Yy o X C Yy
kompozicija fiofh: Y1 — Y7 je neprekidno pro- .
Sirenje inkluzije j1. Aliiidentitetaly,: Y1 — Y1 \Ejz/
prosiruje j1. Zbog jedinstvenosti prosirenja je f
fiofy = 1y,. Analogno je hof; =1y, pa su
fi i f» homeomorfizmi. ]
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Zatvorenje unije lokalno konacne familije

Kao Sto znamo, zatvorenje konacne unije jednako je uniji

zatvorenja, dok za beskonacne unije to ne vrijedi. Ipak:
@ TEOREMI METRIZACIJE | PARAKOMPAKTNOST

Neka je A lokalno konacna familija podskupova od X.

(a) Svaka potfamilija od A je lokalno konacna.
@ Lokalna konacénost

@ Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije _
@ Parakompaktnost (€) UacaA=Uses A

@ Smirnovljev teorem metrizacije

(b) Familija zatvorenja B := {A} aca je lokalno kona&na.

Dokaz: (b) Ako otvoren skup U sijete A onda sije¢e i A. /
(c) Oznagimo Y := Jpc 4 A. OCito je Upca AC Y.
Obratno, za x € Y neka je U > x okolina koja sije¢e samo kona&no
mnogo ¢lanova od A, kazimo Aj,...,A,. Da x ¢ A; niti za jedan
i€{l,...,n}, skup U\ U4 A; bio bi okolina to¢ke x koja ne
sijeCe niti jedan clan familije A, pa ne bi sijekla niti njihovu

uniju’Y =<« xeY. ]
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Lokalno konacne familije skupova Lokalno konacna indeksirana familija
Urysonov teorem metrizacije dao je dovoljne uvjete metrizabilnosti U vezi s particijama jedinice trebat ¢e nam pojam lokalno konacne
topoloskog prostora: regularnost i prebrojiva baza. indeksirane familija skupova. To je indeksirana familija {As }acy
Medutim, ti uvjeti ocito nisu i nuzni. podskupova od X tako da svaka tocka ima okolinu U za koju

Dl postoji samo kona¢no mnogo indeksa « € J takvih da U sijece A,.

Razlika prema ,,0bi¢noj"” lokalno konacnoj familiji je da se u
indeksiranoj familiji isti skup moze pojaviti s viSe razlicitih indeksa,
tako da neka indeksirana familija moze biti lokalno konaéna kao
familija skupova ali ne i kao indeksirana familija skupova.

Familija A podskupova prostora X je lokalno konacna u X ako
svaka tocka ima okolinu koja sijece samo kona¢no mnogo clanova
familije A.

| A

Primjer

Familija intervala A = {(n,n+ 1) : n € N} je lokalno konacna u R.
Familije B={(0,%) : neN}iC= {(ﬁ, 1) : n € N} su lokalno
konaéne na (0,1) ali ne i na R.

A\
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o-lokalno konaéne familije skupova nastavak dokaza leme 39.3

Zaista, neka je V < W. Za x € T,(V) je x € Sp(V) pa je

Definicija B(x, 1) C V, dok zay € To(W), zbog V < W,y ¢ V. tj. y ¢ B(x, %)./
Familija A podskupova od X je o-lokalno konaéna ili prebrojivo Skupovi T,(U) bi bili OK da su otvoreni, ali nisu. Zato definiramo
lokalno konacna ako se moze prikazati kao A = {J,cn An, gdje su En(U) := B(T,(U), ). Ti su skupovi medusobno disjunktni,

sve familije A, lokalno konacne. o Stovise d(E,(V),E,(W)) > 3in i za

S

7 svaki U € U je E,(U) C U. Stoga fami-
lija &, := {En(U) : U € U} profinjuje U,
i lokalno je konacna jer za svaki x € X
okolina B(x, 6—1,7) sijeCe najvide jedan ¢lan
od &,. Neka je £ := Upen En-

& je o-lokalno konac¢na familija otvorenih

N

Svaka prebrojiva i svaka lokalno konacna familija je i o-lokalno
konacna.

==

%

<<

...éi\\\
:‘i\

Z

N
\
)

3

Definicija

N

Familija B podskupova od X profinjuje familiju A, oznaka B > A,
ako za svaki B € B postoji A€ A t.d. je BC A. U<V W)

X : s : : . . skupova koja profinjuje U.
Ako su clanovi familije B otvc?rz.am .(zatvorem) skupovi govorimo o Turdnja: € pokriva X. Zaista, za x € X neka je U € U prvi lan koji
otvorenom (zatvorenom) profinjenju.

sadrzi x, i neka je n t.d. je B(x, %) C U. Prema definiciji je
x € 5,(U), a jer je U prvi koji sadrzi x, to je x € T,(U) C E,(U). O

i,.‘»“\\“:‘: %
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o-lokalno konaéno profinjenje otvorenog pokrivaca
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Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije
metrizabilnog prostora

Metrizabilni prostori su regularni i imaju o-lokalno konaénu bazu.
Pokazat ¢emo da vrijedi i obratno.
Dokaz ,prati” 4 koraka naSeg drugog dokaza Urysonova teorema:

Svaki otvoren pokrivac metrizabilnog prostora ima o-lokalno
konacno otvoreno profinjenje. = Regularan prostor s prebroji- = Regularan prostor sa o-lokalno
vom bazom je normalan. konacnom bazom je normalan.

Dokaz: Neka je U otvoren pokriva¢ od X, odaberimo dobar uredaj < o B L - .
na U, i fiksirajmo metriku d. Za svaki U € U i n € N neka je = Konstruirati prebrojivu familiju = Konstruirati familiju realnih

Sa(U) := {x: B(x, 1) C U} (to nisu realnih funkcija {f,} koje razdva- funkcija {f,} koje razdvajaju
Ogvoreni skupovi!),7 gad_a definiramo u\r‘ . jaju tocke od zatvorenih skupova. tocke od zatvorenih skupova.

_ Ta(U) _:: Sn(U)\U\/_<_U V. _ 7o) \//7/////4) / V) = Pomocu funkcija f, konstru- = Pomoéu funkcija f, konstru-
Ti su skupovi medusobno disjunktni, %////// irati smjestenje prostora X u R¥. irati smjestenje od X u R za neki J.
Stovise, vrijedi: %

= Pokazati da ako je f,(x) < = Pokazati da ako su funkcije
di

Tvrdnja:
Za V ;A w GZ/{Je d(Tn(V), Tn(W)) > % za sve X, onda se zaista ra fa dOVOUnO ma|e, onda se radi o
U<v<w Ta(W) smjedtenju u (R¥, 5). smjestenju u (R”,p).

1
n
o
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Regularan sa o-lokalno kona¢nom bazom je normalan

Definicija
A C X je Gs skup ako je presjek prebrojive familije otvorenih skupova.

Primjeri:
@ Svaki zatvoren podskup A metri¢kog prostora X je Gs skup:
A= ﬂneN B(A’ %)
o Jednoclan skup {Q} C Sq nije G5 skup.

y

Lema 40.1

Neka je X regularan prostor sa o-lokalno konacnom bazom.
Tada je X normalan i svaki je zatvoren podskup od X Gs skup.

Dokaz: ide u 3 koraka:
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1. i 2. korak

1. Za svaki otvoren skup W C X postoji prebrojiva familija otvorenih
skupova {Up}nen t.d. je W = Upen Un = Upen Un.
Neka je B = |J B, baza gdje su 3, lokalno konaéne familije i neka je
Cn:={B € B, : BC W}. Familija C, je lokalno kona&na jer je
potfamilija od B,,. Neka je U, := Ugec, B. Skupovi U, su otvoreni
i zbog lokalne konaénosti je U, = Ugce, B.
Zatoje U, C W, pajeilUU, CUU, C W.
Obratno, zbog regularnosti, za x € W postoji B € B t.d. je
x € BC BC W. Kako je B € B, za neki n, to je B € C, pa je
x € U,. Dakle W C U U,.

2. Svaki zatvoren skup C C X je Gg skup.
Neka je W := X'\ C. Prema 1. koraku postoje otvoreni skupovi U,
td.je W=UU,paje C=X\W=X\UUy=NX\Un). v/
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3. korak

3. X je normalan. Neka su C, D C X disjunktni zatvoreni skupovi.
Prema 1. koraku postoje otvoreni skupovi U,, n € N, t.d. je
UU,=UU, =X\ D. Familija {U,} pokriva C i svaki je U,
disjunktan s D.

Analogno, postoji otvoren pokrivaé {V,} od D t.d. su V,, disjunktnis C.

Sada smo u toéno istoj situaciji kao u dokazu da je svaki regularan
prostor s prebrojivom bazom normalan (teorem 32.1), pa ponovimo
taj dokaz doslovno. Definiramo

U;:: Un\ LJYZ [ VZ:::V%\ LJ47~

i=1 i=1
Tada su
Uv=yu, i V=W
neN neN
disjunktne okoline skupova C odnosno D. [l
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Zatvoreni Gs skupovi su nul-skupovi

Za dokaz Nagata-Smirnovljeva teorema treba nam jos jedna lema:

Lema 40.2

Svaki zatvoren Gz skup A u normalnom prostoru X je nul-skup, tj.
postoji neprekidna funkcija f: X — [0,1] t.d. jef(x)=0zax € A
if(x)>0zax¢A, dakle A= f~1(0).

Dokaz: Neka je A=), U,, gdje su U, otvoreni. Za svaki n € N neka su
for X = [0,1] td. je fo(x) =0zax € Aifp(x) =1zax e X\ U,
Tada je

= fa(x)

f(x):= Z o

n=1

neprekidna funkcija koja je jednaka 0 na A i pozitivna je na X\ A. [
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F je neprekidno:

Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije

Ostaje pokazati da je preslikavanja F neprekidno.
Teorem 40.3 (Nagata-Smirnov) Neka je xp € X i € > 0. Fiksirajmo n i neka je U, > x¢ okolina
koja sijeCe samo konacno mnogo ¢lanova iz B,. Znadi, za samo
konaéno mnogo B € B, je f, g|Us # 0. Neka je V,, C U, okolina
od xp t.d. je diam £, g(V,,) < 5 za sve B € B, (za sve osim

Prostor X je metrizabilan ako i samo ako je regularan i ima
o-lokalno konacnu bazu.

Dokaz: [= konacno mnogo B € B, je f, g(V,) = {0}).
Treba pokazati da metrizabilan X ima o-lokalno konaénu bazu. Odaberimo takav V, za svaki n. nekaje Ne Ntd. je L < £
Lo : : . N n ' J GleN 2
Fiksirajmo metriku na X i za n € N neka je A, pokrivac ---kuglama. inekaje W:=Vin---N Wy.
Prema lemi 39.2, postoji o-lokalno konacan otvoren pokrival B, Tvrdnja:
i - p . .. 2 !
koji pr.ofmJuJe A Clan?w od B, su duarvnetra S; ' Za svaki x € W je p(F(x), F(x0)) < &, pa je F neprekidna u xp.
Neka je B := U, Bn. B je o-lokalno konacna familija, jer su B, takve. Za n < N je |f,8(x) — fog(x0)| < § jer na W funkcija f, g il
PokaZimo da je B8 baza topologije. Za x € X'ie >0 trebla nam i8¢ezava ili varira za najvise 5. Ako je pak n > N onda je
B e Btd. jex € BC B(x,e). Odaberimo n € N t.d. je - < 5. foB(x) — fog(x0)| < 2 < & < £ jer f, g preslikava X u [0, 2].

Kako B, pokriva X, postoji B € B, t.d. je x € B. Zbog x € Bi

o _ B <
diam B < % < ¢, mora biti B C B(x,¢). / Stoga je p(F(x), F(x0)) SUP(n.B)cJ Ifn,B(x) — foB(x0)| < 5 <e,

tj. F je neprekidno, dakle i smjestenje u metri¢ki prostor (R7,5). [
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Dovoljnost Parakompaktnost

< X je regularan sa o-lokalno konacnom bazom, pa je normalan i
svaki je zatvoren skup Gs (lema 40.1) i nul-skup (lema 40.2).
Za neki J, smjestit ¢emo X u prostor (RJ,E) s uniformnom metrikom p.
Neka je B =, B, gdje su familije B, lokalno konacne. Za n € N
i B € B, odaberimo f, g: X — [0, %] td. je fop(x) >0zax e Bi
foB(x) =0 za x ¢ B (jer je X'\ B nul-skup!).
Familija {f, g} razdvaja tocke od zatvorenih skupova:
B je baza pa za okolinu U 3 xg postoji B€ B t.d. jexo € BC U.

Parakompaktnost je jedno od najvaznijih i najkorisnijih
generalizacija kompaktnosti. Sadrzi sve metri¢ke (A. H. Stone) i
sve kompaktne Hausdorffove prostore. Posebno su korisni u
primjenama u topologiji i diferencijalnoj geometriji.

Kompaktnost je karakterizirana time da svaki otvoren pokrivac ima
konacno otvoreno profinjenje, tj. za svaki otvoren pokrivac A
postoji konacan otvoren pokriva¢ B koji profinjuje A.

Jer je B € B, za neki n, to je f, g(x0) >01i fg =0izvan U. Definicija
Neka je J := {(n, B) : B € B,} C N x B i definirajmo Prostor X je parakompaktan ako svaki otvoren pokriva& ima
F: X —=[0,1)7 s F(x) := (fo,8(x))(n,B)cs- Prema teoremu 34.2 lokalno konaéno otvoreno profinjenje.

o smjestenju, F je smjestenje s obzirom na produktnu topologiju
na [0, l]J. Pokazimo da F je smjestenje i s obzirom na uniformnu
metriku 5 na [0,1]/. Kako je uniformna topologija finija od
produktne (teorem 20.4), F: X — F(X) je otvorena bijekcija.
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R" je parakompaktan

Primjer: R" je parakompaktan

Neka je A otvoren pokrivaé od R". Neka je By:=0iza k € N
neka je By := B(0, k) otvorena kugla oko ishodista radijusa k.
Za svaki k odaberimo kona¢no ¢lanova pokrivaéa A tako da
pokriju By i presijecimo ih s otvorenim skupovima R” \ By_1.
Neka je Cx tako dobivena konacéna familija otvorenih skupova.
Tada familija C := [, Ck profinjuje A i lokalno je konacna.
Naime, kugla By sijeCe samo one clanove od C koji pripadaju uniji
Ci1U---UCxk.

Konacno, C pokriva R". Zaista, za x € R" neka je k najmanji
prirodan broj za koji je x € By. Tada, prema definiciji familije Cy,
x pripada nekom ¢lanu familije Cy.
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Parakompaktni Hausdorffovi su normalni

Teorem 41.1
Svaki parakompaktan Hausdorffov prostor X je normalan.

Dokaz: X je regularan: Neka je B C X zatvoren i a ¢ B. Kako je X
Hausdorffov, za svaki b € B neka je Up > b okolina t.d. a ¢ U,.
Familija {Up : b € B} U{X\ B} je otvoren pokriva¢ od X pa neka
je C lokalno konacéno profinjenje. Neka je D C C potfamilija koja
se sastoji od onih ¢lanova koji sijeku B. Tada D pokriva B, i za
D €D je a¢ D. Naime, D sije¢e B pa je D sadrzan u nekom U,
Cije zatvorenje ne sadrzi a. Skup V := (Jpcp D je otvoren i sadrzi B.
Kako je familija D lokalno konacna, V = UDeDE paad¢ V.

To dokazuje regularnost.

Normalnost se dokazuje analogno, s tim da se umjesto tocke a
uzme zatvoren skup A, a Hausdorffovo se svojstvo zamijeni
regularnoséu. |
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Parakompaktnost je slabo nasljedna

Teorem 41.2
Zatvoren podskup parakompaktnog prostora je parakompaktan.

Dokaz: Neka je Y C X zatvoren i A pokriva¢ od Y skupovima
otvorenim u Y. Za svaki A € A neka je A’ otvoren u X t.d. je
A=ANY. Familija {A": A€ A}U{X\Y} je otvoren pokriva¢ od X.
Neka je B lokalno konacno profinjenje. Tada je familija
C :={BnNY: Be B} trazeno lokalno konaéno profinjenje od A. [

Parakompaktan podskup Hausdorffovog ne mora biti zatvoren

Otvoren interval (0,1) je parakompaktan ali nije zatvoren u R.

Potprostor parakompaktnog ne mora biti parakompaktan

Sq x Sq je kompaktan, dakle i parakompaktan, ali njegov
potprostor Sq X Sq nije normalan, pa nije niti parakompaktan
(iako je Hausdorffov). Parakompaktnost nije nasljedno svojstvo.
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Michaelova lema

Sljede¢a lema klju¢na je u dokazu Stoneova teorema da je svaki
metrizabilan prostor parakompaktan.

Lema 41.3 (E. Michael)

Neka je X regularan. Sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:

Svaki otvoren pokriva¢ od X ima profinjenje koje je:

(1) o-lokalno konacan otvoren pokrivac od X;

(2) lokalno konacan pokrivac od X;

(3) lokalno konacan zatvoren pokriva¢ od X;

(4) lokalno konacan otvoren pokriva¢ od X.

Dokaz: (4) = (1) je odito.
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Dokaz Michaelove leme: (1) = (2) Dokaz Michaelove leme: (3) = (4)

Neka je A otvoren pokriva¢ od X, B = |J B, neko o-lokalno
konaéno profinjenje (B, su lokalno konaéne familije), i neka su
Vi :=Uyeg U. Za svaki n € Nisvaki U € B, neka je

Neka je A otvoren pokriva¢ od X. Prema (3) odaberimo lokalno
konaéno profinjenje B koje pokriva X (zatvorenost nam nije vazna).

Sn(U) i= U\ Us-p Vi (Sa(U) nisu nuzno niti otvoreni niti Clanove B € B c'e.r.no ,,nadeplj.ati.” c.io ovtvorenih skupova, alivtako
zatvoreni.) Neka je Cp := {Sp(U) : U € B,}. Tada C, profinjuje malo da opet dob.Uemo proflnj.enje i sacuvamo lokalnu konacnost.
B, jer je Sa(U) C U za sve U € B, Za to nam treba jedan novi trik.

Tvrdnja: C := |JC,, je traZeno lokalno kona&no profinjenje od A koje Svaki x € X ima okolinu koja sijee samo konacno ¢lanova iz B.
pokriva X. Neka je x € X i neka je N najmanji indeks za koji x Familija svih otvorenih skupova koji sijeku samo konacno ¢lanova
pripada nekom ¢lanu U € By. Kako x ne pripada niti jednom iz B je otvoren pokrivat od X. Prema (3), neka je C zatvoreno
Clanu familije B; za i < N, to je x € Sy(U) € C. Nadalje, jer su lokalno konacno profinjenje koje pokriva X.
familije B, lokalno konacne, za svaki n =1,..., N postoji okolina Tada svaki ¢lan od C sijeCe samo konacno clanova iz B.

W, 5 x koja sijeCe samo kona¢no mnogo ¢lanova od B,, pa onda ZaBeBnekajeC(B):={C:Ce(C, CC X\ B}, inekaje
sijeCe i samo konaéno mnogo ¢lanova iz Cp, (jer je Sp(V) C V, E(B) := X\ Ucee(p) C- Ocito E(B) 2 B, i jer je familija C
V € B,). Osim toga, kako je U € By, U ne sijece niti jedan ¢lan lokalno konacna, skupovi E(B) su otvoreni.

od C, za n > N. Stoga okolina Wi NnWon---NWynNUod x
sijeCe samo konacno mnogo ¢lanova familije C.
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Dokaz Michaelove leme: (2) = (3) Dokaz Michaelove leme: (3) = (4) (zavrSetak)

Ali, mozda smo skupove B nadebljali previse, mozda familija
{E(B)} ne profinjuje A, a i lokalna konacnost je upitna.
Zato za svaki B € B odaberimo neki A(B) € A t.d. je BC A(B),

Neka je A otvoren pokrivaC od X i neka je B familija svih

otvorenih skupova U C X t.d. je U sadrzan u nekom ¢&lanu familije A.

Zbog regularnosti, B pokriva X. Nadalje, prema (2) postoji lokalno ‘ i o D=

kona&no profinjenje C od B koje pokriva X. Neka je D := {C : C € C}. ! r'1e.ka € _D = {E(_B) NA(B): B € B}. Famlllua D pr.ofanUJe A,

Kako je familija C lokalno konacna, to je, prema lemi 39.1, i D ali i pokriva X jer je B C E(B) N A(B), a vec B pokriva X.

lokalno kona¢na familija. Oc&ito D pokriva X i profinjuje A. / Kako su &lanovi od D otvoreni skupovi, ostaje pokazati da je
familija D lokalno konacna. Za x € X neka je W > x okolina koja
sijeCe samo konacno ¢lanova iz C. Neka su to Cy, ..., Ck.

Tvrdnja: W sijeCe samo konac¢no mnogo ¢lanova od D.
Kako C pokriva X to je W C Gi U --- U Cg. Dovoljno je, dakle,
pokazati da svaki C € C sijeCe samo konacno clanova od D. Ako
C sijeCe neki E(B) N A(B) onda sije¢e E(B) pa, prema definiciji od
E(B), C £ Ucec(s) €. i pogotovo C £ X\ B. Zato C sijece B.
Jer C sijee samo konacno ¢lanova od B (tako smo odabrali C),
to C moze sjedi najvise isto toliko ¢lanova od D (jer B > A). [l
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Parakompaktnost metrizabilnih i Lindel6fovih prostora

Teorem 41.4 (A. H. Stone, 1948)

Svaki metrizabilan prostor je parakompaktan.

Dokaz: Neka je X metrizabilan. Prema lemi 39.2, svaki otvoren
pokriva¢ A ima o-lokalno konacéno otvoreno profinjenje koje
pokriva X. Prema Michaelovoj lemi, A ima i lokalno kona¢no
otvoreno profinjenje koje pokriva X, tj. X je parakompaktan. Ol

Teorem 41.5
Svaki regularan Lindel6fov prostor je parakompaktan.

Dokaz: Neka je X regularan Lindeléfov prostor i neka je A otvoren pokrivac.

Jer je X Lindeléfov, A ima prebrojiv potpokrival, i on je automatski
o-lokalno konacan. Kako je X regularan, prema Michaelovoj lemi

A ima i otvoreno lokalno konacno profinjenje koje pokriva X,

pa je X parakompaktan. O
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Primjeri

Produkt parakompaktnih prostora ne mora biti parakompaktan
Ry je parakompaktan jer je regularan i Lindelofov, ali Ry x Ry nije
parakompaktan jer nije normalan.

R¥ je parakompaktan i u produktnoj i u uniformnoj topologiji

U obje topologije je R metrizabilan, pa je i parakompaktan.

R nije parakompaktan ako je J neprebrojiv

Neprebrojiv produkt R7 je Hausdorffov ali nije normalan pa nije
niti parakompaktan.
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Particija jedinice

,Pravo mjesto” za particiju jedinice su parakompaktni prostori.

Definicija

Neka je U = {Uy}acy indeksiran otvoren pokriva¢ od X.
Particija jedinice podredena pokrivacu U je indeksirana familija
funkcija ¢o: X — [0,1] t.d. je

(1) supp o, C U, za sve «,

(2) indeksirana familija {supp ¢q }ac je lokalno konaéna, i
(3) X0 @alx) =1 zasve x € X.

Pritom se suma po proizvoljnom indeksnom skupu J definira kao
>act Pa(x) i=sup{> qcy dal(x) : J' C J konaan podskup}.

Za dokaz kako za svaki otvoren pokriva¢ parakompaktnog
Hausdorffovog prostora postoji njemu podredena particija jedinice,
potrebna nam je sljede¢a lema o sazimanju pokrivaca:
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Striktno lokalno konacno profinjenje otvorenog pokrivaca

Lema 41.6 (o sazimanju pokrivaca)

Neka je U = {Uy}acy indeksiran otvoren pokrivac
parakompaktnog Hausdorffovog prostora X. Tada postoji
indeksiran lokalno konacan otvoren pokriva¢ V = {Vy}aey

koji strogo profinjuje U, tj. takav da vrijedi V, C U, za sve a.

Dokaz: Neka je A familija svih otvorenih skupova A t.d. je A sadrzan u nekom
¢lanu od U. Zbog regularnosti, A pokriva X. Jer je X parakompaktan,
postoji lokalno konacan otvoren pokriva¢ B koji profinjuje A. Kako
B profinjuje A, i A strogo profinjuje U, postoji funkcija f: B — J
t.d. je BC Ugg), B€ B. Zaa € Jneka je B, := {B: f(B) = a},

i neka je Vi, := Ugep, B. Familija B, je lokalno konacna (jer je B
lokalno konaéna) i B C U, zasve B € By, paje Vo = Upe, B € Us.
Za x € X neka je W > x okolina koja sijece samo npr. By, ..., B.
Tada W moze sjeéi V,, samo ako je « jedan od indeksa f(B1), . .., f(Bk),
pa je familija {V,, }qeu lokalno konacna. ]
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Postojanje particije jedinice Zavrsetak dokaza Smirnovljeva teorema

Teorem 41.7 Za n € N neka je A, pokriva¢ od X svim takvim %—kuglama, tj.

Neka je X parakompaktan Hausdorffov prostor a ld = {Uqy}aecy An = {Bc(x, %) :x € C,C € C}. Neka je D, lokalno kona¢no

proizvoljan indeksiran otvoren pokriva& od X. otvoreno profinjenje koje pokriva X (parakompaktnost!), i neka je

Tada postoji particija jedinice podredena pokrivacu U. D =, Dn. Familija D je otito o-lokalno konacna.

Tvrdnja: D je baza topologije od X. Neka je x € X i U > x okolina.

Dokaz: Primijenimo li dvaput lemu o sazimanju, dobivamo lokalno konacne Tocka x lezi u samo kona¢no mnogo ¢lanova od C ((‘fak ima

otvorene pokrivace {V,} i {W,} t.d. je W, C V,, C V4 C U, okolinu koja sijee samo kona¢no C-ova). Neka su to Cy, ..., Cy.

Jer jiX normalan postoje funkcije ¥, : X — [0, 1] t.d;je Neka je ¢; t.d. je B¢,(x,g;) € UN G i neka je n t.d. je

Ya(Wa) = {1} i (X \ Vo) = {0}, pa je supptpa € Vo C Ua. % < min{ey,...,ex}. Neka je D € D t.d. je x € D. Jer D,

Familija {V,} je lokalno konacna (jer ako neki otvoren skup sijece profinjuje A, postoje C€Ciy € Ctd. jex € D C Be(y, %)

V,, onda sijece i V,,), pa svaka tocka ima okolinu na kojoj je samo ) ] o L

kona&no mnogo funkcija v, razli¢ito od nule. Kako {W,} pokriva X, Kako je x € C mora taj C biti jedan S Ba(y.a)

u svakoj to¢ki x € X barem je jedna od funkcija v, razli¢ita od nule. od (_:1’ e Cr npr.l ¢ :2(:"' _ It

Stoga su dobro definirane funkcije ¢ (x) := 2“71’;)()() i one &ine Jer je diam Bc,(y, ;) < 5, < i toje x

trazenu particiju jedinice. pes s O x €D C Bgl(y, %) C Be(x,e) CU. O Ba(x. i)
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Smirnovljev teorem metrizacije

Definicija
Prostor X je lokalno metrizabilan ako svaka tocka ima okolinu koja
je metrizabilna (tj. relativna topologija je metrizabilna).

o’

Teorem 42.1 (Smirnov)

Prostor X je metrizabilan ako i samo ako je parakompaktan
Hausdorffov i lokalno metrizabilan.

\

Dokaz: [= Nuznost slijedi iz Stoneova teorema.
< Pokazat ¢emo da X ima o-lokalno konaénu bazu pa ¢e, zbog
regularnosti, tvrdnja slijediti iz Nagata-Smirnovljeva teorema.
Pokrijmo X otvorenim metrizabilnim skupovima, neka je pokriva¢ C
lokalno konacno otvoreno profinjenje, i neka je dc: C x C — R
lokalna metrika na C. Jer su C otvoreni skupovi, e-kugle B¢(x, €)
oko x u metrici d¢ otvoreni su skupovi u X.



