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@ ALGEBARSKA TOPOLOGIJA
— MALO GEOMETRIJSKE PODLOGE

@ Homotopija i homotopski tip

o Celijski kompleksi

@ Neke konstrukcije s prostorima

@ Dva kriterija za homotopsku ekvivalenciju
@ Svojstvo prosirenja homotopije

@ U ovom ¢emo poglavlju opisati neke geometrijske pojmove i
konstrukcije koje se pojavljuju u algebarskoj topologiji.
Radit ¢emo neformalno i bez dokaza, a samo ¢emo na kraju
ponesto dokazati.

@ Odsad uvijek preslikavanje znali neprekidno preslikavanje.
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Klasifikacije grublje od topoloske

U algebarskoj se topologiji ekvivalentan najées¢e uzima u mnogo
Sirem smislu od homeomorfan.

Tanka i debela slova na slici su u tom
smislu ekvivalentna. Debela se slova
mogu stisnuti na tanka tako da se
radijalno ,rastave” na segmente pa

svaka tocka ,sklizne” po svom segmentu na tanko slovo.
Pritom tocke koje veé jesu na tankom slovu miruju.

Na ovo ,stiskanje” mozemo misliti da se odvija u vremenskom
periodu 0 < t < 1, pa se tako radi o familiji funkcija {f;}
parametriziranoj parametrom t € [ := [0, 1], pri éemu f(x)
oznacava polozaj u kome se tocka x nade u momentu t.
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Deformacijska retrakcija

Primjer sa ,slovima” i sli¢ni dovode do sljedeée definicije:

Definicija 1.1

Deformacijska retrakcija prostora X na potprostor A je
neprekidna familija preslikavanja f;: X — X, t € I =[0,1], t.d. je
fo=1x, A(X) =Ai f|/A=14 za sve t.

U tom se slucaju kaze da je A deformacijski retrakt od X.

»Neprekidna” znaci da je pridruzeno preslikavanje X x | — X,
(x, t) — fi(x), neprekidno, pa je i preslikavanje | — XX
neprekidno (Opca topologija: teorem 46.11.)

Evo jos nekoliko primjera deformacijskih retrakcija:
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Cilindar preslikavanja

Prethodni primjeri bili su specijalni slucajevi sljedece konstrukcije:

Definicija 1.2

Za preslikavanje f: X — Y se cilindar preslikavanja My definira
kao kvocijentni prostor disjunktne unije (X x /)L 'Y dobiven
identifikacijama (x,1) ~ f(x), x € X.

U primjerima sa slovima, X je bio rub debelih slova, Y je bilo

tanko slovo a f je preslikavalo vanjsku rubnu tocku svakog

segmenta u unutarnju rubnu tocku istog segmenta.

Uvijek je Y deformacijski retrakt od My, cilindra preslikavanja f: X — Y,
ali nisu sve deformacijske retrakcije dobivene od cilindra preslikavanja.

M¢
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Homotopija i homotopna preslikavanja

Deformacijska retrakcija f;: X — X je specijalan slu¢aj homotopije,
tj. familije preslikavanja f;: X — Y, t € I, t.d. je pridruZeno
preslikavanje F: X x| — Y, definirano s F(x, t) := f;(x), neprekidno.
Za preslikavanja fy, fi: X — Y kaze se da su homotopna ako

postoji homotopija f; koja ih povezuje, oznaka fy ~ f;.

Dakle, deformacijska retrakcija od X na potprostor A je homotopija

od identitete 1x do preslikavanja r: X — X t.d.je r(X) = Air|A=1a4.

Takvo se preslikavanje naziva retrakcija.

Drugacdije recCeno, retrakcija je preslikavanje r: X — X t.d. je

r> = r, u algebri i drugdje kazali bismo projektor.

Napomena: Nije svaka retrakcija zavrSna faza neke deformacijske retrakcije.
Npr. za svaki xg € X je konstantno preslikavanje X — {xo} retrakcija,
ali ako je {xo} deformacijski retrakt od X onda je X nuzno
putevima povezan (ali to niti izdaleka nije i dovoljno).
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Relativna homotopija

Deformacijska retrakcija f; od X na potprostor A ,,miruje” u
tockama od A, tj. ff|/A =14 za sve t € . Opcenito, za homotopiju
fr: X — Y koja na podskupu A C X ne ovisi o t, tj. fz(a) = fy(a),

t € I, a € A, kaze se da je relativha homotopija ili homotopija rel A.

Dakle, deformacijska retrakcija od X na A je homotopija rel A od
identitete prostora X do retrakcije od X na A.
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Homotopska ekvivalencija

Neka je f;: X — X deformacijska retrakcija prostora X na
potprostor A. Oznacimo li s r: X — A zavr$nu retrakciju a s
i: A= X inkluziju, imamo ri=14iir>~1x.

Radi se zapravo o specijalnom slucaju sljedece definicije:
Definicija 1.3

Za f: X — Y kazemo da je homotopska ekvivalencija ako
postoji preslikavanje g: Y — X td. jegf ~1xifg~1y.

Kaze se da X i Y imaju isti homotopski tip ili da su homotopski
ekvivalentni, oznaka X ~ Y.

Lako se vidi da je to relacija ekvivalencije.

Prostori O—O C><> CD su istog homotopskog tipa,

jer su svi deformacijski retrakti istog prostora— kruga s dvije rupe,
ali nikoji nije deformacijski retrakt drugog.
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Homotopski ekvivalentan vs. deformacijski retrakt

Napomena

Vrijedi sljedeée: prostori X i Y su homotopski ekvivalentni akko
postoji prostor Z koji sadrzi X i Y kao svoje deformacijske retrakte.

< Ovaj smjer je ocit.

= Neka je f: X — Y bilo koje preslikavanje. Tada je Y
deformacijski retrakt cilindra preslikavanja M;y.

Pokazat ¢emo kasnije, korolar 5.6, da ako je f: X — Y
homotopska ekvivalencija onda je i X deformacijski retrakt od Ms. )
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Homotopski trivijalni prostori

Definicija 1.4

Kaze se da je prostor X kontraktibilan ako je homotopski
ekvivalentan tocki, X ~ .

To je ekvivalentno Cinjenici da je identiteta 1x nulhomotopna,
tj. homotopna konstantnom preslikavanju.

Kontraktibilni prostori su s homotopskog gledista ,,najjednostavniji”
prostori, prostori koji se unutar sebe mogu stegnuti u tocku.
Postoje kontraktibilni prostori koji se ne mogu deformacijski
retraktirati u to¢ku (za primjer vidi npr. [Hatcher], str. 18).



Algebarska topologija
1. ALGEBARSKA TOPOLOGIJA — MALO GEOMETRIJSKE PODLOGE
§1. Homotopija i homotopski tip

Ali nije sve bas tako jednostavno

Bingoval! , kuéa s dvije sobe” je 2-dimenzionalan potprostor X C R3
koji je kontraktibilan ali ne na ocigledan nacin.

= =
T— U=
Pt =

Kako se vidi da je X kontraktibilan?

Za malen ¢ je X deformacijski retrakt zatvorene e-okoline N:(X),

pa je X =~ N.(X). S druge strane, okolina N:(X) je homeomorfna
3-dimenzionalnom disku (tj. zatvorenoj kugli) P3 koji je kontraktibilan.

Dakle, X % NE(X) o D3 3ft

X = N(X) = D? = . '
:(X) : Fhhis X — X

Izazov je zaista ,vidjeti” homotopiju koja steze X u jednu tocku.

'R.H. Bing (1914-1986), americki topolog
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Konstrukcija ploha

Uobicajena konstrukcija torusa
je da se u kvadratu identifici- S b b
raju nasuprotne stranice.
Sli¢no se od osmerokuta, iden-
tifikacijama oznacenim na cr-
tezu, dobiva dvostruki torus—
torus s dvije rupe.

Opéenito, od 4g-terokuta se
odgovarajuc¢im identifikacijama
dobiva Mg, ploha roda g.

Na nutrinu poligona mozemo
gledati kao na otvoren disk, koji
je nalijepljen na uniju od 2g
kruznica, a one su dobivene li-
jepljenjem 2g otvorenih inter-
vala na zajednic¢ku tocku.
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P

Celijski ili CW kompleksi

Poopcenje je sljedeca konstrukcija:

(1) Pocinjemo s diskretnim skupom X° &ije tocke nazivamo
0-Celijama.

(2) Induktivno, n-skelet X" dobije se od X"~ lijepljenjem
n-celija € pomocu preslikavanja ¢, : D7 = S"~1 — X1,
tj. X" je kvocijentni prostor disjunktne unije X"~ Li| |, D7,
gdje je {D]}, neka familija n-diskova (tj. zatvorenih kugala),
uz identifikacije x ~ pqo(x), x € ODJ.

Dakle, X" = X"t U, €7, gdje su 7 medusobno disjunktni
otvoreni n-diskovi, disjunktni i s X" 1.

(3) Ako konstrukcija stane za neki n < oo, stavljamo X := X".

U protivnom stavljamo X :=J, X", a za topologiju uzimamo
slabu topologiju: A C X je otvoren (zatvoren) akko je AN X"
otvoren (zatvoren) u X" za sve n.

Ovako konstruiran prostor naziva se €elijski kompleks ili CW kompleks.
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Primjeri

2.1 1-dimenzionalni CW kompleksi su grafovi.
2.2 Bingova kuca s dvije sobe je 2-dimenzionalan CW kompleks
s 29 0-Celija, 51 1-Celijom i 23 2-¢elije.
Eulerova karakteristika konacnog celijskog kompleksa je
alternirana suma broja ¢elija, i za Bingovu kucu jednaka je
20 — 51+ 23 =1, kao i za tocku.
Pokazat ¢emo da je Eulerova karakteristika homotopska invarijanta.
2.3 Sfera S" je CW kompleks s dvije éelije: 0-elija € i n-elija e” koja
je pridvri¢ena za e® konstantnim preslikavanjem S™1 — €0
To je isto kao kada na S" gledamo kao na kvocijent D" /0D".
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Realni projektivni prostor kao Celijski kompleks

2.4 Realni projektivni prostor RP” je kvocijentni prostor S"/(x ~ —x),

2.5

Sto je jednako kvocijentu gornje polusfere (=2 D") uz identifikaciju
dijametralnih to¢aka na rubu 9D" = S"~1. Dakle, RP" dobije se
od $"71/(x ~ —x) =2 RP"! lijepljenjem jedne n-celije pomocu
preslikavanja koje je zapravo kvocijentno preslikavanje S"~1 — RP" L.
Stoga RP” ima Celijsku strukturu e® U el U ---U e, dakle po jedna
i-¢elija u svakoj dimenziji i < n.

Za n=1 je RP! = Sl Za sve ostale n su RP" i S” bitno razli¢ite
n-mnogostrukosti.

Beskonacnodimenzionalan realan projektivan prostor RP*°
definira se kao RP* :=|J, RP". To je CW kompleks s po jednom
n-¢elijom u svakoj dimenziji. Na RP®® mozemo gledati kao na
prostor svih pravaca u R* :=J,R", koji prolaze ishodistem.

Zasad nije jasno kako bismo definirali beskona¢nodimenzionalnu sferu $°°.



Algebarska topologija
1. ALGEBARSKA TOPOLOGIJA — MALO GEOMETRIJSKE PODLOGE
§2. Celijski kompleksi

Kompleksni projektivni prostor kao ¢elijski kompleks

2.6 Kompleksni projektivni prostor CP" je kvocijentni prostor jedini¢ne sfere
§2n+1 C C"*1 uz identifikaciju v ~ Av, A € C, |\ = 1.
Na CP” mozemo gledati i kao na kvocijentni prostor diska D" pri
identifikaciji v ~ Av, v € D?", ovako: Tocke sfere S2"t1 C C"*1 kojima
je zadnja koordinata realna i nenegativna su toc¢no tocCke oblika
(w, (/1 —[w[?,0)) € C" x C za |w| < 1. Takve toke upravo &ine graf
funkcije w — /1 — [w|?, i to je disk D2" C C" x R omeden sferom
§2n=1 C §27*1 koju &ine tolke oblika (w,0) € C" x C za koje je |w| = 1.
Svaka tocka sfere S2"*1 ekvivalentna je uz identifikaciju v ~ Av nekoj
tocki diska Dfr", i ta je tocka jedinstvena ako je zadnja koordinata
razli¢ita od 0. Ako je zadnja koordinata jednaka O onda jednostavno
imamo identifikaciju v ~ Av za v € §2"71,
Uz ovaj opis CP" 22 D2"/(v ~ Av) za v € §2"71, |\| = 1, CP" se dobije
od CP"~! dodavanjem jedne 2n-éelije €?" pomoéu kvocijentnog
preslikavanja $2"~1 — CP"! paje CP"=eUe?U---Ue?".
Beskonac¢nodimenzionalan kompleksan projektivni prostor
CP* :=J, CP" ima po jednu Celiju u svakoj parnoj dimenziji.
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Karakteristicno preslikavanje. Potkompleks

Svaka celija €] ima pripadno karakteristicno preslikavanje

®,: D} — X koje prosiruje preslikavanje lijepljenja ¢, i koje je

homeomorfizam nutrine Int D) na e/]. Na ®, mozemo gledati kao

na kompoziciju D7 < X1 1y pp Koo, e x

Npr. karakteristi¢no preslikavanje i-¢elije e’ prostora RP" je

kvocijentno preslikavanje D' — RP’ C RP".

Potkompleks Celijskog kompleksa X je zatvoren potprostor A C X

koji je unija nekih ¢elija od X. Jer je A zatvoren, za svaku ¢eliju e},

u A je slika pripadnog ®,, sadrzana u A, pa je i slika pripadnog ¢,

sadrzana u A, pa je i A Celijski kompleks.

Naprimjer, X" je potkompleks Celijskog kompleksa X.

Za k < n je RP* potkompleks od RP”, i sli¢no CP*k C CP".

Par (X, A) gdje je A potkompleks od X naziva se CW par.
Oprez: Postoje i relativni CW kompleksi. To je nesto drugo, iako je

oznaka takoder (X, A), ali A nije nuzno potkompleks od X.
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Jedna druga CW struktura sfera

Promotrimo ,standardne” inkluzije sfera S° C S C ... C §".
Ako na Sk uzmemo CW strukturu kao u primjeru 2.3 (jedna
0-Celija i jedna k-¢elija), onda ovo nisu potkompleksi od S”.

Da bi S¥ bio potkompleks od S”, k < n, treba na sferama uzeti
jednu drugu CW strukturu: induktivno, S¥ mozemo izgraditi tako
da na ,ekvator” S¥~1 dodamo dvije k-éelije. Sada je S" Celijski
kompleks koji u svakoj dimenziji i < n ima po dvije i-Celije,

i Sk C S" je potkompleks za sve k < n.

Sada mozemo definirati i beskonaénodimenzionalnu sferu

5% :=,S", ito je opet CW kompleks.

Kvocijentno preslikavanje S — RP* koje identificira antipodne
tocke identificira dvije n-Celije od S u jednu n-Celiju od RP*°.
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Produkti

Ako su X i Y CW kompleksi onda i produkt X x Y ima prirodnu
CW strukturu s Celijama ey x e, gdje e, prolazi svim Celijama
od X a eg svim Celijama od Y.

Primjer: Celijska struktura torusa S* x S?.

Opéenito ima jedna mala poteskoca: CW topologija na X x Y je
nesto finija (slabija) od produktne topologije, ali se obje topologije
podudaraju ako je barem jedan od kompleksa X ili Y konacan ili
ako su oba prebrojiva.

U nasim primjenama ne¢emo s tim imati problema.
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Kvocijenti

Ako je (X, A) CW par onda kvocijent X/A nasljeduje prirodnu CW
strukturu od X: Celije od X /A su ¢elije od X \ A zajedno s jednom
novom 0-¢elijom, onom u koju se stegne cijeli A.

Za Celiju 7 od X \ A s preslikavanjem lijepljenja ¢q: St — X1,
pri¢vrstno preslikavanje odgovarajuée Celije od X/A dano je
kompozicijom §7~1 22 xn-1 Xn=t/An—1,

Primjer:

Neka je X = M, ploha roda g s CW strukturom kao u uvodu

(jedna 0-celija, 2g 1-Celija i jedna 2-éelija) i neka je A = X' 1-skelet.
Tada X/A ima jednu 0-Celiju i jednu 2-éeliju, dakle X/A = S2.
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Suspenzija

Suspenzija SX prostora X je kvocijent dobiven od produkta X x /
tako da se X x {0} stegne u jednu i X x {1} u drugu tocku.
Motivirajuéi primjer je sfera: za X = S" je SX = §"*t1 tj. S S" = S"*1,

Na suspenziju mozemo gledati kao £

na dvostruki konus, tj. uniju dvaju A

konusa CX == (X x I)/(Xx {0}). L.,/
N/

Ako je X celijski kompleks onda suspenzija SX dobiva CW
strukturu kao kvocijent produkta X x /, gdje segment / ima
standardnu CW strukturu: dvije 0-Celije i jedna 1-Celija.

Suspenzije imaju vaznu ulogu u algebarskoj topologiji jer
omoguéuju snabdijevanje prostora i algebarskim strukturama.
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Spoj (join)

Konus CX je unija svih segmenata koji spajaju tocke od X

s jednom vanjskom tockom, vrhom konusa. Suspenzija SX

je unija svih segmenata koji spajaju tocke od X s dvije vanjske tocke.
Opéenito, ako su X i Y dva prostora onda definiramo prostor koji se
sastoji od svih segmenata koji spajaju tocke od X s tockama od Y.
Dobiveni prostor je spoj X + Y koji je de-
finiran kao kvocijent produkta X x Y x [

uz identifikacije (x,y1,0) ~ (x,y2,0) i Y qxﬁy
(x1,y,1) ~ (x2,y,1). Dakle, Xx Y x{0}

se sabijeu X a X x Y x {1} u V. !

Opcenito, X x Y sadrzi X i Y kao potprostore, a sve se ostale

tocke (x,y, t) nalaze na jedinstvenom segmentu koji spaja tocke
xeEXCXxYiyeYCXxY.

Prakticno je tocke iz X = Y zapisivati kao tix + try uz 0 < t; < 1i

ti +to =1, uz pravilo Ox + 1y = y i 1x + 0y = x.
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Visestruki spoj. Simpleks

Analogno se definira viSestruki (iterirani) spoj X1 * Xp % - - - X, kao
skup formalnih linearnih kombinacija tix3 + - 4+ tpxp, 0 < t; < 1,
ti +---+ tp = 1, uz dogovor da se sumandi oblika Ox; ispuste.
Uz ovaj opis spoja, operacija spoja je ocito asocijativna.
Posebno je vazan slucaj kada je svaki X; jedna toc¢ka. Spoj od n
tocaka je konveksan poliedar dimenzije n—1 koji nazivamo simpleks.
Konkretno, ako su tocke upravo vektori standardne baze u R"” onda
je njihov spoj standardni (n — 1)-simpleks

A= {(ty,...,t) ER":ty + -+ t, =1, t; > 0}.
Drugi zanimljiv slu¢aj je kada su X; = S, dvije to¢ke. Onda se spoj
X1 % - -+ % X, sastoji od 2" simpleksa A"~!, i homeomorfan je S"1.
Ako su X i Y CW kompleksi onda i X x Y ima CW strukturu tako
dasu X i Y potkompleksi a preostale Celije su Celije produkta
X xY x(0,1). (I ovdje je onaj mali problem s CW topologijom
koja moze biti slabija od produktne.)
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Wedge (klin)

Neka su X i Y prostori s istaknutim tockama xg € X i yp € Y.
Wedge ili jednotockovna unija X V'Y je kvocijent disjunktne
unije X U Y dobiven identifikacijom tocaka xp i yo.

Analogno se definira wedge \/, X, od proizvoljne familije
punktiranih prostora, i ponekad se naziva buket.

Ako su (X, xa0) punktirani CW kompleksi, tj. (Xu, {Xa0}) su CW
parovi za sve «, onda je i \/, X, CW kompleks.

Primjer: Za svaki Celijski kompleks X je X"/X"~1=2\/ Sn

s po jednom n-sferom za svaku n-Celiju od X.
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Smash produkt

| to je jedna konstrukcija vazna u algebarskoj topologiji.

Neka su (X, x0) i (Y, o) punktirani prostori (tj. prostori s
istaknutom to¢kom). Potprostor {xp} x YU X x {yo} C X x Y je
zapravo X V Y. Smash produkt ili reducirani produkt X \'Y se
definira kao kvocijent X x Y/X VY.

Ako su (X, x0) i (Y, y0) (punktirani) CW kompleksi onda je i

X A'Y (punktiran) CW kompleks.

Primjer: Uz standardnu CW strukturu sfera, S™ A S” je CW
kompleks s jednom 0-¢elijom i jednom (m + n)-Celijom, dakle
SMA S gmEn,
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Stezanje potkompleksa

Jedna metoda ustanovljavanja homotopske ekvivalencije koju smo
dosad imali je bila bazirana na cinjenici da postoji deformacijska
retrakcija cilindra preslikavanja M¢ na kodomenu od f.
Sada ¢emo upoznati jo$ dvije metode:

@ stezanje izvjesnog potprostora u tocku, i

@ promjena nacina na koji su dijelovi prostora sastavljeni.

Stezanje potprostora: Obic¢no se stezanjem nekog potprostora u tocku
homotopski tip prostora drasticno mijenja. Medutim:

Ako je (X, A) CW par t.d. je potkompleks A
kontraktibilan onda je kvocijentno preslikavanje
X — X /A homotopska ekvivalencija.

Ovu éemo tvrdnju dokazati u propoziciji 5.2, a sada ¢emo najprije
pogledati neke primjene.
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Primjer: grafovi

4.1 Tri grafa Q—Q _ @Q koje smo ranije promatrali,
homotopsRT su &kvivaténtnTpros su sva tri deformacijski

retrakti istog prostora— kruga s dvije rupe.

Istu Cinjenicu mozemo ustanoviti i temeljem navedenog , kriterija
stezanjem” jer stezanjem segmenta u sredini prvog i treceg grafa
dobivamo srednji graf.

Opcenitije, neka je X povezan konadan graf. Stegnemo li neko
maksimalno stablo u tocku dobit ¢emo homotopski ekvivalentan
graf koji je buket kruznica \/7" S* (stezanje se moze raditi i
postepeno stezudi svaki put po jedan brid s razli¢itim krajevima).
Postavlja se pitanje mogu li dva takva buketa \/{" St i \/7 S! biti
homotopski ekvivalentni a da nisu izomorfni, tj. da nije m = n?
Odgovor je NE, ali to nije lako direktno dokazati.

Fundamentalna grupa—alat koji ¢emo uskoro upoznati— bit ée
kao narucen za dokaz te i sli¢nih Cinjenica.
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Primjer: CXAVACE

4.2 Jesu li prostori €§ i ‘ homotopski ekvivalentni?

Neka je prostor X jednak sferi S? kojoj je u

sjevernom i juznom polu svojim krajevima ‘\
pricvrécen segment A, i neka je B C S? - ‘9
jedan meridijan. CW struktura na X je: X/A

NI
~
1-¢elije (nutrine lukova Ai B) i jedna 2-¢elija. X

Kako je A kontraktibilan to je X/A ~ X. X/B
Isto je tako i X/B ~ X jer je i B kontraktibilan.

Zato su i X/A i X/B medusobno homotopski ekvivalentni.

Dakle, 2-sfera s dvije identificirane tocke i buket 2-sfere i 1-sfere su
homotopski ekvivalentni prostori— Cinjenica koja na prvi pogled
sigurno nije oCigledna.
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Homotopski ekvivalentne ali ipak razlicite ogrlice

4.3 Neka je X torus s n meridijanskih diskova. Fiksirajmo jednu
paralelu i tako dobivamo CW strukturu na X: n 0-Celija (sjecista
odabrane paralele s rubovima meridijanskih diskova), 2n 1-¢elija
(n dobivenih dijelova odabrane paralele i n ostataka rubova
meridijanskih diskova) i 2n 2-Celija.

~ 68 - e
Z

Stisnemo li svaki meridijanski disk u tocku dobivamo prostor Y
(ogrlica s n perli jedna do druge).

Z je niska s n perli zatvorena uzicom.

W je ,zvecka” s n zveckica i uzicom.

Svi su ti prostori istog homotopskog tipa.
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Primjer: reducirana suspenzija

4.4 Neka je (X, xp) punktirani CW kompleks. Stegnemo li segment
{x0} x I € SX u tocku, dobivamo homotopski ekvivalentan CW
kompleks reduciranu suspenziju X, XX ~ SX.
lako je obi¢nu suspenziju lakse vizualizirati, reducirana suspenzija
je obi¢no jednostavniji prostor. Npr. S(S* v S!) je unija dviju sfera
slijepljenih duz zajednickog luka, dok je ¥ (S! Vv S') = S? v S2.
Op¢enito, za svaka dva CW kompleksa je Z(XV Y)=XX VLY.
Uodi da vrijedi

X = SX/({xo} x 1) = ((X x I/X x {0})/(X x {1})) /({x0} x 1)
=(Xx1)/(XxdlU{x} x1)

XASt=XA(1/01) = (X x (1/01))/({x0} x (1/o1) U X x {01})
= (X x 1/X x 1)/ ({xo} x (1/01)) = (X x )/(X x 91U {x0} x I)

paje XX = X A St
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Sljepljivanje prostora

Druga metoda ustanovljavanja homotopske ekvivalencije dvaju prostora je
Promjena nacina na koji su dijelovi prostora sastavljeni

Imamo prostor Xp i na njega zelimo ,,nalijepiti” prostor Xj tako da

toCke podskupa A C Xj identificiramo s nekim tockama od Xjp.

Tocnije, za preslikavanje f: A — Xy napravimo kvocijent

disjunktne unije Xp U X identifikacijama f(a) ~ a, a € A.

Dobiveni prostor oznacujemo Xy Lis Xi i kazemo da je dobiven od

prostora Xy lijepljenjem prostora X1 duz A pomocu preslikavanja f.

Kada je (X1,A) = (D", S"~1) onda se radi o dodavanju n-éelije

prostoru Xy pomocu preslikavanja f: S"~1 — Xj.

Takvom je konstrukcijom napravljen i My, cilindar preslikavanja f: X — Y.
Tocnije, Mg = Y Us (X x 1) je dobiven lijepljenje na Y prostora

X x | duz skupa X x {1} pomocu preslikavanja (x,1) — f(x)

(koje je u biti preslikavanje f).
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Konus preslikavanja

Konus preslikavanja f: X — Y je prostor

Cr == Y Ur CX dobiven lijepljenjem na Y konusa
CX = (X x1)/(X x{0}) duz baze konusa X x {1} vy
pomocu preslikavanja (x, 1) — f(x).

Naprimjer, konus Cr preslikavanja f: S"~1 — Y je prostor dobiven
od Y dodavanjem n-Celije pomocu preslikavanja f.

Na konus preslikavanja Cr moZemo gledati i kao na kvocijentni
prostor Mg/ X dobiven od cilindra preslikavanja My stezanjem baze
X = X x {0} u tocku.

X x {0}
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Variranje pricvrstnog preslikavanja

Variranjem preslikavanja f nekom homotopijom f;, prostor dobiven
sljepljivanjem ¢e se neprekinuto mijenjati. Za ,lijepe” prostore i
promjene su ocekivane. Vrijedi:

Neka je (X1,A) CW par a f ~ g: A — Xy homotopna preslikavanja.
Tada su prostori X Lr Xy i Xp Lg X1 istog homotopskog tipa.

Prije negoli to dokazemo (propozicija 5.3), pogledajmo nekoliko primjera.
4.5 Na sferu S? kojoj su identificirane dvije tocke moZemo
gledati i kao na prostor dobiven od kruZnice S* na koju je
nalijepljena sfera duz nekog luka A koji se ,,namota” na
kruznicu. Kako je A kontraktibilan, pricvrstno preslika-
vanje je nulhomotopno, a dodavanje sfere kruznici pomocu
konstantnog preslikavanja luka, daje S*\ S2. Jer je (52, A) CW par,
sfera kojoj su identificirane dvije tocke je homotopski ekvivalentna
wedgeu SV 52, kao $to smo i na drugi nacin dokazali u 4.2.
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Jos nekoliko primjera

4.6 Na slican se nacin vidi da je ogrlica u primjeru 4.3 homotopski
ekvivalentna wedgeu kruznice i n 2-sfera (zvecka s n zveckica).

4.7 Neka je (X, A) CW par. Tada je X/A ~ X U CA, tj. kvocijent X/A
homotopski je ekvivaletan C;, konusu inkluzije i: A — X.
Zaista, kako je konus CA kontraktibilan potkompleks od X U CA,
to je X/A= (XU CA)/CA~ XU CA.

4.8 Neka je (X, A) CW par pri ¢emu A je kontraktibilan u X,
tj. inkluzija A < X je nulhomotopna. Tada je X/A ~ XVSA ~ XVIA.
Zaista, prema 4.7 je X/A ~ XU CA, a kako je A kontraktibilan u X,
to je X U CA, konus inkluzije A < X, homotopski ekvivalentan
konusu konstantnog preslikavanja A — x € X, koji je jednak XV SA.
Naprimjer, za i < n je S"/S" ~ S" v S™1 jer je i-sfera S
kontraktibilna u n-sferi za i < n.
Tako, naprimjer, ponovno dobivamo $2/S% ~ S2 v/ St
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Svojstvo prosirenja homotopije

Svojstvo prosirenja homotopije je jedno ,tehni¢ko” svojstvo koje se
pojavljuje u mnogim situacijama i vrlo je korisno.

Radi se o sljedecem: pretpostavimo da imamo preslikavanje

fo: X = Y i na potprostoru A C X homotopiju f;: A— Y
restrikcije fo|A koju Zelimo prosiriti do homotopije f;: X — Y
danog preslikavanja fy.

Ako je par (X, A) takav da ovaj problem prosirenja uvijek ima rjesenje,
onda se kaze da par (X, A) ima svojstvo proSirenja homotopije,
ili da je inkluzija A <— X kofibracija.

Dakle, par (X, A) ima svojstvo proSirenja homotopije (HEP),

ako se svako preslikavanje X x {0} UA x | — Y moze prosiriti do
preslikavanja X x [ — Y.
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Svojstvo prosirenja homotopije i retrakcija na ,,dimnjak”

Specijalno, ako par (X, A) ima svojstvo proSirenja homotopije onda
se identiteta X x {0} UA x I — X x {0} U A x | moZe prosiriti do
preslikavanja X x | — X x {0} UAx [, tj. ,dimnjak” X x {0} UA X [
je retrakt od X x [.

Vrijedi i obratno: ako postoji retrakcija X x [ — X x {0} UA x [,
onda par (X, A) ima svojstvo proSirenja homotopije, jer se svako
preslikavanje X x {0} UA x | — Y komponiranjem s tom
retrakcijom prosiruje do preslikavanja X x | — Y.

Dakle, (X, A) ima HEP <= X x {0} U A x | je retrakt od X X .

Ako par (X, A) ima svojstvo prosirenja homotopije onda i par
(XxZ,AxZ) ima svojstvo prosirenja homotopije za svaki prostor Z .

Zadatak: Dokazite ovo direktno iz definicije!
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Nema svaki par svojstvo prosirenja homotopije

Ako je X Hausdorffov i par (X, A) ima HEP onda je A zatvoren
potprostor od X. Naime, X x {0} U A x I, kao retrakt od X x /, je
zatvoren u X x I. Uzmemo li presjek s X x {1}, zaklju¢ujemo da je
A x {1} zatvoren u X x {1}, pa je A zatvoren u X.
Ali iako je A C X zatvoren, par (X, A) ne mora imati HEP.
Primjer: Neka je A = {0,1, %, %,%,...} C [0,1].
Tada par ([0,1], A) nema svojstvo prosirenja
homotopije jer [0,1] x {0} U A x [ nije retrakt
od [0,1] x /. Razlog je lo3a lokalna struktura
para ([0, 1], A) oko O.
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Primjer

5.1 Neka je (X, A) par t.d. A ima okolinu koja je cilindar preslikavanja,
tj. A ima zatvorenu okolinu N koja sadrzi potprostor B (nesto kao
rub od N) t.d. postoji preslikavanje f: B — A i homeomorfizam
h: Mg — N t.d. je h|(AUB) = 1au8.

Tada par (X, A) ima svojstvo prosirenja homotopije.
Naprimjer, ,,debela” slova iz uvoda su okoline u R?  tankih” slova
koje jesu cilindri preslikavanja.

Slika pokazuje zasto kaZzemo da je B samo ,,nesto kao rub” od N.
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Okolina koja je cilindar preslikavanja osigurava HEP

Dokaz : [0,1] x {0} U{0,1} x [ je retrakt od [0, 1] x /
pa je B x [0,1] x {0} UB x {0,1} x I retrakt od B x [0,1] x /.
To inducira retrakciju Mg x | — Mg x {0} U(AUB) x .

"8 Hﬂﬂ il L~
A ==

[0,1] Mr x {0} U(AUB) x I

Stoga par (Mf, AU B) = (N, AU B) ima svojstvo prosirenja
homotopije.

Odavde slijedi da i par (X, A) ima svojstvo prosirenja homotopue
Zaista, neka je fo: X — Y preslikavanje i f;: A = Y

homotopija restrikcije fo|A. Na X\ (N\B) = (X\N)UB /A N
stavimo stacionarnu homotopiju odredenu s fy. Zbog

svojstva prosirenja homotopije za (N, AUB), postoji prosi-

renje unije tih homotopija i na ostatak, tj. na okolinu N. []
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CW parovi imaju svojstvo prosirenja homotopije

Propozicija 5.1

Ako je (X, A) CW par onda je X x {0} U A x I deformacijski
retrakt od X x | pa par (X, A) ima svojstvo prosirenja homotopije.

Dokaz : Neka je r: D" x | — D" x {0} U9JD" x [ retrakcija.
Tadajes (x,t) — t r(x)+(1—t)x definirana deformacij- /—\
ska retrakcija r; s D" x I na D" x {0} UOD" x I. Kako se
X" x | dobiva od X" x {0}U(X""tUA") x | dodavanjem
nekih kopija od D" x| duz D"x{0}UdD"x I, homotopije r; induciraju
deformacijsku retrakciju od X" x I na X" x {0} U (X" "L UA") x I.
Napravimo i tu deformacijsku retrakciju u vremenu [5, 5],
i nadovezemo li sve te homotopije jednu na drugu, dobivamo
deformacijsku retrakciju od X x / na X x {0} UA x [.
Neprekidnost u t = 0 slijedi iz ¢injenice da je, za sve n, na X" x [
ta homotopija stacionarna za t € [0, ﬁ] i jer CW kompleks
X x | ima slabu topologiju s obzirom na skelete. O
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§5. Svojstvo prosirenja homotopije

Stezanje kontraktibilnog potprostora u tocku

Propozicija 5.2 (obecana)

Ako par (X, A) ima HEP i A je kontraktibilan, onda je kvocijentno
preslikavanje q: X — X /A homotopska ekvivalencija.

fe

Dokaz : Neka je f;: X — X homotopija koja prosiruje X X
kontrakciju od A, i fo = 1x. Jer je :(A) C A,
f¢ inducira homotopiju f;: X/A — X/A. 9 B 9

X/A—t o x/a
Za t =1 je fi(A) = %, pa f; inducira preslikavanje ‘
z 1
X

g: X/A— Xtd.jegq=f. Oitovrijediigg =f. X

Preslikavanja g i g su medusobno inverzne homo- ql / lq
.

topske ekvivalencije jer je gq = f ~fy = 1x i —

x/A— s x/a

757
gg=hH=fo=1x/a O
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Lijepljenje pomoéu homotopnih preslikavanja

Propozicija 5.3 (ja¢a od obeéane)

Neka je (X1,A) CW para f ~ g: A— Xy neka su homotopna
preslikavanja. Tada je Xo Us X1 >~ Xo Llg X1 rel Xo.

Pritom, za parove (W, Y) i (Z,Y) kazemo da je W ~ Zrel Y ako
postojep: W = Ziy: Z - Wtd.jevvpo~1yrel Yipyy ~1zrelY,
tj. homotopije su stacionarne na Y. To je jale nego (W, Y) RdlBzY).
Neka je F: A x | — Xy homotopija od f do g. Prostor

Xo Ur (X1 x 1) sadrzi Xo U X1 i Xo Ug Xq kao potprostore.

Kako je (X1, A) CW par, prema propoziciji 5.1, postoji

deformacijska retrakcija od X; x I na X; x {0} UA x I, koja

inducira deformacijsku retrakciju od Xp g (X1 x 1) na Xp Us Xi.
Analogno, postoji deformacijska retrakcija od Xo Ug (X1 X /)

na Xpllg X1. Obje ove deformacijske retrakcije su identitete na Xp pa
zajedno daju homotopsku ekvivalenciju Xo Lif X1 ~ Xo Lg X rel Xo. [
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Uz dokaz propozicije 5.3
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Tehnicka propozicija i njezine korisne posljedice

Propozicija 5.4

Neka su (X, A) i (Y, A) parovi sa svojstvom prosirenja homotopije
i neka je f: X — 'Y homotopska ekvivalencija t.d. je f|A = 1,.
Tada je f homotopska ekvivalencija rel A.

Dokaz visekratno koristi HEP (detalje vidi u [Hatcher]).

Neka par (X, A) ima svojstvo prosirenja homotopije.
Ako je inkluzija A — X homotopska ekvivalencija onda je A
deformacijski retrakt od X.

Da vrijedi i obrat, ocito je iz definicije deformacijske retrakcije.

Dokaz : Primijeni prethodnu propoziciju na inkluziju A — X. L]
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Homotopska ekvivalencija i cilindar preslikavanja

Korolar 5.6 (i to smo bili obecali dokazati)

Preslikavanje f: X — Y je homotopska ekvivalencija ako i samo
ako je X deformacijski retrakt cilindra preslikavanja M;.

Dakle, prostori X i Y su homotopski ekvivalentni ako i samo ako
postoji treéi prostor koji sadrzi X i 'Y kao deformacijske retrakte.

Dokaz : = Neka je f: X — Y homotopska ekvivalencija, f Y
i,j inkluzije kao u dijagramu. j je homotopska ekvivalencija / )
paje i~ jf: X — Mr homotopska ekvivalencija. Sada X5 JJ
primijenimo prethodni korolar na par (Mg, X) koji ima ’\~
HEP prema primjeru 5.1 (uz N = X x [0, 3] € M¢).
< Retrakcija r: My — Y je homotopska ekvivalencija. /
Ako je X deformacijski retrakt od M¢ onda je i inkluzija x 7 = Wr
i: X = M;s homotopska ekvivalencija, pa je i f = ri \
homotopska ekvivalencija. O My
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Ulancane kruznice

»Znamo" da kruznice A i B na slici ne mozemo
rastaviti nikakvim stezanjem/rastezanjem, gura-
njem/povlacenjem i sl. Fundamentalna grupa ce

omoguciti strog dokaz te Cinjenice. A g
No kruznica B moze i vise puta obilaziti A,

a i orijentacija moze biti vazna. (’ )
Dogovorimo se da je broj obilazaka B oko A poziti- A = B
van ako B prolazi ,odostrag prema napred” kroz A,

negativan ako je obratno, i da je taj broj jednak

nuli ako A i B nisu ulancane. (/ )
Dakle, svakoj orijentiranoj kruznici B pridruzen je A < B>
neki cijeli broj, i obratno za svaki n € Z imamo

kruznicu B, koja n puta obilazi A. QA

Ali, htjeli bismo viSe, jer cijeli brojevi nisu samo kl") B,

skup—oni se mogu zbrajati, Cine grupu.
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»Zbrajanje” petlji

Na orijentiranu kruznicu mozemo gledati kao na petlju—put s
istim pocetkom i zavrSetkom, a petlje iz iste tocke xg mozemo
,zbrajati” nadovezivanjem.

Npr. ako su B; i Bj dvije petlje koje jednom obilaze A, njihov zbroj
B: + Bj obilazi A dva puta, kao i petlja By na koju se By + Bj
moze deformirati. Sli¢no se petlja By + B_1 deformira u petlju By
koja uopce ne obilazi A (nije ,zapetljana” s A).

(o=~ (=
(&=~ (=
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Borromeovi® prsteni

Pogledajmo jedan kompliciraniji primjer s 3 isprepletene kruznice:

A B

(N\N\/ (l_)
\
c C

Kao i ranije, na jednu od kruznica, C, gledamo kao na petlju u
komplementu ostale dvije. Mozemo li ju ,otpetljati”"? Najprije
,odvuéemo” A od B. Krenemo |i duz C od istaknute tocke u
oznacenom smjeru prolazimo ,napred” kroz A, ,napred” kroz B,
,hatrag” kroz A, ,,natrag” kroz B. Mjerimo li obilazak oko kruznica

A'i B s dva cijela broja, za svaku od njih ti su brojevi jednaki 0, Sto
reflektira Cinjenicu da C nije zapetljana niti s A niti s B zasebno.

2Vitaliano Borromeo (1620-1690), talijanski arhitekt
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Nekomutativnost

Oznacimo svaki prolaz petlje C kroz
A'i B slovima a i b ako je ,,napred”,
odnosno a=! i b~! ako je ,natrag”.
C mozemo deformirati u sumu (pro-
dukt) aba~'b~! od 4 petlje, tj. ko-
mutator od ai b, i Cinjenica dase C ne
da ,raspetljati” od AU B znadi da taj
komutator nije trivijalan, tj. dobivena
grupa nije komutativna (i obratno).

A /{_ - Q

N\

Ovo je jedna varijanta
Booromeovih prstenova.
| tu je C komutator ,,pro-
laza" petlji a i b kroz A
i B, ali je sada taj komu-
tator trivijalan.
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Usporedba

Usporedimo ove dvije varijante Booromeovih prstenova:

A 5 A N B
(N ™ /\)

C ~

C

A@BW AQ@ 2

U ¢éemu je razlika? Samo u jednom podvoznjaku/nadvoznjaku.

Q
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Putevi i homotopije

Put u prostoru X je preslikavanje f: | — X, I =0,1].

Homotopija puteva je familija presli-

kavanja f;: | - X, 0<t<1td. je

(1) f(0) = xo, f(1) = x1 zasve t, i

(2) Pridruzeno preslikavanje F: | x | — X definirano s
F(s,t) = fi(s) je neprekidno.

Kazemo da su putevi fy i fi homotopni i pisSemo fy ~ fi,

ili fy L fi ako zelimo naznaditi i samu homotopiju.

U R” svaka su dva puta sa zajedni¢kim krajevima homotopna
linearnom homotopijom fi(s) = (1 —t) fo(s) + t fi(s).

To isto vrijedi i u svakom konveksnom potprostoru od R”.
Put f za koji je £(0) = f(1) = xo naziva se petlja u xg.

Svaka je petlja u (konveksnom potprostoru od) R" nul-homotopna,
tj. homotopna konstantnoj petlji.
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Homotopske klase

Propozicija 7.1

Homotopnost puteva sa zajednickim krajevima je relacija
ekvivalencije.

Klasu ekvivalencije puta f nazivamo njegovom homotopskom
klasom i ozna¢avamo [f].

f
Dokaz : Tranzitivnost: Akojefoéﬁiﬂ:goggl,
. ht . . f2t ’Ogtg
onda je fy >~ g1, gdje je h; :=
Je fo = g1, gaje Je Nt {g2t—1;;§t§

Refleksivnost i simetrija su ocite. ]
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Produkt puteva

Za puteve f,g: | — X za koje je f(1) = g(0) definira se
produktni put f « g formulom (f «g)(s) := { f(2s) ) ?

Produkt puteva ,dobro se ponasa” prema ho-
f
motopijama, tj. ako su fy ~

L fig £ogi
fo(1) = go(0) t.d. je produkt fyegp definiran, @@

onda f; « g; definira homotopiju foe gy ~ f1 * g1. fo &0
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Fundamentalna grupa

Neka je X prostor, xg € X fiksirana bazna tocka, i promatrajmo
samo puteve u X koji pocinju i zavrSavaju u xp, dakle petlje u xg.
Oznadimo s m1(X, xp) skup svih homotopskih klasa [f] petlji u xo.

Propozicija 7.2

m1(X, x0) je grupa s obzirom na mnoZenje [f][g] := [f * g].

To je fundamentalna grupa prostora X u baznoj tocki xg.

Dokaz : Reparametrizacija puta f je kompozicija f gdje je ¢: | — |
bilo koje preslikavanje t.d. je ¢(0) =01i (1) = 1.

Ocito je uvijek o g4 f, gdje je pe(s) = (1 —t) p(s) + ts.

Asocijativnost: Nekasu f, g, h: | — X putevi t.d. je f(1) = g(0)
i g(1) = h(0) pa su definirani produkti (feg)ehife(geh).
Tada je put f+(g«h) reparametrizacija puta (fsg)eh po-
mocu po dijelovima linearne funkcije ¢ kao na slici.

<1
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m1(X, x0) je grupa

Neutralni element: Neka je f: /| = X put od xp do x; a ¢y : [ = X
neka je konstantan put u x;. Tada je f « ¢, reparametrizacija puta f
funkcijom ciji je graf na prvoj slici. Sli¢no, put ¢y, * f,
gdje je ¢y, konstantan put u xp, je reparametrizacija
puta f funkcijom Ciji je graf na drugoj slici.
Dakle, [cx,] je neutralni element u 7m1(X, xp).

Inverz: Za put f od xg do x; inverzni put f je put od x; do xg

definiran kao f(s) := f(1 —s).

Neka je i: | — [ identiteta, dakle put u/odO0Odo 1, acy: [ —/

neka je konstantan put u 0. Tada je i*i ~ ¢ jer je | konveksan,

pa je

fef =(foi)s(foi)=Ffo(isi)~Ffocy=cCy.

Sli¢no se vidi da je f « f ~ ¢,,, pa je, kada se radi o petljama, [f] = [f]~1.00

Primjer: Za svaki konveksan X C R” i svaku toc¢ku xg € X je m1(X,xp) = 0.
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Ovisnost o baznoj tocki

Ovisi li fundamentalna grupa o izboru bazne toc¢ke? OCito da.
Jasno je da se mozemo nadati nekoj vezi izmedu 71 (X, xo) i m1(X, x1)
jedino ako xp i x1 leze u istoj komponenti povezanosti putevima.

Za put h: | = X od xp do xq i petlju f u xg /iL‘Q
definirajmo B4([f]) := [hef«h]. X0 o f

Propozicija 7.3

Br: m1(X, x1) = m1(X, x0) je izomorfizam grupa.

Dokaz : Ako je f; homotopija petlji u x; onda je he f; « h homotopija
petlji u xp pa je B, dobro definirano.
Nadalje, By([f +g]) = [hefegeh] = [hefehehegeh] = Bu([f]) Bn(lg]).
pa je 8, homomorfizam.
Konatno, B, B([f]) = Bu([hefeh]) =[hehefeheh] =[f],
i slicno je Bz Bn([f]) = [f]. pa je Bh izomorfizam s inverzom 3;. [



Algebarska topologija
2. FUNDAMENTALNA GRUPA
§7. Putevi i homotopije

Jednostavno povezani prostori

Dakle, ako je prostor X putevima povezan onda je grupa m1(X, xo),
do na izomorfizam, neovisna o baznoj tocki xp, pa se Cesto
oznacava jednostavno 71(X) ili samo 1 .X.

Za prostor X kazemo da je jednostavno povezan ili 1-povezan
ako je putevima povezan i m1(X) = 0. Odito vrijedi

Propozicija 7.4

X je jednostavno povezan akko za svake dvije toCke postoji
jedinstvena homotopska klasa puteva koji povezuju te tocke. [

Primjer povezanog

(ne putevima povezanog)

prostora kod kojeg 4
fundamentalna grupa

ovisi 0 baznoj tocki




Algebarska topologija
2. FUNDAMENTALNA GRUPA
§8. Fundamentalna grupa kruznice

Fundamentalna grupa kruznice

Ozna¢imo s wy,: | — St petlju s — (cos2wns,sin27ns) u to&ki
(1,0) € St, i neka je ®: Z — 71(S?) definirano s ®(n) := [wh].

Teorem 8.1

Preslikavanje ®: 7, — m1(S') je izomorfizam grupa.

Dokaz: Ozna¢imos p: R — S preslikavanje s ~— (cos 27s, sin 27s). C\/
Tada je w, = pwp gdje je w,: | — R definirano s wy(s) := ns. dR
Kaze se da je put w, podizanje petlje w,. Zbog konvek- d
snosti prostora R je ®(n) = [p o f] za bilo koji put f u R {
od 0 do n, jer je f ~ &, za svaki takav put.
Neka je 7, R — R translacija 7(x) := x + m. lp )
Tada je W *(Tm © W,) put u R od 0 do m+ n, pa je OS
(m+ 1) = [p 0 (@ *(rm 0 G2)] = [(p 0 Gm) +(p © 7m 0 &)

— [(p o @m) (P 0 Gn)] = @(m) &(n).

tj. ® je homomorfizam. /
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® je izomorfizam

Kako bismo dokazali da je ® izomorfizam, dokazat ¢emo:

(a) Za svaki put f: | — S* iz to¢ke xg € S i svaku tocku
% € p~1(x0), postoji jedinstveno podizanje f:1>R
s pocetkom u Xp.
(b) Za svaku homotopiju f;: [0,1] — S! puteva s poetkom u xq
i svaku tocku Xp € p~*(xg), postoji jedinstvena homotopija
puteva f;: [0,1] — R s pocetkom u Xy koja podize f;.
Pokazimo najprije kako iz ovih dviju tvrdnji slijedi teorem:
Surjektivnost: Za [f] € m1(S') = 71(SY, (1,0)) neka je 7: [0,1] = R
podizanje od f s poCetkom u 0 € R.
Tadaje f(1)=nec Z CR zaneki n, i ®(n) =[po f]=[f]. /
Injektivnost: Neka je ®(m) = &(n), tj. fo == wm ~ w, =: fi. Neka je £,
podizanje te homotopije s pocetkom u 0 € R. Zbog jedinstvenosti
podizanja je fo=m i fh = wn. Jer je f homotopija puteva,
krajevi miruju, pa je m = wm(1) = fo(1) = A(1) = @p(1) = n.
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Dokaz tvrdnji (a) i (b)

Obje ¢emo tvrdnje dobiti kao posljedicu sljedece tvrdnje:

Fo

(c) Za svaku homotopiju F: Y x | — S' i podizanje Y x {0} — R
Fo: Y x {0} — R restrikcije Fo = F|Y x {0}, o lp
postoji jedinstveno podizanje F: Y x| — R od F '

¢ija je restrikcija na Yx{0} zadano preslikavanje Fo. vyxi —f.o g
tj. i"_g = F.
Odavde slijedi tvrdnja (a) za Y = %, a tvrdnja (b) dobije se ovako:
Neka je Y = [0, 1]. Homotopiji f; u (b) pridruzeno je preslikavanje
F:[0,1] x | — S! definirano s F(s, t) := f(s).
Jedinstveno podizanje Fy: [0,1] x {0} — R dobije se primjenom (a).
Tada (c) daje jedinstveno podizanje F: [0,1] x | — R.
Restrikcije F|{0} x I i F|{1} x I su podizanja konstantnih puteva u S,
pa su to, zbog jedinstvenosti u (a), konstantni putevi u R.
Znadi, fi(s ) = F(s, t) je homotopija puteva, i f; je podizanje od f;
jerjepo F=F. V4
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Dokaz tvrdnje (c)

Za dokaz (c) rabit ¢emo sljedece svojstvo preslikavanja p: R — S':

Postoji otvoren pokriva& {U,} od S* t.d. se za svaki a, skup
p~(U,) sastoji od disjunktne unije otvorenih podskupova u R = (*)
t.d. je restrikcija od p na svakog od njih, homeomorfizam na U,,.

Najprije éemo za proizvoljnu tocku y € Y konstruirati podizanje
I:_y: Ny, x I — R za neku okolinu N, > y. Za svaki t, tocka

(y,t) € Y x I ima produktnu okolinu N; x (a¢, b) t.d. je

F(N; x (at, b)) C U, za neki . Zbog kompaktnosti, konaéno
mnogo takvih okolina pokriva {y} x /. Stoga postoji okolina N > y
i0=ty<t; < - <ty=1td. jezasvakii, F(N x [t;, tit+1])
sadrzan u nekom U,, kojeg ¢emo oznaciti U;.
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Nastavak dokaza tvrdnje (c¢)

Pretpostavimo induktivno da smo ve¢ konstruirali F na N x [0, t;].
Kako je F(N x [ti, tiy1]) C U;, prema (*) postoji otvoren skup

U; C R kojeg p homeomorfno preslikava na U;, t.d. je F(y, tj) € U;.
Mozemo postiéi da je F(N x {t;}) C U;, jer ako nije onda
zamijenimo N x {t;} s presjekom (N x {t;}) N F~1(U;)

t.j. smanjimo N tako da bude F(N x {t;}) C U;.

Sada mozemo definirati F i na N x [t,, t,+1] kao kompoziciju
preslikavanja F i homeomorfizma (p|U;)~t: U; — U;.

Nakon kona¢no mnogo koraka dobivamo podlzanje F N, xI—R
za neku okolinu Ny, > y. /
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Jedinstvenost podizanja u slucaju Y = *

Dokazimo sada jedinstvenost podizanja u specijalnom slucaju kada

je Y samo jedna tocka. U tom slucaju ne trebamo Y niti pisati, pa
pretpostavimo da su I:', F': 1> Rdva podizanja preslikavanja

F:1— S!td. je F(0) = F'(0). Kao ranije, odaberimo

O=to<t < <tm=1td jeza svel F([ti, ti+1]) C U;.
Pretpostavimo induktivno da je F=F nalo,t].

Zbog povezanosti, cijeli skup F([t;, t;i;1]) mora lezati u jednom od
disjunktnih otvorenih skupova U; koji se homeomorfno projiciraju na U;.
Zbog istog razloga i jer je F' (t,) = F(t,) mora biti i F’ ([t tipa]) € U..
Kako je p[U injekcija i poF = poF, mora biti F' = F na [ti, tiv1],
odakle indukcijom slijedi trazena jedinstvenost. /
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Kraj dokaza tvrdnje (c) i teorema 8.1

Dakle, oko svake tocke y € Y postoji okolina N, i podizanje

IN-_y: N, x I — R, i zbog dokazane jedinstvenosti, ta se podizanja
podudaraju na {y} x I kad god je y € N,» N N,». Tako dobivamo
dobro definirano jedinstveno podizanje F na cijelom Y x /.
Podizanje F je neprekidno jer je neprekidno na svakom N, x [,

a skupovi N, x [ su otvoreni i pokrivaju Y x [. []

Napomena: Preslikavanje p: R — S* definirano s p(s) := (cos 27s, sin 27s)
iz dokaza teorema 8.1 obic¢no se naziva eksponencijalno preslikavanje.
Naime, ako na S! gledamo kao na jedini¢nu kruznicu u
kompleksnoj ravnini, onda je p(s) = ™.
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Primjena: osnovni teorem algebre

Teorem 8.2 (Osnovni teorem algebre)

Svaki nekonstantni polinom s kompleksnim koeficijentima ima
nulto¢ku u C.

Dokaz : Pretpostavimo da p(z) = z"+a1z" 1+ - -+a, nema nulto¢ke u C.

Tada je za svaki r > 0 formulom f,(p)(s) = %, s €[0,1],

definirana petlja u S! bazirana u 1. Variranjem r unutar [0, r]
vidimo da su sve te petlje homotopne petlji fo(p), koja je

konstantna petlja u 1, pa je [fr(p)] =0¢€ m(St) zasve r.

Neka je r > max{1, |a1| + -+ + |an|}. Tada za |z| = r vrijedi

|2 = r"=r-r""t > (Jag| 4+ -+ an]) 277 > |arz" 4+ ay).
Zbog |2"| > |a1z" M- - +a,|, pr(2) := z"+t(a1z2" 14 - -+ap) nema
za t € [0, 1] nultoéaka na kruznici |z| = r. Familija £(P) je homotopija
od petlje ﬂ(po)(s):ezm”szw,,(s) do £P) pa je [wn] = [f,(p)] =0,

tj. n=0. L]
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Primjena: Brouwerov teorem o fiksnoj tocki u dimenziji 2

Teorem 8.3 (Brouwer ~ 1910.)

Svako neprekidno preslikavanje h: D?> — D? ima fiksnu tocku.

Dokaz : Pretpostavimo da je h(x) # x za sve x € D?. st
Neka je r(x) presjek sa S = 9D?, zrake iz h(x)
kroz x. Time je definirana retrakcija r: D> — S'.
Pokazimo da takva retrakcija ne moze postojati:

Neka je fy bilo koja petlja u S* bazirana u xp € S. ) %0

U D? postoji homotopija petlje fy do konstantne petlje u xp, pa ¢e

kompozicija retrakcije r s tom homotopijom dati homotopiju u S!

od fy do konstantnog preslikavanja u xg, $to bi znacilo da je svaka

petlja u S nulhomotopna, u kontradikciji s 71(S*) # 0. Ol
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Primjena: Borsuk-Ulamov teorem u dimenziji 2

Teorem 8.4 (Borsuk-Ulam)

Za svako neprekidno preslikavanje f: S? — R? postoji par
antipodnih toc¢aka x i —x t.d. je f(x) = f(—x).

Dokaz : Pretpostavimo da je f(x) # f(—x) zasve x. Tadajes g(x) := %

dobro definirano preslikavanje g: $2 — St. Petlja n(s) := (cos 27s, sin 27s, 0)
jednom obilazi ekvator od S? C R3, i neka je h:=gon: | — S%.

Zbog g(—x) = —g(x) i n(s + %) = —n(s), vrijedi

h(s+3) = g(n(s+3)) = g(—n(s)) = —g(n(s)) = —h(s) zasve s € [0, 3].
Neka je h: | — R podizanje petlje h. Tada je h(s + 1) = h(s) + £ za

neki neparan broj g (jer se 71(54—%) i h(s) projiciraju u dijametralne tocke).
Zbog neprekidnosti, g ne ovisi o s, pa je specijalno h(1) = h(3)+4 = h(0)+q.
Znadi h predstavlja g-struki generator od 71 (S?), a kako je g neparan, h 2 0.
Ali h je kompozicija | -5 52 5 ST otito je ) ~ 0, pa mora biti h~0. [
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Rastav sfere S? na tri zatvorena skupa

Korolar 8.5

Neka je S> = A1 U A> U A3 gdje su skupovi Ay, A, A3 zatvoreni.
Tada barem jedan od njih sadrzi par antipodnih tocaka.

Dokaz : Za x € S? neka je dj(x) := d(x, A;), i =1,2,3.
Preslikavanje x + (d1(x), d2(x)) je neprekidno preslikavanje $2 — R2
pa, prema Borsuk-Ulamovu teoremu, postoji x t.d. je di(x) = di(—x)
i do(x) = da(—x). Ako je jedan od tih brojeva jednak 0, onda x i —x
leZe u A; = Ay ili oba leZe u Ay = As.
Ako su pak oba broja pozitivna, onda niti x niti —x ne leze niti u
A1 niti u A, pa oba moraju lezati u As. ]
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Fundamentalna grupa produkta

Propozicija 8.6

Ako su X i Y putevima povezani prostori onda je
7T1(X X Y) = 7T1(X) X 7T1(Y).

Dokaz : Svaka je petlja f = (g, h): I — X x Y ekvivalentna dvjema
petljama: jednoj u X i jednoj u Y. Isto je tako svaka homotopija f;
petlji u X x Y ekvivalentna dvijema homotopijama petlji u X
odnosno Y. Tako dobivamo bijekciju

7'['1(X X Y, (Xo,yo)) = 7’['1(X,X0) X 7T1(Y,y0)

danu s [f] — ([g],[h]), koja je olito izomorfizam grupa. O
Primjer: Fundamentalna grupa torusa. Prema propoziciji je
m1(St x SY) =2 Z x Z. Paru (p,q) € Z x 7 odgovara
petlia wpq = (wp,wq) koja obilazi p puta oko jednog
Sl-faktora i g puta oko drugog. Ta petlja moze biti i
zauzlana, kao sto pokazuje primjer p = 3, g = 2 na slici.
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Inducirani homomorfizmi

Neka je ¢: (X, x0) — (Y, o) preslikavanje punktiranih prostora.
Tada ¢ inducira homomorfizam ¢,.: m1(X,x0) — m1(Y, yo)
definiran s . ([f]) := [¢ f].

fi

Preslikavanje ¢, dobro je definirano jer ako je fy ~ f; onda je

ol .
pho = ¢ h, paje pu([h]) = [v fo] = [p Al = pu([A]).
Nadalje, . je homomorfizam jer je p o (feg) = (pof)e(pog).

Direktno iz definicije slijedi

Propozicija 9.1

(1) Za kompoziciju (X, x0) % (Y, y0) % (Z,20) je (¥ ¢)« = s s
(2) 1. =1, tj. identiteta 1x: X — X inducira identitetu
17r1(X,Xo): 7T1(X,X0) —)7T1(X,X0). L]

Drugim rije¢ima 71 : Topo — Gp je (kovarijantan) funktor.
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Fundamentalna grupa sfera

Odavde, ,, general nonsense” argumentacijom, slijedi

Korolar 9.2

Ako je v: (X, x0) — (Y, y0) homeomorfizam onda je
o1 m1(X, x0) = m1(Y, yo) izomorfizam.

Specijalno, fundamentalna grupa je topoloska invarijanta. O

Teorem 9.3
m1(8")=0zan>2.

Dokaz : Neka je f petlja u S” bazirana u tocki xp € S". Ako f nije
surjekcija, tj. ako postoji tocka x # xg koja nije u slici petlje f,
onda je f zapravo petlja u S\ {x} 2 R" pa je nul-homotopna.
Dakle, kako bismo dokazali teorem, dovoljno je dokazati da je
petlja f homotopna nekoj petlji koja nije surjekcija.
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»,Odmicanje” petlje od neke tocke

Neka je X # xg neka tocka i B C S” kugla oko X, dovoljno mala da
ne sadrzi xg. Skup f~1(B) sastoji se od, mozda beskonacne,
familije disjunktnih intervala (a;, b;). Zbog kompaktnosti, f~1(%)
je sadrzan u kona¢noj uniji tih intervala. Neka je (a;, b;) jedan od
njih, tj. (a;, bi) N F~1(X) # 0, i neka je f; := f|[aj, bi].
Put f; leZi u B i njegove krajnje tocke f(a;), f(b;) leze na 0B AN
Zan > 2jedB = S"! putevima povezan, pa neka je gj put
udB C Bod f(a;) do f(b;). Kako je B = D", toje g ~ f..

dobit ¢emo petlju u x¢ koja ne prolazi tockom X, dakle nije
surjekcija, a homotopna je zadanoj petlji f. O

Za bilo koju to¢ku x € R" je R"\ {x} = S""1 x R, pa je

mi(R\ {x}) = my(5"1) x mi(R) = {f; "l
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R2 2% R" za n # 2

Kao posljedicu dobivamo ovaj ,,svakom jasan” ali netrivijalan rezultat:

Korolar 9.4
Za n # 2 prostori R? | R" nisu homeomorfni.

Dokaz : Pretpostavimo da postoji homeomorfizam f: R? — R”.
Tada je i restrikcija f|g2\ 10y : R2\ {0} — R"\ {f(0)} homeomorfizam.
Ali, za n = 1 prostor R\ {£(0)} nije povezan, dok R?\ {0} jeste,
azan>2jem(R"\{0}) =0, dok je 7 (R?\ {0}) = Z. O
Koristeci se visim homotopskim ili homoloskim grupama, pokazuje
se da je R" 2 R™ za n# m.
Stovise, vrijedi tzv. teorem o invarijanciji dimenzije da neprazni

otvoreni podskupovi od R" i R™ mogu biti homeomorfni jedino
kada je n = m (vidi teorem 23.6).
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Homomorfizmi inducirani retrakcijom i deformacijskom retrakcijom

Propozicija 9.5

Ako je A retrakt prostora X onda inkluzija i : A — X inducira
monomortfizam iy: m1(A, x0) — m1(X, x0).

Ako je A deformacijski retrakt od X onda je i, izomorfizam.

Dokaz : Zbog ri =14 je rix = 1,4 ) P2 je ix monomorfizam.
Zbog ir~1x je i r = 1 (x x,) Pa je ix epimorfizam. 0J
Grupovno-teorijski analogon retrakcije je homomorfizam grupe na
podgrupu koji je identiteta na podgrupi. Ako je, dakle, potprostor A
retrakt od X, onda je podgrupa 71 (A, xo) ,retrakt” grupe m1 (X, x0).
Postojanje , retrakcijskog homomorfizma” p: G — H prilicno je jak
uvjet na podgrupu H.
Ako je H normalna podgrupa od G, onda je G = H X Kerp.
Ako H nije normalna podgrupa, onda je G tzv. semidirektni produkt
G = H x Kerp. Ol
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Fundamentalna grupa je homotopska invarijanta

Na isti nacin kao $to smo, rabei samo funktorijalnost, u

korolaru 9.2 pokazali da je 71 topoloska invarijanta, pokazuje se da
je my i invarijanta punktiranog homotopskog tipa.

To znadi da ako postoji punktirana homotopska ekvivalencija
v (X, x0) = (Y, ), tj- ¢ je preslikavanje za koje postoji

Y (Y,y0) = (Xixo) td. je Yo ~1ix,) ti- vp=1xrel{x},

i sli¢no za w1, onda je ¢, : m1(X,x0) = m1(Y, ¥0) izomorfizam.
(To smo zapravo vec bili rabili u dokazu prethodne propozicije 9.5.)

Bavljenje baznom tockom je , gnjavaza” pa je korisno znati da vrijedi

Propozicija 9.6

Ako je p: X — Y (slobodna) homotopska ekvivalencija, onda je
o« m1(X, x0) = m1(Y, ¢(x0)) izomorfizam za svaku toc¢ku xp € X.

Dokazimo najprije jednu lemu:
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Slobodna homotopija i fundamentalna grupa

o1 ™Y, 01(x0))

Neka je p+: X — Y homotopija a
h(t) := ¢¢(xo0) put koji tom homotopijom | mi(X,xo) = Bh
opisuje to¢ka o(xo) € Y. Tada je P Y vol0))

o« = Bh Y1, tj. desni dijagram komutira.

Dokaz : Neka je h; restrikcija puta h na [0, t] ali
reparametrizirana t.d. je domena ponovno [0, 1]. o1(x0
Npr. mozemo uzeti h¢(s) := h(ts).

Neka je f petlja u X iz to¢ke xg. et(x0)
Tada je h; +(ip; ) « hy homotopija petlji u wo(x).
Za t = 0 to je petlja ¢, *(pof)ecx, = @of, ®o(x)
azat = 1to je petlia he(p1f)eh, pa je
po«([f]) = Ba(e1([f]))- O

~
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Dokaz propozicije 9.6:

Dokaz propozicije 9.6 Neka je ¢): Y — X homotopski inverz za ¢,
tj. v ~1x iy ~1ly. Pogledajmo kompoziciju
(X, x0) 5 m (Y, 9(x0)) %5 (X, ve(x0)) D m(Y, eup(x). (%)
Kako je ¥ p >~ 1x to je, prema prethodnoj lemi,
Vs = Bn L (x,x) = Bn za neki put h od 1p(xo) do xo.
1 m1(X, x0)

g
7T1(X7X0) = Bh

P (X, vp(0))
Kako je B izomorfizam, to je 1.: m1(Y, ¢(x0)) — 71 (X, ¥p(x0))
epimorfizam.
Na isti naéin zaklju¢ujemo da je @1, = B za neki put h od
op(x0) do v(xp), pa je 1. monomorfizam. Dakle, 9, je
izomorfizam pa je i p.: T (X, x0) = m1(Y, p(x0)) izomorfizam. [J
Napomena: Uodi da su prvi i drugi ¢, u (%) razliciti homomorfizmi!
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© VAN KAMPENOV TEOREM

@ Slobodni produkt grupa
@ Van Kampenov teorem
@ Primjena na ¢elijske komplekse
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Motivacija

Van Kampenov teorem omogucuje da se odredi fundamentalna grupa
prostora koji se sastoji od dijelova Cije fundamentalne grupe znamo.
Cemu je jednaka fundamentalna grupa ,,osmice”?

Iz geometrijskih je razloga , jasno” da e sadrzavati b<><>a
fundamentalne grupe obiju kruznica od kojih je

sastavljena. Pojavit ¢e se i izrazi oblika a®b?a—3ba? i sli¢ni, gdje
predznak eksponenta ovisi o smjeru obilaska. A mnozenju puteva
odgovarat ¢e nadovezivanje takvih izraza, rijeci, uz odgovarajuce
Jkracenje”: (b*a®b%a=3)(a*b~1ab3) = b*a%b%ab~1abd.

Prazna rijeC bit ¢e neutralni element, a inverz npr. ovako:
(ab?a=3b~%)"1 = b*a3b=2a71. | konadno, ta grupa mozda nije
komutativna.

To je grupa Z x Z, slobodna grupa s dva generatora— specijalan
slucaj konstrukcije koju ¢emo sada opisati.
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Slobodni produkt grupa

Zelimo za danu familiju grupa {G,} konstruirati grupu koja sadrzi sve
grupe G, kao podgrupe. Produkt grupa [], G, i direktna suma
@D, Go jesu takve grupe. One sadrze G, kao svoje podgrupe, ali
elementi iz razli¢itih podgrupa medusobno komutiraju, bez obzira
jesu li same grupe G, komutativne ili ne. To ne zelimo.

Trazimo dakle ,nekomutativnu verziju” direktnog produkta grupa.
Takav je upravo slobodni produkt grupa %, G,.

Definicija: Skup %k G, sastoji se od svih rijeci oblika g1g...gm
proizvoljne konacéne duljine m > 0, pri éemu je svako slovo g; € G,
razli¢ito od neutralnog elementa grupe G,,, i susjedna slova su iz
razli¢itih grupa G,. Takve rijeci nazivamo reduciranim rije¢ima.
Mnozenje se definira nadovezivanjem rijeci i kratenjem ako je moguce.
Prazna rijeC, koja je takoder dozvoljena, je neutralni element.
Inverz se definira na odit nacin.

Ima posla da se dokaze da se na taj nacin dobije grupa (vidi [Hatcher]).
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Univerzalno svojstvo slobodnog produkta grupa

Slobodni produkt >k G, sadrzi svaku grupu G, kao podgrupu:
rijeCi od jednog slova, a prazna rijec se identificira s neutralnim
elementom grupe G,.

Osnovno, tzv. univerzalno svojstvo slobodnog produkta grupa je
da se svaka familija homomorfizama ¢, : G, — H moze na
jedinstven nacin prosiriti do homomorfizma ¢: Xk, G, — H,

i to formulom (g1 ...8m) ‘= ¥a,(81)  ** Pan(8m),
gdje se na desnoj strani radi o produktu u grupi H.



Algebarska topologija
3. VAN KAMPENOV TEOREM
§11. Van Kampenov teorem

Van Kampenov teorem — obrazlozenje i oznake

Neka je X =, Aa pri ¢emu su svi A, putevima povezani i sadrze
baznu tocku xg. Prema univerzalnom svojstvu slobodnog produkta,
homomorfizmi j,: m1(As) — m1(X) inducirani inkluzijama

Aq — X, imaju prosirenje ®: %k m1(An) — m1(X).

Van Kampenov teorem kaze da ¢e & Cesto biti epimorfizam, ali
prirodno je ocCekivati da ¢e jezgra biti netrivijalna. Naime, neka je
iag: T (Aa N Ag) = m1(Aa) homomorfizam induciran inkluzijom
Ao N Ag = An, onda je j, ing = jg iga jer su obje kompozicije
zapravo inducirane inkluzijom A, N Ag < X. Stoga jezgra od ®
mora sadrzavati elemente oblika ins(w) iga(w) L za w € m1(AaNAg).

s m1(Ag)
g N

Wl(AaﬁAﬁ >l< 7T1 A ) 7T1(X

1 (Aq) Ja
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Van Kampenov teorem —iskaz teorema

Teorem 11.1 (van Kampen)

Neka je X unija otvorenih, putevima povezanih potprostora A, koji
svi sadrze baznu tocku xp. Ako su svi presjeci A, N Ag putevima
povezani, onda je ®: Xk m1(As) — m1(X) epimorfizam.

Ako su osim toga i svi presjeci A, N Ag N A, putevima povezani,
onda je jezgra od ® jednaka normalnoj podgrupi N koja je
generirana svim elementima oblika in5(w) iga(w) ™!, w € T (AxNAg),
pa & inducira izomorfizam 1(X) = ( %k, m1(As))/N.

Primjer: Fundamentalna grupa jednotockovne unije

T1(Vo Xa) = %k, m1(Xy). (ako * — X, imaju HEP)
Specijalno, m1(V,, S) je slobodni produkt Z-ova, po
jedan za svaku kruznicu S}.

Opéenito, fundamentalna grupa svakog povezanog
grafa je slobodna grupa.
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Van Kampenov teorem i univerzalno svojstvo

Specijalno, kada je X = Aj U A, pri Cemu su Ag, Az i Ag:= A1NA;
putevima povezani, onda je m1(X) = m1(A1) * m1(A2)/N, gdje je N
normalna podgrupa generirana svim elementima oblika

il(w) iz(w)_l Zaw € 7T1(A1 N Ag).

Tocnije, desni dijagram, u kojemu su svi homo-
morfizmi inducirani inkluzijama, je kokartezijev ill push-out ljz
kvadrat, ili push-out dijagram.

Dakle, funktor 71 prevodi push-out dijagram
inkluzija u topoloskoj kategoriji u push-out dijagram u kategoriji grupa.

m1(A0) —2+ mi(A)
m (A1) —> m(X)
J

A=A NA — A> 71'1(A0) £> 7|'1(A2)

e

A — X m1(A1) T m1(X)
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O dokazu van Kampenova teorema

Surjektivnost: Treba proizvoljnu petlju u X prikazati kao produkt
»malih” petlji od kojih je svaka u nekom A, (kona¢no mnogo njih).

Injektivnost je osjetno slozenija za dokazati. Detalje vidi u [Hatcher].
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Primjene van Kampenova teorema na (ne)ulancane kruznice

Pogledajmo primjere iz uvoda (Booromeovi prsteni)

1. Odredimo fundamentalnu grupu komplementa
kruznice A. R3\ A se deformacijski retraktira
na SV S1. Lakse je vizualizirati deforma- v v

cijsku retrakciju od R3\ A na uniju sfere S2
i jednog dijametra (,,napumpa” se A), pa onda vidjeti kako se

mijenja ta deformacija kada krajnje tocke dijametra pribliZimo.
Stoga je m1(R3\ A) =2 m1(S%2 Vv St) = Z jer je m1(5?) = 0.

2. Sli¢no se vidi da se komplement R3\ (AUB) dviju
neulanéanih kruZnica deformacijski retraktira na
S2v SV S2VSY, paje mi(R3\ (AUB)) = ZxZ. vv

3. Kada su kruznice A i B ulancane, onda se komplement
R3\ (AU B) deformacijski retraktira na wedge sfere S2

i torusa S* x S! koji razdvaja A i B,
v pa je m(R3\ (AUB)) = m(S%2V (St x SY)) 2 Z x Z.

)
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Fundamentalna grupa torusa pomocu van Kampenova teorema

Kao ilustraciju jedne malo slozenije primjene van Kampenova
teorema, odredimo ponovno fundamentalnu grupu torusa
(koju otprije znamo jer je torus produkt dviju kruznica).
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Torus s rupom

Evo jos dva prikaza deformacije torusa kojem je izvaden disk:
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Fundamentalna grupa , havajske nausnice”

Havajska nausnica je potprostor H C R? kojeg &ine
kruZnice C, radijusa 1 sa sredistima u to¢kama (1,0),

n € N. To nije wedge od prebrojivo mnogo kruznica!

Retrakcije r,: H — C, koje sve osim kruznice C, stegnu

u baznu tocku (0,0), induciraju epimorfizme pp: m1(H) = m1(Cy).
Njihov produkt p: m1(H) — ], Z u direktni produkt (ne direktnu
sumu!) je surjektivan (obrazlozi!). Kako je []., Z neprebrojiva
grupa (za razliku od ., Z koja je prebrojiva), grupa m1(H) je
neprebrojiva.

S druge strane, grupa m1(\/ ., S') je prebrojivo generirana, pa je
prebrojiva. Zapravo, fundamentalna grupa havajske nausnice je
vrlo komplicirana. Nije prebrojivo generirana i nije komutativna, jer
npr. retrakcija na C; U --- U C, koja sve kruznice koje su manje od
C,, stegne u tocku, inducira epimorfizam grupe 71(H) na slobodnu
grupu s n generatora. Ta je grupa zanimljiva i topolozima i
algebraicarima, i o njoj u literaturi ima dosta radova.
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Primjena na Celijske komplekse

Kako na 7y utjeCe dodavanje 2-Celija?

(Dodavanje Celija dimenzije > 3 ne utjeCe na 7y.)

Neka je X putevima povezan a Y = X L, eg neka je dobiven
dodavanjem familije 2-¢elija €2 pomocu preslikavanja ¢, : St — X.
Preslikavanja ¢, su petlje u X bazirane u to¢kama ¢, (s0), gdje je so
bazna to¢ka od S'. Neka je xp € X bazna tocka, i za svaki a neka
je va put u X od xp do v, (sp). Tada je Yapay, petlja u X iz bazne
toCke xg. Ta petlja mozda nije nulhomotopna u X, ali postaje
nulhomotopna dodavanjem 2-¢elije €2, dakle u Y je nulhomotopna.
Stoga, normalna podgrupa N generirana svim petljama v,¢a7,
lezi u jezgri homomorfizma 71(X, xp) — m1(Y, Xp) induciranog
inkluzijom X — Y.

Sljedeéa propozicija kaze da je ta podgrupa upravo jednaka jezgri.
Tocnije, vrijedi:



Algebarska topologija
3. VAN KAMPENOV TEOREM
§12. Primjena na Celijske komplekse

»Ubijanje” fundamentalne grupe

Propozicija 12.1

Inkluzija X — Y inducira epimorfizam m1(X, xp) — m1(Y, xo0) Cija
Je jezgra jednaka podgrupi N, pa je m1(Y) = m1(X)/N.

Dokaz : Nadogradit ¢emo Y do prostora Z
tako da dodamo ,trake” S, = I x/
duz puteva v, i ,segmentica” u Celi-
jama e2. Y je deformacijski retrakt
od Z, pa je dovoljno odrediti 71 (Z).
U svakoj éeliji €2 odaberimo togku y,,
koja nije na segmenti¢u. Neka je A:=Z\ U, {ya}i B:=2Z\X.
m1(B) = 0 jer je B kontraktibilan, a X je deformacijski retrakt od A,
pa je, prema van Kampenu, m1(Z) kvocijent od 71(A) po
normalnoj podgrupi N koju generira slika inkluzijom induciranog
homomorfizma 71 (AN B) — m1(A).
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Odredivanje podgrupe N

Dakle, treba vidjeti da je grupa m1(ANB) generirana petljama 7497,
tocnije petljama u AN B koje su ovima homotopne.

Opet ¢emo primijeniti van Kampenov teorem tako da AN B
pokrijemo otvorenim skupovima A, := (AN B) \ Ug.q eé

(to su sve ,trake” zajedno s po jednom probusenom 2-Celijom).
Kako se A, deformacijski retraktira na kruznicu u €2 \ {y,}, to je
7m1(Aa) = Z, s generatorom koji je petlja homotopna s V407, [
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Primjena: fundamentalna grupa orijentabilnih ploha

Vidjeli smo da orijentabilna ploha
Mg roda (genusa) g ima celijsku
strukturu koja se sastoji od jedne
2-Celije, 2g 1-¢elija i jedne O-Celije.
1-skelet je wedge od 2g kruZnica,
pa mu je m; slobodna grupa s 2g
generatora. 2-Celija je nalijepljena po produktu komutatora parova
»susjednih” generatora. Dakle,

m1(Mg) = (a1, by, ..., ag, bg | [a1, b1] - - - [ag, bg])
gdje je (ga | rg), ili (ga : rg), uobicajena oznaka za prezentaciju grupe
s generatorima g, i relatorima rg, tj. kvocijent slobodne grupe
s generatorima g,, po normalnoj podgrupi generiranoj rije¢ima rg.

Za g # g’ plohe Mg i Mg nisu niti istog homotopskog tipa.

Dokaz : Abelizacije fundamentalnih grupa su @©25Z odnosno ©o/Z. [
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Primjena: geometrijska realizacija grupa

Za svaku grupu G postoji 2-dimenzionalan CW kompleks X¢ za
koji je m(Xg) = G.

Dokaz : Odaberimo prezentaciju G = (g, | rg), i neka je X¢ dobiven
tako da wedgeu kruznica \/,, S} nalijepimo 2-éelije eé kako
odreduju rijeci rg. O]

Primjer: Za grupu G = Z, = (a | a") prostor X dobije se lijepljenjem
2-Celije na kruznicu tako da rub 2-¢elije namotamo n puta na kruznicu.
Za n = 2 dobijemo projektivnu ravninu RP2,
pa je m(RP?) = Z,. Za n > 2 prostor
X nije mnogostrukost. Na slici je prika-
zano kako izgleda okolina kruznice na koju
je nalijepljena 2-¢elija za slu¢aj n = 3.
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@ NATKRIVAJUCI PROSTORI

@ Definicija i neki primjeri natkrivajucih prostora
@ Svojstva podizanja

@ Konstrukcija i klasifikacija natkrivajuéih prostora
@ Transformacije natkrivanja
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§13. Definicija i neki primjeri natkrivajuéih prostora

Natkrivajuci prostori

Eksponencijalno preslikavanje t +— (cos 2mt, sin 27t) koje smo rabili
pri odredivanju 71 (S?), prototip je za sljede¢u definiciju:

Definicija 13.1

Natkrivajuci prostor prostora X je prostor X zajedno s preslika-
vanjem p: X — X koje ima svojstvo da postoji otvoren pokriva&
{Uy}o od X t.d. je za svaki a skup p~1(U,) disjunktna unija
otvorenih podskupova od X koje p homeomorfno preslikava na U,.

teR ze§? ze§?

=

O
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Natkrivanja , osmice” StV St

Natkrivanja osmice vrlo su zanimljiva. Evo nekih:

(2)

(a, b2 bab~1

<><><>OC><><>O

(a®, b?, aba™!, bab™ (a, b*, ba*b™!, baba~'h™*

(5) a (6) a
N\ N\
w (a®, b ab™! b71a) w (a*, b*, ab, ba)
a a a a
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Jos nekoliko natkrivanja osmice

2 ,b* ab, ba’b—1 bab=2)  (b?"ab—2n—1 p2tlap=2n . nc 7)

(11) a (12) 2
O Qs Xose 0
b"ab"'nEZ
(13) (14)
b
. %003
a (a, bab™1)
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Jednostavno povezano natkrivanje osmice

Sva su ova natkrivanja osmice imala netrivijalnu fundamentalnu grupu.

na udaljenosti A\? od krajeva, dodamo inter-
vale duljine 2)\?, itd. Horizontalne intervale
orijentirane udesno oznacimo s a, a vertikalne
orijentirane prema gore s b. To je univerzalno natkrivanje osmice
—ono natkriva svako drugo natkrivanje osmice.

Evo jednog (i jedinog!) 1-povezanog natkri- e

vanja. Konstrukcija: Fiksirajmo \ € <0,%>. «1{—%
Pocinjemo s intervalima (—1, 1) na koordinat-

nim osima. Okomito na njih, na udaljenosti I I i
A od krajeva, dodamo 4 intervale duljine 2. 1$ ii
Zatim okomito na sve dosadasnje intervale, a HF 1

Pokazat ¢emo da je p,: m1(X, %) — m1(X, o) uvijek injektivno,
pa prethodne stranice pokazuju da npr. slobodna grupa s dva
generatora sadrzZi slobodne podgrupe s bilo kojim konac¢nim ili cak
prebrojivo beskonacnim brojem generatora— naoko paradoksalno.
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Svojstvo podizanja puteva i homotopija

Sa stanovista algebarske topologije, klju¢no svojstvo natkrivanja
p: X — X je mogucnost (uz neke uvjete) podizanja preslikavanja.

Podizanje ili natkrivanje preslikavanja f: Y — X je preslikavanje
f:Y—=Xtd jepof=*f.

Propozicija 14.1 (svojstvo podizanja homotopije)

Neka jep: X = X natkrivanje, f;: Y — X homotopija i
fo: Y — X podizanje od fy. Tada postoji jedinstvena homotopija
f: Y — X koja podize f; i poCinje s fy.

Y x {0} Fo Dpkaz : Za natkrivanje p: R — S! to je upravo
: 7, svojstvo (c) iz dokaza teorema 8.1, i dokaz je isti. []

\£ -F l Uzmemo |i za Y jednu tocku, dobivamo svoj-

Y xI —— X stvo podizanja puteva, a za Y = | svojstvo

podizanja homotopije puteva (krajevi fiksni!).
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Primjena: injektivnost p,

Propozicija 14.2

Homomorfizam p,: m1(X,%o) — m1(X,x0) induciran natkrivanjem
p: (X, %) = (X,x0) je injektivan. Slika p,(m1(X,%o)) je podgrupa
od m1(X, x0) koju ¢ine homotopske klase onih petlji u X iz xo Cija
su podizanja u X s pocetkom u %, opet petlje.

Dokaz : Neka je %: [ — X petlja t.d. je fo := pfo & % =: fi. Prema
napomeni nakon prethodne propozicije, postoji homotopija puteva,
dakle petlji, f: koja pocmje s fy i zavréava konstantnom petljom.
Stoga je [f] = 0 € m1(X, %), tj. p» je monomorfizam. /
Petlje u X iz xp kojima su podizanja u X opet petlje, odito reprezentiraju
elemente slike od p,. Obratno, petlja fy u X koja reprezentira neki element
od p.(m1(X, %)) homotopna je projekciji neke petlje fi u X, paona, pfh,
ima podizanje do petlje u X. Podignemo li tu homotopiju,
dobivamo petlju fy u X koja natkriva dani reprezentant f. O
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Kriterij za postojanje podizanja preslikavanja

Vazan je i koristan sljedeéi teorem koji daje nuzne i dovoljne uvjete
uz koje neko zadano preslikavanje dopusta podizanje.

Propozicija 14.3

Neka je p: X — X natkrivanje a Y putevima povezan lokalno pute-
vima povezan prostor. Preslikavanje f: (Y, yo) — (X, x0) ima podi-
zanje f: (Y, y0) = (X, %) akko je f(m1(Y, y0)) € p«(m1(X, %0)).

Dokaz : Ako f dopusta podizanje f, onda je fr = p*?* pa je Imf, C Imp,,
tj. uvjet je nuzdan.
Dokazimo dovoljnost. Za y € Y odaberimo put v od yg do y.
Tada je fy put od xo do f(y) pa, zbog jedinstvenosti podizanja
puteva, postoji jedinstveno podizanje fv s poletkom u %.
Definirajmo 7(y) := f~(1). Treba pokazati da je  dobro
definirano, tj. da ne ovisi o odabranom putu +, i da je neprekidno.
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?je dobro definirano i neprekidno

f je dobro definirano: Neka je i~/ put od yo do y. Tada je ho := (f7') «(f7)
petlja u xo t.d. je [ho] € £i(m1(Y, y0)) € pu(m1(X, %0)). )
To znadi da postoji homotopija h; od hy do petlje h; L7

Cije je podizanje hy s poCetkom u Xp, petlja u Xp. 3 lp

Zbog svojstva podizanja homotopije puteva, ! A
LT N y - @(y)

postoji podlzanJe h: homotopije h, WS S 7

a kako je hy petlja u Xg, to jei ho petlja u Xp. Zbog jedinstvenosti
podizanja puteva, prva polovina petlje ho je f' a druga polovina
je fv natragke, tj. fy. Stoga je ﬁy/’(l) = i]o(%) = )/’Ty(l) V4

f je neprekidno: Neka je okolina U 3 f(y) t.d. je p|: U — U 3 f(y)
homeomorfizam, i neka je V > y putevima povezana okolina t.d.
je f(V) C U. Fiksirajmo putyod yodoy,azay' € V neka je n put
uV odydoy' Tadaje f=(p|)~'fnputu U od f(y) do f(y') koji

podize fn, pa je f(y') = f(y+n)(1) = (Fy-fn)(1) = fy(l) € U. O
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Jedinstvenost podizanja preslikavanja

Propozicija 14.4

Neka je p: X = X natkrivanje a fi,hh: Y = X dva podizanja
preslikavanja f: Y — X, kona se. podudaraju u nekoj tocki iz Y.
Ako je Y povezan onda je i = f> na cijelom Y .

Dokaz : Za y € Y neka je U > f(y) okolina u X koja je natkrivena
slojevima Uy na kojima je p homeomorfizam, i neka su Uy, Us

slojevi koji sadrze f1(y) odnosno f(y /). Neka je N > y okolina t.d.

je A(N /) C Uy i f2( ) € U. Ako je fi(y ) # f(y) onda je

Uy # Uo, pasu Uy i U, disjunktni. Dakle, f i f> se razlikuju na
cijelom N, pa je skup na kojem se fih razlikuju, otvoren.

Ako je pak fi(y) = B(y), onda je Th = Us, pa je AlN = BN jer
je ph = ph a p|U; je injekcija. Dakle, i skup na kojem se f; i f
podudaraju je otvoren. Kako je Y povezan, zaklju¢ujemo da je
?1 = 7’2 na cijelom Y.

O
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Ima li svaki prostor netrivijalno natkrivanje?

Svaki prostor ima trivijalno natkrivanje—identitetu 1x: X — X.
Postoje li za svaki prostor i netrivijalna natkrivanja?

Vel je za dokaz neprekidnosti podizanja preslikavanja trebala
lokalna povezanost putevima. A u takvim se prostorima povezanost
i povezanost putevima podudaraju. Zato je prirodno ograniciti se
na putevima povezane lokalno putevima povezane prostore.
Svakom natkrivanju p: ()~(,>"<0) — (X, x0) pridruzena je podgrupa
p:(m1(X, %)) od w1 (X, x0). Prvo je pitanje je li to pridruzivanje
surjektivno, tj. je li svaka podgrupa od 71(X, xg) ,realizirana”
nekim natkrivanjem? Specijalno, postoji li natkrivanje

p: (5(,)?0) — (X, x0) t.d. je podgrupa p*(7r1()~(,>"<o)) trivijalna?
Kako je p. uvijek injektivno, propozicija 14.2, pitanje se svodi na to,
postoji li natkrivajuéi prostor koji je jednostavno povezan?
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Semilokalna 1-povezanost

Nuzdan uvjet za postojanje 1-povezanog natkrivanja je

semilokalna jednostavna povezanost prostora X, tj. svaka tocka

x € X mora imati okolinu U t.d. je homomorfizam 71 (U, x) — m1(X, x)
induciran inkluzijom, trivijalan.

Naime, neka je p: X = X 1- povezano natknvanje Za svaku tocku
x € X postoji okolina U 3 x i okolina UcX koju p homeomorfno
preslikava na U. Svaka petlja u U ima podizanje do petlje u U,

i to je podizanje nul-homotopno u X. Komponiramo li tu
nul-homotopiju s p, dobivamo homotopiju koja pokazuje da je
polazna petlja u U nul-homotopna u X.

Lokalno 1-povezan prostor je ocito i semilokalno 1-povezan.

Takvi su npr. svi CW kompleksi, koji su ¢ak i lokalno kontraktibilni.
Havajska nausnica H primjer je prostora koji nije semilokalno
1-povezan. S druge strane, konus CH = (H x I)/(H x {0}) je
semilokalno 1-povezan (kontraktibilan je!), ali nije lokalno 1-povezan.
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Konstrukcija 1-povezanog natkrivanja

Neka je X putevima povezan, lokalno putevima povezan i
semilokalno 1-povezan prostor (odsad ¢e X uvijek biti takav).
Treba konstruirati 1-povezano natkrivanje p: (X, %) — (X, xo).
Ideja je sljedeca: Neka je p: (X, %) — (X,x0) 1-povezano
natkrivanje. Tada se svaka to¢ka X € X moze jedinstvenom
homotopskom klasom puteva spojiti s Xy, pa na tocke od X
mozemo gledati kao na homotopske klase puteva s pocetkom u Xp.
Ali, zbog svojstva podizanja homotopije, homotopske klase puteva
u X s poletkom u X isto su §to i homotopske klase puteva u X s
pocCetkom u xp. Tako se X moze opisati samo pomocu prostora X.
Konstrukcija: Neka je, dakle, X povezan, lokalno putevima povezan i
semilokalno 1-povezan, i neka je xp € X bazna tocka. Definiramo
X :={[7] : v je put u X s poletkom u xp}
gdje je [y] homotopska klasa puteva kojoj pripada .
Projekcija p: X — X zadana s p([4]) := (1), dobro je definirana,
i surjektivna je jer je X putevima povezan.
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Jedna baza topologije na X

Primijetimo najprije sljede¢u Cinjenicu:

Neka je ¢ familija svih otvorenih putevima povezanih podskupova U C X
za koje je inkluzijom induciran homomorfizam 71 (U) — 1 (X) trivijalan.
Zbog povezanosti putevima, to svojstvo ne ovisi o izboru bazne tocke u U,
i ako je V C U € U otvoren putevima povezan, onda jei V € U.

Zbog toga, ako je X lokalno putevima povezan i semilokalno 1-povezan,
onda je U baza topologije od X.

Definicija: Neka je U € U i neka je v put u X od xg do neke tocke iz U.
Definiramo Uy} := {[y+n] : 7 je put u U t.d. je n(0) = (1)} € X.
Preslikavanja p|: U},; — U su surjektivna jer su U putevima
povezani.

Ta su preslikavanja i injektivna jer su svaka dva puta u U od ~(1)
do nekog fiksiranog x € U, homotopna u X jer je m1(U) — m1(X)
nul-homomorfizam.
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§15. Konstrukcija i klasifikacija natkrivajuéih prostora

Familija {Up,} je baza topologije na X

Tvrdnja 1: Ako je [’)//] € U[A/] onda je U[W] = U[A//].
Zaista, ako je 7' = y+n onda su elementi od U}, oblika [yene ]
za neki put p u U, pa pripadaju skupu U}, dok elementi od U,
imaju oblika [y« 1] = [y +7u] = [/ +7+ i, pa leze u Upyy. v/
Tvrdnja 2: Skupovi U}, Cine bazu topologije na X.
Zaista, neka je [Y'] € U NV} Tada je, prema tvrdnji 1, U}, = Upy
i Vh/] = V[,y//]. Neka je W e U t.d. je 7//(1) ewcCcunyV.
Tada je [] € Wiy € Uy 0 Vg = Uy 0 Vi v
Tvrdnja 3: Preslikavanje p: X — X je otvoreno i neprekidno,
pa su bijekcije p|: U, — U homeomorfizmi.
Zaista, za svaki U, je p(U},]) = U, pa je p otvoreno preslikavanje.
Nadalje, za [Y] € U}, i V C U td. je y(1) € V, vrijedi
Vi) € Uy = Upyo paje p (V) 0 Upyp = Vi,
odakle slijedi neprekidnost. /
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X je jednostavno povezan

Tvrdnja 4: X je putevima povezan. Za [y] € X neka je v; := ][0, t].
Tada je funkcija t — [y¢] put u X koji natkriva ~y, poginje u [xo0]
— homotopskoj klasi konstantnog puta, i zavrSava u [v].

Tvrdnja 5: m1(X, [xo]) = 0. Kako je p, monomorfizam, dovoljno je
pokazati da je Im p, = 0. Elementi u slici od p, reprezentirani su
onim petljama v u X iz xp, Cija su podizanja u X koja pocinju u [xp],
opet petlje. U tvrdnji 4 smo bili primijetili da put t — [y¢] podize ~
s poetkom u [xg]. Kako je to podizanje petlja, to je [y1] = [xo].
Ali v1 =7, pa je [7] = [x0], ti- v je nul-homotopna. Dakle, slika
od ps je trivijalna, pa je X 1-povezan.

Time je zavrsena konstrukcija 1-povezanog natkrivanja prostora X. [

Napomena: Cilj navedene konstrukcije bio je dokazati egzistenciju
1-povezanog natkrivanja. U konkretnim se slucajevima natkrivanja
nastoje konstruirati direktnijim metodama.
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Natkrivanje pridruzeno proizvoljnoj podgrupi od 71 (X, xo)

Sada, kada znamo kako 1-povezano natkrivanje postoji,
lako dokaZemo i postojanje natkrivanja za bilo koju podgrupu
fundamentalne grupe:

Propozicija 15.1

Neka je X putevima povezan, lokalno putevima povezan i
semilokalno 1-povezan prostor. Tada za svaku podgrupu

H C 71(X, x0) postoji natkrivanje p: Xy — X t.d. je

p«(m1(XH, X)) = H za pogodno odabranu baznu toc¢ku Xg € Xp.
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Dokaz egzistencije natkrivanja za sve podgrupe od 71 (X, xg)

Dokaz : Na 1-povezanom natkrivajuéem prostor X definiramo relaciju
ekvivalencije: [y] ~ [y'] ako je v(1) =+'(1) i [y*¥] € H.
~ je relacija ekvivalencije, pa definiramo Xy := )~</~.
Primijetimo da ako je y(1) = +/(1), onda je [y] ~ [y] ako i samo
ako je [y +n] ~ [y +n] za sve 1 za koje je n(0) = ~(1).
Zbog toga, ako u baznim okolinama U}, i Uy relacija ~
identificira bilo koje dvije tocke, onda ona identificira i cijele
okoline, pa je projekcija Xy — X inducirana s [y] — (1)
natkrivajuce preslikavanje.
Odaberimo za baznu tocku X9 € Xy klasu ekvivalencije odredenu
konstantnim putem c u xp. Tada je slika homomorfizma
p«: m1(XH, X0) — m1(X, x0) upravo H. Naime, ako je v petlja u X
iz totke xo, onda njezino podizanje u X s potetkom u [c] zavrSava
s [v] (i opéenito nije petlja u X), pa ¢e projekcija u Xy tog
podignutog puta biti petlja u Xy akko je [y] ~ [c], tj. [y] € H. O
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Preslikavanja natkrivajuéih prostora

Neka su pi: 5(1 = X ip: 5(2 — X dva natkrivanja )”<1L %
prostora X. Preslikavanje natkrivajucih prostora je —
neprekidno preslikavanje f: X; — Xz t.d. je p; = pof. pl\ ,/p2

Ako je f usto i homeomorfizam, onda kazemo da je f
izomorfizam natkrivajucih prostora.

Ocito je tada i 1. 5(2 — )N<1 izomorfizam natkrivajucih prostora.

Propozicija 15.2

Neka je X putevima povezan lokalno putevima povezan prostor,
i neka su py: (X1,%1) — (X, x0) i p2: (Xa,%2) = (X, x0) dva
putevima povezana natkrivanja.

Natkrivanja p1 i p2 su izomorfna natkrivanja od (X, xg) ako

i samo ako je p1.(m1(X1,%1)) = p2«(m1(X2, %2)).
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Dokaz jedinstvenosti natkrivajuéeg prostora

Dokaz : Nekaje f: (X1,%;) — (Xa, X2) izomorfizam natkrivanja. Tada je
P = Paife i pox = prafi ! paje pr(mi(Xi, %1)) = poi(11( X2, 2)).

Obratno, neka je p1.(m1(X1,X1)) = pas(m1 (X2, X2)).

Tada, prema kriteriju za podizanje preslikavanja, propozicija 14.3,
p1 ima podizanje pr : ()N(l,fq) — (5(2,)"(2), i analogno py ima
podizanje ps: ()N(g,)"(g) — ()~(1,>"<1). Ali tada su kompozicije pap1 i p1po
podizanja identitete 1x koja fiksiraju bazne tocke X; odnosno X»,

pa je, zbog jedinstvenosti podizanja preslikavanja, pap1 = 1()?1’;1)

i p1p2 = 1(5(25(2), te su p1 i pp izomorfizmi natkrivanja.
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Klasifikacija natkrivajuéih prostora

Time je dokazan prvi dio sljedeCeg teorema o klasifikaciji
natkrivajucih prostora:

Teorem 15.3

Neka je X putevima povezan, lokalno putevima povezan

i semilokalno 1-povezan prostor. Tada je skup klasa izomorfnih
(uz Euvanje baznih tocaka) putevima povezanih natkrivanja

p: (X,%) — (X,x0), ekvipotentan skupu podgrupa od m1(X, xo),
a bijekcija je ostvarena pridruzivanjem grupe p*(m()N( ,%0))
natkrivanju p: (X, %) — (X, xo).

Ako ignoriramo bazne tocke, onda ta korespondencija ostvaruje
bijekciju izmedu klasa izomorfnih putevima povezanih natkrivanja
p: X — X i konjugiranih klasa podgrupa od m1(X, xp).
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Ostatak dokaza teorema o klasifikaciji natkrivanja

Treba jos samo dokazati drugi dio teorema. Pokazat ¢emo da
promjena bazne totke %y unutar vlakna p~1(xp) natkrivanja
p: X — X, odgovara zamjeni podgrupe p*(m()?,)?o)) s njoj
konjugiranom podgrupom u 71(X, xo). Neka je X1 € p~1(x0) neka
druga bazna toc¢ka i neka je 4 put u X od % do Xi.
Projekcija v = p7 je petlja u X iz xo, i neka je g := [7] € m1(X, x0).
Oznatimo Hy := p.(m1(X, %)) i H1 = pu(mi(X,51)).
Za [f] € Hp neka je petlja f podizanje od f s po&etkom u X,
pa je [f] € m1(X,%). Tada je

gl flg =[7+f 2 =[pTpf+pil =[po(F+f+F)] = pu([F+F-7]) € Hi
jer je 5o f «5 petlja u 5. Stoga je g *Hog C Hs.
Analogno je gH1g~ ! C Hp, $to konjugiranjem s g1 daje
H; C g 'Hy g, pa je g 1Ho g = Hi. Dakle, promjena bazne tocke
od X u X1 mijenja Hg u konjugiranu podgrupu H; = g 1Hp g.
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Univerzalno natkrivanje

Obratno, kako bismo zamijenili Hy s njoj konjugiranom podgrupom
H; = g 1Hy g, odaberimo petlju v koja reprezentira g, podignemo
juu X do puta 5 s pocetkom u Xo, i stavimo X; := A(1).

Tada prethodno razmatranje pokazuje da je H; = g *Hp g. O

Jedna od posljedica kriterija za podizanje preslikavanja, propozicija 14.3,
je da 1-povezano natkrivanje natkriva svako drugo natkrivanje.

Stoga se 1-povezano natkrivanje naziva univerzalno natkrivanje,

i ono je, do na izomorfizam natkrivanja, jedinstveno.

S obzirom na to tko koga natkriva, u skupu svih natkrivanja
prostora X postoji parcijalni uredaj, i on odgovara parcijalnom
uredaju, s obzirom na inkluzije, medu podgrupama od 71 (X, xp),
odnosno medu klasama konjugacije tih podgrupa ako ne vodimo
racuna o baznoj tocki.
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Transformacije natkrivanja

Neka je p: X = X natkrivanje. Izomorfizmi natkrivanja X=X
nazivaju se transformacije natkrivanja ili deck transformacije.
One ¢ine grupu G(X)— podgrupu grupe homeomorfizama od X.

2mix

Naprimjer, za natkrivanje R =5 S1, transformacije
natkrivanja su cjelobrojne translacije od R, pa je G(X) 2 Z.

Za n-slojno natkrivanje S* =, S*, transformacije natkrivanja su
rotacije kruznice za 27” pa je G(X) = Z,.

Zbog jedinstvenosti podizanja preslikavanja, propozicija 14.4,
transformacija natkrivanja za putevima povezan X je potpuno
odredena djelovanjem u jednoj, bilo kojoj, toc¢ki. To specijalno
znadi da jedino identiteta ima fiksnu tocku, tj. djelovanje grupe
transformacija natkrivanja na X je slobodno.
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Normalna natkrivanja

Za natkrivanje p: X — X kaze se da je normalno ako za svaki
x € X i svaka dva podizanja X i X' od x, postoji transformacija
natkrivanja koja preslikava X u X'.

Propozicija 16.1

Neka je p: (X, %) — (X,x0) putevima povezano natkrivanje

putevima povezanog, lokalno putevima povezanog prostora X,

i neka je H := p.(m1(X, %)) C m1(X, x0). Tada:

(a) natkrivanje p je normalno ako i samo ako je H normalna
podgrupa od 71(X, xo);

(b) G(X) = N(H)/H, gdje je N(H) normalizatorrod H u 1 (X, xo).

Specijalno, ako je p: X — X normalno natkrivanje, onda je

G(X) = m1(X, x0)/H, pa je za univerzalno natkrivanje G(X) = my(X).

3podgrupa onih g € m1(X, xo) za koje je g *Hg = H
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§16. Transformacije natkrivanja

Natkrivanje X je normalno akko je H <0 m1(X, xg)

Dokaz (a): U dokazu teorema 15.3 o klasifikaciji natkrivanja, pokazali
smo kako promjeni bazne tocke Xp u X1 unutar istog vlakna
p~1(x0), korespondira konjugiranje podgrupe H elementom
[v] € m1(X, x0), gdje je podizanje od 7 put 4 od Xy do X1. Zato [v]
pripada normalizatoru N(H) := {g € m(X,x) : g *Hg = H}
akko je p.(m1(X, %)) = p«(m1(X,%1)), a to je prema kriteriju za
podizanje preslikavanja, propozicija 14.3, ekvivalentno postojanju
transformacije natkrivanja koja X preslikava u Xi.

Znadi, natkrivanje je normalno akko je N(H) = m1(X, x0),
tj. H je normalna podgrupa od 71 (X, x0).
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G(X) = N(H)/H

Dokaz (b): Neka je ¢ : N(H) bl (X), gdje je T transformacija
natkrivanja odredena s 7(Xp) := 5(1) =: X1, za ono podizanje ¥
petlje v koje ima pocetak u %(0) = Xo.

Tvrdnja: ¢ je homomorfizam. Zaista, neka je 4’ podizanje petlje 7/

s pocetkom u Xp i neka je 7/ pripadna transformacija natkrivanja,

i koja prevodi Xp u X; := #4/(1). Tada je podizanje od 7~/

s poletkom u X, jednako ¥ «(7(%')), i to je put od X do

T(X) = 77'(X0). Stoga je 77’ transformacija koja je pridruzena
produktu [y][Y]. v

U dokazu tvrdnje (a) vidjeli smo da je homomorfizam ¢ surjektivan.
Nadalje, jezgru od ¢ Cine oni elementi [y] € m1(X, xp) za koje je

T =¢([7]) = 1%, pajeH(1) = 7(%) = %o, tj. podizanje u X petlje v
je petlja iz %o, a to upravo znati da je [7] € po(m1(X, %)) = H. [
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Rastav ploha na trokute

A-kompleksi su mala generalizacija uobicajenijeg pojma
simplicijalni kompleksi a uveli su ih (pod drugim nazivom)
Eilenberg i Zilber 1950.

Torus, projektivnu ravninu i Kleinovu bocu mozemo dobiti od po
dva trokuta odgovaraju¢om identifikacijom stranica:

T v b v RP2 w b v K v b v

v b v v b w v b v

| svaki se poligon moze razrezati na trokute, pa se i svaka ploha
moze sastaviti od trokutova. A i mnogi opéenitiji 2-dimenzionalni
prostori koji nisu plohe, mogu se sastaviti od trokutova.

A-kompleksi su generalizacija ovakvih rastava.
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Simpleksi

.
vy v, v, v

Konveksna ljuska skupa od n+ 1 geometrijski

nezavisnih tocaka vy, ..., v, u R™ naziva se %

n-simpleks. Za homologiju vazan e biti i A Yo v,
redoslijed vrhova, pa ¢e , n-simpleks” uvijek v, v, V)

znaditi ,,n-simpleks sa zadanim uredajem vrhova”, i oznacivat

¢emo ga s [vo, ..., vy

n-simpleks A" := {(to, ..., t,) € R"L1: 3" t; = 1,t; > 0}
nazivamo standardni n-simpleks.

V

0

(to,...,tn)l—)zi tiv;

Postoji prirodan linearni homeomorfizam A" [Vo, ..., Va]
Koeficijenti t; su baricentricke koordinate tocke >~; tjv; € [vo, ..., Val.
Simplekse razapete nekim podskupom od n vrhova nazivamo stranice.
Uredaj vrhova podsimpleksa je uvijek naslijeden od polaznog simpleksa.
Unija svih (pravih) stranica je rub od A", oznaka A",

a nutrinu A" := A" \ OA" nazivamo otvoreni simpleks.
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A-kompleksi

Definicija 17.1

Struktura A-kompleksa na prostoru X je familija preslikavanja

0q: A" — X (n ovisi 0 @) t.d. vrijedi:

(/) Restrikcija 04|A” je injekcija i svaka totka od X je slika
to¢no jedne takve restrikcije.

(ii) Svaka restrikcija od o, na stranicu od A" je jedno od
preslikavanja og: AT 5 X
(Ovdje su stranice od A" identificirane s A"~ kanonskim
linearnim homeomorfizmom koji ¢uva uredaj vrhoval!)

(iii) Skup A C X je otvoren akko je o, *(A) otvoren u A" za sve o,,.

Odavde slijedi da se A-kompleks moze dobiti od familije
disjunktnih simpleksa identifikacijom raznih podsimpleksa

razapetim podskupovima vrhova, koristenjem kanonskih linearnih
homeomorfizama koji ¢uvaju uredaj vrhova.
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Paziti na orijentaciju!

Ako u trokutu identificiramo sve tri stranice uz orijenta-
ciju odredenu uredajem vrhova, dobit ¢emo A-kompleks
Borsukovu subaru (dunce hat).

Identificiramo |i u trokutu stranice u ciklickom uredaju,
kvocijentni prostor nema strukturu A-kompleksa.

Ali ako trokut podijelimo na manje trokute kao na tre-
¢oj slici, pa onda identificiramo stranice velikog trokuta
u ciklickom uredaju, dobit éemo A-kompleks.

Lako se vidi da su A-kompleksi Hausdorffovi prostori.
Zbog (iii) su restrikcije o4|A"” homeomorfizmi na sliku,
pa je ta slika otvoren simpleks u X. Moze se pokazati da

su ti otvoreni simpleksi oo (A") éelije €? CW strukture A
na X s karakteristi¢nim preslikavanjima o,,.
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Simplicijalna homologija

Za A-kompleks X neka je A,(X) slobodna abelova grupa kojoj
bazu ine svi otvoreni n simpleksi €] u X. Elemente od A,(X)
zovemo n-lanci i mozemo ih zapisivati kao formalne sume

Yo Na€l s koeficijentima n, € Z, ili, ekvivalentno, kao ", n,oa,
gdje je 0,1 A" — X karakteristi¢no preslikavanje od €], i ija je
slika zatvorenje od €.

- +

Rub simpleksa [vo,..., va] Y0 ‘1 Olvo, ] = [v] = [v]

sastoji se od svih stranica -

(oo O un] (stranica &ﬂvmvhvz][V17V2]—[V0,V2]+[V07V1]
yeces Vige oy Vn

nasuprot v;). Pokazalo se da v vi

je za rub korisnije umjesto v3

sume uzeti alterniranu sumu v2
(=D voy ey Viyeey v " Ao, v1, v2, v3] = [v1, v2, v3] — [vo, v2, v3]

vi + [vo, v1, v3] = [0, v1, V2]
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Homomorfizam ruba

Homomorfizam ruba 0,: Ay(X) — A,—1(X) zadan je na bazi
formulom

an(O'a) = Zi(_]‘)iaa‘[V(),...,\A/,-,...,v,,]-

Lema 18.1 (osnovno svojstvo homomorfizma ruba)

Op— . .
Kompozicija A, (X) s, Ap_1 == An_s je nul-homomorfizam.
Dokaz : dp(c) = Z,‘(_l)ia|[vo,...,Oi,...,v"] pa je

8,,,18”(0') = Z(_l)i(_l)jo-‘[vo,...,\7j,...,0;,...,vn]

J<i

+ Z(—l)i(—l)jflU\[vo,,..,o,-,...,\”/j,...,v,,]-

J>i

Zamijenimo li u drugom sumandu i <> j, sumandi se pokrate. [
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Homologija lan¢anog kompleksa

Niz abelovih grupa i homomorfizama

PN = N L N NI L NN
t.d. je 0, Op+1 = 0 za sve n naziva se lancani kompleks.

Elementi podgrupe Ker 0, nazivaju se n-ciklusi a elementi
podgrupe Im 8,41 n-rubovi, a zbog 9, 0n+1 = 0je Im Jp11 C Ker 9p,.
Kvocijentna grupa H, := Ker 9,/ Im 0,41 naziva se

n-ta homoloska grupa lancanog kompleksa C. Elementi od H,
nazivaju se homoloske klase, oznaka [z], z € Ker 0, a za dva
ciklusa koji pripadaju istoj klasi kaze se da su homologni.

Za A-kompleks X, homoloske grupe lanc¢anog kompleksa
o Dy (X) 25 AX) 2 Ay (X) — - — Ar(X) 25 Ag(X) 250
nazivamo simplicijalnim homoloskim grupama od X, oznaka H-(X).
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Homologija kruznice i torusa

Kruznica: X = S*ima A-strukturu s jednim vrhom i jednim bridom:
Zato je A1(SY) =2 Z = No(St), a Ap(St)=0zan>2 paje eQV

Z zan=0,1
Arcly ~ ’ : . _
HR(SY) = 0 zan>2 jer je 01 = 0.
b
Torus: T = S! x S! ima A-strukturu s jednim vrhom v, Y v
tri brida a, b i ¢ i dva 2-simpleksa A i B. AA L |,
Kao i kod kruznice, 01 = 0 pa je H(T) = Z. B

Kako je 02(A) = a+b—c = 0x(B)ijerje{a,b,a+b—c} v p v
baza grupe A1(T), to je HA(T) = Z @ 7Z, i bazu &ine klase [a] i [b].
Kako nema 3-simpleksa, to je HS(T) = Ker 0, = Z, generirana s [A—B],
jerje d(nA+mB)=(n+m)(a+b—c)=0 & n=-—m.

Dakle, Z®7Z zan=1

HAT)=!Z zan=0,2
0 zan>3
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Homologija projektivne ravnine i n-sfere

Projektivna ravnina: RP? ima A-strukturu s dva vrha v i w, 2 v
tri brida a, b i c i dva 2-simpleksa A i B. 3 A 7NN
Im 01 je generirana s w — v, pa je H&(RP?) = 7Z B
s jednim od vrhova kao generatorom. v w

Kako je 02(A) = —a+ b+ c a 02(B) = a— b+c, to je 0> injekcija
pa je H&(RP?) = 0. Nadalje, Ker 9 = Z @ Z generiranas a—bi c,
a Im 0, je podgrupa od Ker 01 reda 2, jer za bazu u Ker 0y
mozemo uzeti ¢ i a—b-+c, a za bazu u Im 9> mozemo uzeti a—b+c i
2c = (a—b+c)+(—a+b+c) = 0x(B)+02(A), pa je HA(RP?) = 7.
Za n > 3 je HA(RP?) = 0 jer RP? nema n-simpleksa za n > 3.

n-sfera: 5" dobije A-strukturu od dvije kopije A" kojima su rubovi
identificirani identitetom. Tada je Ker 0, = Z generirana razlikom
tih dvaju n-simpleksa, pa je H2(S") = Z generirana klasom te razlike.
HA(S") = 0 za m > n (nema simpleksa), a nalaZenje ostalih grupa
je nesto teze (ali ¢emo napraviti kasnije).
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itd., ali. ..

Na sli¢an nacin mogli bismo odrediti homoloske grupe i za mnoge
druge A-komplekse, npr. za plohe, ali racuni postaju sve sloZeniji
kako se broj simpleksa povecava. Posebno u vis§im dimenzijama.
A odmah se postavljaju i sljedeca pitanja:
o Jesu li grupe HA(X) neovisne o A-strukturi, tj. ako su dva
A-kompleksa homeomorfna imaju li oni izomorfne homoloske grupe?
@ Opcenitije, imaju li oni izomorfne homoloske grupe i ako su
samo homotopski ekvivalentni?
Za odgovor na ta pitanja i razvoj opée teorije, najelegantnije je
napustiti krute simplicijalne strukture i uvesti tzv. singularnu
homologiju. Dodatna prednost je da su te grupe definirane za sve
topoloske prostore. Na kraju treba ipak dokazati da su za
A-komplekse obje teorije ekvivalentne.
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Simplicijalni kompleksi vs. A-kompleksi

Tradicionalno se simplicijalna homologija definira za simplicijalne
komplekse. To su A-kompleksi kod kojih je svaki simpleks jedinstveno
odreden svojim vrhovima. Stoga svaki n-simpleks ima to¢no n+1
razli¢itih vrhova i nikoja dva simpleksa nemaju isti skup vrhova.

Ako se u simplicijalnom kompleksu odabere ,,pogodan” uredaj
vrhova, npr. neki dobar uredaj, onda se na tom simplicijalnom
kompleksu dobije i struktura A-kompleksa.

Obratno, moze se pokazati da se svaki A-kompleks moze
subdividirati tako da se dobije simplicijalni kompleks, pa je svaki
A-kompleks homeomorfan nekom simplicijalnom kompleksu.

A-kompleksi imaju tu prednost da su racuni s njima jednostavniji.
Npr. torus kao simplicijalni kompleks ima najmanje 14 trokutova,
21 brid i 7 vrhova, a za RP? treba najmanje 10 trokuta, 15 bridova
i 6 vrhova.
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Singularna homologija

Singularni n-simpleks u prostoru X je svako preslikavanje o: A" — X.
Slobodnu abelovu grupu kojoj bazu ¢ine svi singularni n-simpleksi,
oznacavamo s C,(X). Njezini elementi, koje zovemo (singularnim)
n-lancima, su formalne konacne sume ), njo;, nj € Z, oj: A" — X.
Kao i prije, homomorfizam ruba 9,: C,(X) — C,—1(X) definiran

je na bazi s Op(0) := Zi(_l)i0'|[VO’.“"’}I.’.“’VH] (pritom je

[Vo, ..., 0. .., vy identificiran s A"~ kanonskim linearnim
homeomorfizmom koji ¢uva uredaj vrhova, t.d. na o[y, . o, v.]
mozemo gledati kao na preslikavanje A™1 — X).

Kao u lemi 18.1, pokazuje se da vrijedi 9, 0p+1 = 0, ili krade, 92 =0,
pa definiramo singularne homoloske grupe H,(X) := Ker 0,/ Im Op41.
Iz definicije je evidentno da su singularne homoloske grupe H,(X)
topoloske invarijante (za razliku od simplicijalne homologije H2(X)).

S druge strane, grupe C,(X) su tako velike, i za sve n su netrivijalne,

da ¢ak nije niti jasno jesu li za konaéne A-komplekse grupe H,(X)
konacéno generirane.
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Singularni kompleks S(X)

Sljedeca konstrukcija pokazuje kako se singularna homologija, koja
izgleda mnogo opcenitija od simplicijalne homologije, moze shvatiti
i kao specijalan slucaj simplicijalne homologije.

Za proizvoljan prostor X definira se singularni kompleks S(X)
kao A-kompleks s po jednim n-simpleksom Al za svaki singularni
n-simpleks o: A" — X, i to tako da je A na prirodan (o¢it) nacin
pricvrs¢en na (n — 1)-simplekse od S(X) koji su restrikcije od o na
stranice od A", tj. na (n — 1)-simplekse od OA".

Iz definicije je jasno da je H2(S(X)) isto $to i Ha(X), pa je
singularna homologija od X zapravo simplicijalna homologija
singularnog kompleksa S(X).

S(X) je A-kompleks model za X, i obi¢no je enormno velik.
Pogledaj u [Hatcher| kako se, barem u malim dimenzijama, na

singularne cikluse moZe gledati kao na preslikavanja orijentiranih
mnogostrukosti u prostor X.
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Singularna homologija i povezanost putevima

Propozicija 19.1
Neka je X = U, X, rastav prostora X na komponente povezanosti
putevima. Tada je H,(X) = @, Hn(Xa)-

Dokaz : Slike singularnih simpleksa su putevima povezane pa je
Co(X) = D, Ca(Xa). Homomorfizam ruba 9, ,,postuje” tu
dekompoziciju u direktnu sumu, pa se to prenosi i na Kerd, i
Im 0,41, pa onda i na njihov kvocijent H,(X). O

Propozicija 19.2

Za putevima povezan prostor X je Ho(X) = Z.
Opcenito je, dakle, Hy(X) direktna suma Z-ova— po jedan za
svaku komponentu povezanosti putevima.
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Hy ,,broji” komponente povezanosti putevima

Dokaz : Kako je 9y = 0 to je Ho(X) = Co(X)/Im I1. Neka je
e: Co(X) — Z homomorfizam definiran s £(3°; nioj) := >_; n;.
Ako je X neprazan onda je ¢ ocito epimorfizam.
Tvrdnja: Ako je X putevima povezan onda je Kere = Im 0y,
pa € inducira izomorfizam Ho(X) = Co(X)/ Kere = Z (1.tm. o izop).

Dokaz tvrdnje: Za svaki singularni 1-simpleks o: Al — X je
edi(o) =¢e(oly, —0ly,) =1—1=0, pa je Im0; C Kere.
Obratno, neka je (3°; nioi) =0, tj. >_; ni = 0.
Simpleksi o; su singularni 0-simpleksi, dakle to¢ke u X.
Odaberimo toc¢ku xp € X i neka je og singularni 0-simpleks sa slikom xg.
Za proizvoljan singularni O-simpleks o; neka je 7;: A = [v, vi] — X
put od tocke xp do oj(vp). Tada je O1; = o; — 09, pa je

O nii) = 2 miop — (32 ni)oo = >, nioi.
To pokazuje da je >, njo; rub, tj. Kere C Im0;. O
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Homologija tocke

Propozicija 19.3
Za jednotockovni prostor X = x je Hy(X) = Z a Hy(X) = 0zan > 0.

Dokaz : Kako je X = * to za svaki n postoji jedinstven singularan
n-simpleks o,: A" — X —konstantno preslikavanje, i

_ ; _ 0 za neparan n
5(0'n) = Zi(_l) On-1= {Jn_l za paran n 7& 0

Dakle, singularni lan¢ani kompleks za X = * izgleda ovako:
o7 572-%72 5725720
odakle jednostavno slijedi tvrdnja. O
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Reducirane homoloske grupe

Cesto je prakti¢nije raditi s ponesto modificiranom homologijom za koju

su homoloske grupe tocke trivijalne u svim dimenzijama, ukljucujuéi n = 0.
To su reducirane homoloske grupe H,,(X) definirane kao homoloske
grupe augmentiranog lancanog kompleksa

e GX) B G(X) M G(X) 5 Z—0, 0
gdje je e(>°; njo;) := Y_; nj homomorfizam Im%
1

augmentacije kao u dokazu propozicije 19.2. 0
Kakojee 01 = 0tojee(Im 1) = 0, pa € inducira o ! .S
homomorfizam &: Ho(X) — Z s jezgrom — G =G =220

Keré = Kere/Kerq = Kere/Im 01 = Ho(X). qi /
Stoga je Ho(X) = Ho(X) @ Z. Ho
Za n> 0 je o&ito Hn(X) = Ha(X). ; /é

0

/

0



Algebarska topologija
5. HOMOLOGIJA
§20. Homotopska invarijantnost

Lancano preslikavanje inducirano neprekidnim preslikavanjem

Za preslikavanje f: X — Y definiraju se inducirani homomorfizmi
fu: Co(X) = Go(Y) t.d. se stavi fu(o) :=fo: A" — Y i prosiri
linearno na Cn(X). Za fy vrijedi f40 = Ofy jer je
F0(0) = F(Zi(=1) 01w, 05, val) = Li(=1) FOl1g,. 01, = (),
pa imamo komutativan dijagram
0 0
coro— Cpy1(X) — CGo(X) — Cpo1(X) — -+

I I ) I (+)

i Co1(Y) -5 Co(Y) L Cpa(Y) — -

tj. homomorfizmi £ definiraju lancano preslikavanje singularnih
lancanih kompleksa od X i Y.
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5. HOMOLOGIJA
§20. Homotopska invarijantnost

Inducirani homomorfizmi — funktorijalnost

Zbog f40 = Ofy, tj. zbog komutativnosti dijagrama (),

fu preslikavaju cikluse u cikluse i rubove u rubove, pa fu induciraju
homomorfizme f.: Hy(X) — Hn(Y). To su

homomorfizmi inducirani neprekidnim preslikavanjem f : X — Y.
Ujedno smo dokazali i sljede¢u algebarsku tvrdnju:

Propozicija 20.1

Lancano preslikavanje lanc¢anih kompleksa inducira homomorfizme
homoloskih grupa tih kompleksa. Ol

Iz definicije neposredno slijedi funktorijalnost:
@ Za kompoziciju X Ty &7 vrijedi (g )« = gufs.

o (1x): = 1p,(x)
odakle i formalno slijedi topoloska invarijantnost singularne homologije.
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5. HOMOLOGIJA
§20. Homotopska invarijantnost

Homotopska invarijantnost homologije

Prvi ozbiljan teorem je

Teorem 20.2

Ako su preslikavanja f,g: X — Y homotopna, onda su inducirani
homomorfizmi jednaki, f. = gi: Hn(X) = Ha(Y), n € N.

Zbog funktorijalnosti, odavde odmabh slijedi

Korolar 20.3

Ako je f: X — Y homotopska ekvivalencija, onda su inducirani
homomorfizmi f,: Hy(X) — Hp(Y) izomorfizmi za sve n € N. [

Ostaje dokazati teorem.



Algebarska topologija
5. HOMOLOGIJA
§20. Homotopska invarijantnost

Rastav prizme na simplekse

Dokaz teorema: Glavna stvar u dokazu je dobar rastav =~ wo w1
produkta A” x [ na (n + 1)-simplekse. Oznacimo
A x {0} = [vo,...,vn] i A x {1} =: [wo,...,wp]

kao na slici. Tada je A x [ unija (n+ 1)-simpleksa vo vi
[Vo,. .., Vi,Wi,...,wy,| (za detalje vidi [Hatcher]). w2

wo wi
Neka je F: X x | — Y homotopija od f do g. D

Definiramo operatore prizme P: C,(X) — Cpy1(Y)
formulom P(o) := Zi(*l)iFO(UX1/)\[vo,...,v,»,w,-,...,w,,]-

Naprimjer, za o = vy, v1, v2] je
P(U) = F(U X 1)‘[V0,W0,W1,W2] - F(U X 1)’[V0,V1,W1,W2] + F(J X 1)‘[V0,V1,V2,W2]

V2

Vo Vi
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5. HOMOLOGIJA
§20. Homotopska invarijantnost

Kljuéno svojstvo operatora prizme

Tvrdnja: OP =gy —fu — PO (%)
Racunamo:

aP(U) = Z(_l)j(_l)lF(a X l)|[vo,...,\7j,...,v,-,W,-,...,wn]

J<i i1 ;
+ 3 (1Y =1) F(0 % D) [worviwioig ]
_/>/
Clanovi za i = j # 0 iz prve sume skratit ¢e se s ¢lanovima za

i =j # n iz druge sume (to su ¢lanovi u kojima nema ponavljanja
indeksa), jer ée u prvoj sumi biti ispusten i-ti vrh a u drugoj (i+1)-vi vrh
(npr. &lan prve sume za i = j = 4 skratit e se s ¢lanom druge sume za i = j = 3).
Za i = j = 0 u prvoj sumi ostaje ¢lan F(0x1)|(5 up,...ws] = 80 = &4(0),
azai=j= nudrugojostaje —F(ox1)|1y . v.an = —fo = —fy(o).
Clanovi sa i # j daju upravo — P3(0) jer je

Pa(d) = Z(_l)i(_l)j,:(a X 1)|[Vo, Vi Wi, Wy, W)
I<J + Z JF(O- X l)|[VO,...,\Z‘,...,V,‘,W,‘,...,Wn] * /

i>j
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5. HOMOLOGIJA
§20. Homotopska invarijantnost

/Zavrsetak dokaza

Za proizvoljan n-ciklus o € Ker 9, C Cp(X) je

gu(a) — fu(a) = OP(a) + PO(a) = OP(«) jer je Oar = 0.

Stoga je gu(a) — fx() n-rub, pa su gx(a) i fx(c) homologni,

tj. g([e]) = fi([a])- O
Familija homomorfizama P lanc¢anih kompleksa za koje je

OP + PO = gy — f4 naziva se lancana homotopija,

pa zavrsetak dokaza prethodnog teorema dokazuje i

Propozicija 20.4

Lancano homotopna preslikavanja lancanih kompleksa induciraju
na homologiji iste homomorfizme. O




Algebarska topologija
5. HOMOLOGIJA
§20. Homotopska invarijantnost

Inducirani homomorfizmi u reduciranoj homologiji

Lako se vidi da je efy = ¢, pa neprekidno preslikavanje f: X — Y
inducira i lancano preslikavanje augmentiranih lancanih kompleksa

s X)L ax) D GX) - Z—0
b b b
s G(Y) L a(Y) L (YY) -5 Z—0

Ako su g ~ f: X — Y homotopna preslikavanja, onda za

singularni 0-simpleks o u X vrijedi

OP(0) = F(ox1)|[05,we) = F (0% 1)|[vy,i0] = 8o —F0 = gs(0)— Ty (0),
tj. OP = 84 — f#.

Ako lan¢anu homotopiju P prosirimos P =0: Z — G(Y),

dobit ¢emo lancanu homotopiju augmentiranih lancanih

kompleksa, $to pokazuje da je i g, = f,: Ha(X) = Ha(Y).
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5. HOMOLOGIJA
§21. Egzaktni nizovi

Egzaktni nizovi

Za niz Abelovih grupa i homomorfizama
o Appl T A S Ay —

kazemo da je egzaktan ako je Im a1 = Ker o, za sve n.
Inkluzija Im ap1 C Ker i, znadi da je apapr1 = 0, tj. svaki
egzaktan niz je lancani kompleks. S druge strane, Ker o, C Im apgg
znadi da su homoloske grupe tog lancanog kompleksa trivijalne.
Dakle, na homoloske grupe mozemo gledati kao na mjeru
neegzaktnosti lan¢anog kompleksa.

e 0 » A% Bjeegzaktan akko je Keraw = 0, tj. v je monomorfizam;

o A5 B — 0jeegzaktan akko je Im oo = B, tj. « je epimorfizam;

e 0+ A% B — 0 je egzaktan akko je o izomorfizam;

e 0>ASB g C — 0 je egzaktan akko je a mono, (3 epi i
Im o = Ker 3. Tada 3 inducira izomorfizam C = B/Ima,
Sto, uz identifikaciju A = Im «, pisemo C = B/A.

Takav se niz naziva kratki egzaktni niz.
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§21. Egzaktni nizovi

Kofibracije i homologija kvocijentnog prostora

Egzaktni nizovi su pravi jezik za izraziti vezu izmedu homologije
prostora, potprostora i njihova kvocijenta.

Neka je X prostor a A C X neprazan zatvoren potprostor koji je

okolinski deformacijski retrakt od X. Tada postoji egzaktan niz

- — Ho(A) = Fn(X) 25 Ha(X/A) = Fomy(A) = Apa(X) — -
- — Fp(X/A) — 0

gdje je i: A X inkluzija a j: X — X/A je kvocyentno preslikavanje.

Homomorfizam O ¢emo konstruirati tijekom dokaza, koji je
podugadak. Grubo receno, element od H,(X/A) moze se

reprezentirati lancem « u X Ciji je rub da ciklus u A, pa je
Ja € H,,_l(A) njegova homoloska klasa.

Par (X, A) gdje je A zatvoren okolinski deformacijski retrakt od X, paima
svojstvo prosirenja homotopije, zvat ¢emo dobar par ili kofibracija.
CW-parovi jesu dobri parovi.
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5. HOMOLOGIJA
§21. Egzaktni nizovi

Homoloske grupe sfera

Prethodni ¢emo teorem modi dokazati istom u § 23, nakon teorema
o isijecanju, ali prije negoli ga po¢nemo dokazivati, evo dvije primjene:

Korolar 21.2 (homoloske grupe sfera)

Piem o~ )L zai=n
Hi(s)_{O zai#n

Dokaz : Za n > 0 gledamo par (D", S" 1), pa je D"/S"~1 = S
Kako je D" kontraktibilan, to je H;(D") = 0 za sve i, pa iz
egzaktnosti slijedi da su H;(S") 2, H;_1(5™ 1) izomorfizmi.
Tvrdnja sada slijedi indukcijom pocevéi od S°, za koju tvrdnja
vrijedi zbog propozicija 19.1 i 19.3. 0J
Dakle, nereducirane homoloske grupe sfera su

m~ )2 zai=0,n : o~ JLBL zai=0
H,(S)_{0 22040 n akOJen7éO,aH,(5)_{0 22040
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5. HOMOLOGIJA
§21. Egzaktni nizovi

Brouwerov teorem o fiksnoj tocki

Sada kada znamo homoloske grupe sfera, mozemo dokazati
Brouwerov teorem o fiksnoj tocki, ¢iju smo verziju za n = 2,
koriste¢i se fundamentalnom grupom, dokazali u § 8.

Korolar 21.3 (Borsuk-Brouwer)

S™1 = 9D" nije retrakt od D".
Stoga svako neprekidno preslikavanje f: D" — D" ima fiksnu tocku.

Dokaz : Ako je r: D" — OD" retrakcija, onda je ri = 1ypn gdje je
i: OD" — D" inkluzija. Tada je kompozicija
IEI,,_1(8D”) LN I:I,,_l(D”) AN I:I,,_l(aD") identiteta grupe

H,—1(0D") = Z, sto ne moze biti jer su iy i r,. nul-homomorfizmi.

Tvrdnja o fiksnoj tocki dokazuje se analogno
dokazu teorema 8.3 za n = 2. O

r(x)
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5. HOMOLOGIJA
§22. Relativne homoloske grupe

Relativne homoloske grupe

Zelimo definirati homoloske grupe koje ,,ne uzimaju u obzir" lance
u podskupu A C X. Definiramo C,(X, A) := C,(X)/Cn(A).
To je grupa relativnih n-lanaca.
Njezine ¢emo elemente privremeno oznalivati (a), v € Cp(X).
Za homomorfizam ruba 0: Cp(X) — Co—1(X) vrijedi
9(Cn(A)) € Cy—1(A), pa on inducira homomorfizam ruba
0: Co(X,A) — Co_1(X, A), i opet vrijedi 92 = 0, tj. dobivamo
lan¢ani kompleks
s Co1 (X, A) L Co( X, A) D Gt (XL A) — -
Homoloske grupe tog lanc¢anog kompleksa su relativne
(singularne) homoloske grupe para (X, A), oznaka H,(X, A).
@ Elementi od H,(X, A) reprezentirani su relativnim ciklusima
tj. n-lancima u X kojima je rub (n — 1)-lanac u A.
e Relativni ciklus (a) € Kerd, C C,(X, A) je relativni rub ako
je = 0B + v za neki B € Cyp1(X) i neki v € C,(A).
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5. HOMOLOGIJA
§22. Relativne homoloske grupe

Jos o relativnim lancima i ciklusima

Napomena: Kako se radi o slobodnim abelovim grupama, na
Cn(X, A) = Cp(X)/Cr(A) mozemo gledati i kao na slobodnu
abelovu grupu generiranu singularnim n-simpleksima u X Cije slike
nisu sadrzane u A. Mana ovakvog gledanja na relativne n-lance je
da to nije kompatibilno s homomorfizmom ruba, tj. rub n-lanca
u X koji nije u A moze biti (n — 1)-lanac u A. Zato je ipak bolje
na Cp(X,A) gledati kao na kvocijent C,(X)/Cn(A) nego kao na
podgrupu od Cp(X).

Sljededi cilj je pokazati kako za par (X, A) postoji dugi egzaktni niz
<o = Hp(A) = Hp(X) = Hp(X,A) = Hpo1(A) = Hpo1(X) — -+
<o = Ho(X,A) — 0.
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5. HOMOLOGIJA
§22. Relativne homoloske grupe

Kratki egzaktni niz lan¢anih kompleksa

To, medutim, spada u (uvod u) homolosku algebru.
Naime, za svaki n imamo komutativan dijagram

0— GCo(A) - GC(X) L Ci(X,A) —0

o U 1o

0 — Co_1(A) =5 Co1(X) L5 Coor(X,A) — 0

gdje su i inkluzije a j kvocijentna preslikavanja, pa su reci kratki

egzaktni nizovi. i i j induciraju na homologiji homomorfizme
Ho(A) == Ha(X) 25 Ha(X, A)

za koje vrijedi jyix = 0, tj. Im i, C Ker j,. Dakle, treba konstruirati

homomorfizam H,(X,A) — H,_1(A) i pokazati da je tako dobiven

niz grupa i homomorfizama egzaktan.

Algebarski, situacija je sljede¢a: imamo kratki egzaktni niz lancanih

kompleksa kojemu treba pridruziti dugi egzaktni homoloski niz:
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5. HOMOLOGIJA
§22. Relativne homoloske grupe

Vezni homomorfizam 9: H,(C) — H,_1(A)

Loy

0— Apt1 — Bny1 25 Cop1 — 0

- L

B,_1 —) C,-, 1—0
l l
da\La O\La \l/
0— An 2 —’> Bn_2 :

Neka je ¢ € C, ciklus. Kako je j epi, c = j(b) za neki b € B,. Jer
je j(Ob) = 9j(b) = 0c = 0, element 9b € B,_1 lezi u Kerj = Im/i,
pa, zbog injektivnosti od i, 3la € A,_1 t.d. je 9b = i(a). Zbog
komutativnosti je i(0a) = di(a) = (0b) = 0, pa je Da € Keri =0
jer je i mono, pa je a € A,_1 ciklus. Definiramo 9([c]) := [a] € Hy,—1(A).
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5. HOMOLOGIJA
§22. Relativne homoloske grupe

Homomorfizam O je dobro definiran: neovisnost o izboru b

e Element a jedinstveno je odreden elementom b jer je i monomorfizam.
e Izbor elementa b: Neka jei b’ € B, t.d. je j(b') = c.
a — b —b

Ibfb 0—>J Cc
0O0— A, — B, — (¢, —0

I
ad=a J\rl/ga > Ob/ j \1/0
0—A,.1—By1—Ci.1—0

Tada je b’ — b € Kerj = Im i, pa postoji a € A, t.d. je
b'—b=i(a), tj. b =b+i(a).

No tada je @’ := a+ da € A,_1 upravo jedinstven izbor za b’ jer je
i(a") = i(a+0a) = i(a)+i(0a) = Ob+0i(a) = d(b+i(a)) = Ob'.
Dakle, a i a' su homologni, tj. [a'] = [a] € Hp—1(A).
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§22. Relativne homoloske grupe

Homomorfizam O je dobro definiran: neovisnost o izboru ¢

Izbor elementa c¢: Neka je ¢/ = ¢ + 9 za neki v € Cpy1.
; g~ ¥
0— Apt1 — Bny1 25 Cop1 — 0

Voo A
0— A, —'>§,, 2 c, —o0

b b

a =i

00— A,-,_1 — Bn—l L) Cn—l —0
Tada postoji 5 € Byt1 t.d. je v =j(B), pa je
¢ =c+9j(B) = c+j(9B) = j(b+9pB), sto ne utjee na izbor od a
jer je d(b+ 9B) = Ob.

0: Hp(C) — Hp—1(A) je homomorfizam: To slijedi neposredno iz
definicije preslikavanja 9, jer svi uCinjeni izbori ,,poStuju” zbrajanja
u odgovaraju¢im grupama. O
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§22. Relativne homoloske grupe

Egzaktnost dugog homoloskog niza

Dugi homoloski niz

o Ho(A) 2 Ho(B) L5 Ha(C) -2 Hoo1(A) =25 Hyp_1(B) — - -

je egzaktan.

(Pisanim slovima A, B i C oznadili smo lanéane komplekse
A s ALSA LA
itd.)
Dokaz : Treba dokazati Sest inkluzija:

o Imi, C Kerj, i Kerj, C Im i,

@ Imj, CKerdiKerd C Imj,

@ Imo C Keri, i Kerip, CImo.
Prva slijedi iz Cinjenice da je ji = 0. Ostale dokazite za vjezbu!
Metoda: ,,natjeravanje po dijagramu” (diagram chasing)
i ,uéini sto mozes".
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5. HOMOLOGIJA

§22. Relativne homoloske grupe

Dugi egzaktni homoloski niz para (X, A)

Vratimo |i se topologiji, prethodni teorem daje

Za svaki par (X,A) topo/osk/h prostora sljededi je niz egzaktan:
- — Hy(A) =5 Ho(X) 25 Hy(X, A) 2 H,_ 1(A) ey Hp—1(X) —
- — Ho(X,A) — 0.

Opis homomorfizma 0: H,(X, A) = Hp,—1(A) je jednostavan: ako
je [a] € Hn(X, A) reprezentiran relativnim ciklusom («) onda je 0[]
homoloska klasa ciklusa dac u Hp—1(A).

Dakle, relativne grupe H,(X, A) , mjere razliku” izmedu
homoloskih grupa prostora X i potprostora A.

Specijalno, ako su za sve n grupe H,(X, A) trivijalne, onda
inkluzija A < X inducira izomorfizme H,(X) = H,(A) za sve n.
Lako se vidi da, zbog egzaktnosti, vrijedi i obratno.
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§22. Relativne homoloske grupe

Dugi egzaktni niz za reduciranu homologiju

Analogan dugi egzaktni niz postoji i za reducirane homoloske
grupe para (X, A). Treba samo primijeniti prethodnu masineriju na
kratki egzaktan niz augmentiranih lancanih kompleksa, gdje u

dimenziji —1 treba uzeti kratki egzaktni niz 0 — Z i> 7Z — 0— 0.
Specijalno, ako je A # (), onda je H,(X,A) = Hp(X, A) za sve n.

Primjeri

1. U dugom egzaktnom nizu za reduciranu homologiju para (D",9D"),
sve su grupe H;(D") trivijalne, pa su H;(D",dD") N Hi_1(5" 1)
izomorfizmi za sve i.

2. Jer je Hy(¥) = 0 za sve n, za totku xp € X, iz dugog egzaktnog
niza za reduciranu homologiju para (X, xp) (to¢nije, para (X, {x0})),
dobivamo izomorfizme H,(X, xp) = H,(X) za sve n.

v
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§22. Relativne homoloske grupe

Inducirani homomorfizam relativnih grupa

Neprekidno preslikavanje parova f: (X, A) — (Y, B) inducira
homomorfizme £ : C,(X, A) = C,(Y, B), pa onda i homomorfizme
f.: Ho(X,A) = Hy(Y, B).

Vrijedi takoder

Propozicija 22.3

Ako su preslikavanja f,g: (X,A) — (Y, B) homotopna kao
preslikavanja parova, onda je f, = gi.: Hy(X,A) — Hp(Y, B).

Dokaz : Operator prizme P iz dokaza teorema 20.2 preslikava C,(A) u Cp11(B),
pa inducira relativni operator prizme P: Cy(X,A) — Cpy1(Y, B).
Prelaskom na kvocijent, i dalje vrijedi OP + PO = g4 — fx, pa su
fu i gu lan€ano homotopna preslikavanja lan¢anih kompleksa
relativnih singularnih lanaca, pa induciraju iste homomorfizme
relativnih homoloskih grupa. O
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§22. Relativne homoloske grupe

Egzaktan homoloski niz trojke

Neka je (X, A, B) trojka topoloskih prostora, tj. B C A C X. Tada
postoji sljede¢i dugi egzaktni homoloski niz trojke:

coo — Hp(A, B) =5 Hp(X, B) 25 Ho(X, A) -2 Hp_1(A, B) —> - -
gdje su iy i j, inducirani odgovarajué¢im inkluzijama. To je dugi
egzaktni niz dobiven iz kratkog egzaktnog niza lan¢anih kompleksa
singularnih lanaca parova

0 — Gu(A,B) — Ch(X, B) — Cp(X,A) — 0.
Za B = {xp} egzaktan homoloski niz trojke (X, A, xp) je zapravo
egzaktan niz za reduciranu homologiju para (X, A).
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Isijecanje

Jedno od fundamentalnih svojstava homologije para (X, A), koje
nema pravog analogona u homotopiji, je da se podskup koji se nalazi
»dovoljno duboko” u A moze odstraniti bez utjecaja na homologiju.

Teorem 23.1 (o isijecanju)

NekasuZ C A C X potprostorit.d. jeZ C Int A. Tadazasven € N,
inkluzija (X \ Z,A\ Z) < (X, A) inducira izomorfizme

Ho(X\ Z,A\ Z) =5 Hp(X, A).
Ekvivalentno, ako su A, B C X potprostori t.d. je
X =Int AU Int B, onda inkluzija (B,AN B) — (X, A) inducira
izomorfizme Hp(B,AN B) = Hn(X, A) za sve n.

Za ,prijevod” jedne verzije teorema u drugu treba staviti
B:= X\ Z odnosno Z := X\ B.



Algebarska topologija
5. HOMOLOGIJA
§23. Isijecanje

Homologija sa ,,sitnim” lancima

Dokaz teorema o isijecanju je dugacak i sadrzi tehniku
baricentrickih subdivizija koja omoguduje odredivanje homologije
pomocu lanaca koji se sastoje od ,,malih” simpleksa.

Neka jeUd = {U,} familija podskupova od X Cije nutrine pokrivaju X,
i neka je C¥(X) podgrupa od C,(X) koja se sastoji od lanaca 3, nja;
za koje su slike svakog od singularnih simpleksa o; sadrzane u
nekom ¢lanu pokrivaca 4. Jasno je da homomorfizam ruba

0: Co(X) — Co_1(X) preslikava C4(X) u CY ;(X), pa grupe
CY(X) ¢ine lan¢ani kompleks. Homologke grupe tog lan¢anog
kompleksa oznadavat ¢emo s HY(X). Klju¢na je

Propozicija 23.2

Inkluzija v: C¥(X) < Cn(X) je lan&ana homotopska ekvivalencija,
tj. postoji lanéano preslikavanje p : C,(X) — CY(X) t.d. su
kompozicije tp i pt lancano homotopne identitetama.

Stoga ¢ inducira izomorfizme HY(X) = Hp(X) za sve n.
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Dokaz ne¢emo raditi

Dokaz ove propozicije je dugacak, sluzi se tehnikom baricentrickih
subdivizija, i neemo ga raditi.

Ipak, trebat ¢emo nesto iz dokaza:

U dokazu se konstruiraju lancano preslikavanje

p: Co(X) — CY(X) i lanéana homotopija D: C,(X) — Cpy1(X)
td. jepr=1i9D+ DO =1-—1p. Osim toga, sva preslikavanja ¢,
p i D preslikavaju lance koji leze u nekom U, ponovno u lance u
istom U,.
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Dokaz teorema o isijecanju

Pomo¢u prethodne propozicije dokazat ¢emo teorem 23.1 o isijecanju.
Neka je X = Int AU Int B. Za pokriva¢ U := {A, B} rabit ¢emo
sugestivnu oznaku C,(A + B) := CY(X) jer se radi u sumama
lanaca u A i lanaca u B. |z dokaza prethodne propozicije imamo
lancano preslikavanje p i lanCanu homotopiju D za koje vrijedi
0D+ DO =1—1pipe=1. Sva preslikavanja u tim formulama
preslikavaju lance u A ponovno u lance u A, pa kada podijelimo s
lancima u A, induciraju preslikavanja na kvocijentima za koja
takoder vrijede obje formule. Stoga inkluzija

Ch(A+B)/Ch(A) — Cn(X)/Cy(A) inducira izomorfizam na homologiji.
Preslikavanje C,(B)/Cph(AN B) — Cp(A+ B)/Cs(A) inducirano
inkluzijom, ocito je izomorfizam, jer su obje kvocijentne grupe
slobodne abelove grupe generirane singularnim simpleksima u B
koji ne leze u A. Kompozicijom dobivamo Zeljeni izomorfizam
Hn(B,AN B) = H,(X, A) induciran inkluzijom. O
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Homologija para i kvocijenta

Neka je (X, A) dobar par, tj. A je deformacijski retrakt neke okoline V' C X.
Kako bismo dokazali teorem 21.1 da postoji dugi egzaktni niz

o Ho(A) 5 Fa(X) L Ha(X/A) -Ls Fa1(A) 2 oy (X) — -
trebamo u dugom egzaktnom homoloskom nizu para (X, A),
relativne grupe H,(X, A) zamijeniti reduciranim grupama I:I,,(X/A) .
U tu svrhu dokazimo sljede¢u propoziciju:

Propozicija 23.3

Za dobar par (X, A) kvocijentno preslikavanje q: (X, A) — (X/A, A/A)
inducira izomorfizme q.: H,(X, A) = H,(X/A, A/A) =2 H,(X/A) za sve n.

Dokaz : Neka je V C X okolina koja se deformacijski retraktira na A.
Imamo sljedeéi komutativan dijagram:
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Dokaz propozicije

(0]

Ha(X, A) Ha(X, V) 2 Ho(X — A,V — A)

|a- | a- | a-
Ho(XJA, AJA) —Bw L (XJAVIA) S Hy(X/A—AJA, VA= AJA)
Deformacijska retrakcija od V na A daje homotopsku ekvivalenciju
parova (V,A) ~ (A, A), pa je Hy(V,A) = Hp(A, A) =0 za sve n.
Zbog toga iz egzaktnog homoloskog niza trojke (X, V, A) slijedi da
je « izomorfizam.
Deformacijska retrakcija od V' na A inducira deformacijsku retrakciju
od V/A na A/A, pa naisti na¢in zaklju¢ujemo da je i 5 izomorfizam.
€ i € su izomorfizmi isijecanja.
Desni g, je izomorfizam jer je induciran restrikcijom kvocijentnog
preslikavanja g, a ono je na komplementu od A homeomorfizam.

Da jei lijevi g, izomorfizam, slijedi sada iz komutativnosti dijagrama. []
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Homologija unije dvaju potkompleksa

Evo nekoliko posljedica teorema o isijecanju i prethodne propozicije:

Korolar 23.4

Ako je CW kompleks X unija dvaju potkompleksa A i B,
onda inkluzija (B, AN B) < (X, A) inducira izomorfizme
Hn(B,AN B) — Hy(X, A).

Dokaz : Kako su CW parovi dobri, moZemo, prema prethodnoj
propoziciji, prijeéi na kvocijente B/(AN B) i X/A, koji su, ako
AN B # (), homeomorfni. O

Ako su parovi (X,, xq) dobri, onda irlk/uzije Iy NXO‘ — Vo Xa
induciraju izomorfizme @, ias: B, Hn(Xa) = Hn(V,, Xa) za sve n.

Dokaz slijedi iz prethodne propozicije stavimo Ii (X, A) = (LI, Xa, Ua{Xa})
i ¢injenice da je Hn(X) = Ha(X, {x}). O
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Brouwerov teorem o invarijantnosti dimenzije

Sada mozemo dokazati i klasi¢ni teorem o invarijantnosti dimenzije
koji kaze da za m # n prostori R™ i R” nisu homeomorfni.

Teorem 23.6 (Brouwer, ~ 1910.)

Ako su neprazni otvoreni skupovi U C R™ j V C R" homeomortni,
onda je m = n.

Dokaz : Zbog isijecanja, za x € U je H (U, U\{x}) = H(R™,R™\ {x})
(uz Z :=R™\ U). Iz dugog egzaktnog niza para (R”,R™\ {x})
dobivamo Hj(R™ R™\ {x}) = H,_1(R™\ {x}). Kako se
R™\ {x} deformacijski retraktira na S, zaklju¢ujemo da je
He(U, U\ {x}) = Z za k = m a 0 inade. Na isti nacin
zaklju¢ujemo da je Hi(V,V \ {y}) 2 Z za k = n a 0 inace.

Kako homeomorfizam h: U —» V inducira izomorfizme
Hi(U, U\ {x}) — He(V, V\ {h(x)}) za sve k, mora biti m=n. [J
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Prirodnost

Dugi egzaktni nizovi koje smo konstruirali imaju jos jedno vazno
svojstvo koje Cesto biva kljuéno u mnogim razmatranjima.

To je prirodnost. Naprimjer, reci da je dugi egzaktni homoloski
niz para prirodan, znaci da za svako neprekidno preslikavanje
f:(X,A) = (Y, B) sljedeéi dijagram komutira:

o Hp(A) 255 Ho(X) 25 Ha(X, A) -2 Ho_1(A) — - -
oo Hp(B) =55 Ho(Y) 25 Ho(Y, B) -2 Hy_1(B) — - --

| ostali dugi egzaktni nizovi koje smo imali (za kvocijent, za
reduciranu homologiju i za homologiju trojke) bili su prirodni.

Sve to slijedi iz opée algebarske Cinjenice da je dugi homoloski niz
pridruzen kratkom egzaktnom nizu lancanih kompleksa, prirodan.
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Veza simplicijalne i singularne homologije

Kao za singularnu, tako i za simplicijalnu homologiju postoji
relativna verzija. Neka je X A-kompleks a A C X potkompleks,
tj. A je A-kompleks koji je unija nekih simpleksa od X. Relativne
grupe H2(X, A) definiraju se na isti nacin kao i singularne grupe,
polazedi od relativnih lanaca A, (X, A) := Ap(X)/An(A).

Istom algebarskom argumentacijom dobiva se dugi egzaktni niz za
simplicijalnu homologiju.

Postoje kanonski homomorfizmi ©,: HX (X, A) — H,(X, A)
inducirani lan€anim preslikavanjima A,(X, A) — Cu(X, A),

koja svakom n-simpleksu od X pridruzuju njegovo karakteristicno
preslikavanje o: A" — X.

U sluéaju A = () relativni se slu¢aj svodi na apsolutni.
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Ekvivalencija simplicijalne i singularne homologije

Homomorfizmi ©,: HX(X, A) — H,(X, A) su izomorfizmi za sve n
i sve A-kompleks parove (X, A).

Dokaz : Dokazimo najprije teorem u slu¢aju kada je X kona¢nodimenzionalan
i A prazan. k-skelet XX je unija svih simpleksa dimenzije < k.
Imamo sljedeéi komutativni dijagram egzaktnih nizova:

Hpa (X9 XK1Y — HR(XET) — HP(XK) — HR (XK XA — HE (XA

} 3 3 3 3

Hoin (XK XA — Hpy(KE1) — Hp(XF) — Ho (XK, XK1Y — H, (X5

(Sve vertikalne strelice su odgovarajué¢i homomorfizmi ©.)
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Nastavak dokaza teorema 25.1

DokaZimo najprije da su prva i Cetvrta vertikalna strelica izomorfizmi.

Zan # kje An(X*, Xk~1) = 0jerza n > k nema n-simpleksaazan < k

su svi n-simpleksi ve¢ u X¥~1, pa je i HA(X*, Xk71) =0 za n # k.

Za n = k je Ay(X*, Xk~1) slobodna abelova grupa generirana

svim k-simpleksima u X, pa je i H2(X*, Xk~1) slobodna abelova

grupa generirana homoloskim klasama svih k-simpleksa u X.

Preslikavanje ®: | | (A%, 0AK) — (Xk, X¥~1) kojeg ¢ine

karakteristi¢na preslikavanja AX — X svih k-simpleksa u X,

inducira homeomorfizam kvocijentnih prostora | | A /| | 00K — Xk /xk-1

pa inducira izomorfizme svih reduciranih singularnih homoloskih grupa.

Tako dobivamo izomorfizme (prvi i treéi zbog propozicije 23.3)
Ho(Lla (A%, 0A%)) 5 Hn(LLoAk/ LInOAY) = Ha(X*/X5T1) & Hy(Xk, XA,

Prema relativnoj verziji propozicije 19.1 je

Ha(Lla (A%, 08K)) = @, Ho(AK, 0K) = { @ZZ T
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Nastavak dokaza teorema 25.1

Dakle, za n # k je H,(X*, X¥~1) = 0 pa su prva i éetvrta vertikalna
strelica izomorfizmi. Za n = k je Hx(Xk, X*~1) slobodna abelova
grupa kojoj, zbog sljedeée leme, bazu Cine klase relativnih ciklusa
odredenih karakteristi¢nim preslikavanjima svih k-simpleksa u X.

Generator beskonacne ciklicke grupe Hi (A%, 0AK) je klasa
identitete 1;: AK — A shvadene kao singularni k-simpleks.

Stoga su za n = k prva i Cetvrta strelica homomorfizmi slobodnih
abelovih grupa koji $alju bazu na bazu, pa su i one izomorfizmi.
Indukcijom (pocetak je jasan) mozemo pretpostaviti da su i druga i
peta vertikalna strelica izomorfizmi. Zaklju¢ak da je tada i srednja
strelica HA(K*) — H,(X*) izomorfizam, slijedi sada iz leme o pet
homomorfizama, lema 25.3.

Time je dokaz za konaénodimenzionalan X i A = () zavren.
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§25. Ekvivalencija simplicijalne i singularne homologije

Nastavak dokaza teorema 25.1

U slucaju kada je X beskonacnodimenzionalan trebat ¢e nam sljedeca
Tvrdnja: Kompaktan podskup A-kompleksa X moze sije¢i samo
konacno mnogo otvorenih simpleksa.

Dokaz : Pretpostavimo da kompakt K sijeCe beskona¢no mnogo
otvorenih simpleksa. Tada K sadrZi niz to¢aka x; koje pripadaju
razli¢itim otvorenim simpleksima. Skupovi U; := X\ U;,i{xi} su
otvoreni jer su im praslike po karakteristi¢nim preslikavanjima svih
simpleksa otvoreni skupovi, pa tako Cine otvoren pokriva¢ od K
koji se ne moze reducirati na konacan potpokrivac.
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Zavrsetak dokaza teorema 25.1

9: HA(X) — Hp(X) je surjekcija:
Reprezentirajmo element grupe H,(X) singularnim n-ciklusom z.
To je linearna kombinacija konacnog broja singularnih n-simpleksa
Cije slike, zbog kompaktnosti, sijeku samo konaéno mnogo
otvorenih simpleksa u X, pa su sve slike sadrzane u X* za neki k.
Pokazali smo da je HS(XK) — H,(X¥) izomorfizam pa je z homologan
u X, dakle i u X, nekom simplicijalnom ciklusu, tj. © je surjekcija.
©: HA(X) — Hp(X) je injekcija:
Sli¢no, ako je singularni n-ciklus z rub nekog singularnog lanca u X,
taj lanac ima kompaktan nosa¢ (sliku), pa leZi u nekom X*. Stoga
lezi u jezgri od HA(X¥) — H,(X*), a kako je taj homomorfizam
injektivan, to je z simplicijalni rub u X*, dakle i u X.

Op¢i slucaj, X proizvoljan i A # (), slijedi iz dokazanog apsolutnog
slucaja primjenom leme o pet homomorfizama na kanonsko
preslikavanje dugog egzaktnog niza za simplicijalnu homologiju
para (X, A) u odgovarajudi niz za singularnu homologiju. Ol
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Dokaz leme 25.2

Treba pokazati da je identiteta 1,: AX — A, shvaéena kao
singularni k-simpleks, ciklus, &ija homoloka klasa generira Hy (A, 0AK).
Da je ciklus je jasno jer se radi o relativnoj homologiji. Dokaz
provodimo indukcijom. Za k = 0 ocito 1j predstavlja generator.

Korak indukcije: Oznagimo s A C AAK uniju svih (k — 1)-stranica
simpleksa A osim jedne (rog). Tada imamo izomorfizme

He (DK, 00%) 5 Hi_1(0AK, N) & Hy_1 (DKL, 0AK1).
Prvi homomorfizam je operator ruba iz dugog egzaktnog niza
trojke (A¥,0AK, N), koji je izomorfizam zbog H,(AK,A) =0
(jer je A deformacijski retrakt od Ak pa je (AK,A) ~ (A, N)).
Drugi izomorfizam je posljedica propozicije 23.3 jer inkluzija
(AR 9AK=1) — (9AK1, A) inducira homeomorfizam
kvocijenata AK—1/9Ak—1 5 OAK/A.
Induktivni korak sada slijedi iz Cinjenice da prvi izomorfizam Salje
[1] € He(AK, 0A%) u [0(1%)] = £[1k—1] € Hk—1(0AKLA). [
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Lema o pet homomorfizama

Lema 25.3 (Lema o pet homomorfizama,)

Ako su u komutativnom dijagramu egzaktnih nizova abelovih grupa

A B, C—>D—>E

fo o do o e

A—>B—>C—>D—>E

homomorfizmi «, 3, & i € izomorfizmi, onda je i vy izomorfizam.

Dokaz : Trleéi po dijagramu ucini Sto mozes. Ol
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Mayer-Vietorisov niz

To je jos jedan koristan dugi egzaktni niz.

Teorem 26.1

Neka su A, B C X potprostori t.d. je X =Int AU Int B. Tada
postoji dugacak egzaktan homoloski niz
i = Ho(AN B) =25 Ho(A) @ Hp(B) - Hp(X) -2 Hyp_1(ANB) =)
<+« = Hp(X).

Dokaz : Kao u dokazu teorema o isijecanju, ozna¢imo s C,(A+ B)
podgrupu od C,(X) koju ¢ine lanci koji su sume n-lanacau Aiu B.
Operator ruba 9: Cp(X) — Co_1(X) preslikava C,(A+ B) u
Ch—1(A+ B) pa grupe C,(A + B) tvore lan¢ani kompleks.
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Mayer-Vietorisov niz— dokaz

Promotrimo kratki egzaktan niz lancanih kompleksa

0 Co(AN B) 25 Co(A) ® Co(B) 25 Co(A+ B) =0
gdje je p(x) = (x,—x) i P(x,y) =x+y.
Da je ¢ monomorfizam a 1) epimorfizam je ocito.
Isto tako ocito vrijedi ¥ = 0 pa je Imp C Ker .
Obratno, ako je 1¥(x,y) = x+ y = 0 onda je x = —y, pa je x
lanaciu Aiu B (jer y € Co(B) = —y € Cy(B)),
paje x € Co(AN B), te je (x,y) = (x,—x) = p(x) € Imp.
Pripadni dugi egzaktni homoloski niz je upravo Mayer-Vietorisov
niz jer prema propoziciji 23.2 inkluzije C,(A + B) < C,(X)
induciraju izomorfizme H,(A + B) = Hp(X). O

Postoji relativna verzija Mayer-Vietorisovog niza, verzija za
reduciranu homologiju, kao i verzija za slucaj kada je CW
kompleks X unija dvaju potkompleksa A i B.
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Homologija Kleinove boce

Primjer: Rastavimo Kleinovu bocu na uniju dviju Mébiusovih vrpci
slijepljenih po zajedni¢kom rubu, K = AU B, i promotrimo sljedeci
dio reduciranog Mayer-Vietorisovog niza

0 — Ha(K) — Hi(AN B) 2, Hi(A) ® H1(B) — Hi(K) — 0
(A, B'i AN B su homotopski ekvivalentni kruznici).

¢:Z > ZdZ jedans (1) = (2,—2) jer rubna kruznica
Mébiusove trake (generator od Hi(A N B)) obilazi centralnu
kruznicu (generatore od Hy(A) i Hi(B)) dvaput.

Stoga je ® injektivan pa je Ho(K) =0a Hi(K) = (Z® Z)/Im ®.
Za bazu grupe Z & Z mozemo uzeti (1,0) i (1,—1) pa je

H(K) 2 (Z& 7)) Imd =76 (2)22) = 7.& Za.

Vise homoloske grupe Kleinove boce su trivijalne, sto slijedi iz
dimenzionih razloga ili iz viSih ¢lanova ovog istog
Mayer-Vietorisovog niza.
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Homologija komplementa diskova i sfera

Jordanov teorem o jednostavno zatvorenoj krivulji

Dokazat ¢emo nekoliko klasi¢nih teorema topologije i algebre.

Propozicija 27.1

(a) Za smjestenje h: DX — S" je H;(S"\ h(D¥)) = 0 za sve j.

(b) Za k < n i smjestenje h: Sk — S" je H;(S"\ h(S¥)) =7 za
j=n—k—1, a0 inace.

Za n=2ik =1 tvrdnja (b) daje klasi¢ni Jordanov teorem:

Korolar 27.2 (Jordan)

Potprostor sfere S koji je homeomorfan kruznici St dijeli S? na
dva disjunktna otvorena (putevima) povezana skupa. O

Primijetimo da svaka od tih otvorenih domena ima homologiju tocke.
Klasi¢no se, umjesto u S?, govori o homeomorfnoj slici kruznice u R?.
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Jordanov teorem —ilustracija
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Poopceni Jordanov teorem i Schoenfliesov teorem

Tvrdnja (b) prethodne propozicije pokazuje da vrijedi i

Korolar 27.3 (Op¢enit Jordanov teorem)

Svako smjestenje (n — 1)-sfere S"~1 u S" dijeli S™ na dvije
komplementarne otvorene komponente i svaka od njih ima
homologiju tocke. Ol

Opéenito to ipak ne znadi da su te komplementarne domene
homeomorfne diskovima D”. Ipak, u dimenziji 2 vrijedi:

Korolar 27.4 (Klasi¢ni Schoenfliesov teorem)

Svaka dva smjestenja kruznice S* u sferu S? (ili u ravninu R?) su
ekvivalentna, tj. ekvivalentna standardnom smjestenju S' — S2.

Pritom ,ekvivalentan” znaci da postoji homeomorfizam S2 = S?
koji prevodi jedno smjestenje u drugo.
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Alexanderova rogata sfera

Vrijedi li i Schonfliesov teorem u visim dimenzijama, tj. jesu li komplementarna
podrugja smjestene (n — 1)-sfere u X"~ C S topolodki n-diskovi?
NE (James Alexander 1924) (prvo je 1921. mislio da ima dokaz za DA)

.Vanjska” komponenta od S3\ 2
nije 1-povezana, tj. fundamentalna
grupa 71(S% \ £2) je netrivijalna.

Poopéeni Schénfliesov teorem

(Morton Brown, 1960)
Zatvorenja komplementarnih
domena smjestene (n — 1)-sfere
Y"1 y S" su topoloski n-diskovi
ako i samo ako je ¥"~! lokalno
plosnata.
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Dokaz propozicije 27.1

(a) Za smjestenje h: DX — S™ je H;(S"\ h(D¥)) = 0 za sve j.
Dokaz : Indukcijom po k. Za k = 0 tvrdnja je trivijalna jer je S"\ h(D®) = R".
Korak: Umjesto DX gledajmo I%.

Neka je A= S"\ h(I*~1 x[0,1/2]) i B=S"\ h(/*"1 x [1/2,1]).
AUB = S"\ h(I*~1 x {1/2}) pa je PPl H;(AUB) =0 za sve .
AN B = S"\ h(IX) pa iz Mayer-Vietorisovog niza dobivamo
izomorfizam ®: H;(5"\ h(1K)) — F(A) & H(B).
Obje komponente od ® su, do na predznak, inducirane inkluzijama
od S\ h(I¥) u A odnosno B, pa ako H;(S"\ h(I¥)) # 0, tj. ako
postoji ne-nulhomologan ciklus o u S™\ h(/¥) onda je on i
ne-nulhomologan u A i/ili B.
»Stezanjem” zadnje koordinate od /¥ mo%emo konstruirati silazan
niz segmenata /1 O kh D - -+ u toj koordinati koji se steze na neku
to¢ku p, tako da a nije rub niti u jednom S™\ A(/K~1 x I,,).
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Nastavak dokaza propozicije 27.1

Kako je S"\ h(I*1 x {p}) = S"\ h(I*71), to je PPl « rub nekog
lanca B u S"\ h(I*=1 x {p}).
Ali, lanac (3 je konacéna linearna kombinacija singularnih simpleksa
s kompaktnim slikama u S\ h(/*~% x {p}). Unija tih slika je
pokrivena rastué¢im nizom otvorenih skupova S"\ h(/K=1 x I,),
pa je zbog kompaktnost 3 lanac ve¢ u S™\ h(1*=1 x I,) za neki m.
Ta kontradikcija pokazuje da je a nulhomologan u S™\ h(I¥), $to
dokazuje korak indukcije a time i tvrdnju (a).

(b) Za k < n i smjedtenje h: Sk — S" je H;(S"\ h(5¥)) = Z za
j=n—k—1,a0 inace.

Dokaz : Indukcijom po k. Trivijalno za k = 0 jer je S"\ h(S°) = S"~1xR.

Sk =Dk U Dk i Dk N Dk = Sk=1. Skupovi A= 5"\ h(D%) i

B = S¥\ h(D¥) imaju prema (a) trivijalnu reduciranu homologiju, pa
Mayer-Vietoris daje izomorfizam H;(S"\h(5¥)) L Hi1(S"\h(S1)).00
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Teorem o invarijanciji domene

Brouwerovom teoremu o invarijanciji dimenzije, teorem 23.6, slican je

Teorem 27.5 (Teorem o invarijanciji domene (Brouwer ~ 1910.))

Neka je U C R" otvoren podskup a h: U — R" smjestenje.
Tada je skup h(U) otvoren u R".

Dokazat ¢emo ekvivalentnu tvrdnju da je h(U) otvoren u S" = R"U{o0}.
Neka je x € U i neka je D" C U (zatvoren) disk s centrom u x.
Dovoljno je pokazati da je h(D"\ 9D") otvoren u S".

Prema propoziciji 27.1 S"” \ h(0D") ima dvije komponente.

To su h(D"\ OD™) i S"\ h(D") (jer su to disjunktni skupovi od
kojih je prvi putevima povezan jer je homeomorfan skupu

D"\ 9D", a drugi je putevima povezan prema propoziciji).

Kako je S"\ h(OD") otvoren u S", njegove su komponente isto $to
i komponente putevne povezanosti. Komponente prostora s
kona¢no mnogo komponenata su otvorene, pa je h(D" \ 0G")
otvoren u S" \ h(0D"), pa je otvoren i u S". O
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Posljedice

Korolar 27.6

Neka su M i N dvije n-mnogostrukosti, U C M otvoren podskup i
h: U — N smjestenje. Tada je h(U) otvoren podskup od N.

Dokaz : Otvorenost je lokalno svojstvo a lokalno se radi o euklidskom
prostoru R". O

Neka je M kompaktna n-mnogostrukost a N povezana
n-mnogostrukost. Tada je svako smjestenje h: M — N surjektivno,
dakle i homeomorfizam.

Dokaz : Zbog kompaktnosti i Cinjenice de je N Hausdorffov prostor,
h(M) je zatvoren podskup od N, a zbog prethodnog korolara je i
otvoren podskup od N. Zbog povezanosti je h(M) = N. Ol
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Algebre s dijeljenjem

Konacnodimenzionalna algebra nad R je vektorski prostor R"” na

kojem je definirano mnozenje R” x R” — R” koje je distributivno

prema zbrajanju i dobro se ponasa prema mnoZzenju skalarima, tj.

A(ab) = (Aa)b = a(\b).

Ne pretpostavlja se asocijativnost, komutativnost niti postojanje

jedinice. Algebra A je algebra s dijeljenjem ako jednadzbe

ax = bixa= bimaju rjeSenje &im je a # 0, tj. linearna

preslikavanja x — ax i x — x a su surjektivna, dakle imaju

trivijalne jezgre, tj. u A nema divizora nule.

Klasi¢ni primjeri su R, C, H i O.

Frobenius (1877): R, C i H su jedine asocijativne
konacnodimenzionalne algebre s dijeljenjem.

Hurwitz (1898): R, C, H i O su jedine kona¢nodimenzionalne
algebre s dijeljenjem t.d. vrijedi |a b| = |a]| - |b|.

Bott&Milnor, Kervaire (1958): Kona¢nodimenzionalne algebre s
dijeljenjem postoje samo u dimenzijama 1, 2, 4 i 8.
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Komutativne algebre s dijeljenjem koje imaju jedinicu

Navedeni rezultati su duboki i netrivijalni. Mi ¢emo dokazati jedan
skromniji rezultat. Ova upotreba homoloskih grupa potjece od Hopfa.

Teorem 27.8

R i C su jedine konacnodimenzionalne algebre s dijeljenjem koje su
komutativne i imaju jedinicu.

Dokaz : Neka je R” komutativna algebra s dijeljenjem. Definirajmo
preslikavanje f: S 1 — S"1 s f(x) = % (u algebri s dijeljenjem
je x2 #0 za x #0). f je neprekidno jer je mnoZenje, kao
bilinearno preslikavanje, neprekidno.

Kako je f(—x) = f(x), f inducira preslikavanje f: RP"~1 — §n=1,

Tvrdnja: f je injekcija.

Odavde slijedi da je f smjestenje (kompaktnost i Hausdorffovost),
pa za n > 1 iz korolara 27.7 slijedi da je f: RP"~1 — S"—1
homeomorfizam, Sto je za n > 2 nemogucde jer im se, npr.
homoloske grupe razlikuju.
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Dokaz prethodne tvrdnje

Dokaz tvrdnje: Ako je f(x) = f(y), tj. f(x) = f(y), onda je x2 = \2y?
[ES]
ly?l
komutativnosti i Cinjenice da je A € R faktorizira kao

(x — Ay)(x + Ay) = 0. Kako nema divizora nule, zaklju¢ujemo da

je x = £y, a kako su x i y jedinicni vektori i A je realan, mora biti
x = +y, pa x i y odreduju istu to¢ku u RP"™ 1, tj. f je injekcija.

za A= > 0. Stoga je x> — A2y? = 0, $to se zbog
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Zavrsetak dokaza o algebrama s dijeljenjem

Ostaje dokazati da je 2-dimenzionalna komutativna algebra A

s dijeljenjem koja ima jedinicu, izomorfna C.

Neka je j € A neki element koji nije umnozak jedinice 1 € A s
realnim skalarom. Neka su a, b € R takvi da je j° = a+ bj.

Tada je (j — g)z =a+ %2 € R, te mozemo zamijeniti nas j sa j — g
pa Ce biti j> = c za neki c € R. Ako je ¢ > 0, npr. ¢ = d? za neki
d € R, onda iz j?> = d? slijedi (j — d)(j + d) = 0, pa je j = +d, $to
se protivi izboru od j (j nije realan jer ako prvotni j nije bio realan
onda niti j — g ne moze biti realan).

Dakle, j2 = —d?, pa, promjenom skale, moZzemo uzeti da je

j? = —1, te je A izomorfno kompleksnim brojevima C. 0J
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Stupanj preslikavanja

Za preslikavanje f: S — S”, n > 0, inducirani homomorfizam
fi: Hao(S") — Hp(S") preslikava Z u Z, pa mora imati oblik
fi(a) = d a za neki d € Z. Taj broj d, koji ovisi o (homotopskoj
klasi od f) naziva se stupanj preslikavanja f, oznaka deg f.
Osnovna svojstva stupnja preslikavanja su:

o deglgn =1

Ako f nije surjekcija onda je deg f = 0.

f ~ g = degf = degg. Obrat je netrivijalan Hopfov rezultat iz 1925.
deg(gof) =degg-degf

Za antipodno preslikavanje x —+ —x je deg f = (—1)"1.

Ako f: S" — S™ nema fiksne tocke onda je deg f = (—1)"*1.
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Vektorska polja na sferi
Pokazat ¢emo nekoliko primjena stupnja preslikavanja.

Teorem 27.9

Na S" postoji neprekidno nigdje iScezavajuce tangencijalno
vektorsko polje ako i samo ako je n neparan.

Dokaz : Neka je x ++ v(x) tangencijalno vektorsko polje na S” C R™+1
t.d. je v(x) # 0 za sve x. Normiranjem mozemo postiéi da je
|lv(x)]| = 1 zasve x, pasu x i v(x) medusobno okomiti jedini¢ni vektori.
Vektori (cos t)x + (sin t)v(x), leze na jediniénoj kruznici u ravnini
razapetoj vektorima x i v(x), pa je s f;(x) := (cos t)x + (sin t)v(x),
0 < t < 7 definirana homotopija od identitete 1 na S” do
antipodnog preslikavanja —1, pa je deg —1 = deg 1.
Dakle (—1)"*! =1 pa je n neparan.

Obratno, za n = 2k—1 definiramo v(x) := (—x2, X1, - . ., — X2k, X2k—1)-
To je tangencijalno vektorsko polje na S” i ||v(x)|| =1 za sve x. O
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Slobodno djelovanje na sferi

Za djelovanje grupe G na prostor X kazemo da je slobodno ako
jedino homeomorfizam pridruZen neutralnom elementu 1 € G,
dakle identiteta 1x, ima fiksnu tocku (i za nju su sve tocke fiksne).

Propozicija 27.10
Za paran n jedino grupa Z, moze slobodno djelovati na sferi S".

Dokaz : Stupanj homeomorfizma mora biti +1 pa djelovanje grupe G
definira preslikavanje d: G — {1, —1}, i to je homomorfizam jer je
deg(f o g) = degf - deg g. Kako je djelovanje slobodno, netrivijalni
elementi g € G nemaju fiksne tocke, pa je po zadnjem od
navedenih svojstava stupnja preslikavanja, d(g) = (—1)"*1.

Stoga, za paran n je d(g) = —1 pa je jezgra homomorfizma d
trivijalna, tj. G C Zo». O
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Jos jedan Borsukov teorem

Preslikavanje f: S™ — S” takvo da za sve x vrijedi f(—x) = f(x)
naziva se parno preslikavanje, a ako vrijedi f(—x) = —f(x) naziva
se neparno preslikavanje.

Propozicija 27.11

(a) Ako je f: S" — S" parno preslikavanje onda je stupanj deg f
paran. (Zapravo je degf =0.)

(b) Ako je f: S" — S" neparno preslikavanje onda je stupanj
deg f neparan.

Dokaz ne¢emo provoditi. Tvrdnja (a) se dokazuje relativno
jednostavno, a za tvrdnju (b) treba jedan dugi egzaktan homoloski
niz s koeficijentima Zy za dvoslojno natkrivanje p: X — X
s Ho(X; Zo) =5 Ho(X; Z) 255 Ho(X; Z2) = Hp1(X; Z) — - --
gdje je Ty specijalan slucaj tzv. transfer homomorfizma. O
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Borsuk-Ulamov teorem

Kao korolar dobivamo

Korolar 27.12 (Borsuk-Ulamov teorem)

Za svako preslikavanje f: S" — R" postoji tocka x € S" takva da
Jje f(x) = f(—x).

Dokaz : Preslikavanje g: S” — R" definirano s g(x) := f(x) — f(—x)

je neparno. Pokazimo da postoji x takav da je g(x) = 0.
Pretpostavimo da je g(x) # 0 za sve x. Tada je preslikavanje

h: S" — S"~1 definirano s h(x) = % takoder neparno.

Prema prethodnoj propoziciji, restrikcija preslikavanja h na ekvator
S$"1 ima neparan stupanj. Ali ta je restrikcija nulhomotopna preko

restrikcije od h na npr. gornju polusferu od S”, pa bi stupanj

trebao biti nula. O



	1. ALGEBARSKA TOPOLOGIJA — MALO GEOMETRIJSKE PODLOGE
	§1. Homotopija i homotopski tip
	§2. Ćelijski kompleksi
	§3. Neke konstrukcije s prostorima
	§4. Dva kriterija za homotopsku ekvivalenciju
	§5. Svojstvo proširenja homotopije

	2. FUNDAMENTALNA GRUPA
	§6. Motivacija
	§7. Putevi i homotopije
	§8. Fundamentalna grupa kružnice
	§9. Inducirani homomorfizmi

	3. VAN KAMPENOV TEOREM
	§10. Slobodni produkt grupa
	§11. Van Kampenov teorem
	§12. Primjena na ćelijske komplekse

	4. NATKRIVAJUĆI PROSTORI
	§13. Definicija i neki primjeri natkrivajućih prostora
	§14. Svojstva podizanja
	§15. Konstrukcija i klasifikacija natkrivajućih prostora
	§16. Transformacije natkrivanja

	5. HOMOLOGIJA
	§17. Δ-kompleksi
	§18. Simplicijalna homologija
	§19. Singularna homologija
	§20. Homotopska invarijantnost
	§21. Egzaktni nizovi
	§22. Relativne homološke grupe
	§23. Isijecanje
	§24. Prirodnost
	§25. Ekvivalencija simplicijalne i singularne homologije
	§26. Mayer-Vietorisov niz
	§27. Primjene


