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1. Odredi 1, (Q, 0).

2. Neka je r: X — Aretrakcija a i: A — X inkluzija. Dokazi da ako je i, (111 (A, X0))
normalna podgrupa od 1m; (X, xo) onda je 111 (X, xo) direktni produkt slike Im i,
ijezgre Kervy.

3. Kleinova boca K dobivena je lijepljenjem nasuprotnih stranica kvadrata. Kruznicu
dobivenu lijepljenjem stranica u istom smjeru oznac¢imo s A, a kruZnicu dobivenu
lijepljenjem nasuprotnih stranica kvadrata u suprotnom smjeru, ozna¢imo s B.
Presjek tih kruZnica uzet cemo za baznu tocku, a elemente fundamentalne grupe
11 (K) koje te kruznice reprezentiraju, oznacimo s a odnosno b. Naravno, ele-
menti a i b mogu u grupi 1 (K) biti trivijalni, ili jednaki, ili vezani na neki drugi,
Ccudan nacin.

B

(a) Pokazi da u 111 (K) vrijedi aba™! = b~! pa je jedna prezentacija fundamen-
talne grupe Kleinove boce dana s {(a,b : aba 'b) (objasni!). Jedna druga
prezentacija te iste grupe je (x,y : x2y?). Sto su x i y izraZzeni pomocu
elemenata a i b?

(b) Pokazi da je A retrakt od K (ne deformacijski retrakt!), i nadi eksplicitno neku
retrakciju. (Vrijedi li slicna tvrdnja za torus?)

(c) Zakljuci da je u 1 (K) element a netrivijalan beskonacnog reda, pa generira
podgrupu izomorfnu grupi Z.

(d) Pokazi da kruznica B nije retrakt od K.
Ovo je primjer gdje se algebarskim aparatom dobiva ¢isto topoloski zakljucak.

4. Neka su g i h dva puta od xo do x1, a Bg, Bn: T (X, x0) — ™ (X, X1) njlma defi-
nirani izomorfizmi. DokaZzi da je B, = By ako i samo ako element [g-«h] lezi u
centru grupe 11 (X, Xg).

[Centar grupe G je definiran kao Z(G) := {a € G:ab = ba zasve b € G}.]



5. Neka je C* := C\ {0} skup kompleksnih brojeva razlicitih od nule, i neka je G neka
podgrupa grupe homeomorfizama od C*. Grupa G djeluje na C* i prostor orbita
oznac¢imo s C*/G, pri ¢emu orbitu @(z) elementa z € C* ¢ine slike elementa z
pri djelovanju svih homeomorfizama iz G, dakle O(z) = {h(z) : h € G}. Odredi
fundamentalne grupe sljedecih prostora:

(a) C*
(b) C*/G, gdje je G grupa homeomorfizama {¢p" : n € Z}, a ¢ je definiran kao
P(z) =2z
[Pritom ¢" oznacfava kompoziciju ¢ o - - - o ¢, odnosno ¢ ' o --- o1 ako
je m negativan. n ) g

il

(c) C*/H, gdje je H grupa homeomorfizama {¢" : n € Z}, a ¢ je definiran kao
Y(z)=2zZ.

(d) C*/{e,a}, gdje je e = 1¢+ identiteta, a a(z) = —Z.

6. Nekaje X = {(x,yv) e R?: -1 < x,y <1lix € Ziliy € Z}. Odredi fundamen-
talnu grupu prostora X koristeci se isklju¢ivo van Kampenovim teoremom.

7. Neka je X prostor koji se dobije kada se iz cilindra S*~! x R izvadi k disjunktnih
podskupova od kojih je svaki homeomorfan otvorenoj n-kugli u R". Odredi
fundamentalnu grupu prostora X.

8. Odredit ¢cemo fundamentalnu grupu projektivne ravnine na dva nacina: pomocu
van Kampenova teorema i koristeci se natkrivanjem S? — RP?.

(a) Neka je y € RP? proizvoljna toc¢ka. Odredi 1r; (RP? \ {y}).
(b) Koristeci se van Kampenovim teoremom i rezultatom pod (a) odredi 7r; (RP?).

(c) PokaZi da je preslikavanje p: S? — RP? koje identificira antipodne tocke sfere,
dvoslojno natkrivanje.

(d) Neka je &:[0,1] — S? put definiran s &(t) = (cos rt,sint,0). Pokazi da
je & = p o & petlja u RP? iz tocke yo = p(1,0,0). (Puteve x i & rabit cemo
kasnije.)

(e) Neka je B petlja u RP? iz tocke Y0, & E njezino podizanje u S° s pocetkom u
tocki (1,0, 0). Pokazi da ako je (1) = (1,0,0) onda je [B] = [c,,] neutralni
element grupe 111 (RP?, ), a ako je (1) = (=1,0,0) onda je B =~ &rel{0,1},
paje [B] = [x] € 1 (RP?, yp).

(f) Pokazi da [«] nije neutralni element grupe 1t (RP?, yp).

(9) Zakljuci kako je mm (RP?, y0) = {[cy,], [«]}, tj. 711 (RP?) = Zo,.



