
ALGEBARSKA TOPOLOGIJA 2011/12

Prva tjedna zadaća 12. rujna 2011.

1. Definiraj eksplicite jednu deformacijsku retrakciju prostora R𝑛 ∖ {0} na S𝑛−1.

2. Definiraj eksplicite jednu deformacijsku retrakciju torusa bez jedne točke na graf
koji se sastoji od dvije kružnice koje se sijeku u jednoj točki (paralela i meridijanska
kružnica torusa).

3. Promotrimo sljedeće potprostore od R3:

𝑋 = {︀(𝑥,𝑦, 𝑧) : 𝑥2 +𝑦2 = 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 2
}︀∪ {︀(𝑥,𝑦, 𝑧) : 𝑥2 +𝑦2 ≤ 1, 𝑧 = 0

}︀
∪{︀(0, cos 𝑡,2+ sin 𝑡) : 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋}︀ (hamper, sić)

𝑌 = {︀(𝑥,𝑦, 𝑧) : 𝑥2 +𝑦2 = 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 2
}︀∪ {︀(𝑥,𝑦, 𝑧) : 𝑥2 +𝑦2 ≤ 1, 𝑧 = 0

}︀
∪{︀(0,1+ cos 𝑡,1+ sin 𝑡) : −𝜋/2 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋/2}︀ (šalica)

Dokaži da 𝑋 i 𝑌 nisu homeomorfni ali da imaju isti homotopski tip.

4. (𝑎) Pokaži da je kompozicija homotopskih ekvivalencija 𝑋 → 𝑌 i 𝑌 → 𝑍 homotop-
ska ekvivalencija 𝑋 → 𝑍 , pa zaključi kako je homotopska ekvivalencija zaista
jedna relacija ekvivalencije.

(𝑏) Pokaži kako je „biti homotopan” relacija ekvivalencije u skupu svih preslika-
vanja 𝑋 → 𝑌 .

(𝑐) Pokaži kako je preslikavanje koje je homotopno homotopskoj ekvivalenciji i
samo homotopska ekvivalencija.

5. Slaba deformacijska retrakcija prostora 𝑋 u potprostor 𝐴 je homotopija ℎ𝑡 : 𝑋 →
𝑋 takva da je 𝑓0 = 1𝑋 , 𝑓1(𝑋) ⊆ 𝐴 i 𝑓𝑡(𝐴) ⊆ 𝐴 za sve 𝑡. Dokaži da ako je 𝐴 slabi
deformacijski retrakt od 𝑋 onda je inkluzija 𝐴 →˓ 𝑋 homotopska ekvivalencija.

6. Pokaži da ako se prostor 𝑋 deformacijski retraktira na točku 𝑥0 ∈ 𝑋, onda za
svaku okolinu 𝑈 točke 𝑥0 postoji okolina 𝑉 ⊆ 𝑈 od 𝑥0 takva da je inkluzija 𝑉 →˓ 𝑈
nulhomotopna.

7. (𝑎) Pokaži da je svaki retrakt kontraktibilnog prostora kontraktibilan.

(𝑏) Pokaži da ako 𝑋 ima svojstvo fiksne točke i 𝐴 je retrakt od 𝑋 onda i 𝐴 ima
svojstvo fiksne točke.

8. (𝑎) Dokaži da je prostor 𝑋 kontraktibilan ako i samo ako je svako preslikavanje
𝑋 → 𝑌 , za proizvoljan prostor 𝑌 , nulhomotopno.

(𝑏) Dokaži da je prostor 𝑋 kontraktibilan ako i samo ako je svako preslikavanje
𝑌 → 𝑋, za proizvoljan prostor 𝑌 , nulhomotopno.

9. Neka je 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 preslikavanje. Dokaži da ako postoje preslikavanja 𝑔,ℎ : 𝑌 → 𝑋
takva da je ℎ𝑓 ≃ 1𝑋 i 𝑓𝑔 ≃ 1𝑌 , onda je 𝑓 homotopska ekvivalencija.

Općenitije, pokaži da je 𝑓 homotopska ekvivalencija i u slučaju kada su kompozi-
cije ℎ𝑓 i 𝑓𝑔 samo homotopske ekvivalencije.



10. Pokaži kako homotopska ekvivalencija 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 inducira bijekciju med̄u sku-
povima komponenata putevne povezanosti prostora 𝑋 i 𝑌 , i kako je restrikcija
preslikavanja 𝑓 na svaku komponentu putevne povezanosti od 𝑋 homotopska
ekvivalencija na pridruženu komponentu putevne povezanosti prostora 𝑌 .

Dokaži takod̄er i odgovarajuću tvrdnju za komponente povezanosti umjesto kom-
ponenata putevne povezanosti.

Zaključi da ako se u prostoru 𝑋 komponente povezanosti i komponente putevne
povezanosti podudaraju, onda isto vrijedi i za svaki prostor 𝑌 koji je homotopski
ekvivalentan prostoru 𝑋.

11. (𝑎) Neka je 𝑋 potprostor od R2 koji se sastoji od horizontal-
nog segmenta [0,1]× {0} zajedno s vertikalnim segmen-
tima {𝑞} × [0,1− 𝑞] za sve racionalne brojeve 𝑞 iz [0,1].
Pokaži kako se 𝑋 deformacijski retraktira na svaku točku
segmenta [0,1] × {0}, ali ne i na nikoju drugu točku.
[Uputa: vidi zadatak 6.]
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Exercises

1. Construct an explicit deformation retraction of the torus with one point deleted

onto a graph consisting of two circles intersecting in a point, namely, longitude and

meridian circles of the torus.

2. Construct an explicit deformation retraction of Rn − {0} onto Sn−1 .

3. (a) Show that the composition of homotopy equivalences X→Y and Y→Z is a

homotopy equivalence X→Z . Deduce that homotopy equivalence is an equivalence

relation.

(b) Show that the relation of homotopy among maps X→Y is an equivalence relation.

(c) Show that a map homotopic to a homotopy equivalence is a homotopy equivalence.

4. A deformation retraction in the weak sense of a space X to a subspace A is a

homotopy ft :X→X such that f0 = 11, f1(X) ⊂ A , and ft(A) ⊂ A for all t . Show

that if X deformation retracts to A in this weak sense, then the inclusion A↩ X is

a homotopy equivalence.

5. Show that if a space X deformation retracts to a point x ∈ X , then for each

neighborhood U of x in X there exists a neighborhood V ⊂ U of x such that the

inclusion map V↩U is nullhomotopic.

6. (a) Let X be the subspace of R2 consisting of the horizontal segment

[0,1]×{0} together with all the vertical segments {r}×[0,1− r] for

r a rational number in [0,1] . Show that X deformation retracts to

any point in the segment [0,1]×{0} , but not to any other point. [See

the preceding problem.]

(b) Let Y be the subspace of R2 that is the union of an infinite number of copies of X
arranged as in the figure below. Show that Y is contractible but does not deformation

retract onto any point.

(c) Let Z be the zigzag subspace of Y homeomorphic to R indicated by the heavier

line. Show there is a deformation retraction in the weak sense (see Exercise 4) of Y
onto Z , but no true deformation retraction.

7. Fill in the details in the following construction from

[Edwards 1999] of a compact space Y ⊂ R3 with the

same properties as the space Y in Exercise 6, that is, Y
is contractible but does not deformation retract to any

point. To begin, let X be the union of an infinite se-

X Y
quence of cones on the Cantor set arranged end-to-end,

as in the figure. Next, form the one-point compactifica-

tion of X×R . This embeds in R3 as a closed disk with curved ‘fins’ attached along

(𝑏) Neka je 𝑌 potprostor od R2 koje je sastavljen od beskonačno mnogo kopija
prostora 𝑋 na način kako je prikazano na slici:
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Pokaži kako je prostor 𝑌 kontraktibilan ali se ne može deformacijski retrakti-
rati ni na koju točku.

(𝑐) Neka je 𝑍 cik-cak potprostor od 𝑌 homeomorfan prostoru R (na slici označen
debljom crtom). Pokaži da postoji slaba deformacijska retrakcija od 𝑌 u 𝑍
(vidi zadatak 5), ali ne i prava deformacijska retrakcija.
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