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Sadrzaj

Definicija problema



Motivacija

> Ispravljanje pogreSnog unosa korisnika
» Potrebno je u bazi rije¢i pronaéi onu

Google  pravnsne

Web Karte Slike Videozapisi

Oko 314.000 rezultata (0,23 sek)

"najsli¢niju” zadanoj

Vise « Alati za pretraZivanje

Prikazuju se rezultati za poravnanje

Umijesto toga pretrazite pravnsnje



Motivacija (2)

» Primjene u bioinformatici

» Odredivanje srodstva izmedu dvije vrste na temelju sli¢nosti
njihovih DNA
» Needleman-Wunsch algoritam
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Definicija poravnanja
» Zasto su "pravsnje” i "poravnanje” sli¢ni?
» Mozemo ih "poravnati” na sljedeéi nadin uz mali broj "razlika"”
p_ P r a v n|s|n j e
" plo|r a v nlaln j e

Definicija
Neka su zadani nizovi x = x1x2 ... Xp iy = Y1¥2 ... Ym, (Xi,yj € A,
A je zadani alfabet). Definiramo skupove indeksa | := {1...n},
J:={1...m}. Za skup P C | x J kaZemo da je poravnanje nizova
x Iy ako vrijedi sljedece:
1.V, j), (" )eP i=i"sj=/
> svaki element jednog niza poravnat je s najvise jednim
elementom drugog niza
2.Y(i,j), (", jJ)eP i<i"&ej<j
» nema "unakrsnog” poravnavanja, tj. zamjene poretka
elemenata u nizovima

» P={(1,1),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(6,7),...,(9,10)}



Definicija poravnanja (2)

» Promotrimo sljede¢a dva poravnanja

pl-|r a v n|s|n j e
P = .

plo|r a v njaln j e
P, — plr|lalv|in|s|- _]

plo|r|lalv|n]a j

» 1. poravnanje izgleda bolje
» Treba nam neka mjera "dobrote” poravnanja

Definicija
Neka je zadana cijena nepodudaranja o : A x A — R (uobicajeno je
app = 0) i kazna praznine 6 > 0. Definiramo cijenu poravnanja P s

(ij)erP

> Ako su zadani apg = 1 — 0pq (0jj je Kroneckerov simbol) i
d=1tadajec(P1)=2ic(P)=6



Problem poravnanja nizova

» Za zadane nizove x i y, cijenu nepodudaranja « i kaznu
praznine § potrebno je u skupu svih poravnanja P nizova x i y
pronali optimalno poravnanje P, tj. poravnanje za koje vrijedi
c(P) = min{c(P")|P" € P}.



Sadrzaj

Algoritam za optimalno poravnanje



Svojstva poravnanja

Lema

Neka je P C | x J poravnanje nizova x = x1Xp ... Xn i
Y =ViV¥o...Ym. Tada vrijedi barem jedno od sljedeleg:

1. (n,m)e P
2. ({npxH)nP=10
3. (Ix{m})NnP=0.

Dokaz.

Jedina preostala moguénost je (n,j), (i,m) € P za neke j < m i
i < n, $to je kontradikcija s drugim svojstvom iz definicije
poravnanja.



Svojstva poravnanja (2)

Teorem

Neka je zadan problem poravnanja nizova (x1 ... Xp, Y1 - - - Ym,@,0),
Neka Pjj rjeSenje problema (x1...xi,y1...yj,,0) i
o(i,j):==c(Py), i=0...nj=0...m. Tada je

o(i,j) = min{o(i — 1,j) +6,0(i,j — 1) +6,0(i — 1,j — 1) + axy, }
o(i,0) =1id, o0(0,j)=jo

zasvei=1...n j=1...m.
Nadalje, vrijedi sljedece:
1. Ako je (i,j) € Pjj onda je P\ {(i,j)} rjesenje za
(X1 .. Xi—1, Y1 .. Yj—1,,0).
2. Ako je ({i} x J)N Pjj = 0 onda je Pj rjesenje za
(X1... Xi—1, 1. .Y, @, 6).
3. Ako je (I x {j}) N Pj = 0 onda je Pj rjesenje za
(X1...Xi,¥1-..Yj-1,0,0).



Svojstva poravnanja (3)
Ideja dokaza.

1. Kada bi postojalo poravnanje Qj—1 j—1 nizova xy...xj_1 i

y1...yj—1 takvo da je ¢(Qi—1,j-1) < c(Pj \ {(i,/)}). vrijedilo
bi

c(Qi-1j-1U{(i,/)}) < c(Py)

Sto je kontradikcija s Cinjenicom da je Pj; optimalno

poravnanje. Sada iz c(Py) = c(Py \ {(i,j)}) + ax,, slijedi
(Iv./) - O(I - 17./ - 1) + axl_yj'

Analogno se pokazu tvrdnje 2. i 3. te da u tom slucaju vrijedi
formula o(i,j) = o(i — 1,j) + 0, odnosno o(i,j) = o(i,j — 1) + 0.
Kako je svaki od tih izraza cijena nekog poravnanja, a optimalno

poravnanje zadovoljava barem jedan od tih izraza, vrijedi rekurzija
iz iskaza teorema. O



Algoritam

> Na temelju rekurzije iz teorema mozemo sastaviti algoritam za
ra¢unanje o(/, j).
» Napravimo (n+ 1) x (m+ 1) tablicu u koju éemo na jj-to
mjesto zapisati vrijednost o(i, )
» Popunimo prvi redak i prvi stupac tablie koristeéi pocetne
uvjete rekurzije
» Popunimo ostatak tablice redak po redak (ili stupac po stupac)
koriste¢i rekurziju
» Kada raéunamo o(i,j) u tablici su ve¢ izralunati o(i,j — 1),
o(i—1,j)io(i—1,j—1).
» Slozenost?

» Vremenska: ©(nm)
» Prostorna: ©(nm)

Primjer
Pronadite optimalno poravnanje nizova "nizovi” i "izkvui” uz
parametre cipg = 1 — 0pq i 0 = 1.



Primjer

o(i,0)=id =i

O(O’j) =jo=]




Primjer
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Primjer
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Primjer
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Primjer

}

+9,0(0,4) +

0(1,5) = min{o(1,4) + 9,

+1,4+ } =5

min{4 + 1,




Primjer

}

+9,0(0,5) +

o(1,6) = min{o(1,5) + 0,

+1,5+ } =6

min{5 + 1,

?
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+1,1+ }=1

min{2 + 1,

0(2,1) = min{o(2,0) + 4,

Primjer

O = AN M



Primjer

}

+4,0(1,1) +

0(2,2) = min{o(2,1) + 0,

min{l+1,2+1,14+ } =2

O = AN N <

O = N M <



Primjer

}

+9,0(1,2) +

0(2,3) = min{0o(2,2) + 0,
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Primjer

}

+6,0(1,3) +

0(2,4) = min{o(2,3) + 4,

+1,3+ } =4

min{3 + 1,




Primjer

}

+0,0(1,4) +

0(2,5) = min{o(2,4) + 0,

+1,4+ } =5

min{4 + 1,




Primjer

}

+4,0(1,5) +

0(2,6) = min{o(2,5) + 4,

+1,5+ }=5

min{5 + 1,




Primjer

}

+9,0(2,0) +

0(3,1) = min{0o(3,0) + 4,

+1,24 } =2

min{3 + 1,




Primjer

}

+40,0(2,1) +

0(3,2) = min{o(3,1) + 4,

+1,1+ } =1

min{2 + 1,




Primjer

}

+9,0(2,2) +

0(3,3) = min{0o(3,2) + 0,
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Primjer

}

+0,0(2,3) +

0(3,4) = min{o(3,3) + 9,

+1,3+ }=3

min{2 + 1,




Primjer

}

+4,0(2,4) +

0(3,5) = min{o(3,4) + 4,

min{3+1,5+1,4+ } =4




Primjer

}

+9,0(2,5) +

0(3,6) = min{o(3,5) + 9,

+1,5+ }=5

min{4 + 1,




Primjer

+46,0(3,0)+  }

+1,3+ } =3

o(4,1) = min{0o(4,0) + 0,

min{4 + 1,

— AN MM < WO



Primjer

}

+9,0(3,1) +

o(4,2) = min{o(4,1) + 4,

+1,24 }=2

min{3 + 1,

— AN M < 1O O
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Primjer

}

+9,0(3,2) +

o(4,3) = min{o(4,2) + 4,

+1,14+ }=2

min{2 + 1,
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+4,0(3,3)+  }

+1,2+ }=3

min{2 + 1,
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Primjer



Primjer

+40,03,4)+ }

+1,3+ }=4

o(4,5) = min{o(4,4) + 0,

min{3 + 1,




Primjer

}

+9,0(3,5) +

o(4,6) = min{o(4,5) + 0,

min{4+1,54+1,4+ }=5




+4,0(4,0)+  }

+1,44 } =4
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- N O > -—

o(5,1) = min{o(5,0) + 4,

Primjer
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Primjer
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Primjer

}

+9,0(4,2) +

o(5,3) = min{o(5,2) + 4,
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+46,0(4,3)+  }

+1,24+ } =2

min{3 + 1,
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o(5,4) = min{o(5,3) + 0,

Primjer



Primjer

}

+9,0(4,4) +

0(5,5) = min{o(5,4) + 9,

+1,3+ }=3

min{2 + 1,




Primjer

+4,0(4,5)+ }

+1,44+ } =4

o(5,6) = min{o(5,5) + 0,

min{3 + 1,




Primjer

+46,0(5,0) + }

+1,5+ }=5

0(6,1) = min{0(6,0) + 4,

min{6 + 1,

N O > -—
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Primjer

}

+9d,0(5,1) +

min{5+1,3+1,44+ } =4

0(6,2) = min{o(6,1) + 4,
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Primjer

+6,0(5,2)+ }

+1,3+ } =4

0(6,3) = min{0(6,2) + 4,

min{4 + 1,




Primjer

+46,0(5,3)+ }

+1,3+ } =3

0(6,4) = min{0(6,3) + 4,

min{4 + 1,




Primjer

+6,0(5,4)+  }

+1,2+ } =3

0(6,5) = min{o(6,4) + 0,

min{3 + 1,




Primjer

+46,0(5,5)+  }

+1,3+ }=3

0(6,6) = min{o(6,5) + 4,

min{3 + 1,




Primjer

P=1{)

3=min{ 4,
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Primjer

P ={(6,6)}

3= min{@,

74}




Primjer

P ={(6,6)}

2}

2=min{ 4,
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Primjer

P = {(57 4)7 (67 6)}

)

2=min{ 3,




Primjer

P ={(4,3),(5,4),(6,6)}

16)

]_:min{37




Primjer

P =1{(3,2),(4,3),(5,4),(6,6)}

16}

1=min{ 3,
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Primjer

P = {(27 1)> (3’ 2)7 (4’ 3)7 (57 4)7 (6’ 6)}




Primjer

Primjer (nastavak)

Optimalno poravnanje je P = {(2,1),(3,2),(4,3),(5,4),(6,6)} i
0(6,6) = c(P) = 3.




Moze i s manje memorije!

» Cijenu optimalnog poravnanja mozemo naci s ©(m) memorije
» Radunanje i-tog retka matrice ovisi samo o (i — 1)-vom retku
» Trebamo spremati samo dva retka matrice — trenutni i
prethodni

» Problem

» Nemamo dovoljno informacija da rekonstruiramo samo
poravnanje



Sadrzaj

Algoritam prostorne slozenosti O(n + m)



Jos malo teorije

» Problemu poravnanja nizova (x, y, a, d) pridruzujemo
usmjeren utezen graf G = (V, E,w)

~ V= (1U{0}) x (JU{0})

» F = E1 U E2 @] E3
» B ={((i-1j-1),0.J) | ieljeJ}
» B ={((i,j—1),(i.j)) | i€ljeJ}
» B={((i—-1)).(.J) | i€eljeJd}

» w:E—-R

OJ(X)_ ) ,x € E,U E3
ey ox = (= 1,5 - 1),(i,)))



Pridruzeni graf

0 1 2 3 4 5 6
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O 6306366060 60



Veza poravnanja i pridruzenog grafa

Teorem
Oznacimo s f(i, j) najkraci put od ¢vora (0,0) do (i,j). Tada
vrijedi

f(i,j)=o(i,j), i=0,...,nj=0,...,m.

Posebno, cijena optimalnog poravnanja jednaka je duljini najkraceg
puta od (0,0) do (n, m).

Ideja dokaza.

Zadnji brid na najkraéem putu do (i,/) je brid iz jednog od vrhova
(i—1,5),(i,j—1),(i —1,j — 1), pa je duljina najkrateg puta
F(i,j) = min{f(i — 1,j) + 8, F(i,j — 1) + 6, F(i — 1,j — 1) + cnyy, },
(i,j) € I x J. Otito je f(i,0) =i, i=0,...,ni

f(0,5) =jo, j=0,...,m, pa f zadovoljava istu rekurziju i iste
pocetne uvjete kao i o. Indukcijom po i + j se pokaze da vrijedi
F(i,j) = o(i,j). 0



Mozemo okrenuti problem

» Oznadimo s g(i,j) najkraéi put od (i,;) do (n, m)

» Prvi brid na tom putu je brid do jednog od vrhova

(F+1,)),0j+1),(i+1,j+1)

> Vrijedi rekurzija:

» Pocetni uvjeti: g(i,m)=(n—1i)o, g(n,j)=(m—j )
» Mozemo sastaviti algoritam za ratunanje g(/, ) analogan

onom za raéunanje o(i, j)
» Verziju koja koristi ©(m) memorije



Svojstva f i g

Teorem
Najkraci put od (0,0) do (n, m) koji prolazi kroz (i, ) ima duljinu
lij = f(i.j) + g(i,J)-

Dokaz.

Svaki put od (0,0) do (n, m) koji prolazi kroz (i, ) se sastoji od
nekog puta iz (0,0) do (i,/) i nekog puta od (i, /) do (n, m) pa je
lij > f(i,j)+ g(i,j). S druge strane, put koji se sastoji od
najkrateg puta iz (0,0) do (/,/) i najkraceg puta od (i,j) do (n, m)
je jedan takav put pa je l; < f(i,j) + g(i,)). Ol



Svojstva f i g (2)

Teorem

Za svaki i € 1U{0} postoji g € JU {0} takav da najkraéi put od
(0,0) do (n, m) prolazi kroz (i, q).
Posebno, vrijedi f(n,m) = min{f(i,q)+g(i,q) | ¢q¢€ JU{0}}.

Ideja dokaza.

Iz definicije pridruzenog grafa vidimo da svaki put od (0,0) do

(n, m) prolazi kroz barem jedan évor u svakom retku grafa (jedini
na¢in da dodemo u i-ti redak je iz (i — 1)-vog retka, formalnije —
indukcijom), pa tada i najkraéi put prolazi kroz neki ¢vor i-tog
retka grafa. Dakle, g iz teorema postoji. Najkraéi put u cijelom
grafu je ujedno i najkraéi put koji prolazi kroz (i, q) pa vrijedi
f(n,m)=1(i,q)+ g(i,q) (za q iz tvrdnje teorema). Opet, jer je
f(n, m) duljina najkraceg puta, a f(i,q’) + g(i,q’) duljina nekog
puta, vrijedi f(n,m) < f(i,q') + g(i,q’), g € JU{0}, iz Eega
slijedi druga tvrdnja teorema. O



|deja algoritma za optimalno poravnanje

» Promatramo problem
A=AX1.. . XmY1.-.Ym) =




|deja algoritma za optimalno poravnanje

» Promatramo problem
A=A X1 Ym) = (X1 Xny Y1+ Ym, @, 0)

» lzaberemo redak i




|deja algoritma za optimalno poravnanje
» Promatramo problem
A=A X1 Ym) = (X1 Xny Y1+ Ym, @, 0)

» lzaberemo redak i

» Pronademo q iz teorema




|deja algoritma za optimalno poravnanje

» Promatramo problem
A :A(Xl---Xm}/l'--Ym) = (Xl---Xn,Y1---Ymaaa5)

> lzaberemo redak i

» Pronademo g iz teorema
> o(n,m) = f(i,q) + g(i, q)
» Podgraf induciran s

(i",j') < (i, q) — graf za Q—O
A1 = A( 1...X,',y1...yq)

» Podgraf induciran s %\
(i",j') = (i, q) — graf za i: ' i:
Ay =
A(Xit1 - Xn, Yg41---Ym)




|deja algoritma za optimalno poravnanje (2)

>

Neka je P; optimalno poravnanje za A;, a P> optimalno
poravnanje za A;.

Zbog veze poravnanja i najkraeg puta u pridruzenom grafu je
c(P1) = (i, q), c(P2) = &(i,q)

Definiramo

Ph= P+ (i,q) = {(" + i/ +q) | (I"])€Pa)

P1 U P} je poravnanje za A i

ca(PLU P3) = ca,(P1) + cay(P2) = f(i. q) + g(i, q) = o(n, m)

» P; U P} je optimalno poravnanje za A
Mozemo sastaviti "podijeli pa vladaj” algoritam za racunanje
poravnanja
Oznake

» ALIGNDP — algoritam za poravnanje koji ve¢ znamo

» ALIGNDPM - algoritam koji koristi ©(m) memorije

» ALIGNDPMR - "okrenuti" algoritam koji koristi ©(m)
memorije (ratuna g)



Algoritam za optimalno poravnanje

Algoritam

funkcija ALIGNDC(x, y)
ako LEN(x) < 2 ili LEN(y) < 2 tada
vrati ALIGNDP(x, y)
ina(:e
 |LEN(x)/2
f < ALIGNDPM(x[: i], y)
g + ALIGNDPMR(x[i +1:],y)
q < ARGMIN(f + g)
Pi « ALIGNDC(x[: 1], y[: q])
Py < ALIGNDC(x[i +1:],y[g+1:])
vrati P; U (P2 + (i, q))
kraj
kraj



Analiza slozenosti

» Prostorna sloZenost

» Za n <2ili m<2 ALIGNDP treba (2 + 1)(m + 1), odnosno
(n+1)(2 + 1) matricu, dakle 3(max(n, m) + 1) brojeva

» U rekurzivnom slu¢aju, potrebno je 2(m + 1) brojeva za
ALIGNDPM, a istu memoriju moze koristiti i ALIGNDPMR s
time da treba dodatnih m + 1 brojeva za pamtiti potrebne
vrijednosti od f

» Nakon $to izra¢unamo g tih 3(m + 1) brojeva nam viSe ne
treba pa tu memoriju mogu koristiti rekurzivni pozivi algoritma

» Dakle, ukupno nam treba 3(max(n, m) + 1) € O(n+ m)
brojeva



Analiza slozenosti

» Vremenska slozenost

» Iz algoritma se vidi da potrebno vrijeme za T(n, m)
zadovoljava sljedecu rekurziju

n,m)§cnm+T({gJ,q>+T(nf {gJ,qu), n,m>?2

» Konstruktivnom indukcijom po nm se moze pronadi k takav da
vrijedi T(n, m) < knm pa je T(n, m) € ©(nm) — vrijedi za
k> 2c



Usporedba algoritama, M = N
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Usporedba algoritama, M = N/2

T(N,M) / (NM)
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Usporedba algoritama, M = N/3
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