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1 Uvod

Osnovni problem aproksimacije je slijede�ci: neka su zadani podaci (xi; yi), i = 1; : : : ;m.

�Zelimo prona�ci funkciju y(x) = y(x; �) poznatog oblika koja sadr�zi vektor � s n nepoznatih

parametara takvu da je

y(xi) � yi (1)

(u nekom smislu). Kasnije �cemo speci�cirati uvjet (1) koji �cemo zvati kriterij aproksi-

macije.

Razlozi i ciljevi �tovanja s krivuljama su razli�citi(vidi [6]):

- procjena parametara: oblik y(x) mo�ze biti zadan u kontekstu primjene, pri �cemu

parametri �i, i = 1; : : : ; n naj�ce�s�ce imaju �zikalno zna�cenje. Tada je glavni cilj �sto

to�cnije procijeniti vektor parametara iz danih podataka. Nadalje �cemo pretpostaviti

da funkcionalni oblik y(x) nema �zikalno zna�cenje.

- zaglad�ivanje podataka: ako su dane vrijednosti dovoljno to�cne, moglo bi biti

dovoljno odrediti interpolacijsku funkciju takvu da je y(xi) = yi, i = 1; : : : ;m. No

u ve�cini slu�cajeva podaci yi su povezani s gre�sakma mjerenja. Zbog toga se nadamo

da �ce postupkom �tovanja te gre�ske biti \zaglad�ene", tj. da �ce y(xi) biti to�cniji od

yi. Takod�er, vezano uz to mo�ze nam biti bitno da graf funkcije y(x) izgleda dovoljno

glatko.

- funkcionalna reprezentacija: reprezentacije kona�cnog skupa podataka (xi; yi)

pomo�cu funkcije y(x) ima nekoliko prednosti. Prvenstveno, vrijednost u bilo kojoj

to�cki x u domeni reprezentacije se lako izra�cuna. Nadalje aproksimacija se mo�ze

koristiti za odred�ivanje vrijednosti derivacije, odred�enih integrala i sli�cno.

- reduciranje podataka: ako rezultat treba biti sa�cuvan za kasnije kori�stenje, mo�ze

biti bitno da broj parametara �i bude puno manji od broja podataka. U tom slu�caju

govorimo o reduciranju podataka.

�Sto se ti�ce oblika funkcije y(x) naj�ce�s�ce se koriste polinomi i splajnovi, pri �cemu su

splajnovi 
eksibilniji (za razliku od polinoma jednako su dobri za zaglad�ivanje kao i za

interpolaciju, bez obzira na broj podataka i njihove pozicije).
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Pristup u kojem se aproksimacijski problem reducira na odred�ivanje diskretnog skupa

parametara �i se �cesto naziva konstruktivni pristup. Uz to postoji i takozvani varijacijski

pristup u kojem funkcionalni oblik y(x) nije unaprijed speci�ciran, ali slijedi iz rje�senja

varijacijskog problema koji se �cesto mo�ze interpretirati kao minimizacija potencijalne en-

ergije. I u tom pristupu se splajn funkcije javljaju kao rje�senje odred�enih problema ove

vrste.

Ako aproksimaciju funkcije tra�zimo med�u splajn funkcijama tada moramo odrediti (ili

�ksirati) slijede�ce parametre �i:

- stupanj k splajna

- broj i poziciju �cvorova �i, i = 1; : : : ; g

- koe�cijente ci u reprezentaciji

s(x) =

gX
i=�k

ciBi;k+1(x)

�Sto se ti�ce stupnja splajna naj�ce�s�ce se predla�ze kori�stenje kubi�cnog splajna (k = 3).

On obi�cno �cini dobar kompromis izmed�u e�kasnosti i kvalitete aproksimacije. Dakako, ako

nas zanimaju i derivacije vi�seg reda aproksimacije tada se koristi splajn vi�seg stupnja pri

�cemu se obi�cno koriste splajnovi neparnog stupnja.

Za odred�ivanje preostalih parametara postoji nekoliko pristupa koji se med�usobno

razlikuju po izboru �cvorova i, vezano uz to, kori�stenom aproksimacijskom kriteriju.

Naj�ce�s�ce kori�steni kriteriji su slijede�ci: kriterij najmanjih kvadrata, kriterij prirodno

zaglad�uju�ceg splajna, Powell-ov kriterij i kriterij zaglad�ivanja (vi�se o njima vidi [6]). Mi

�cemo se nadalje baviti problemom aproksimacije primjenjuju�ci kriterij najmanjih kvadrata.
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2 Aproksimacija sa splajnom najmanjih kvadrata

Kriterij najmanjih kvadrata dobro je poznat i op�cenit aproksimacijski kriterij. Primjenjen

na splajn funkcije vodi do pronala�zenja splajna s(x) za koji izraz

Æ :=
mX
i=1

(wi(yi � s(xi)))
2 (2)

posti�ze minimum.

Brojevi wi, koje zovemo te�zinama, omogu�cavaju da razlikujemo to�cnost mjerenja yi.

Ako imamo ideju (ili procjenu) o apsolutnoj gre�ski od yi, pripadaju�cu te�zinu bi trebali

uzeti tako da bude obrnuto proporcionalna to�cnosti podatka yi. No ako ne znamo ni�sta o

gre�ski, tada je najlak�se (iako ne i najbolje) odrediti da su sve te�zine wi = 1, i tada govo-

rimo o nete�zinskom problemu najmanjih kvadrata (aproksimacija u normi `2). U slu�caju

da primjetimo kako odred�eni podatak ima preveliki (ili premali) utjecaj na rezultiraju�cu

aproksimaciju trebali bi smanjiti (pove�cati) pripadnu te�zinu. No, eksperimentiranje s ra-

zli�citim te�zinama mo�ze biti frustriraju�ce, i �cesto oduzima puno vremena, te bi odred�ivanje

aproksimacije u normi `1 ili `1 bilo dobra alternativa bez obzira na veliku ra�cunsku

slo�zenost.

Ako su nam uz stupanj k �ksirani i �cvorovi splajna, tada je pripadaju�ci problem

najmanjih kvadrata linearan; s(x) je linearan po nepoznatim B-splajn koe�cijentima

c. Oni se tada mogu prona�ci kao rje�senje najmanjih kvadrata prezadanog sustava li-

nearnih jednad�zbi. Vezano uz lokalnost B-splajnova, matrica sustava je rijetka i ima

speci��cnu vrp�castu strukturu koju mo�zemo iskoristiti. U ovom pristupu trebamo odrediti

broj i polo�zaj �cvorova �sto nije trivijalan zadatak, i �cesto se svodi na metodu poku�saja

i proma�saja. Jedino �sto mo�ze poslu�ziti kao pravilo pri smje�stanju �cvorova je to da se

vi�se �cvorova treba smjestiti unutar intervala brze promjene vrijednosti mjerenja ili pak u

podru�cje gdje aproksimiraju�ca krivulja ima kompleksan oblik. Takod�er poziciju �cvorova

mo�zemo iskoristiti ako �zelimo smanjiti uvjete neprekidnosti u nekoj to�cki unutar intervala

aproksimacije i to tako da u toj to�cki smjestimo vi�sestruki �cvor.

Brojni autori razmatrali su problem aproksimacije uzev�si �cvorove kao promjenjive

parametre (uz �ksan ili promjenjiv broj �cvorova). U tom slu�caju dolazimo do nelinearnog

problema najmanjih kvadrata. Dodatno, to je ograni�ceni optimizacijski problem po�sto
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zahtjevamo da su �cvorovi u neopadaju�cem polo�zaju. Neki teorijski aspekti su diskutirani

u [7], �sto kao rezultat ima teorem u letargiji koji pokazuje da funkcija Æ(�; c) koju mini-

miziramo ima brojne stacionarne to�cke. Zbog toga �ce uspje�snost optimizacijskog algoritma

jako ovisiti o dobrim po�cetnim pozicijama �cvorova.

2.1 Fiksirani �cvorovi

Neka je zadan skup podataka (xi; yi), i = 1; : : : ;m uz a � x1 < : : : < xi < xi+1 < : : : <

xm � b i pripadaju�ci skup te�zina wi, i = 1; : : : ;m. �Zelimo odrediti splajn s(x) na [a; b]

odred�enog stupnja k s danim �cvorovima �i, i = 0; : : : ; g+1 uz �0 = a i �g+1 = b takve da

je izraz (2) minimalan. Dobivamo

Æ =

mX
i=1

(wiyi �
gX

j=�k
cjwiBj;k+1(xi))

2

koji se mo�ze zapisati u matri�cnom obliku kao

Æ = (y �Ec)� (y �Ec) = ky �Eck2 (3)

gdje je

E =

2
64 w1B�k;k+1(x1) � � � w1Bg;k+1(x1)

...
...

wmB�k;k+1(xm) � � � wmBg;k+1(xm)

3
75 ;

y =

2
64 w1y1

...
wmym

3
75 ; c =

2
64 c�k

...
cg

3
75

gdje k �k predstavlja standardnu Euklidsku vektorsku normu. Dakle, na�s problem se svodi

na odred�ivanje B-splajn koe�cijenata cj , j = �k; : : : ; g, kao rje�senja prezadanog linearnog
sustava

Ec = y (4)

u smislu najmanjih kvadrata.

Nadalje �cemo pretpostaviti da matrica E ima puni rang po stupcima g+ k+ 1, �sto �ce

biti ispunjeno ako i samo ako postoji podskup fu�k; : : : ; ugg � fx1; : : : ; xmg uz uj < uj+1

takav da je

�j < uj < �j+k+1; j = �k; : : : ; g;

tj. ako ured�eni podskup zadovoljava Schoenberg - Whitney-ev uvjet.
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2.1.1 Normalne jednad�zbe

Rje�senje najmanjih kvadrata promatrane jednad�zbe (4) mo�zemo prona�ci rije�savaju�ci no-

rmalne jednad�zbe

Ac = r (5)

gdje je

A = E�E =

2
64 hB�k; B�ki � � � hB�k; Bgi

...
...

hBg; B�ki � � � hBg; Bgi

3
75 ;

r = E�y =

2
64 hB�k; yi...
hBg; yi

3
75 ;

uz

hBj; Bii =
mX
r=1

w2
rBj;k+1(xr)Bi;k+1(xr);

hBj ; yi =
mX
r=1

w2
rBj;k+1(xr)yr:

Zaista, raspisivanjem jednad�zbe (5) lako se zaklju�ci da je zadovoljen nu�zan uvjet mini-

mizacije, tj. da je @Æ
@cj

= 0, j = �k; : : : ; g.

Matrica A ima nekoliko bitnih osobina

� ona je simetri�cna (A� = A) i pozitivno de�nitna matrica (x�Ax > 0 8x 6= 0)

� ako je g dovoljno velik, to je rijetka matrica vrp�caste strukture. Iz svojstva lokalnosti

B-splajn baze dobivamo

hBj ; Bii = 0 ako je ji� jj > k

i dobivamo

BAND(A) = minfg + k + 1; 2k + 1g

De�nicija 1 Neka je A 2 R
p�q (p � q) vrp�casta matrica, te neka je sa fi, odnosno s

li ozna�cen broj stupca u kojem se pojavljuje prvi, odnosno posljednji element i-tog retka

matrice A razli�cit od nule. Tada je �sirina vrpce BAND matrice A de�nirana s

BAND(A) = maxfli � fi + 1j1 � i � pg:
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Sustav (5) se tada mo�ze e�kasno rije�siti koriste�ci malo memorije Cholesky metodom

za pozitivne vrp�caste matrice. Nenul elementi matrice A i vektora r mogu se e�kasno

izra�cunati koriste�ci slijede�cu shemu :

� inicijalizirati < Bj ; Bi >= 0 i < Bj ; y >= 0

� za r = 1; : : : ;m:

� odredi l takav da je �l � xr < �l+1 (l = g ako je xr = b)

� izra�cunaj nenul vrijednosti B-splajnova Bj;k+1, j = l � k; : : : ; l

� za j = l � k; : : : ; l:

Æ hBj ; yi = hBj ; yi+w2
rBj;k+1(xr)

Æ za i = j; : : : ; l:

hBj ; Bii = hBj; Bii+w2
rBj;k+1(xr)Bi;k+1(xr)

2.1.2 Metoda ortogonalizacija

Da bi rje�senje najmanjih kvadrata sustava (4) odredili stabilnije mo�zemo koristiti metodu

ortogonalizacije. Neka je Q orotogonalna matrica Q�Q = I reda m takva da je

E = QR = Q

�
R1

0

�
(6)

gdje je R1 gornje trokutasta matrica reda g + k + 1. Nadalje, neka je

y = Qz = Q

�
z1
z2

�
(7)

gdje z1 ima g + k + 1 elemenata. Ako uvrstimo (6) i (7) u (3) dobivamo

Æ = (z �Rc)� (z �Rc) = kz1 �R1ck2 + kz2k2

Iz toga slijedi da �ce Æ biti minimaliziran, i to vrijedno�s�cu kz2k2, ako je c rje�senje trokutastog
sustava

R1c = z1

koje se jednostavno dobije supstitucijom unazad.

To�cna dekompozicija (6) mo�ze se dobiti na nekoliko na�cina. Pojasnit �cemo dva koja

se naj�ce�s�ce koriste.
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Givensove rotacije

Izuzetno e�kasna metoda za odred�ivanje R = Q�E i z = Q�y za na�su primjenu je

kori�stenje niza Givensovih rotacija. U na�celu, Givensove transformacije rotiraju dva vek-

tora

0 � � � 0 ri ri+1 ri+2 � � �

0 � � � 0 ei ei+1 ei+2 � � �

i zamjenjuju ih sa

0 � � � 0 r0i r
0
i+1 r

0
i+2 � � �

0 � � � 0 0 e0i+1 e
0
i+2 � � �

gdje je

r0i =
q
r2i + e2i ;

c = ri=r
0
i;

s = ei=r
0
i; (8)

r0l = crl + sel; l = i+ 1; : : : ;

e0l = �srl + cel; l = i+ 1; : : : :

Neka su dani vektori uj -ti i vj -ti reci matrice Ej . Ako ih zamjenimo s novim vektorima

da bi dobiliEj+1, gore navedeni postupak mo�ze se zapisati u matri�cnom obliku kao Ej+1 =

Q�
jEj , gdje je

Q�
j =

2
6666666666666664

. . .

1
c s

1
. . .

1
�s c

1
. . .

3
7777777777777775

� redak uj

� redak vj

koja sa od m-dimenzionalne jedini�cne matrice razlikuje samo u ozna�cenim recima. Iz (8)

se vidi da je c2+s2 = 1 pa slijedi da je Q�
jQj = I. Po�sto je umno�zak ortogonalnih matrica

ortogonalna matrica mo�zemo zaklju�citi da niz Givensovih rotacija (j = 1; : : : ; J uzE1 = E)

rezultira ortogonalnom transformacijom matrice E (R = Q�E gdje je Q = Q1Q2 : : : QJ).
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Pretpostavimo da imamo gornje trokutastu matricu R1 s jednim dodatnim retkom

R1z }| { z1z}|{
� � � � �
� � � �
� � �
� �

� � � � �| {z }
novi redak matrice E s

pripadaju�cim y elementom

Koriste�ci (8) mo�zemo matricu svesti na gornje trokutasti oblik rotiraju�ci posljednji redak

redom s prvim, drugim, tre�cim itd. retkom matrice R1 dok se cijeli redak ne transformira

u nulu. Nadalje, iz (8) zaklju�cujemo da rotacija retka s nul-retkom od R1 (svi rl = 0)

rezultira zamjenom redaka sa �cime zavr�sava proces poni�stavanja retka. Dakle, ako R1

i z inicijaliziramo kao nule, gore opisan postupak mo�ze se koristiti za svod�enje matrice

E na trokutasti oblik. Takod�er mo�zemo simultano ra�cunati sumu kvadrata Æ = kz2k2
mijenjaju�ci Æ (inicijaliziran na nulu) s kvadratom transformiranog elementa vektora y

nakon poni�stavanja retka matrice E.

Ova metoda ima dvije prednosti:

- matricu E promatramo redak po redak te nema potrebe za �cuvanje cijele matrice

E (niti ortogonalne matrice Q), u memoriji jedino trebamo pohraniti trokutastu

matricu R1 i vektor z1. Ova nam je �cinjenica bitna po�sto je u ve�cini primjena

red m matrica E i Q dosta ve�ci od reda g + k + 1 matrice R1. Dodatni reci koje

dobivamo novim promatranjima ili ograni�cenjima mogu se lako dodati bez potreba

za ponovnim provod�enjem cijele triangularizacije

- matrica E ima speci��cnu vrp�castu strukturu

(a) iz lokalnosti B-splajn baze slijedi da je najvi�se k + 1 susjednih elemenata u

retku razli�cito od nule. Dakle

BAND(E) = k + 1

(b) Ako su podaci xi dani u rastu�cem poretku, matrica E ima standardni oblik, tj.

stup�cana pozicija prvog nenul elementa u svakom retku je neopadaju�ca funkcija
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broja redaka ili

fi � fi+1 i = 1; : : : ;m� 1

gdje je fi kao u de�niciji 1.

Metoda u potpunosti mo�ze iskoristiti vrp�casti oblik

- iz (8) mo�zemo vidjeti da se pripadaju�ci nulelementi u odred�enom stupcu matrice E

ne mijenjaju s rotacijom (r0l = e0l ako je rl = el = 0). Kako posljedicu dobivamo da

matrica R1 takod�er ima vrp�castu strukturu s

BAND(R1) = k + 1:

Nadalje, transformaciju mo�zemo ograni�citi na vektore duljine k+1 (k+2 ako brojimo

i vektor slobodnih koe�cijenata), tj. za l = i+ 1; : : : ; i+ k

- da bi poni�stili novi redak od E trebamo najvi�se k+1 rotaciju, tj. ako �l � xr < �l+1

(l = g ako je xr = b) provodimo rotaciju s recima l+ 1; : : : ; l+ k+ 1. Ovo se odnosi

samo na vrp�caste matrice standardnog oblika.

Householderove transformacije

Jo�s jedan na�cin pronala�zenja QR-dekompozicije matrice E je primjenomHouseholderovih

transformacija. Na po�cetku, de�niramo matricu H slijede�com formulom

H = H(u) := I � 2uu� ; u�u = 1; u 2 Rm ; H 2 Rm�m (9)

i nju zovemo Householderova matrica. Vektor u nazivamo Householderov vektor. Primje-

timo da je Householderova matrica simetri�cna i ortogonalna.

U cilju svod�enja matrice E na gornje trokutasti oblik, njene stupce �cemo promatrati

kao vektore iz Rm . Pretpostavimo op�cenito da je a 2 R
m i da je za i � 1 barem jedna

od komponenti ai; : : : ; am vektora a razli�cita od nule. konstruirat �cemo Householderovu

matricu H tako da se prvih (i� 1) komponenti vektora b := Ha i vektora a podudaraju,

a da se posljednjih (m� i) komponenti vektora b poni�stavaju. Dakle treba biti

(Ha)j = bj =

8><
>:

aj; j = 1; : : : ; i� 1

�
; j = i; 
 =
q
a2i + � � � a2m

0; j = i+ 1; : : : ;m:
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Pri tome �cemo predznak i-te komponente vektora b odabrati tako da bude suprotan predz-

naku od ai, tj. bi = �sgn(ai)
: O�cito je kak = kbk:

Koriste�ci jednakost jaij = aisgn(ai) dobivamo

ka�bk = (ai+sgn(ai)
)
2+a2i+1+� � �+a2m = a2i+2
aisgn(ai)+


2+a2i+1+� � �+a2m = 2
(
+jaj):

Zato je

u =
a� b

ka� bk =
1p

2
(
 + jaj)

2
66666666664

0
...
0

ai + sgn(ai)

ai+1
...
am

3
77777777775

pripadni Householderov vektor, te je matrica H = I�2uu� upravo ona za koju je Ha = b:

Gore navedeni postupak opisuje jedan korak u procesu triangularizacije, tj. sukce-

sivnom primjenom Householderovih matrica Hi na matricu E dobivamo gornje trokutastu

matricu R

R = HmHm�1 � � �H2H1E

iz �cega zbog H�1
k = H�

k = Hk dobivamo

E = H1H2 � � �Hm�1HmR:

Kako je produkt ortogonalnih matrica opet ortogonalna matrica na ovaj na�cin dobivamo

QR-dekompoziciju matrice E

E = QR; gdje je Q = H1H2 � � �Hm�1Hm:

Kao i kod Givensovih rotacija i ovaj na�cin svod�enja matrice na gornje trokutasti oblik

mo�ze iskoristiti specijalni oblik matrice E, tj. njenu vrp�castu strukturu.

Pretpostavimo da su reci matrice E poslagani tako da je E u standardnom obliku.

Tada matricu mo�zemo zapisati u blok obliku

E =

2
6664

E1

E2
...
Eq

3
7775 q �m
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pri �cemu blok Ei sadr�zi sve retke matrice E �ciji je prvi nenul element u i-tom stupcu, za

i = 1; : : : ; q: InicijaliziramoR = R0 gornje trokutasta matrica �sirine (k+1). Householderov

algoritam djeluje u q koraka, i = 1; : : : ; q: Nakon prvih i� 1 koraka prvih i� 1 blokova je

reducirano nizom Householderovih transformacija u gornje trapezoidnu vrp�castu matricu

Ri�1. U i-tom koraku dodajemo i-ti blok Ei i ra�cunamo

Q�
i

�
Ri�1
Ei

�
= Ri;

gdje je Qi produkt Householderovih transformacija, a Ri je ponovno gornje trapezopidna.

Primjetite da radi toga �sto blok Ei ima prvi nenul element u stupcu i, kasniji koraci ne�ce

mijenjati prvih i� 1 redaka i stupaca od Ri�1, odnosno prvih i� 1 redaka od Ri�1 su reci

kona�cne matrice R.

2.2 Algoritmi za dodavanje �cvorova

Pretpostavimo da za trenutni skup �cvorova �j, j = 1; : : : ; n, imamo izra�cunat splajn

najmanjih kvadrata s(x). Tada veli�cina jeij = wijyi � s(xi)j, i = 1; : : : ;m daje mjeru

blizine krivulje i�tom podatku. Dakle imamo merit funkciju u obliku preslikavanja sa

skupa podataka u apsolutne vrijednosti te�zinskog reziduala. Jednostavna strategija za

dodatno postavljanje �cvorova je slijede�ca: odredimo to�cku xMF u kojoj je merit funkcija

najve�ca i u kojoj jo�s uvijek nije postavljen �cvor i postavljamo dodatni �cvor u tu to�cku.

Dakle ako po�cnemo bez unutarnjih �cvorova ovaj algoritam generira skup od g �cvorova,

g = 1; 2; : : : za koju pripadaju�ce aproksimacije imaju svojstvo da se pobolj�savaju kako se

g pove�cava.

Druga mogu�cnost je ta da ra�cunamo

�j =
X
xi2Ij

e2i ; j = 0; 1; : : : ; g

i nad�emo

�u = max
j=0;:::;g

�j

gdje smo s Ij ozna�cili interval [�j ; �j+1i, j = 1; : : : ; g � 1 i [�g; �g+1] za j = g. Tada je

merit funkcija preslikavanje s intervala �cvorova u sumu kvadrata te�zinskih reziduala na

tim intervalima. Sa �u je odred�en interval �cvorova u kojem je aproksimacija najlo�sija s

obzirom na ovu mjeru. Dodatni �cvor se postavlja u to�cku

�0 =
X
xi2Iu

e2i xi
�u
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unutar tog intervala, to jest na neku te�zinsku sredinu apscisa podataka u intervalu Iu

(kojem pripada �u). Primjetimo da se u svakom koraku mo�ze dodati jedan ili vi�se dodatnih

�cvorova.

Jo�s jedna strategija mo�ze biti upotrebljena. Neka je fxpj ; : : : ; xpj+qjg skup vrijednosti

apscisa unutar intervala Ij i neka je s(x) splajn baziran na trenutnom skupu �cvorova.

Ra�cunamo

Tj =

Ppj+qj�1
i=pj

riri+1Ppj+qj
i=pj

r2i

gdje je

ri = yi � s(xi):

Ukoliko je vrijednost Tj ve�ca od 1p
qj

to nam ukazuje da postoji trend med�u rezidua-

lima unutar intervala Ij. Strategija se temelji na dodavanju dodatnog �cvora na sredinu

svakog intervala u kojem je pronad�en trend. Kompletni algoritam uklju�cuje i neke termi-

ne zaglad�ivanja, no strategija smje�stanja �cvorova je jednako prihvatljiva i u uobi�cajenoj

aproksimaciji podataka metodom najmanjih kvadrata.

Jo�s jedan na�cin za mjerenje trenda vrijednosti reziduala je tra�zenje dijelova na ko-

jima su reziduali istog predznaka. Dugo �cuvanje predznaka rezidula interpretiramo kao

pokazatelj trenda u tim rezidualima i stoga aproksimaciju u tom dijelu smatramo neprih-

vatljivom. Postoje dva algoritma koji koriste ovaj na�cin pronala�zenja trenda. Prvi dodaje

jedan �cvor unutar podru�cja s najdu�zim nizom bez promjene u predznaku i to na slijede�ci

na�cin: ako su i1 i i2 indeksi prvog i posljednjeg podatka koji pripadaju tom nizu tada novi

�cvor dodajemo na mjesto

�0 = xr ; r =
i1 + i2

2

ako je i1 + i2 paran, ili na

�0 =
xr� 1

2
+ xr+ 1

2

2
; r =

i1 + i2
2

ako je i1 + i2 neparan. Drugi algoritam dodaje novi �cvor na mjestu gdje je niz predznaka

najdulji i unutar svakog niza �cija je duljina ve�ca od parametra DULJINA koji zadaje

korisnik.



13

2.3 Slobodni �cvorovi

Kvaliteta aproksimacije splajnom najmanjih kvadrata uvelike ovisi o broju i poziciji �cvorova.

Jasno je da pronalazak \dobre" lokacije �cvorova nije trivijalan zadatak. Iz primjena je

jasno da ekvidistantna mre�za �cvorova �cesto daje aproksimaciju lo�se kvalitete, a ve�c je

prije napomenuto da je pronalazak optimalne lokacije �cvorova metodom poku�saja te�zak

i naporan zadatak. Zbog toga su brojni autori razmatrali nelinearni problem najmanjih

kvadrata u kojem se i pozicija �cvorova �1; : : : ; �g takod�er optimizira. Ve�cina autora na

po�cetku odvajaja linearni i nelinearni aspekt problema, tj. umjesto razmatranja ukupnog

problema Æ(�; c), oni poku�savaju minimizirati Æ(�) gdje su za svaki � pripadaju�ci B-splajn

koe�cjenti c oni razmatrani kod problema s �ksiranim �cvorovima.

Po�sto zahtjevamo da �cvorovi budu u neopadaju�cem poretku optimalni �moramo tra�ziti

unutar g-dimenzionalnog simpleksa

Sg[a; b] = f� = (�1; : : : ; �g)ja < �1 < : : : < �g < bg:

Ozbiljan problem pri tome je postojanje mnogih stacionarnih to�caka (lokalni minimumi,

sedlaste to�cke i lokalni maksimumi) Æ(�) na granici @Sg[a; b]. To intuitivno mo�ze biti

obja�snjeno na sljede�ci na�cin: zbog jednostavnosti neka je g = 2 i promatramo trokut

S2[a; b] u kojem se nalaze dopu�steni parovi �cvorova (�1; �2). Svakoj to�cki �
� = (�1; �2) 2

S2[a; b] pripidru�zimo to�cku �0 = (�2; �1) izvan S2[a; b]. Prema svojstavima B-splajn baze

mo�zemo zaklju�citi da je Æ(��) = Æ(�0). Kao posljedica simetrije vektor gradijenta rÆ za

to�cke na rubu �1 = �2 bit �ce usmjeren du�z tog ruba. Po�sto je Æ(a; a) = Æ(b; b) vezano

za te�zinski polinom najmanjih kvadrata stupnja k (bez unutarnjih �cvorova) i Æ(c; c) za

te�zinski splajn najmanjih kvadrata s dvostrukim �cvorom u to�cki c (a < c < b) takod�er

slijedi da je Æ(a; a) � Æ(c; c) � Æ(b; b). Zbog toga je rÆ(a; a) � rÆ(b; b) � 0 i mo�zemo

zaklju�citi da Æ ima barem jednu stacionarnu to�cku na rubu �1 = �2.

Temeljita razmatranja o tom problemu proveo je Jupp. Posljedice teorema o letargiji

su sljede�ce:

� nekonveksnost Æ(�) za bilo koji skup podataka (xi; yi)

� potreba za dobrim po�cetnim pozicijama �cvorova �0

� gotovo je nemogu�ce zaklju�citi da li je postignut globalni optimum
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� lo�se pona�sanje minimizacijskog algoritma u blizini granice Sg[a; b]

Izbjegavanje situacije s gotovo podudaraju�cim �cvorovima je glavni zadatak svih algoritama

koji poku�savaju rije�siti problem najmanjih kvadrata sa slobodnim �cvorovima.

2.3.1 Nepenalizirana procjena

U de Boor-u je predstavljen slijede�ci rezultat: pretpostavimo da Sk+1
� [x1; xm] predstavlja

prostor splajnova reda (k+1) de�niranog na [x1; xm] s g speci�ciranih unutarnjih �cvorova.

Ako funkcija f ima (k+1) neprekidnih derivacija na [x1; xm], tada postoji splajn s iz S
k+1
�

takav da za svaki j = 0; : : : ; g

kf � sk[�j ;�j+1] � Kk+1(�j+1 � �j)
k+1kf (k+1)k[�j ;�j+1] (10)

gdje k � k[�j ;�j+1] predstavlja uniformnu ili max normu na intervalu [�j ; �j+1], a Kk+1 je

pozitivna konstanta koja ovisi o redu (k + 1). Primjetite da ako de�niramo

h = max
j=0;:::;g

(�j+1 � �j)

tada iz (10) imamo

kf � sk � Kk+1h
k+1kf (k+1)k (11)

gdje k�k predstavlja max normu na [x1; xm]. Dakle, (10) i (11) daju nam lokalnu, odnosno

globalnu ocjenu o udaljenosti f od linearnog potprostora Sk+1
� . Algoritam opisan u de

Boor-u temelji se na pronala�zenju �cvorova za koje se posti�ze

min( max
j=0;:::;g

Kk+1(�j+1 � �j)
k+1kf (k+1)k[�j ;�j+1]) (12)

i dakle osigurava da ocjene (10) i (11) budu �sto manje.

Pretpostavimo da smo de�nirali

Ej(�j; �j+1) = Kk+1(�j+1 � �j)
k+1kf (k+1)k[�j ;�j+1]

za �j+1 � �j i j = 0; : : : ; g. Ej je o�cito strogo rastu�ce funkcija s obzirom na �j+1 i strogo

padaju�ce s obzirom na �j . Nadalje, ako je f (k+1) neprekidna tada je i Ej neprekidna s

obzirom na oba argumenta. Tada mo�zemo posti�ci (12) izabiru�ci �cvorove �j (j = 0; : : : ; g)

tako da je

Ej(�j ; �j+1) = const: (13)
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Tada, svaki Ej, j = 0; : : : ; g poprima maksimalnu vrijednost. Da bismo vidjeli za�sto

(13) povla�ci (12) pretpostavimo da �cvorovi �j za j = 0; : : : ; g zadovoljavaju (13) za dani

(k + 1) i funkciju f (takav skup �cvorova postoji zbog neprekidnosti Ej � ta). Nadalje,

pretpostavimo da perturbiramo unutarnje �cvorove, recimo �j0 u ��j0 gdje, bez smanjenja

op�cenitosti uzmemo ��j0 > �j0 . Tada zbog monotonosti funkcije Ej imamo

Ej0�1(�j0�1; �j0) < Ej0�1(�j0�1; �
�
j0) (14)

i

Ej0(�j0 ; �j0+1) < Ej0(�
�
j0 ; �j0+1)

zapravo, (14) ka�ze da je na�sa lokalna ocjena na j0-tom intervalu pove�cana kada premjes-

timo �j0 u �
�
j0
. Dakle, maksimum lokalnih ocjena uzetih na intervalima �cvorova je pove�can.

Svi skupovi �cvorova mogu se dobiti iz �cvorova koji zadovoljavaju (13) na opisan na�cin i

zbog toga takvi skupovi �cvorova moraju pove�cati maksimum lokalnih ocjena. Dakle, zado-

voljavanje jednad�zbe (13) povla�ci postizanje minimalne lokalne ocjene, odnosno (12). Zan-

imljivo je u ovom stadiju interpretirati �sto (12) i (13) zapravo posti�zu. Cilj nam je odabrati

distribuciju unutarnjih �cvorova koja minimizira udaljenost izmed�u funkcije f i prostora

aproksimacijskih funkcija Sk+1
� . Ako �ksiramo ovaj linearni prostor, tada pronalazimo

funkciju koja aproksimira f po na�sem kriteriju �tovanja - odnosno u na�sem slu�caju kriter-

iju najmanjih kvadrata. Ne tvrdimo da ta aproksimacija funkcije zadovoljava ocjene (10)

ili (11).

Pronala�zenje �cvorova koji zadovoljavaju (13) za �ksiran red splajna je ekvivalentno

pronala�zenju �cvorova koji zadovoljavaju

(kf (k+1)k[�j ;�j+1])1=(k+1)(�j+1 � �j) = const (15)

za svaki j = 0; : : : ; g. no, jo�s uvijek nije lako rije�siti (15). Osnovni problem je taj �sto

nam je f nepoznata, pa je stoga i f (k+1) nepoznata. Dakle, (15) mo�zemo primjeniti kada

poznajemo aproksimaciju f (k+1) dobivenu na neki na�cin. Npr. ako konstruiramo splajn

reda (k+2) za podatke koriste�ci neki trenutni skup �cvorova i deriviramo ga (k+ 1) puta,

dobivamo po dijelovima konstantnu aproksimaciju za f (k+1) (splajn prvog reda). Ali �cak

i kada znamo f (k+1) vjerojatno je (15) mogu�ce aproksimativno zadovoljiti, a to bi moglo

biti ra�cunski skupo posti�ci. No, (15) posti�ze raspored �cvorova asimptotski jednak, kada
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g !1 i (�j+1 � �j)! 0, rasporedu dobivenom uz uvijet da �j zadovoljavaZ �j+1

�j

jf (k+1)(x)j1=(k+1)dx = const =
1

g + 1

Z xm

x1

jf (k+1)(x)j1=(k+1)dx: (16)

Ako imamo po dijelovima konstantnu aproksimaciju f (k+1) to daje problem koji je rel-

ativno lako rije�siti i to je osnova de Boor-ovog algoritma. Vrijedi primjetiti da je jedna

prednost (16) nad (15) to �sto je konstanta na desnoj strani dobro de�nirana te imamo

jednu nepoznanicu manje nego u (15). Jo�s bitnije, (16) je mogu�ce zadovoljiti s po di-

jelovima konstantnom aproksimacijom f (k+1) �sto ne mora biti slu�caj u (15) - pretpostavili

smo da je f (k+1)neprekidna.

Kona�cno spomenili smo da de Boor-ova metoda u ra�cunanju koristi po dijelovima kon-

stantnu aproksimaciju, recimo h(x) za jf (k+1)j. Umjesto da koristi splajn aproksimaciju od

f reda (k+2) s obzirom na trenutni skup �cvorova, kako je prije predlo�zeno, aproksimacija

za jf (k+1)j se izvodi iz splajna reda (k + 1).

Pretpostavimo da je s(x) splajn aproksimacija f -a (k+1)-og reda s unutarnjim �cvorovima

�j (j = 1; : : : ; g). Tada je s(x) po dijelovima polinom stupnja k koji nakon �sto je deriviran

k puta daje po dijelovima konstantu

s(k)(x) = �0 +

gX
j=1

�j(x� �j)
0
+

�sto je aproksimacija za f (k). Ovdje de Boor koristi bazu krnjih potencija za reprezentaciju

s(k), radije nego B-splajnove, koje su de�nirane sa

(x� �)r+ =

�
(x� �)r ; x � �

0 ; x < �

Tada je

H(x) =

Z x

x1

js(k+1)(t)jdt =
gX

j=1

j�j j(x� �j)
0
+

po dijelovima konstantna aproksimacija zaZ x

x1

jf (k+1)(t)jdt;

tra�zeni integral. Da bi prona�sli funkciju h(x) prvog reda koja je jednaka derivaciji funkcije

H s obzirom na x, moramo H zamijeniti sa splajnom vi�seg reda. Zapravo, reprezentiramo

lokalno pona�sanje funkcije H s parabolom koja H interpolira u to�ckama � j�1
2
, � j+1

2
i � 1+3

2
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gdje uzimamo � j+1
2

=
�j+�j+1

2 . Tada je, h(x), na�sa aproksimacija jf (k+1)j de�nirana na

[�j ; �j+1] gradijent u � j+1
2

ove lokalne parabole.

Cox, Harris i Jones predstavili su slijede�ci na�cin pobolj�sanja prije navedenog matemati-

�ckog algoritma. Ideja je f (k+1) aproksimirati s po dijelovima linearnom funkcijom (odnosno

splajnom drugog reda), umjesto s po dijelovima konstantom. Ovo se �cini razumno ne samo

zbog toga �sto bi aproksimacija f (k+1) bila bolja, nego i zbog toga �sto smo na po�cetku

zahtjevali neprekidnost f (k+1). Pojasnit �cemo algoritam koji eksplicitno ra�cuna �cvorove

koji zadovoljavaju (16) koriste�ci takvu aproksimaciju. Naravno, moramo o�cekivati vi�se

rada nego u ranije opisanom algoritmu.

Pretpostavimo da mo�zemo konstruirati po dijelovima linearnu aproksimaciju l(x) za

f (k+1) s obzirom na trenutni skup �cvorova. Tada po dijelovima linearna funkcija L(x) =

jl(x)j mo�ze biti uzeta kao aproksimacija za jf (k+1)j. Op�cenito, po�sto l(x) obi�cno ima nule

u hx1; xmi, L(x) �ce imati \pro�sireni" skup �cvorova dan s unijom skupa trenutnih �cvorova

i tih nula.

Elemente pro�sirenog skupa �cvorova ozna�cit �cemo s �r, r = 1; : : : ; R i de�niramo vanjske

�cvorove

��1 = �0 = x1 �R+1 = �R+2 = xm

gdje pretpostavljamo da su �r, (r = 0; 1; : : : ; R+ 1) razli�citi.

Tra�zimo novi skup �cvorova �j takav da, za j = 0; 1; : : : ; g vrijediZ �j+1

�j

(L(x))1=(k+1)dx =
1

g + 1

Z xm

x1

(L(x))1=(k+1)dx: (17)

Na svakom intervalu [�r; �r+1] za r = 0; : : : ; R pi�semo

L(x) = ar + br(x� �r):

Naravno, L(x) je splajn drugog reda. Ako je njegova B-splajn reprezentacija

L(x) =
RX

i=�1
ciBi;2(�; x)

gdje je � = (��1; �0; : : : ; �R+2)� , tada je

L(�r) = cr:
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Odavde imamo

ar = cr; br =
cr+1 � cr
�r+1 � �r

: (18)

Za svaki r = 0; 1; : : : ; R de�niramo

Jr =

Z �r+1

�r

(L(x))1=(k+1)dx =

Z �r+1

�r

(ar + br(x� �r))
1=(k+1)dx:

Koriste�ci (18) dobivamo

Jr =

8<
:

k+1
k+2(�r+1 � �r)

c
(k+2)=(k+1)
r+1 �c(k+1)=(k+1)r

cr+1�cr ; cr 6= cr+1

(�r+1 � �r)c
1=(k+1)
r ; cr = cr+1

(19)

Svaki Jr mo�zemo eksplicitno izra�cunati. Nadalje, konstantni izraz na desnoj strani u (17)

jednak je

1

g + 1

RX
r=0

Jr

�sto �cemo ozna�cavati s �. Dakle, prema (17) tra�zimo �j koji zadovoljavaZ �j+1

�j

(L(x))1=(k+1)dx = �:

Sada �cemo predstaviti jedan korak algoritma koji odred�uje �j+1 ako smo ranije izra�cunali

�j .

Pretpostavimo da je p jedinstveni prirodan broj takav da je �j 2 h�p; �p+1]: De�niramo

�L
j =

Z �j

�p

(L(x))1=(k+1)dx;

�R
j =

Z �p+1

�j

(L(x))1=(k+1)dx:

Nadalje, pretpostavimo da je q(� p) najmanji broj za koji je

�R
j +

qX
r=p+1

Jr � � (20)

Jasno je da ako je q = p tada suma nema nikakav utjecaj. Ako vrijedi jednakost u (20)

tada imamo Z �q+1

�j

(L(x))1=(k+1)dx = �
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i tada je �j+1 = �q+1. Tada uz

�L
j+1 =

Z �j+1

�q

(L(x))1=(k+1)dx = Jq

i

�R
j+1 =

Z �q+1

�j+1

(L(x))1=(k+1)dx = 0

mo�zemo nastaviti s pronala�zenjem slijede�ceg �cvora.

Ako jednakost ne stoji, tada je �j+1 2 h�q; �q+1i i razlikujemo dva slu�caja

(a) q = p.

Tada, iz (20) �R
j > � pa �j i �j+1 le�ze u istom intervalu h�q; �q+1i = h�p; �p+1i: Ra�cunamo

vrijednost integrala

�L
j+1 =

Z �j+1

�q

(L(x))1=(k+1)dx = �L
j +�: (21)

(b) q > p.

Tada �j i �j+1 le�ze u razli�citim intervalima h�p; �p+1] i h�q; �q+1i: Ra�cunamo vrijednost

integrala

�L
j+1 =

Z �j+1

�q

(L(x))1=(k+1)dx = �� (�R
j +

q�1X
r=p+1

Jr): (22)

U oba slu�caja, takod�er mo�zemo ra�cuanti

�R
j+1 =

Z �q+1

�j+1

(L(x))1=(k+1)dx = Jq ��L
j+1: (23)

Sada eksplicitno integriraju�ci mo�zemo rije�siti (21), (22) ili (23) za nepoznati �j+1. Na

primjer, iz (21), (22) imamoZ �j+1

�q

(aq + bq(x� �q))
1=(k+1)dx = �L

j+1

i dakle

�j+1 =

8>>><
>>>:

�q +

 
(k+2)bq�

L
j+1

k+1
+a

(k+2)=(k+1)
q

!(k+1)=(k+2)
�aq

bq
; bq 6= 0;

�q +
�L
j+1

a
1=(k+1)
q

; bq = 0:

(24)

Primjetite da nije mogu�ce da su oba aq = 0 i bq = 0 u (24). Ina�ce, ako bi oba bili nula,

L(x) � 0 na [�q; �q+1] i dakle Jq = 0: Dakle, ne bi imali slu�caj da je q najmanji broj za

koji (20) stoji.
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Ako inicijaliziramo

p = �1; �0 = x1; �L
0 = �R

0 = 0

tada dana analiza vodi do pronala�zenja �1: Nadalje sukcesivno ra�cunamo �j za j =

2; 3; : : : ; g:

Ako imamo na�cin za ra�cunanje po dijelovima linearne L(x), tada imamo sve �sto nam je

potrebno za algoritam. Nadalje, ako L(x) temeljimo na posljednjem skupu �cvorova, te ju

mijenjamo kada pronad�emo novi skup �cvorova, tada imamo osnove strategije za adaptivni

razmje�staj �cvorova.

Razvoj algoritma

(1) stabilna evaluacija formule unutar algoritma

U implementaciji opisanog algoritma moramo ra�cunati integrale Jr (r = 0; : : : ; R) i pozicije

novih �cvorova. Za prvu od ovih operacija mo�zemo koristiti formulu (19), a za drugu �cemo

primjeniti (24). Primjetite da za svako ra�cunanje imamo par formula ovisno o tome da li

je L(x) na promatranom intervalu konstantan ili ne. Ako je br = 0 (odnosno cr = cr+1),

tada prvi dijelovi formula daju vrijednosti koje nisu de�nirane i moramo koristiti druge

dijelove formula (19) i (24). Ako je cr \blizu" cr+1, tada se u formulama (19) i (24) mogu

pojaviti gre�ske vezano uz kra�cenje. Zato trebamo razmotriti kako to ra�cunanje mo�zemo

izvesti na stabilni na�cin.

Prvo primjetimo da za bilo koje brojeve s i t vrijedi lako dokaziv identitet

1� xt

1� xt=s
=

s�1X
i=0

xit=s:

No po�sto je

1� xt = (1� x)

t�1X
i=0

xi

imamo
1� xt=s

1� x
=

Pt�1
i=0 x

iPs�1
i=0 x

it=s
: (25)

Da bi dobili rezultat x ograni�cimo da prima nenegativne vrijednosti, kada ra�cunanje desne

strane u (25) jedino uklju�cuje zbrajanje nenegativnih vrijednosti pa se efekt skra�civanja

kada je x blizu jedinice odstranjuje. Nadalje, desna strana daje vrijednosti za sve nenega-

tivne x-eve uklju�cuju�ci x = 1: Koriste�ci L'Hopitalovo pravilo, pronalazimo da je vrijednost
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limesa kada x! 1 l=s �sto je vrijednost desne strane za x = 1: Primjetite da za svaki broj

x, po�sto je
kX

i=0

xi = ((: : : (((x + 1)x+ 1)x+ 1) : : :)x+ 1) (26)

gdje ima k zagrada, imamo stabilan na�cin za ra�cunanje desne strane (25).

Koristimo (25) i (26) da bi postigli stabilno ra�cunanje formule na slijede�ci na�cin:

(a) ra�cunanje Jr :

Ako je cr = cr+1 = 0 stavimo Jr = 0: Ina�ce, iz (19) i pretpostavljaju�ci bez smanjenja

op�cenitosti da je cr+1 � cr; imamo

Jr =
k + 1

k + 1
(�r+1 � �r)c

1=(k+1)
r+1

1�
�

cr
cr+1

�(k+2)=(k+1)
1� cr

cr+1

:

Sada mo�zemo primjeniti (25) i (26) uz x = cr
cr+1

, t = k + 2 i s = k + 1: Po�sto su cr i cr+1

nenegativni kao vrijednosti nenegativne funkcije L(x) u �r, odnosno �r+1, pa je x � 0:

Dakle, nema problema s kra�cenjem kada je cr blizu cr+1, a primjenjujemo (19) kada je

cr = cr+1:

(b) ra�cunanje �j+1:

Iz (24), pretpostavimo da de�niramo

�j+1 = �q + �L

gdje je

�L =

�
(k+2)bq�L

j+1

k+1 + a
(k+2)=(k+1)
q

�(k+1)=(k+2)

� aq

bq
:

Ako je aq = 0 ovo daje

�j+1 = �q +

 
(k + 2)�L

j+1

k + 1

!(k+1)=(k+2)

b�1=(k+2)q

i prisjetimo se da garantiramo bq 6= 0: Pretpostavljaju�ci da je aq 6= 0, izraz za �L zapi�semo

na slijede�ci na�cin:

�L =
aq
bq

"�
1 +

k + 2

k + 1
�L

j+1a
� k+2
k+1

bq
q

� k+1
k+2

� 1

#
= �aq

(1 + �)
k+1
k+2 � 1

�
;
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gdje je

� =
(k + 2)�L

j+1a
� k+2
k+1

q

k + 1
;

� = �bq:

Sada postavljaju�ci x = 1 + � daje

�j+1 = �q + �aq
1� x

k+1
k+2

1� x
:

Ovo je sada formula prikladna za primjenu (25) i (26). Kada je x = 1 (tj. bq = 0),

primjenjujemo (24). No, iako za dani x mo�zemo stabilno izra�cunati gornju formulu, mogli

bi izgubiti to�cnost u ra�cunanju x ako je � blizu �1: Zato �cemo koristiti provedenu analizu

ako je � � 0, tj. kada je bq � 0:

Kada je bq < 0 koristimo alternativnu formulu za �j+1: Umjesto ra�cunanja �j+1 za

(21) ili (22), koristimo (23) i pi�semo L(x) za x 2 [�q; �q+1] u alternativnom obliku

L(x) = aq+1 + bq(�q+1 � x);

gdje je

aq+1 = cq+1; bq =
cq � cq+1
�q+1 � �q

> 0:

Tada je �j+1 odred�en izZ �q+1

�j+1

�
aq+1 + bq(�q+1 � x)

�1=(k+1)
dx = �R

j+1

i integriraju�ci

�j+1 =

8>>><
>>>:

�q+1 +

 
(k+2)bq�

R
j+1

k+1
+a

(k+2)=(k+1)
q+1

!(k+1)=(k+2)
�aq+1

bq
; bq 6= 0;

�q+1 +
�R
j+1

a
1=(k+1)
q+1

; bq = 0:

(27)

Sada je (27) u obliku analognom (24). Uz bq > 0, mo�zemo ra�cunati (27) na stabilan na�cin

opisan za (24).

Primjetite da �ce zbrajanje kori�stenjem (26) biti naje�kasnije u najprakti�cnijem slu�caju,

tj. kada je (k + 1) mali.

(2) ra�cunanje po dijelovima linearne L(x)

U ranije predstavljenom matemati�ckom algoritmu imamo paradoksalnu situaciju potrebe
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za aproksimacijom (k + 1)-ve derivacije nepoznate funkcije u svrhu pronala�zenja skupa

�cvorova koji daju dobru aproksimaciju same funkcije. Prisjetimo se da L(x) predstavlja po

dijelovima linearnu aproksimaciju jf (k+1)(x)j gdje je f nepoznata funkcija. L(x) mo�zemo

izra�cunati iz po dijelovima linearne aproksimacije l(x) od f (k+1)(x): Jasno, e�kasnost

algoritma ovisi o tome koliko dobro mo�zemo aproksimairati f (k+1)(x) u svakoj iteraciji.

Jednostavan i o�cit na�cin za konstrukciju l(x) je slijede�ci: prona�ci splajn (k+3)-eg reda

za dane podatke (koji je Ck+1 neprekidna funkcija ako su �cvorovi jednostruki) i deriviramo

ju (k + 1) puta. Ovo je strategija koja je na kraju iskori�stena.

�Cini se razumnim da temeljimo trenutnu aproksimaciju l(x) u svakoj iteraciji s obzirom

na trenutni skup �cvorova i da promjenimo l(x) u narednoj iteraciji. No, skup �cvorova koji

generiramo je izabran tako da pobolj�sa aproksimaciju (k + 1)-og reda, te ne mora biti da

�ce aproksimacija (k+3)-eg reda, iz koje ra�cunamo l(x), biti pobolj�sana. Zato bi, prema de

Boorovom algoritmu, ra�cunanje l(x) iz splajna ni�zeg reda, u ovom slu�caju aproksimacije

(k + 1)-og reda, moglo biti prikladno. Zato razmatramo slijede�cu strategiju:

(a) aproksimiramo podatke sa splajnom reda (k + 1) s obzirom na trenutne �cvorove i

jednom deriviramo

(b) aproksimiramo rezultiraju�ci splajn reda k sa splajnom reda (k+1) koriste�ci skup po-

dataka dobiven iz vrijednosti splajna u krajevima, �cvorovima i njihovim polovi�stima

(c) ponavljamo (a) i (b) jo�s jednom. Rezultat je splajn aproksimacija reda (k+1) druge

derivacije nepoznate funkcije

(d) sada deriviramo (k � 1) puta da bi dobili l(x)

No u praksi, niti ova niti sli�cne strategije nisu dovele do pobolj�sanja u pona�sanju osnovnog

algoritma.

Analiza pokazuje da su gre�ske derivacije na krajevima intervala najve�ce, �sto i nije tako

iznenad�uju�ce po�sto je diferenciranje tipi�cno nestabilan proces. Da bi rije�sili ovaj problem

mogli bi \utjecati" na aproksimaciju derivacije u krajevima preko pona�sanja u blizini; to

zna�ci zamijeniti vrijednosti u krajevima s vrijednostima izra�cunatim iz susjednih �cvorova.

Na primjer, da bi odredili aproksimaciju derivacije u x1 mogli bi:

(a) interpolirati vrijednosti u �1, �2 i �3 s kvadratnom funkcijom i ekstrapolirati s x1
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(b) interpolirati vrijednosti u �1 i �2 s pravcem i ekstrapolirati u x1

(c) interpolirati vrijednosti u �1 s konstantom i ekstrapolirati u x1

(d) derivaciju u x1 izjedna�citi s nulom.

Nakon �sto aproksimiramo vrijednost u x1, de�niramo l(x) kao linearnu na [x1; �1]:

(3) strategija uklanjanja �cvorova

Za sada je algoritam dizajniran kao strategija za pomicanje �ksiranog broja �cvorova u

svrhu pobolj�sanja splajn aproksimacije za dane podatke. No bitan aspekt kori�stenja splajn

funkcija za �tovanje podataka je to �sto imamo slobodu u biranju kako pozicije tako i broja

�cvorova. U predstavljenom algoritmu ta dodatna sloboda nije iskori�stena. Zaista, kao

rezultat toga, ili korisnik treba eksperimentirati s brojem �cvorova, ili mora unaprijed znati

potreban broj �cvorova. Ako je speci�cirani broj �cvorova premal, tada ni optimalna pozi-

cija �cvorova ne�ce dati zadovoljavaju�cu aproksimaciju. Ako ka�zemo da je broj �cvorova

prevelik mislimo na to da je mogu�ce preaproksimirati podatke s tim brojem �cvorova u

nekom polo�zaju. U slu�caju kada je koli�cina prostora potrebna za pohranjivanje param-

etara aproksimacijskog splajna bitna, tada bi �tovanje s minimalnim brojem �cvorova bilo

po�zeljno.

Uobi�cajeno, prikladan broj �cvorova nije poznat unaprijed i zato bi bila prednost kada

bi automatski, kroz algoritam, odabrali broj �cvorova.

Ranije razmatrane strategije temeljile su se na dodavanju �cvorova. Ako ih kombiniramo

ih s algoritmom za premje�stanje �cvorova javljaju se neki problemi. Na primjer, moramo

odlu�citi koliko puta �cemo premjestiti �ksirani broj �cvorova prije nego dodamo jo�s jedan

�cvor. Generalnije, koji kriterij mora biti zadovoljen da bi uzrokovao pove�cenje broja

�cvorova?

Kombiniranje dodavanja �cvorova s premje�stanjem ne treba odbaciti, ali ovdje �zelimo

slijediti �lozo�ju uklanjanja �cvorova. Startaju�ci s g1 inicijalnih �cvorova, poku�savamo na�ci

skup od g �cvorova (g � g1) koji daju \dobar" aproksimacijski splajn iz skupa splajnova s

najvi�se g1 �cvorova, pri �cemu �zelimo da je g �sto manji. Dakle, g1 je izabran tako da bude

\prevelik" i mogao bi biti povezan s veli�cinom problema, recimo s brojem podataka.

Kori�stena je vrlo jednostavna strategije uklanjanja �cvorova. Osiguravamo da svaki

interval �cvorova sadr�zi barem (k + 1) razli�citih to�caka podataka s nenul te�zinama, gdje
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je (k + 1) red splajna kori�sten za aproksimaciju podataka. Kada interval �cvorova sadr�zi

manje od (k+1) takvih to�caka, desni krajnji �cvor intervala se uklanja iz skupa unutarnjih

�cvorova, osim u posljednjem intervalu gdje uklanjamo lijevi �cvor. Kao rezultat, Schoenberg

- Whitney-jev uvjet je automatski zadovoljen za splajn bilo kojeg reda (primjetite da bi i

slabiji uvjet povezan s to�ckama i �cvorovima bio dovoljan). Motivacija za ovu strategiju je

dvostruka. Prvenstveno, ako zadovoljiumo Schoenberg - Whitneyj-ev uvjet, uvijek gener-

iramo jedinstvenu splajn aproksimaciju. Kao drugo, sprije�cavamo gomilanje unutarnjih

�cvorova i s time modeliranje gre�ske. Dakle puno je manja vjerojatnost preaproksimiranje.

Naravno, postoje i skupovi podataka koji zahtjevaju bliske �cvorove u nekim dijelovima

za dobivanje prihvatljive aproksimacije, te u tom slu�caju ne treba koristiti ovu strategiju

uklanjanja.

Kompletan algoritam ima slijede�ci oblik:

1. De�nirati g1 inicijalnih �cvorova;

2. Izra�cunati po dijelovima linearnu aproksimaciju f (k+1) koriste�ci aproksimaciju (k +

3)-eg reda podataka i trenutnih �cvorova;

3. Ograni�citi aproksimaciju na krajevima;

4. Premjestiti �cvorove;

5. Ukloniti �cvorove ako je potrebno;

6. Ponavljati 2. do 6. dok ne postignemo zadovoljavaju�cu aproksimaciju.

Na kraju spomenimo problem koji proizlazi iz automatskog postavljanja �cvorova i

op�cenitije, iz postupka �tovanja podataka. To je na�cin mjerenja \dobre" ili \prihvatljive"

aproksimacije koji vodi do zaustavljanja postupka premje�stanja �cvorova. U ve�cini slu�cajeva

to ovisi o primjeni (ili �cak korisniku). Da bi automatizirali postupak zaustavljanja trebamo

de�nirati �sto je \dobra" aproksimacija. Ako koristimo gore opisani algoritam problem je

jo�s kompliciraniji po�sto mo�zda ne �zelimo zaustaviti postupak �cim je zadovoljen prvi kriterij

jer je mo�zda mogu�ce posti�ci uvjete i s manjim brojem �cvorova. Zato je pri kori�stenju

algoritma, jo�s uvijek, potrebna korisnikova interakcija.
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(4) strategije izbora po�cetnih �cvorova

Najjednostavnija strategija koju mo�zemo upotrijebiti je takozvana BIKE rutina. Od-

abir �cvorova provodi se na slijede�ci na�cin: neka su zadane vrijednosti xi s pripadaju�cim

te�zinama wi i broj g tra�zenih unutarnjih �cvorova, te red splajna (k+1). Unutarnji �cvorovi

postavljaju se tako da je otprilike jednak broj razli�citih xi-ova s pozitivnim te�zinama wi

u svakom podintervalu odred�enom �cvorovima osim u krajnjim intervalima gdje ih ima

(k + 1)=2 puta toliko.

Za neke primjene ovakva distribucija �cvorova mo�ze biti zadovoljavaju�ca i mo�ze se

koristiti da bi prona�sli bolju poziciju �cvorova (ali ru�cno), ako pogledamo kakve bi kvalitete

bila aproksimacija s tako raspored�enim unutarnjim �cvorovima. No mo�zemo i bolje odrediti

po�cetne pozicije s alternativnim strategijama.

Ideja je generirati odred�eni broj ekvidistantnih �cvorova, ali umjesto da mjerimo du�z osi

apscise, mjerimo udaljenost na krivulji. No, krivulja nam jo�s nije poznata pa udaljenost

du�z krivulje aproksimiramo mjere�ci udaljenosti to�caka podataka. To�cke podataka sma-

tramo vrhovima poligona i s di ozna�cavamo kumulativnu Euklidsku udaljenost od prve do

i-te to�cke, odnosno:
d1 = 0
di = di�1 + Ædi�1; i = 2; 3; : : : ;m

gdje je

Ædi�1 =
p
(xi � xi�1)2 + (yi � yi�1)2:

Parametarska vrijednost

ti =
di
dm

; i = 1; : : : ;m

daje skalarnu mjeru udaljenosti od prve do i-te to�cke. Skaliranje je napravljeno tako da je

udaljenost od prve do posljednje to�cke jednaka 1. Tada g unutarnjih �cvorova postavljamo

tako da je udaljenost med�u susjednim �cvorovima mjerena du�z nastalog poligona jednaka

1
g+1 . Dakle da bi locirali �j trebamo prona�ci prvi parametar tp takav da je tp >

j
g+1 , jer

tada �j le�zi izmed�u xp�1 i xp i linearno interpoliraju�ci izmed�u tih vrijednosti imamo

�j = xp�1 +
j

g+1 � tp�1

tp � tp�1
(xp � xp�1):

Jo�s jedna strategija za inicijalno postavljanje �cvorova koju mo�zemo upotrijebiti temelji

se na kori�stenju lokalne polinomijalne aproksimacije. Pokazat �cemo kako svakom \dovoljno
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unutarnjem" podatku mo�zemo pridru�ziti lokalni skup podataka i lokalnu polinomijalnu

aproksimaciju reda (k + 1).

Razmatrajmo i-tu to�cku (xi; yi). Prvo konstruiramo podskup susjednih to�caka uzetih

iz kompletnog skupa podataka, s indeksima postavljenim centralno s obzirom na i koji

sadr�zi (k + 2) to�cku ako je (k + 1) paran, odnosno (k + 1) to�caka za neparan (k + 1).

Ovaj skup zovemo lokalni skup i-toj to�cki. Pretpostavljeno je da ove to�cke mogu biti

adekvatno aproksimirane s jednostavnim polimomom reda (k + 1). Ovo �ce svakako biti

istina u slu�caju kada je (k + 1) neparan po�sto mo�zemo interpolirati lokalne podatke s

takvim polinomom. Sada je jasno �sto mislimo s time da je to�cka \dovoljno unutarnja" -

to je to�cka za koju se ovaj inicijalni skup podataka mo�ze konstruirati.

Slijede�ci korak je pove�cavanje skupa dodaju�ci susjedne to�cke na svakom kraju ako je

mogu�ce. Polinomijalna aproksimacija reda (k + 1) novih lokalnih podataka se izra�cuna i

koristi se Powellov test trenda da procjenimo prihvatljivost aproksimacije. Najve�ci tako

nastao podskup za koji polinomijalna aproksimacija tih podataka zadovoljava test je uzeta

za lokalni skup podataka pridru�zen i-toj to�cki. Postupak se ponavlja za sve dovoljno

unutarnje to�cke.

Pri kori�stenju opisanog algoritma, mo�ze se javiti problem, posebno za velike skupove

podataka, u vezi vremena potrebnog za njegovo provod�enje. To je zbog toga �sto mo�zda

trebamo ra�cunati veliki broj polinomijalnih aproksimacija (i izra�cunati vrijednost u svakoj

to�cki pripadaju�ceg lokalnog skupa podataka za kori�stenje u trend testu) za svaku od velikog

broja to�cki.

Da bi reducirali koli�cinu posla koristimo veli�cinu kona�cnog lokalnog skupa podataka

pridru�zenog (i�1)-om podatku kao po�cetnu vrijednost veli�cine lokalnog skupa podataka za

i-tu to�cku. Ovaj skup se tada pove�cava ili smanjuje ovisno o tome mo�zemo li ga adekvatno

aproksimirati s polinomom u opisanom smislu. Nije jasno da li mo�zemo zaklju�citi da ako

aproksimacija tog skupa podataka zadovoljava trend test, da tada aproksimacija svih

manjih skupova mora zadovoljavati test. Ali takod�er, ako uvijek kre�cemo od najmanjeg

podskupa i tra�zimo prvi lokalni skup podataka koji ne zadovoljava trend test, nije jasno

da svi ve�ci skupovi takod�er ne�ce zadovoljiti test. Dakle, vjerujemo da reduciranje posla

na ovaj na�cin ne�ce bitno utjecati na rezultatat.
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Vrijme izvedbe ovisi i o na�cinu na koji pronalazimo polinomijalnu aproksimaciju.

Tradicionalno, metode kori�stene za generiranje polinomijalne aproksimacije najmanjih

kvadrata su Forsythe i Forsythe-Clenshaw.

Pretpostavimo da smo prona�sli lokalne skupove podataka pridru�zene svim dovoljno un-

utarnjim to�ckama koriste�ci polinomijalnu aproksimaciju reda (k+1). Neka prvi i posljed-

nji podatak u svakom lokalnom skupu ozna�cavaju donju i gornju granicu skupa. Tada

postavljamo �cvor u svakoj to�cki koja je donja (ili gornja) granica za vi�se od dva lokalna

skupa podataka pridru�zenim uzastopnim podacima. Na ovaj na�cin ne pronalazimo samo

procjenu za g nego i inicijalne pozicije �cvorova �j , j = 1; : : : ; g:

Ako je lokalni skup podataka za i-tu to�cku odred�en nezavisno od onog za druge to�cke,

tada ova strategija daje vektor � �ciji elementi ne ovise o redu u kojem su to�cke obrad�ivane.

No, primjetili smo da zbog e�kasnosti koristimo veli�cinu kona�cnog lokalnog skupa podataka

za (i� 1)-vu to�cku kao po�cetnu vrijednost veli�cine lokalnog skupa podataka za i-tu to�cku.

Dakle, to�cke su nu�zno procesuirane slijeva na desno i postoji zavisnost izmed�u lokalnih

skupova uzastopnih to�caka. Bolji kriterij je da lociramo �cvor u granicu lokalnog skupa

podataka koji je ve�ci ili jednak granici vi�se od dva slijede�ca uzastopna lokalna skupa

podataka. Sli�cno, ako su to�cke procesuirane sdesna na lijevo koristili bi test \manji ili

jednak".

Nakon toga koristimo prije opisanu strategiju odbacivanja �cvorova da bi uklonili nakupine

�cvorova, te pokre�cemo algoritam za adaptirano postavljanje �cvorova.

Osim do sada spomenutih metoda koje su temeljene na posebnim algoritmima za na�s

problem, mo�zemo koristiti i neke uobi�cajene metode za rje�savanje problema najmanjih

kvadrata i to ili na na�cin da problem tretiramo direktno, ali paze�ci na ograni�cenja ili da

nekom transformacijom problem svedemo na neograni�ceni. Opisat �cemo algoritam koji

koristi generaliziranu Gauss-Newtonovu metodu.

Ova metoda, opisana u [10], mo�ze prona�ci dobar polo�zaj podskupa ili cijelog skupa un-

utarnjih �cvorova, dok sve ostale metode u procesu optimizacije razmje�staju sve unutarnje

�cvorove. Po�sto ne razmatramo problem gdje bi neki �cvorovi trebali biti �ksirani opisat

�cemo algoritam uz pretpostavku da dopu�stamo premje�stanje svih unutarnjih �cvorova.
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Neka je � = (�1; : : : ; �g)
� vektor unutanjih �cvorova. Optimizacijski problem koji tre-

bamo rije�siti je

minfky �E(�)ck2 : c 2 Rg+k+1 ; � 2 Rg g (28)

Po�sto zahtjevamo da su �cvorovi postavljeni u rastu�cem poretku imamo dodatno uvjet

�l � �l�1 � "; l = 1; : : : ; g + 1 (29)

gdje je " dovoljno mali parametar separacije, 0 < "� 1. Matri�cni zapis dan je s C1� � h

gdje je C1 2 Rg+1�g , h 2 Rg+1

C1 =

2
66666664

1
�1 1

�1 1
. . .

. . .

�1 1
�1

3
77777775
; h =

2
666664

"+ �0
"
...
"

"� �g+1

3
777775 :

U (29) parametar separacije " predstavlja donju granicu apsolutne udaljenosti izmed�u

susjednih �cvorova. No, ukoliko je raspored �cvorova vrlo razli�cit od ekvidistantnog, tada bi

umjesto apsolutne trebali ograni�citi relativnu udaljenost, tj.

�l � �l�1 + "(�j+1 � �j�1); �l � �l+1 � "(�j+1 � �j�1); l = 1; : : : ; g + 1 (30)

Ovo ograni�cenje su uveli de Boor i Rice koji su koristili vrijednost " = 0:0625: U ovom

slu�caju matri�cni zapis je dan s C1� � h gdje je C1 2 R2g�g , h 2 R2g

C1 =

2
666666666666666664

1 �"
�1 1� "
"� 1 1 �"
" �1 1� "

"� 1 1 �"
" �1 1� "

. . .
. . .

. . .

"� 1 1 �"
" �1 1� "

"� 1 1
" �1

3
777777777777777775

; h =

2
6666666664

�0(1� ")
��0"
0
...
0

�g+1"
�g+1("� 1)

3
7777777775
:

Dakle, problem zajedno s ograni�cenjem glasi

minfky �E(�)ck2 : C1� � h ; � 2 Rg c 2 Rg+k+1 g: (31)
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Problem (31) je seprabilni nelinearni problem najmanjih kvadrata, i mo�zemo ga rije�siti

na slijede�ci na�cin: za �ksirani � 2 Rg pronad�emo jedinstveno rje�senje najmanjih kvadrata

copt dano s

copt = E(�)+y;

gdje je s E+ ozna�cen generalizirani inverz. Mijenjaju�ci c s \optimalnom" vrijedno�s�cu

dobivamo reducirani problem

minfk(I�E(�)E(�)+)yk2 : C1� � h; � 2 Rgg = minfkG(�)k2 : C1� � h; � 2 Rgg: (32)

Uz pretpostavku konstantnog ranga matrice E, funkcija G(�) je diferencijabilna. Ako uz

to ima puni rang, �sto �cemo nadalje pretpostavljati, Jacobijan od G je dan s

G0(�)p = fA(�)[p] + (A(�)[p])� gy;

A(�)[p] = �[I �E(�)E(�)+][E0(�)[p]]E(�)+; 8p 2 Rg :

Ovaj problem sada mo�zemo rije�siti koriste�ci Gauss-Newtonovu metodu. Pri tome mo�zemo

koristiti dva modela

�GP = kG+G0pk2 � kG(�+ p)k2

koji su uveli Golub i Pereyra ili

�K = kG+Kpk2 � kG(�+ p)k2; gdje je

Kp = A(�)[p]y = �[I �E(�)E(�)+][E0(�)[p]]E(�)+y

nazvan po Kaufmanu.

U j�tom koraku generalizirane Gauss-Newtonove metode trebamo rije�siti potproblem

minfkG+ Jpk2 : C1p � h� C1�
j ; p 2 Rgg;

gdje je J ili G0 ukoliko koristimo Golub-Pereyra model ili K ako koristimo Kaufmanov

model, a �j trenutni vektor �cvorova. Ukoliko J ima puni rang tada imamo jedinstveno

rje�senje pj (vektor smjera silaska), te dobivamo

�j+1 = �j + �jpj

gdje je �j 2 (0; 1] duljina koraka koju trebamo odrediti tako da je zadovoljeno

�(�j) � �(�j+1):
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Kada koristimo Golub-Pereyra model Jacobijan G0(�j) aproksimiramo po stupcima na

slijede�ci na�cin

G0(�)el � G(�+ hle
l)�G(�)

hl
; l = 1; : : : ; g

gdje je hl = "1(j�lj+ "2); "1 �
p
macheps:

Ukoliko koristimo Kaufmanov model, tada su stupci od K de�nirani s

Kel = �[I �E(�)E(�)+][E0(�)[el]]E(�)+y;

(E0(�)[el])i;j =
@Bj�k�1;k+1(xi; �)

@�l
; i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; g + k + 1; l = 1; : : : ; g:

Gore navedene derivacije B-splajnova s obzirom na �cvorove aproksimiramo s

(E0(�)[el])i;j � Bj;k+1(xi; �+ hle
l)�Bj;k+1(xi; �)

hl
:

Potproblemi koji se javljaju u svakom koraku Gauss-Newtonove metode su linearni

problemi najmanjih kvadrata s linearnim ograni�cenjem, koji se ukoliko J ima puni rang

mogu transformirati u problem najmanje udaljenosti (kao �sto je opisano u [8]). Algoritam

za rije�savanje problema najmanje udaljenosti preuzet je iz [8].

Cijeli algoritam ima slijede�ci oblik:

1. Izaberi po�cetnu poziciju �cvorova �0 2 Rg
j:=0

2. Ponavljaj

2.1. G = G(�j) = [I �EE+]y

J � G0(�j)

2.2. Izra�cunaj vektor silaska pj iz

minfkG+ Jpk : C1p � h� C1�
j ; p 2 Rgg

2.3. Osiguraj smanjenje vrijednosti funkcije

�j = 1

Dok je �(�j)� �(�j + �jpj) < �jkJpjk22
�j = �j=2



32

2.4. �j+1 = �j + �jpj

j = j + 1

dok je je j > jmax ili konvergencije

Algoritam zaustavljamo ukoliko je zadovoljen barem jedan od slijede�cih uvjeta

kGk � "0
k�j+1 � �jk � "1(k�jk+ "2)

kJ�Gk � "3
jG�Jpj � "4
j > jmax

2.3.2 Penalizirana procjena

Jedan od na�cina za rje�savanje ograni�cenja je kori�stenje penalne funkcije (eng. penalty

function) P (�). Tada umjesto Æ(�) minimiziramo funkciju

�(�) = Æ(�) + pP (�) (33)

pri �cemu P (�) optimalni polo�zaj �cvorova �� dr�zi podalje od @Sg[a; b], a parametar p

kontrolira odnos izmed�u Æ(�) i P (�).

U [6] uzeto je

P (�) =

gX
i=0

(�i+1 � �i)
�1 (34)

i

p = "1
Æ(�0)

P (�e)
(35)

pri �cemu je "1 to�cnost s kojom �zelimo izra�cunati �(��), a

P (��) =
(g + 1)2

b� a

je vrijednost P -a za ekvidistantnu distribuciju �cvorova �e. Izbor (35) implicira dvije bitne

stvari:

- ako Æ(�) posti�ze minimum u to�cki bez podudaraju�cih �cvorova, vrijednost dodatnog

izraza pP (�) u toj to�cki �ce biti reda "1Æ(�
0). Dakle, ako je po�cetna pozicija �cvorova

�0 razumna, penalna funkcija �ce imati mali utjecaj na optimalnu poziciju
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- �sto to�cnije �zelimo odrediti rje�senje (tj. �sto je "1 manji), utjecaj penalne funkcije �ce

biti manji, te �ce se �cvorovi eventualno mo�ci pribli�ziti.

Nadalje, ako minimiziramo (33) krenuv�si od lokacije �0 2 Sg[a; b] mo�zemo biti sig-

urni da �ce dobar optimizacijski algoritam ostati unutar simpleksa. Kona�cno, o�cito je da

uvod�enje penalne funkcije nema utjecaj na ra�cunanje koe�cijenata B-splajna.

Postoje odli�cni algoritmi za minimizaciju nelinearnih funkcija vi�se varijabli. Na�s prob-

lem se mo�ze svesti na nelinaerni problem najmanjih kvadrata, tj. �(�) se iz (33), (34)

i (2) mo�ze zapisati u obliku
Pm+g+1

r=1 �r(�)
2. Ovaj minimizacijski problem ima posebne

karakteristike koje bi posebni algoritam mogao iskoristiti. Na�s glavni cilj je zapravo pre-

mjestiti �cvorove na takav na�cin da se rezultiraju�ca suma kvadratnog reziduala Æ(�) znatno

smanji. Optimalna pozicija kao takva nema nikakvo �zikalno zna�cenje, pa stoga nema

smisla poku�savati odrediti poziciju �cvorova jako to�cno ako to ima mali utjecaj na rezu-

ltiraju�cu krivulju. Nadalje ne smijemo zaboraviti da �ce svako izra�cunavanje funkcije �(�)

sadr�zavati rje�senje prezadanog sustava jednad�zbi i zato moramo poku�sati ograni�citi broj

iteracija. Naravno da ne mo�zem oo�cekivati da �cemo uvijek imati dobru po�cetnu poziciju

�cvorova �0. Dakle, odabrani minimizacijski algoritam mora biti dovoljno robusan da bi

dao prihvatljiv rezultat u svim situacijama (s dobrim ili lo�sim �0) i mora biti dovoljno je-

dnostavan da bi se lako prilagodio na�sim posebnim potrebama. Visoka asimptotska brzina

konvergencije nam ne mora biti prioritetna uzimaju�ci u obzir to da �cemo biti zadovoljni i

s malom to�cnosti.

Konjugirano gradijentna metoda Fletchera i Reevesa zadovoljava na�se zahtjeve. Ona

reducira problem na nekoliko jednodimenzionalnih optimizacijskih problema (nazvanih

potraga pravcem (eng. line search)) i ima teorijsko svojstvo postizanja minimuma u to�cno

g koraka ako je �(�) kvadratna funkcija. Ako ovaj uvijet nije ispunjen (kao u na�sem

slu�caju) i/ili ako se svaka potraga pravcem provodi samo aproksimativno, proces mora biti

ponovno pokrenut nakon g koraka i mora postojati neki kriterij zaustavljanja da bi okon�cali

algoritam. To�cnije, po�cev�si s proizvoljnom to�ckom �0 on generira skup aproksimacija �j,

j = 1; 2 : : : dok ne pronad�e optimalnu poziciju �� kroz slijede�cu shemu:

� izra�cuna inicijalni smjer tra�zenja

d0 = �r�(�0)
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� za j = 0; : : : ; g � 1

* minimizira �(�) = �(�j + adj)

da bi dobili �� i �j+1 = �j + ��dj

(a) promjeniti smjer tra�zenja, tj.

dj+1 = �r�(�j+1) + kr�(�
j+1)k2

kr�(�j)k2 dj

� stavi �0 = �g i ponovno pokreni ra�cunanje

Proces zavr�sava i �j+1 se prihva�ca kao �� �cim je

j�(�j+1 � �(�j)j
�(�j

< "1 i
k�j+1 � �jk
k�jk < "2:

Zbog gore navedenih razloga "1 i "2 ne trebamo uzimati premale (dovoljno je "1 = "2 =

0:0005).

�Sto se ti�ce ra�cunanja gradijenta r�(�), lako se pronad�e njegov analiti�cki izraz

r�(�) = rÆ(�) + prP (�):

Komponente rP (�) se izra�cunaju iz de�nicije i dobije se

@P (�)

@�l
= (�l+1 � �l)

�2 � (�l � �l�1)
�2 l = 1; : : : ; g

dok se one od Æ(�) izra�cunaju i iznose

@Æ(�)

@�l
= �2

mX
j=1

w2
j (yj � s(xj))

@s(xj)

@�l
:

Koriste�ci pravila derivacije B- splajn baze dobivamo

@Bi;k+1(x)

@�l
= di+1;l(x)� di;l(x)

gdje je

dj;l(x) = 0; za j > l ili j < l � k

= �k+1
k (�j; : : : ; �l; �l; : : : ; �j+k)(t� x)k+; ako je l � k � j � l

iz �cega daljnim ra�cunom dobivamo

@s(x)

@�l
=

g+1X
i=�k

ei ~Bi;k+1(x)
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uz

ei =
ci�1 � ci

~�i+k+1 � ~�i
; i = l � k; : : : ; l (36)

= 0

~�j = �j j = �k; : : : ; l
= �j�1 j = l + 1; : : : ; g + k + 2

i ~Bi;k+1(x) je normalizirani B-splajn de�niran s �cvorovima ~�j , j = �k; : : : ; i+k+1. Lako

se vidi da je
@s(xi)

@�l
= 0; za xi � �l�k ili xi � �l+k;

�sto �ce nam uvelike skratiti ra�cunanje.

Takod�er �zelimo ograni�citi broj iteracija pri minimizaciji �(�) po�sto svako njegovo

izra�cunavanje zahtjeva pronala�zenje splajna najmanjih kvadrata s �ksnim �cvorovima (po-

trebno za ra�cunavanje Æ(�j + �dj)). Zbog toga �cemo biti zadovoljni i s grubom aproksi-

macijom ��. Ne �zelimo tro�siti vrijeme na pronala�zenje derivacije �0(�), osim za �00 =

�0(0) = r�(�j)dj koju ve�c znamo. Teoretski �00 mora biti negativna (ako ra�cunanje poka�ze

da to nije to�cno ponovno startamo Fletcher-Reevesov algoritam u to�cki �j), pa tra�zimo

pozitivnu vrijednost za ��. Takod�er imamo gornju granicu �max: minimalna vrijednost �

za koju �j + �dj ima dvije ili vi�se jednakih komponenti, tj. uz dj0 = djg+1 = 0

�max = min

(
�jl+1 � �jl

djl � djl+1

��� l = 0; : : : ; g; djl > djl+1

)
:

Zapravo, algoritam �ce tra�ziti tri vrijednosti 0 � �0 < �1 < �2 < �max takve da je �(�0) >

�(�1) i �(�2) � �(�1) i prona�ci aproksimaciju �� za �� zahtjevaju�ci da je I 0(��) = 0, gdje

je I(�) interpolacijska funkcija (I(�i) = �(�i); i = 0; 1; 2). Prvo �cemo dati shematski opis

kompletnog algoritma, a zatim komentirati korake. Zapravo, objasnit �cemo razloge raznih

izbora i objasniti kako se posebne osobine �(�) mogu uvesti u ra�cun. Treba napomenuti

da je ve�cina detalja rezultat testiranja i eksperimentiranja. Algoritam je slijede�ci (�(�i)

ozna�cavamo s �i):

� inicijalizacija: stavi

iter = 0; �0 = 0

�1 =
�max

2

�
1� �0

�max�
0
0

��1
(37)

�2 = 2�1
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� dok je �1 � �0

- izra�cunaj

~�1 = � �00�
2
1

2(�1 � �0 � �00�1)
(38)

- stavi iter  � iter + 1; �1  � max
�
�1
10 ; ~�1

�
� ako je iter > 0 tada prihvati �� = �1, ina�ce

- dok je �2 < �1 stavi

�0  � �1; �1  � �2

(39)

�2  � min

�
2�1; �1 +

�max � �1
2

�

- prihvati �� = ~� za koji je I 0(~�) = 0, gdje je I(�) funkcija oblika

I(�) = Q(�) + pR(�) (40)

uz

Q(�) = a0 + a1(�� �0) + a2(�� �0)
2 (41)

R(�) = b0 + b1(�� �0) +
b2

�max � �
(42)

pri �cemu koe�cijente ai i bi trebamo odrediti tako da vrijedi

Q(�i) = Æ(�j + �id
j); R(�i) = P (�j + �id

j); i = 0; 1; 2:

Po�cetna vrijednost (37) za �1 dobivena je sa zahtjevom da je ~R0(�1) = 0, gdje je ~R(�)

racionalna funkcija oblika

~R(�) =
c0

(�+ c1)(�max � �)
(43)

koja zadovoljava ~R(0) = �0 i ~R0(0) = �00. Nadalje lim�!�max
~R(�) = 1 kao �sto je slu�caj

za �(�). Dakle koristimo sve dostupne informacije o �(�) u to�cki �0 = 0. Takod�er

treba primjetiti da je �1 <
�max
2 po�sto je �00 < 0. Ako kori�stenje ove po�cetne vrijednosti

za �1 na rezultira manjom vrijednosti za � (�1 � �0) tra�zimo bolji ~�1 unutar h0; �1i
tra�ze�ci da je Q0(~�1) = 0 gdje je Q(�) kvadratna funkcija oblika (41) koja zadovoljava

Q(�0 = 0) = �0; Q
0(0) = �00 i Q(�1) = �1. Ako ova vrijednost nije premala (~�1 � �1

10 ) i

ako daje bolju vrijednost za � (�(~�1) < �(0)) tada je prihva�camo kao dobru aproksimaciju

za ��. Ina�ce nastavljamo tra�ziti u smanjenom intervalu h0; �1i. Potrebno je ograni�citi
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broj iteracija, te u slu�caju ako iter postane prevelik prihvatiti �j kao dobru aproksimaciju

��.

Ako je na�s prvi izbor �1 uspje�san (iter=0) nastavljamo potragu za �2 u intervalu

h�1; �maxi startaju�ci s �2 = 2�1. Sve dok je �(�2) < �(�1) pove�cavamo ovu vrijednost i

prema tome u (39) mijenjamo druge parametre �i. Po�sto je lim�!�max �(�) =1 na kraju

sigurno posti�zemo vrijednost za koju je �(�2) � �(�1).

�Sto se ti�ce oblika interpolacijske funkcije I(�) naj�ce�s�ce se koristi kvadratna funkcija

ako ne znamo vrijednosti derivacija. Na�s izbor (40) uzima u obzir �cinjenicu da je �(�)

sastavljema od dvije funkcije Æ(�j + �dj) i P (�j + �dj) s razli�citim pona�sanjem. Dok se

prva mo�ze zadovoljavaju�ce aproksimirati s polinomom, druga ima singularitet za � = �max

�sto racionalna funkcija (42) opisuje. Eksperimentalno smo vidjeli da je u ve�cini slu�cajeva

predlo�zena shema e�kasnija (daje manje vrijednosti za �(~�)), nego jednostavna upotreba

kvadratne interpolacije (I(�) = Q(�), uz Q(�i) = �(�i); i = 0; 1; 2) posebno ako je

�2 blizu �max (tj. ako optimalni skup �cvorova �� ima gotovo podudaraju�ce �cvorove).

To zapravo nije iznenad�uju�ce po�sto na taj na�cin koristimo vi�se podataka o funkciji koju

interpoliramo (u tom slu�caju �sest, dok kod kvadratnog polinoma samo tri).

Po�cetna pozicija �cvorova

Uspjeh algoritma najmanjih kvadrata za slobodne �cvorove �cvrsto �ce ovisiti o odabi-

ru inicijalne pozicije �cvorova �0. Zaista, vezano uz nekonveksnost Æ(�) jedino mo�zemo

o�cekivati da pronad�emo lokalni minimum u blizini �0. Odred�ivanje dobrog inicijalnog

skupa �cvorova je zato bitan, ali na�zalost i netrivijalan zadatak. Ekvidistantna distribu-

cija �cvorova, na primjer, rijetko posti�ze globalni minimum Æ(�). Nadalje, unaprijed ne

znamo potreban broj �cvorova koji �ce dati prihvatljivu aproksimaciju najmanjih kvadrata

sg(x). Zato predla�zemo shemu za koju se nadamo da �ce vratiti uspje�san splajn najman-

jih kvadrata sg(x) , g = 1; 2; : : : i koja koristi skup �cvorova �� od sg(x) da bi prona�sla

odgovaraju�cu po�cetnu poziciju �0 za odred�ivanje sg+1(x).

� inicijalizacija:

�01 =
a+ b

2
; �0 = (�01)

� za g = 1; 2 : : :
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- po�cev�si s �0 = (�01; : : : ; �
0
g) odredi optimalni polo�zaj �� = (��1; : : : ; �

�
g) i pri-

padaju�ci splaj najmanjih kvadrata sg(x)

- izra�cunaj broj ~Æi, i = 0; 1; : : : ; g uz

~Æi =

Pqi+mi
j=qi+1

(wj(yj � sg(xj)))
2

m�mi

��i � xqi+1 < xqi+2 < : : : < xqi+mi � ��i+1 i �
�
0 = a; ��g+1 = b:

- pronad�i po�cetnu poziciju �cvorova �0 za odred�ivanje sg+1(x), tj. neka je ~Æl =

maxf~Æi; i = 0; : : : ; gg, tada

�0i =

8<
:

��i ; i = 1; : : : ; l;
(��l + ��l+1)=2 ; i = l + 1;

��i�1 ; i = l + 2; : : : ; g + 1:

S ovom shemom dodatni �cvor za �0 postavljen je u sredinu intertvala [�l; �l+1], tj. u dijelu

intervala [a; b] gdje s jedne strane sg(x) ima veliku te�zinsku sumu kvadrata reziduala, a

s druge strane koncentracija �cvorova nije prevelika (m �ml nije prevelik). Drugi uvijet

bi trebao osigurati da imamo po�cetni skup �cvorova �0 koji nije blizu granice prostora

Sg+1[a; b].

Optimalni broj �cvorova

Ako pretpostavimo da gore navedena shema zaista daje zadovoljavaju�ci niz splajnova

najmanjih kvadrata sg(x), jedino trebamo odlu�citi koji je optimalni broj �cvorova. Ovaj

problem je analogan izboru optimalnog stupnja polinoma najmanjih kvadrata Pg(x). Ako

je g jako mali, pripadaju�ca aproksimacija nije dovoljno to�cna, a ako je prevelik, tada je

rezultiraju�ca aproksimacija pod prevelikim utjecajem statisti�ckih gre�saka u vrijednostima

podataka. Uobi�cajeni na�cin procjene optimalnog stupnja polinoma najmanjih kvadrata je

ispitivanje root-mean-square reziduala �g koji ra�cunamo tako da te�zinsku sumu kvadratnog

rezidula Æg podijelimo s m � g � 1, tj. brojem stupnjeva slobode m � dim(Pg). U zado-

voljavaju�cem slu�caju �g �ce opadati kako pove�cavamo g i na kraju se \smiriti" na gotovo

konstantnoj vrijednosti. Sli�cno, za na�s problem trebamo ispitati brojeve

�g =
Æg

m� dim(�k)
=

Pm
j=1(wj(yj � sg(xj)))

2

m� g � k � 1

i prihvatiti broj �cvorova koji pribli�zno daje konstantnu vrijednost za �g. mo�zemo takod�er

primjeniti druge statisti�cke testove, kao na primjer test trenda. U tom slu�caju ra�cunamo
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brojeve

Tg =

p
m� 1

Pm
j=2 rjrj�1Pm

j=1 r
2
j

gdje je rj j�ti nete�zinski rezidual, te prihvatiti za prvi g za koji je Tg < 1. Kona�cno,

pa�zljivo ispitivanje promjene u zaglad�uju�coj normi ~�g (vidi [6]) za sg kako g raste obi�cno

daje jasnu indikaciju o optimalnom broju �cvorova.

3 Numeri�cki primjeri
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