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1 Uvod

Osnovni problem aproksimacije je slijedeéi: neka su zadani podaci (z;,y;), i = 1,...,m.
Zelimo pronaéi funkciju y(z) = y(z; #) poznatog oblika koja sadrzi vektor 6 s n nepoznatih
parametara takvu da je

y(wi) =y (1)

(u nekom smislu). Kasnije ¢emo specificirati uvjet (1) koji ¢emo zvati kriterij aproksi-

macije.
Razlozi i ciljevi fitovanja s krivuljama su razliciti(vidi [6]):

- procjena parametara: oblik y(z) moze biti zadan u kontekstu primjene, pri ¢emu
parametri 0;, ¢ = 1,...,n najceSée imaju fizikalno znacenje. Tada je glavni cilj §to
tocnije procijeniti vektor parametara iz danih podataka. Nadalje éemo pretpostaviti

da funkcionalni oblik y(x) nema fizikalno znacenje.

- zagladivanje podataka: ako su dane vrijednosti dovoljno to¢ne, moglo bi biti
dovoljno odrediti interpolacijsku funkciju takvu da je y(z;) = y;, i = 1,...,m. No
u vecini slucajeva podaci y; su povezani s greSakma mjerenja. Zbog toga se nadamo
da ¢e postupkom fitovanja te greske biti “zagladene”, tj. da ¢e y(z;) biti toéniji od
y;. Takoder, vezano uz to moze nam biti bitno da graf funkcije y(x) izgleda dovoljno

glatko.

- funkcionalna reprezentacija: reprezentacije konacnog skupa podataka (x;,v;)
pomocu funkcije y(x) ima nekoliko prednosti. Prvenstveno, vrijednost u bilo kojoj
tocki z u domeni reprezentacije se lako izracuna. Nadalje aproksimacija se moze

koristiti za odredivanje vrijednosti derivacije, odredenih integrala i sli¢no.

- reduciranje podataka: ako rezultat treba biti sacuvan za kasnije koriStenje, moze
biti bitno da broj parametara 6; bude puno manji od broja podataka. U tom sluc¢aju

govorimo o reduciranju podataka.

Sto se tice oblika funkcije y(z) najéesée se koriste polinomi i splajnovi, pri ¢emu su
splajnovi fleksibilniji (za razliku od polinoma jednako su dobri za zagladivanje kao i za

interpolaciju, bez obzira na broj podataka i njihove pozicije).



Pristup u kojem se aproksimacijski problem reducira na odredivanje diskretnog skupa
parametara 6; se cesto naziva konstruktivni pristup. Uz to postoji i takozvani varijacijski
pristup u kojem funkcionalni oblik y(z) nije unaprijed specificiran, ali slijedi iz rjeSenja
varijacijskog problema koji se ¢esto moze interpretirati kao minimizacija potencijalne en-
ergije. T u tom pristupu se splajn funkcije javljaju kao rjeSenje odredenih problema ove

vrste.

Ako aproksimaciju funkcije trazimo medu splajn funkcijama tada moramo odrediti (ili

fiksirati) slijedece parametre 0;:
- stupanj k splajna
- broj i poziciju ¢vorova A;, 1 =1,...,¢g

- koeficijente ¢; u reprezentaciji

9

s(x) = Z ¢iBi g+1(x)

1=—k

Sto se tice stupnja splajna najceicée se predlaze koristenje kubitnog splajna (k = 3).
On obi¢no ¢ini dobar kompromis izmedu efikasnosti i kvalitete aproksimacije. Dakako, ako
nas zanimaju i derivacije viSeg reda aproksimacije tada se koristi splajn viSeg stupnja pri

¢emu se obi¢no koriste splajnovi neparnog stupnja.

Za odredivanje preostalih parametara postoji nekoliko pristupa koji se medusobno

razlikuju po izboru ¢vorova i, vezano uz to, koriStenom aproksimacijskom kriteriju.

Najcescée koristeni kriteriji su slijedeéi: kriterij najmanjih kvadrata, kriterij prirodno
zagladujuceg splajna, Powell-ov kriterij i kriterij zagladivanja (vise o njima vidi [6]). Mi

¢emo se nadalje baviti problemom aproksimacije primjenjujuéi kriterij najmanjih kvadrata.



2 Aproksimacija sa splajnom najmanjih kvadrata

Kriterij najmanjih kvadrata dobro je poznat i opéenit aproksimacijski kriterij. Primjenjen
na splajn funkcije vodi do pronalazenja splajna s(x) za koji izraz

m

8= (wily; — s(x)))? (2)

1=1

postize minimum.

Brojevi w;, koje zovemo tezinama, omogucavaju da razlikujemo to¢nost mjerenja y;.
Ako imamo ideju (ili procjenu) o apsolutnoj greski od y;, pripadajuc¢u tezinu bi trebali
uzeti tako da bude obrnuto proporcionalna to¢nosti podatka y;. No ako ne znamo nista o
greski, tada je najlakse (iako ne i najbolje) odrediti da su sve tezine w; = 1, i tada govo-
rimo o netezinskom problemu najmanjih kvadrata (aproksimacija u normi ¢3). U slucaju
da primjetimo kako odredeni podatak ima preveliki (ili premali) utjecaj na rezultirajuéu
aproksimaciju trebali bi smanjiti (povecati) pripadnu tezinu. No, eksperimentiranje s ra-
zli¢itim tezinama moze biti frustrirajuce, i ¢esto oduzima puno vremena, te bi odredivanje
aproksimacije u normi ¢; ili /o, bilo dobra alternativa bez obzira na veliku ratunsku

slozenost.

Ako su nam uz stupanj k fiksirani i ¢vorovi splajna, tada je pripadajuéi problem
najmanjih kvadrata linearan; s(x) je linearan po nepoznatim B-splajn koeficijentima
c. Oni se tada mogu pronaci kao rjeSenje najmanjih kvadrata prezadanog sustava li-
nearnih jednadzbi. Vezano uz lokalnost B-splajnova, matrica sustava je rijetka i ima
specificnu vrpéastu strukturu koju mozemo iskoristiti. U ovom pristupu trebamo odrediti
broj i polozaj ¢vorova §to nije trivijalan zadatak, i Cesto se svodi na metodu pokusaja
i proma$aja. Jedino Sto moze posluziti kao pravilo pri smjeStanju ¢vorova je to da se
viSe ¢vorova treba smjestiti unutar intervala brze promjene vrijednosti mjerenja ili pak u
podrugje gdje aproksimirajuc¢a krivulja ima kompleksan oblik. Takoder poziciju évorova
mozemo iskoristiti ako zelimo smanjiti uvjete neprekidnosti u nekoj toc¢ki unutar intervala

aproksimacije i to tako da u toj tocki smjestimo visSestruki ¢vor.

Brojni autori razmatrali su problem aproksimacije uzevsi ¢vorove kao promjenjive
parametre (uz fiksan ili promjenjiv broj évorova). U tom slu¢aju dolazimo do nelinearnog

problema najmanjih kvadrata. Dodatno, to je ograniceni optimizacijski problem posto



zahtjevamo da su évorovi u neopadajuéem polozaju. Neki teorijski aspekti su diskutirani
u [7], §to kao rezultat ima teorem u letargiji koji pokazuje da funkcija §(), ¢) koju mini-
miziramo ima brojne stacionarne tocke. Zbog toga ¢e uspjesnost optimizacijskog algoritma

jako ovisiti o dobrim pocetnim pozicijama ¢vorova.

2.1 Fiksirani ¢vorovi

Neka je zadan skup podataka (z;,y;), i =1,....muza <1 < ... <2; < Tip1 < ... <
Ty, < b i pripadajuéi skup tezina w;, i = 1,...,m. Zelimo odrediti splajn s(z) na [a,b]
odredenog stupnja k s danim ¢vorovima A;, ¢ =0,...,g+1uz A\g = a i Ag41 = b takve da
je izraz (2) minimalan. Dobivamo

m g

0= Z(wiyi — Z CjwiBj,k+1($i))2

i=1 j=—k

koji se moze zapisati u matricnom obliku kao

0= (y—Eq)(y — Ec) = |ly — Be|” (3)
gdje je
wiB_pp1(z1) - wiBgpt1(zr)
E = ’
mefk,k+1($m) T meg,k+1($m)
w1Y1 C—k
y= : y €=
WmYm Cqg
gdje || - || predstavlja standardnu Euklidsku vektorsku normu. Dakle, nas problem se svodi
na odredivanje B-splajn koeficijenata cj, j = —k, ..., g, kao rjeSenja prezadanog linearnog
sustava
Ec=y (4)

u smislu najmanjih kvadrata.

Nadalje ¢emo pretpostaviti da matrica E¥ ima puni rang po stupcima g+ k + 1, §to ce
biti ispunjeno ako i samo ako postoji podskup {u_g,...,us} C {z1,...,2n} uz uj < ujn
takav da je

Aj<uj < Ngg+1, J=-—k,...,9,

tj. ako uredeni podskup zadovoljava Schoenberg - Whitney-ev uvijet.



2.1.1 Normalne jednadzbe

Rjesenje najmanjih kvadrata promatrane jednadzbe (4) mozemo pronaéi rijesavajuéi no-

rmalne jednadzbe

Ac=r (5)
gdje je
<B,k,B,k> U <Bfk7Bg>
A=FFE = : : ,
(Bgank> (BgaBg>
<B—k7y>
r=FEy= : :
<B97y>
uz

m
(Bj, Bi) = Y w; Bjgr1(r) Bigra(er),
r=1

m
(Bj,y) = > w!Bjpr1(zr)yp-
r=1

Zaista, raspisivanjem jednadzbe (5) lako se zakljuci da je zadovoljen nuzan uvjet mini-

mizacije, tj. da je % =0,j=—k,...,g.

Matrica A ima nekoliko bitnih osobina
e ona je simetricna (A™ = A) i pozitivno definitna matrica (z” Az >0 Vz #0)

e ako je g dovoljno velik, to je rijetka matrica vrpcaste strukture. Iz svojstva lokalnosti

B-splajn baze dobivamo
(Bj,Biy =0 akoje |i—j|>k

i dobivamo

BAND(A) = min{g + k + 1,2k + 1}

Definicija 1 Neka je A € RP*Y (p > q) vrpcasta matrica, te neka je sa f;, odnosno s
l; oznacen broj stupca u kojem se pojavijuje prvi, odnosno posljednji element i-tog retka

matrice A razli¢it od nule. Tada je Sirina vrpce BAND matrice A definirana s

BAND(A) = max{l; — fi + 1|1 <1i < p}.



Sustav (5) se tada moze efikasno rijesiti koristeéi malo memorije Cholesky metodom
za pozitivne vrpcaste matrice. Nenul elementi matrice A i vektora r mogu se efikasno
izracunati koristeéi slijede¢u shemu :

e inicijalizirati < Bj, B; >= 01 < Bj,y >=0

ezar=1,...,m:

« odredi [ takav da je \; < z, < A\jy1 (I = g ako je z, = b)
* izracunaj nenul vrijednosti B-splajnova Bjf1, 7 =1 —k,...,l
xzaj=1—Fk,...,[:
o (Bj,y) = (Bj,y) +w; Bjks1(zr)
°ozat=7,...,1l:
(Bj, Bi) = (Bj, Bi) + w; Bj 41 (2r) By oy ()
2.1.2 Metoda ortogonalizacija

Da bi rjeSenje najmanjih kvadrata sustava (4) odredili stabilnije mozemo koristiti metodu

ortogonalizacije. Neka je () orotogonalna matrica Q7@ = I reda m takva da je

R
EzQRzQ[Ol] (6)
gdje je R; gornje trokutasta matrica reda g + k + 1. Nadalje, neka je
z
yz@zzQ[;] (7)
2

gdje z; ima g + k + 1 elemenata. Ako uvrstimo (6) i (7) u (3) dobivamo
0 = (2 = Ro)"(z — Re) = ||zt — Ric|l? + |22

Iz toga slijedi da ée 6 biti minimaliziran, i to vrijedno§éu ||z3]|%, ako je c rjeSenje trokutastog
sustava

Rlc = Z1

koje se jednostavno dobije supstitucijom unazad.

Toc¢na dekompozicija (6) moze se dobiti na nekoliko nacina. Pojasnit ¢emo dva koja

se najcesce koriste.



Givensove rotacije
Izuzetno efikasna metoda za odredivanje R = Q" F i z = (Q"y za nasu primjenu je

koristenje niza Givensovih rotacija. U nacelu, Givensove transformacije rotiraju dva vek-

tora
0 - 0rrigr Tigo---
0 -+ 0eeiyr €ipa---
i zamjenjuju ih sa
0 <+ 07§ rigy iy
0 00€, €y
gdje je
rg = 7"@'2"'6%»
c = r/r,
s = e/, (8)
r, o= crptse, l=i+1,...,
e = —sritce, l=i+1,....

Neka su dani vektori u; -ti i v; -ti reci matrice ;. Ako ih zamjenimo s novim vektorima

da bi dobili £}, gore navedeni postupak moze se zapisati u matricnom obliku kao E; 1 =

Q7Ej, gdje je

~— redak u;

—8 c ~— redak v;

koja sa od m-dimenzionalne jedini¢ne matrice razlikuje samo u oznacenim recima. Iz (8)
se vidi da je ¢2 +s? = 1 pa slijedi da je Q;Qj = I. Posto je umnozak ortogonalnih matrica
ortogonalna matrica mozemo zakljuciti da niz Givensovih rotacija (j = 1,...,J uz B} = E)

rezultira ortogonalnom transformacijom matrice £ (R = QTE gdje je Q = Q1Q2... Q).



Pretpostavimo da imamo gornje trokutastu matricu R; s jednim dodatnim retkom

R1 21

X X X
X X X X X
X X X X X

X X X

~ J
v

novi redak matrice E s
pripadajuc¢im y elementom

Koristeéi (8) mozemo matricu svesti na gornje trokutasti oblik rotirajuéi posljednji redak
redom s prvim, drugim, tre¢im itd. retkom matrice Ry dok se cijeli redak ne transformira
u nulu. Nadalje, iz (8) zaklju¢ujemo da rotacija retka s nul-retkom od Ry (svi r; = 0)
rezultira zamjenom redaka sa cime zavrSava proces poniStavanja retka. Dakle, ako R;
i z inicijaliziramo kao nule, gore opisan postupak moze se koristiti za svodenje matrice
E na trokutasti oblik. Takoder mozemo simultano ra¢unati sumu kvadrata § = ||zz||?
mijenjajuéi § (inicijaliziran na nulu) s kvadratom transformiranog elementa vektora y

nakon ponistavanja retka matrice E.

Ova metoda ima dvije prednosti:

- matricu F promatramo redak po redak te nema potrebe za ¢uvanje cijele matrice
E (niti ortogonalne matrice @), u memoriji jedino trebamo pohraniti trokutastu
matricu R; i vektor z;. Ova nam je Cinjenica bitna poSto je u veéini primjena
red m matrica F i Q) dosta veéi od reda g + k + 1 matrice R;. Dodatni reci koje
dobivamo novim promatranjima ili ograni¢enjima mogu se lako dodati bez potreba

za ponovnim provodenjem cijele triangularizacije
- matrica E ima specificnu vrpéastu strukturu

(a) iz lokalnosti B-splajn baze slijedi da je najvise k + 1 susjednih elemenata u

retku razli¢ito od nule. Dakle
BAND(E)=k+1

(b) Ako su podaci x; dani u rastuéem poretku, matrica E ima standardni oblik, tj.

stupcana pozicija prvog nenul elementa u svakom retku je neopadajuca funkcija



broja redaka ili

figfi+1 i=1,...,m—1

gdje je f; kao u definiciji 1.

Metoda u potpunosti moze iskoristiti vrpcasti oblik

- iz (8) mozemo vidjeti da se pripadajuéi nulelementi u odredenom stupcu matrice £
ne mijenjaju s rotacijom (r; = e; ako je r; = ¢; = 0). Kako posljedicu dobivamo da

matrica R; takoder ima vrpcastu strukturu s
BAND(R;) =k + 1.

Nadalje, transformaciju mozemo ograniciti na vektore duljine k+1 (k+2 ako brojimo

i vektor slobodnih koeficijenata), tj. zal =i+ 1,...,1+k

- da bi ponistili novi redak od E trebamo najvise £+ 1 rotaciju, tj. ako A\; < z, < A\j41
(I = g ako je z, = b) provodimo rotaciju s recima [+ 1,...,l +k+ 1. Ovo se odnosi

samo na vrpcaste matrice standardnog oblika.

Householderove transformacije
Jos jedan nacin pronalazenja QR-dekompozicije matrice F je primjenom Householderovih

transformacija. Na pocetku, definiramo matricu H slijede¢om formulom
H=H(u):=1-2uw", uu=1 ueR", H e Rmxm 9)

i nju zovemo Householderova matrica. Vektor v nazivamo Householderov vektor. Primje-

timo da je Householderova matrica simetri¢na i ortogonalna.

U cilju svodenja matrice E na gornje trokutasti oblik, njene stupce ¢emo promatrati
kao vektore iz R™. Pretpostavimo opcenito da je a € R™ i da je za 7+ > 1 barem jedna
od komponenti a;,...,a,, vektora a razli¢ita od nule. konstruirat ¢emo Householderovu
matricu H tako da se prvih (¢ — 1) komponenti vektora b := Ha i vektora a podudaraju,

a da se posljednjih (m — i) komponenti vektora b ponistavaju. Dakle treba biti

aj, j=1,...,i—1

(Ha)j:bj: 7, j:i77:\/az2+"'a%1

0, j=i+1,...,m.



Pri tome éemo predznak i-te komponente vektora b odabrati tako da bude suprotan predz-

naku od a;, tj. b; = —sgn(a;)y. Ocito je ||al| = ||b]|.
Koristeéi jednakost |a;| = a;sgn(a;) dobivamo

la—bl|| = (ai+sgn(ai)')/)2+al2+1+- . -+oz%1 = a?+27aisgn(ai)+72+a?+1+- . -—i—a?n = 2y(y+]al).

Zato je
- 0 -
a—0b 1 n sg (as)
u = = a; n(a;)y
—-b
lla =0l \/2y(y +al) Gt
L am -

pripadni Householderov vektor, te je matrica H = I —2uu” upravo ona za koju je Ha = b.

Gore navedeni postupak opisuje jedan korak u procesu triangularizacije, tj. sukce-
sivnom primjenom Householderovih matrica H; na matricu £ dobivamo gornje trokutastu
matricu R

R=H,H, ---HH E
iz Cega zbog Hk_1 = H}, = H}, dobivamo
E=HH; --H, 1HyR.

Kako je produkt ortogonalnih matrica opet ortogonalna matrica na ovaj na¢in dobivamo

QR-dekompoziciju matrice E
E=QR, gdjejeQ=HHy - Hp_1Hp.
Kao i kod Givensovih rotacija i ovaj na¢in svodenja matrice na gornje trokutasti oblik
moze iskoristiti specijalni oblik matrice F, tj. njenu vrpcastu strukturu.

Pretpostavimo da su reci matrice E poslagani tako da je E u standardnom obliku.

Tada matricu mozemo zapisati u blok obliku



pri ¢emu blok F; sadrzi sve retke matrice E ¢iji je prvi nenul element u i-tom stupcu, za
i =1,...,q. Inicijaliziramo R = Ry gornje trokutasta matrica irine (k+1). Householderov
algoritam djeluje u g koraka, 1 = 1,...,q. Nakon prvih ¢ — 1 koraka prvih ¢ — 1 blokova je
reducirano nizom Householderovih transformacija u gornje trapezoidnu vrpcastu matricu
R;_1. U i-tom koraku dodajemo i-ti blok E; i racunamo

[ Ri_
Qi |: _ZEil :| :Ri7

gdje je Q; produkt Householderovih transformacija, a R; je ponovno gornje trapezopidna.
Primjetite da radi toga $to blok F; ima prvi nenul element u stupcu ¢, kasniji koraci nece
mijenjati prvih ¢ — 1 redaka i stupaca od R; 1, odnosno prvih ¢ — 1 redaka od R;_; su reci

konaéne matrice R.

2.2 Algoritmi za dodavanje ¢vorova

Pretpostavimo da za trenutni skup Cvorova A;, j = 1,...,n, imamo izracunat splajn
najmanjih kvadrata s(z). Tada veli¢ina |e;| = w;ly; — s(x;)|, ¢ = 1,...,m daje mjeru
blizine krivulje :—tom podatku. Dakle imamo merit funkciju u obliku preslikavanja sa
skupa podataka u apsolutne vrijednosti tezinskog reziduala. Jednostavna strategija za
dodatno postavljanje ¢vorova je slijede¢a: odredimo tocku xp;r u kojoj je merit funkcija
najveéa i u kojoj jo§ uvijek nije postavljen ¢vor i postavljamo dodatni évor u tu tocku.
Dakle ako potnemo bez unutarnjih ¢vorova ovaj algoritam generira skup od g ¢vorova,
g =1,2,... za koju pripadajucée aproksimacije imaju svojstvo da se poboljsavaju kako se

g povecava.

Druga moguénost je ta da racunamo

np= Y. e, §=01,..g

:DiEI]'
i nademo
=
gdje smo s I; oznacili interval [Aj, X\j11), 5 = 1,...,9 — 11 [Ag,Ag41] za j = ¢g. Tada je

merit funkcija preslikavanje s intervala ¢vorova u sumu kvadrata tezinskih reziduala na
tim intervalima. Sa 7, je odreden interval ¢vorova u kojem je aproksimacija najlosija s
obzirom na ovu mjeru. Dodatni ¢vor se postavlja u tocku

2
)\I _ § ei i

z; €1y 7711,



unutar tog intervala, to jest na neku tezinsku sredinu apscisa podataka u intervalu I,
(kojem pripada 7). Primjetimo da se u svakom koraku moze dodati jedan ili vise dodatnih

¢vorova.

Jos jedna strategija moze biti upotrebljena. Neka je {xpj, e T, +qj} skup vrijednosti

apscisa unutar intervala I; i neka je s(z) splajn baziran na trenutnom skupu ¢vorova.

Rac¢unamo P
Djraq;—L .
T — Zi:p]- TiTi+1
J pj+4q; 2
i=p; 1
gdje je

ri = yi — s(x;).

1
VU
lima unutar intervala I;. Strategija se temelji na dodavanju dodatnog cvora na sredinu

Ukoliko je vrijednost T} veca od to nam ukazuje da postoji trend medu rezidua-
svakog intervala u kojem je pronaden trend. Kompletni algoritam ukljucuje i neke termi-
ne zagladivanja, no strategija smjestanja ¢vorova je jednako prihvatljiva i u uobicajenoj

aproksimaciji podataka metodom najmanjih kvadrata.

Jos jedan nalin za mjerenje trenda vrijednosti reziduala je trazenje dijelova na ko-
jima su reziduali istog predznaka. Dugo ¢uvanje predznaka rezidula interpretiramo kao
pokazatelj trenda u tim rezidualima i stoga aproksimaciju u tom dijelu smatramo neprih-
vatljivom. Postoje dva algoritma koji koriste ovaj nacin pronalazenja trenda. Prvi dodaje
jedan ¢vor unutar podruéja s najduzim nizom bez promjene u predznaku i to na slijedeci
nacin: ako su 4; i %2 indeksi prvog i posljednjeg podatka koji pripadaju tom nizu tada novi

¢vor dodajemo na mjesto

11 + 12
!
AN=ux,, r = 5
ako je i1 + 42 paran, ili na
\ — xr—% +$r+% . — 11 + %2
2 ’ 2

ako je 41 + 12 neparan. Drugi algoritam dodaje novi ¢vor na mjestu gdje je niz predznaka
najdulji i unutar svakog niza ¢ija je duljina veca od parametra DULJINA koji zadaje

korisnik.



2.3 Slobodni ¢vorovi

Kvaliteta aproksimacije splajnom najmanjih kvadrata uvelike ovisi o broju i poziciji ¢vorova.
Jasno je da pronalazak “dobre” lokacije ¢vorova nije trivijalan zadatak. Iz primjena je
jasno da ekvidistantna mreza ¢vorova cCesto daje aproksimaciju loSe kvalitete, a veé je
prije napomenuto da je pronalazak optimalne lokacije ¢vorova metodom pokusaja tezak
i naporan zadatak. Zbog toga su brojni autori razmatrali nelinearni problem najmanjih
kvadrata u kojem se i pozicija Cvorova Aq,..., A, takoder optimizira. Vecina autora na
pocetku odvajaja linearni i nelinearni aspekt problema, tj. umjesto razmatranja ukupnog
problema §(\, ¢), oni pokuSavaju minimizirati §(\) gdje su za svaki A pripadajuéi B-splajn

koeficjenti ¢ oni razmatrani kod problema s fiksiranim ¢vorovima.

Posto zahtjevamo da ¢vorovi budu u neopadajué¢em poretku optimalni A moramo traziti

unutar g-dimenzionalnog simpleksa
Sgla,b] = {A = (A1,...,Ag)ja < A < ... < Ag < b}

Ozbiljan problem pri tome je postojanje mnogih stacionarnih tocaka (lokalni minimumi,
sedlaste tocke i lokalni maksimumi) §(A) na granici 0Sy[a,b]. To intuitivho moze biti
objasnjeno na sljede¢i nacin: zbog jednostavnosti neka je ¢ = 2 i promatramo trokut
Sa[a, b] u kojem se nalaze dopusteni parovi ¢vorova (A1, A2). Svakoj tocki A* = (A1, \a) €
So[a, b] pripidruzimo tocku A’ = (A2, A1) izvan Ss[a,b]. Prema svojstavima B-splajn baze
mozemo zakljuciti da je §(A*) = d()\'). Kao posljedica simetrije vektor gradijenta V¢ za
tocke na rubu A\; = Ay bit ¢e usmjeren duz tog ruba. Posto je §(a,a) = 6(b,b) vezano
za tezinski polinom najmanjih kvadrata stupnja k£ (bez unutarnjih ¢vorova) i d(c,c) za
tezinski splajn najmanjih kvadrata s dvostrukim évorom u tocki ¢ (a < ¢ < b) takoder
slijedi da je d(a,a) > 0(c,c) < d(b,b). Zbog toga je Vi(a,a) - Vi(b,b) < 0 i mozemo

zakljuciti da ¢ ima barem jednu stacionarnu tocku na rubu A; = As.

Temeljita razmatranja o tom problemu proveo je Jupp. Posljedice teorema o letargiji

su sljedecée:
e nekonveksnost §(\) za bilo koji skup podataka (z;,y;)
e potreba za dobrim po¢etnim pozicijama ¢vorova \°

e gotovo je nemoguce zakljuciti da li je postignut globalni optimum



e loSe ponaSanje minimizacijskog algoritma u blizini granice Sy[a, b]

Izbjegavanje situacije s gotovo podudarajuéim ¢vorovima je glavni zadatak svih algoritama

koji pokusavaju rijesiti problem najmanjih kvadrata sa slobodnim évorovima.

2.3.1 Nepenalizirana procjena

U de Boor-u je predstavljen slijedeéi rezultat: pretpostavimo da S’/\Hl[ml, T, predstavlja
prostor splajnova reda (k+1) definiranog na [z1, z,,] s g specificiranih unutarnjih évorova.
Ako funkcija f ima (k4 1) neprekidnih derivacija na [z1, z,,], tada postoji splajn s iz S';H

takav da za svaki j =0,...,¢g

1F = sl ayan) < Keeren = X)L ED g ) (10)

gdje || - [In;,zj41) Predstavlja uniformnu ili max normu na intervalu [Aj, Aj11], a Kgy1 je
pozitivna konstanta koja ovisi o redu (k + 1). Primjetite da ako definiramo
h= max (Ajr1 =)
]:0"")9

tada iz (10) imamo

If = sl < Kpeah* | FEFD) (11)

gdje ||- || predstavlja max normu na [z1,z,,]. Dakle, (10) i (11) daju nam lokalnu, odnosno
globalnu ocjenu o udaljenosti f od linearnog potprostora S’/{H. Algoritam opisan u de
Boor-u temelji se na pronalazenju ¢vorova za koje se postize

min( max Koy = 316 [, 0) (12)

i dakle osigurava da ocjene (10) i (11) budu $to manje.

Pretpostavimo da smo definirali
Ej(Nj, Ajy1) = Kgr1(Aj1 — Aj)kHHf(kH)||[Aj,,\]-+1]

za Njy1 > Ajij=0,...,9. Ej je ocito strogo rastuce funkcija s obzirom na \;;1 i strogo
padajuce s obzirom na A;. Nadalje, ako je f (k+1) peprekidna tada je i E; neprekidna s
obzirom na oba argumenta. Tada mozemo posti¢i (12) izabiruéi ¢vorove A; (7 =0,...,g)
tako da je

E;(X\j, Ajs1) = const. (13)



Tada, svaki E;, 7 = 0,...,9 poprima maksimalnu vrijednost. Da bismo vidjeli zasto

povlaci pretpostavimo da ¢vorovi Aj za j = 0, ..., g zadovoljavaju za dani

13 laci (12 tpostavimo da ¢ iAj =0 dovoljavaju (13 dani
(k + 1) i funkciju f (takav skup ¢vorova postoji zbog neprekidnosti F; — ta). Nadalje,

pretpostavimo da perturbiramo unutarnje ¢vorove, recimo A;, u A% gdje, bez smanjenja
tpostavimo d turbi tarnje ¢ imo Aj, u A7 gdje, b jenj

opCenitosti uzmemo A} > Ajy. Tada zbog monotonosti funkcije Ej imamo

Ej0*1(>‘j0717>‘j0) < Ej0*1(>‘j0*1’)‘;0) (14)

(>‘J0v >‘J0+1) < Ejo()‘gov )‘Jo-i-l)

zapravo, (14) kaze da je naSa lokalna ocjena na jo-tom intervalu povecana kada premjes-
timo Aj, u )\3‘-0. Dakle, maksimum lokalnih ocjena uzetih na intervalima ¢vorova je poveéan.
Svi skupovi ¢vorova mogu se dobiti iz ¢vorova koji zadovoljavaju (13) na opisan nacin i
zbog toga takvi skupovi ¢vorova moraju povecati maksimum lokalnih ocjena. Dakle, zado-
voljavanje jednadzbe (13) povlaci postizanje minimalne lokalne ocjene, odnosno (12). Zan-
imljivo je u ovom stadiju interpretirati sto (12) i (13) zapravo postizu. Cilj nam je odabrati
distribuciju unutarnjih ¢vorova koja minimizira udaljenost izmedu funkcije f i prostora
aproksimacijskih funkcija S’/\“"'l. Ako fiksiramo ovaj linearni prostor, tada pronalazimo
funkciju koja aproksimira f po naSem kriteriju fitovanja - odnosno u naSem slucaju kriter-

ijju najmanjih kvadrata. Ne tvrdimo da ta aproksimacija funkcije zadovoljava ocjene (10)

ili (11).

Pronalazenje ¢vorova koji zadovoljavaju (13) za fiksiran red splajna je ekvivalentno

pronalazenju ¢vorova koji zadovoljavaju
UFE g ) Y F T (Vir = Aj) = const (15)

za svaki j = 0,...,¢. no, jo§ uvijek nije lako rijesiti (15). Osnovni problem je taj §to
nam je f nepoznata, pa je stoga i f**1) nepoznata. Dakle, (15) mozemo primjeniti kada
poznajemo aproksimaciju f**1) dobivenu na neki nacin. Npr. ako konstruiramo splajn
reda (k + 2) za podatke koriste¢i neki trenutni skup évorova i deriviramo ga (k + 1) puta,
dobivamo po dijelovima konstantnu aproksimaciju za f(*+1) (splajn prvog reda). Ali cak
i kada znamo f**1) vjerojatno je (15) moguée aproksimativno zadovoljiti, a to bi moglo

biti ra¢unski skupo postié¢i. No, (15) postize raspored ¢vorova asimptotski jednak, kada



g — 001 (Aj41 — Aj) — 0, rasporedu dobivenom uz uvijet da A; zadovoljava
€T

Aj m
/ j+1 |f(k+1)($)|1/(k+1)d.’13 — const = ﬁ |f(k+1)($)|1/(k+1)dx. (16)
A g

j
Ako imamo po dijelovima konstantnu aproksimaciju f*+1) to daje problem koji je rel-
ativno lako rijesiti i to je osnova de Boor-ovog algoritma. Vrijedi primjetiti da je jedna
prednost (16) nad (15) to §to je konstanta na desnoj strani dobro definirana te imamo
jednu nepoznanicu manje nego u (15). Jos bitnije, (16) je moguce zadovoljiti s po di-
jelovima konstantnom aproksimacijom f**1) §to ne mora biti slucaj u (15) - pretpostavili

smo da je f**Dneprekidna.

Konaéno spomenili smo da de Boor-ova metoda u ra¢unanju koristi po dijelovima kon-
stantnu aproksimaciju, recimo h(z) za | f*+1)|. Umjesto da koristi splajn aproksimaciju od
f reda (k +2) s obzirom na trenutni skup ¢vorova, kako je prije predlozeno, aproksimacija

za |f*+1)] se izvodi iz splajna reda (k + 1).

Pretpostavimo da je s(x) splajn aproksimacija f-a (k+1)-og reda s unutarnjim ¢vorovima,
A (j=1,...,9). Tada je s(z) po dijelovima polinom stupnja k koji nakon sto je deriviran

k puta daje po dijelovima konstantu
g
s®)(z) = ap + Z aj(z
=1

Sto je aproksimacija za f*). Ovdje de Boor koristi bazu krnjih potencija za reprezentaciju

s radije nego B-splajnove, koje su definirane sa

(x_ﬂi:{(x—ﬂr,xZT

0 , T < T

Tada je
H(z) = / 5D (1)t = Z|ag|
1

po dijelovima konstantna aproksimacija za

/ FED (1) ar,

trazeni integral. Da bi pronasli funkciju h(z) prvog reda koja je jednaka derivaciji funkcije
H s obzirom na z, moramo H zamijeniti sa splajnom viseg reda. Zapravo, reprezentiramo

lokalno ponaSanje funkcije H s parabolom koja H interpolira u tockama Aj—1, Aj+1 1 A1ts
2 2 2



k+1

gdje uzimamo Aj11 = % Tada je, h(x), nasa aproksimacija |f**+1| definirana na
2

[Aj, Ajt1] gradijent u Aj+1 ove lokalne parabole.
2

Cox, Harris i Jones predstavili su slijede¢i na¢in poboljSanja prije navedenog matemati-
ckog algoritma. Ideja je f (k+1) aproksimiratis po dijelovima linearnom funkcijom (odnosno
splajnom drugog reda), umjesto s po dijelovima konstantom. Ovo se ¢ini razumno ne samo
zbog toga $to bi aproksimacija f*t1) bila bolja, nego i zbog toga §to smo na pocetku
zahtjevali neprekidnost f*+1). Pojasnit ¢emo algoritam koji eksplicitno racuna évorove
koji zadovoljavaju (16) koriste¢i takvu aproksimaciju. Naravno, moramo ocekivati vise

rada nego u ranije opisanom algoritmu.

Pretpostavimo da mozemo konstruirati po dijelovima linearnu aproksimaciju [(z) za
f®+1) s obzirom na trenutni skup évorova. Tada po dijelovima linearna funkcija L(z) =
|I(z)| moze biti uzeta kao aproksimacija za, | f*+1)|. Opcéenito, posto I(z) obiéno ima nule
u (21, Tm), L(z) ¢e imati “prosireni” skup ¢évorova dan s unijom skupa trenutnih ¢vorova

1 tih nula.

Elemente prosirenog skupa ¢vorova oznacit ¢emo s 7, r = 1,..., R i definiramo vanjske

cvorove

T-1=Tp =21 TR+1 = TR+2 = Tm

gdje pretpostavljamo da su 7., (r =0,1,..., R+ 1) razliciti.

Trazimo novi skup ¢vorova A; takav da, za j = 0,1,...,g vrijedi
AJ‘+1 1 Tm
/ (L))" de = — [ (L(2)/*FVda, (17)
Aj g + 1 T
Na svakom intervalu [7,,7,41] za r = 0,..., R piSemo

L(z) = ay + by(z — 7).

Naravno, L(z) je splajn drugog reda. Ako je njegova B-splajn reprezentacija

R
L(w) = Z CiBiyg(T,w)

1=—1

gd.]e je T = (7-717 0y« -+ 77—R+2)77 tada je

L(1) = ¢.



Odavde imamo

Cr41 — Cp
Ap = Cp; br == 7_177_ (].8)
r+1 — Ir

Za svaki r =0,1,..., R definiramo
Tr41 Tr4+1
J, = / (L(z)) /D dg = / (ar + by (2 — 7))/ B+ g

Koristeéi (18) dobivamo

(k-F2)/(k%-1)Afc$k4-1)/(k4-l)

k+1 Cri1
J. = k+2 (Tr1 = 77) = Cri1—Cr » O F Gl 19
v (19)
. 1/(k+1) i
(Tr41 — 7r)Cr ) Cr = Cr41

Svaki J, mozemo eksplicitno izra¢unati. Nadalje, konstantni izraz na desnoj strani u (17)

jednak je
R

1
P

r=0

S§to ¢emo oznacavati s A. Dakle, prema (17) trazimo A; koji zadovoljava

Ajt1
/ T (L) g = A,
A

J

Sada ¢emo predstaviti jedan korak algoritma koji odreduje \j;1 ako smo ranije izracunali

A,

Pretpostavimo da je p jedinstveni prirodan broj takav da je \; € (7, 7p41]. Definiramo

Aj
L __ 1/(k+1
Al _/T (L(z))Y/*+Dqg,

p

L(z))Y/*+D g,

>
Il
S—
3
+

Nadalje, pretpostavimo da je ¢(> p) najmanji broj za koji je

q
Af+ Y . >A (20)
r=p+1
Jasno je da ako je ¢ = p tada suma nema nikakav utjecaj. Ako vrijedi jednakost u (20)

tada imamo

Tq+1
A

J



i tada je Ajy1 = 7441. Tada uz

Aj+1
M= [ (L) s = g,

q

Tq+1
Aj+1
mozemo nastaviti s pronalazenjem slijedeéeg Cvora.

Ako jednakost ne stoji, tada je Aj41 € (74, 7g41) i razlikujemo dva slucaja

(a) ¢ =p-.
Tada, iz (20) Af“ > A pa AjiAj41 leze uistom intervalu (74, 7g41) = (7p, Tp4+1)- Racunamo

vrijednost integrala

Aj+1
AL = / (L(z)/*Ddz = AL + A (21)
Tq
(b) ¢ > p.
Tada A; i A\j1 leze u razlicitim intervalima (7, 7p41] i (74, Tg4+1). Racunamo vrijednost
integrala
L oA 1/(k+1 .
AL :/ (L) DAz = A= (AF+ Y ). (22)
Tq r=p+1

U oba slucaja, takoder mozemo racuanti
R Tatt 1/(k+1) L
A= [ (L) s = g - A (23)
Aj+1
Sada eksplicitno integrirajuci mozemo rijesiti (21), (22) ili (23) za nepoznati Aj;i. Na
primjer, iz (21), (22) imamo

At 1/(k+1) L
/ (aq + byl — 7)) dr = AF,

q

1 dakle (b es2)

(k+2)bg AL k+2)/(k+1

(Hlmﬂg +2)/ (k+ )) 0

Njpp=¢ Ta T by » bg #0, (24)
AL
J J—
Tq + 7R by = 0.
q

Primjetite da nije moguée da su oba a; = 01 b, =0 u (24). Inace, ako bi oba bili nula,
L(z) = 0 na [7y, 74+1] i dakle J, = 0. Dakle, ne bi imali slucaj da je ¢ najmanji broj za

koji (20) stoji.



Ako inicijaliziramo
p:—l, )\Ole, Ag:AORZO

tada dana analiza vodi do pronalaZenja A;. Nadalje sukcesivno racunamo A; za j =

2,3,...,9

Ako imamo nacin za rac¢unanje po dijelovima linearne L(z), tada imamo sve §to nam je
potrebno za algoritam. Nadalje, ako L(z) temeljimo na posljednjem skupu évorova, te ju
mijenjamo kada pronademo novi skup ¢vorova, tada imamo osnove strategije za adaptivni

razmjestaj c¢vorova.
Razvoj algoritma

(1) stabilna evaluacija formule unutar algoritma

U implementaciji opisanog algoritma moramo ra¢unati integrale J, (r = 0,..., R) i pozicije
novih évorova. Za prvu od ovih operacija mozemo koristiti formulu (19), a za drugu ¢emo
primjeniti (24). Primjetite da za svako racunanje imamo par formula ovisno o tome da li
je L(x) na promatranom intervalu konstantan ili ne. Ako je b, = 0 (odnosno ¢, = ¢y41),
tada prvi dijelovi formula daju vrijednosti koje nisu definirane i moramo koristiti druge
dijelove formula (19) i (24). Ako je ¢, “blizu” ¢r41, tada se u formulama (19) i (24) mogu
pojaviti greske vezano uz kracenje. Zato trebamo razmotriti kako to racunanje mozemo

izvesti na stabilni nacin.

Prvo primjetimo da za bilo koje brojeve s i t vrijedi lako dokaziv identitet

].—.’E t/
1_xt/s le ’

No posto je
t—1
1 -zt = (l—x)in
i=0
imamo

t—1 i
LD V= £ (25)
11—z le;& Zit/s

Da bi dobili rezultat = ograni¢imo da prima nenegativne vrijednosti, kada racunanje desne

strane u (25) jedino ukljucuje zbrajanje nenegativnih vrijednosti pa se efekt skraéivanja
kada je x blizu jedinice odstranjuje. Nadalje, desna strana daje vrijednosti za sve nenega-

tivne z-eve ukljucujuéi x = 1. Koriste¢i L’Hopitalovo pravilo, pronalazimo da je vrijednost



limesa kada z — 1 [/s §to je vrijednost desne strane za = = 1. Primjetite da za svaki broj

x, posto je

dat=((..(z+Dz+1Dz+1)..)z+1) (26)
gdje ima k zagrada, imamo stabilan nacin za rac¢unanje desne strane (25).
Koristimo (25) i (26) da bi postigli stabilno ra¢unanje formule na slijedeé¢i nacin:

(a) racunanje J, :
Ako je ¢, = ¢;41 = 0 stavimo J, = 0. Inace, iz (19) i pretpostavljajuéi bez smanjenja

opcenitosti da je ¢;4+1 > ¢, imamo

X O\ H2)/(kD)
_ k1 (fpsq — 7 )01/(k+1) B (cw)
" k + 1 T+ T/ r+1 _ Cfﬁ

Sada mozemo primjeniti (25) i (26) uz z = ijrl, t=k+2is=k+1. Postosuc ic4
nenegativni kao vrijednosti nenegativne funkcije L(z) u 7., odnosno 7,41, pa je z > 0.
Dakle, nema problema s kra¢enjem kada je ¢, blizu c¢,41, a primjenjujemo (19) kada je

Cr = Cp41-

(b) racunanje Aj41:

Iz (24), pretpostavimo da definiramo

Aj+1="Tq + XL
gdje je
((k+2)qu]L+1 N (k+2)/(k+1)> (kH1)/(k+2) B
E+1 % Qq
X" =
by
Ako je a; = 0 ovo daje
I (k+1)/(k+2)
Ao — (% + Q)AJ'H p— 1/ (k+2)
L= Ta k+1 a

i prisjetimo se da garantiramo b, # 0. Pretpostavljaju¢i da je a, # 0, izraz za ! zapisemo

na slijedec¢i nacin:

k+2 2y R 14 )iz —1
XL:@KH * Aliag ™ ") —1] :ﬁaq—( o) ;

el
-
=
-

e
~
N



gdje je

k42
(Bt Z)AJLHaq s
k+1 ’
a = (Bbg.
Sada postavljajuéi x = 1 + « daje
1— xg_i;

>\j+1 :Tq-i-ﬁaq 1_

Ovo je sada formula prikladna za primjenu (25) i (26). Kada je z = 1 (tj. by = 0),
primjenjujemo (24). No, iako za dani £ mozemo stabilno izra¢unati gornju formulu, mogli

bi izgubiti totnost u racunanju x ako je o blizu —1. Zato ¢emo koristiti provedenu analizu

ako je a > 0, tj. kada je b; > 0.

Kada je by < 0 koristimo alternativnu formulu za A;yi. Umjesto racunanja \;i1 za

(21) ili (22), koristimo (23) i pisemo L(z) za x € [74, T¢+1] u alternativnom obliku
L(z) = ag1 + by(g1 — ),

gdje je
- cg—C

Gg+1 = Cq+1;
Tg+1 — Tq

Tada je Aj;1 odreden iz

Ta+l - 1/(k+1
//\ (ag+1 + bg(7g+1 — 2)) M 4 = Aﬁ-l

j+1
i integrirajudi

— (k+1)/(k+2)

(k+2)5g AR k+2)/(k+1
— J+1+ag+1 )/ (k+1) —agi1 ~

)\]_1_1 — Tq+1 + Bq ) bq # 07 (27)
AR+1 _
Tg+1 + 1/Zk+1)7 by = 0.
Ggt1

Sada je (27) u obliku analognom (24). Uz b, > 0, mozemo racunati (27) na stabilan nacin

opisan za (24).

Primjetite da ¢e zbrajanje koristenjem (26) biti najefikasnije u najprakti¢nijem slucaju,

tj. kada je (k + 1) mali.

(2) racunanje po dijelovima linearne L(x)

U ranije predstavljenom matematickom algoritmu imamo paradoksalnu situaciju potrebe



za aproksimacijom (k + 1)-ve derivacije nepoznate funkcije u svrhu pronalazenja skupa
¢vorova koji daju dobru aproksimaciju same funkcije. Prisjetimo se da L(x) predstavlja po
dijelovima linearnu aproksimaciju |f*+1)(z)| gdje je f nepoznata funkcija. L(x) mozemo
izracunati iz po dijelovima linearne aproksimacije I(x) od f*+1)(z). Jasno, efikasnost

algoritma ovisi o tome koliko dobro mozemo aproksimairati f(*+1)(z) u svakoj iteraciji.

Jednostavan i o¢it nacin za konstrukciju [(x) je slijedeéi: pronaéi splajn (k+ 3)-eg reda
za dane podatke (koji je C**! neprekidna funkcija ako su évorovi jednostruki) i deriviramo

ju (k + 1) puta. Ovo je strategija koja je na kraju iskoristena.

Cini se razumnim da temeljimo trenutnu aproksimaciju I(z) u svakoj iteraciji s obzirom
na trenutni skup ¢vorova i da promjenimo /(x) u narednoj iteraciji. No, skup ¢vorova koji
generiramo je izabran tako da poboljsa aproksimaciju (k + 1)-og reda, te ne mora biti da
¢e aproksimacija (k+ 3)-eg reda, iz koje ra¢unamo [(z), biti poboljsana. Zato bi, prema de
Boorovom algoritmu, racunanje [(z) iz splajna nizeg reda, u ovom slucaju aproksimacije

(k 4+ 1)-og reda, moglo biti prikladno. Zato razmatramo slijedeéu strategiju:

(a) aproksimiramo podatke sa splajnom reda (kK + 1) s obzirom na trenutne ¢vorove i

jednom deriviramo

(b) aproksimiramo rezultirajuéi splajn reda k sa splajnom reda (k4 1) koriste¢i skup po-

dataka dobiven iz vrijednosti splajna u krajevima, ¢vorovima i njihovim polovistima

(c) ponavljamo (a) i (b) jo§ jednom. Rezultat je splajn aproksimacija reda (k+1) druge

derivacije nepoznate funkcije
(d) sada deriviramo (k — 1) puta da bi dobili [(z)

No u praksi, niti ova niti slicne strategije nisu dovele do poboljSanja u ponasanju osnovnog

algoritma.

Analiza pokazuje da su greske derivacije na krajevima intervala najvece, $to i nije tako
iznenadujuce posto je diferenciranje tipi¢no nestabilan proces. Da bi rijesili ovaj problem
mogli bi “utjecati” na aproksimaciju derivacije u krajevima preko ponasanja u blizini; to
znaci zamijeniti vrijednosti u krajevima s vrijednostima izracunatim iz susjednih évorova.

Na primjer, da bi odredili aproksimaciju derivacije u z; mogli bi:

(a) interpolirati vrijednosti u Aj, A2 i A3 s kvadratnom funkcijom i ekstrapolirati s x;



(b) interpolirati vrijednosti u A\; i A9 s pravcem i ekstrapolirati u z;
(c) interpolirati vrijednosti u \; s konstantom i ekstrapolirati u
(d) derivaciju u x; izjednaciti s nulom.

Nakon §to aproksimiramo vrijednost u z1, definiramo /(x) kao linearnu na [z, A1].

(3) strategija uklanjanja ¢vorova

Za sada je algoritam dizajniran kao strategija za pomicanje fiksiranog broja ¢vorova u
svrhu poboljsanja splajn aproksimacije za dane podatke. No bitan aspekt koristenja splajn
funkcija za fitovanje podataka je to sto imamo slobodu u biranju kako pozicije tako i broja
¢vorova. U predstavljenom algoritmu ta dodatna sloboda nije iskorisStena. Zaista, kao
rezultat toga, ili korisnik treba eksperimentirati s brojem ¢vorova, ili mora unaprijed znati
potreban broj ¢vorova. Ako je specificirani broj ¢vorova premal, tada ni optimalna pozi-
cija ¢vorova neCe dati zadovoljavajuéu aproksimaciju. Ako kazemo da je broj ¢vorova
prevelik mislimo na to da je moguce preaproksimirati podatke s tim brojem ¢vorova u
nekom polozaju. U slucaju kada je koli¢ina prostora potrebna za pohranjivanje param-
etara aproksimacijskog splajna bitna, tada bi fitovanje s minimalnim brojem ¢vorova bilo

pozeljno.

Uobicajeno, prikladan broj ¢vorova nije poznat unaprijed i zato bi bila prednost kada

bi automatski, kroz algoritam, odabrali broj ¢vorova.

Ranije razmatrane strategije temeljile su se na dodavanju évorova. Ako ih kombiniramo
ih s algoritmom za premjestanje ¢vorova javljaju se neki problemi. Na primjer, moramo
odluciti koliko puta ¢emo premjestiti fiksirani broj ¢vorova prije nego dodamo jo§ jedan
¢vor. Generalnije, koji kriterij mora biti zadovoljen da bi uzrokovao povecenje broja

¢vorova?

Kombiniranje dodavanja ¢vorova s premjeStanjem ne treba odbaciti, ali ovdje zelimo
slijediti filozofiju uklanjanja ¢vorova. Startajuéi s g; inicijalnih évorova, pokusavamo naéi
skup od g évorova (g < g1) koji daju “dobar” aproksimacijski splajn iz skupa splajnova s
najvise g; ¢vorova, pri ¢emu zZelimo da je g §to manji. Dakle, g; je izabran tako da bude

“prevelik” i mogao bi biti povezan s veli¢inom problema, recimo s brojem podataka.

Koristena je vrlo jednostavna strategije uklanjanja évorova. Osiguravamo da svaki

interval ¢vorova sadrzi barem (k + 1) razlicitih tocaka podataka s nenul tezinama, gdje



je (k + 1) red splajna koristen za aproksimaciju podataka. Kada interval ¢vorova sadrzi
manje od (k+ 1) takvih tocaka, desni krajnji ¢vor intervala se uklanja iz skupa unutarnjih
¢vorova, osim u posljednjem intervalu gdje uklanjamo lijevi ¢vor. Kao rezultat, Schoenberg
- Whitney-jev uvjet je automatski zadovoljen za splajn bilo kojeg reda (primjetite da bi i
slabiji uvjet povezan s totkama i ¢vorovima bio dovoljan). Motivacija za ovu strategiju je
dvostruka. Prvenstveno, ako zadovoljiumo Schoenberg - Whitneyj-ev uvjet, uvijek gener-
iramo jedinstvenu splajn aproksimaciju. Kao drugo, sprijecavamo gomilanje unutarnjih
¢vorova i s time modeliranje greske. Dakle puno je manja vjerojatnost preaproksimiranje.
Naravno, postoje i skupovi podataka koji zahtjevaju bliske ¢vorove u nekim dijelovima
za dobivanje prihvatljive aproksimacije, te u tom slucaju ne treba koristiti ovu strategiju

uklanjanja.

Kompletan algoritam ima slijedeci oblik:
1. Definirati g; inicijalnih ¢vorova,

2. Izracunati po dijelovima linearnu aproksimaciju f**1) koristeé¢i aproksimaciju (k +

3)-eg reda podataka i trenutnih ¢vorova;
3. Ograniciti aproksimaciju na krajevima;
4. Premjestiti ¢vorove;
5. Ukloniti ¢vorove ako je potrebno;

6. Ponavljati 2. do 6. dok ne postignemo zadovoljavaju¢u aproksimaciju.

Na kraju spomenimo problem koji proizlazi iz automatskog postavljanja ¢vorova i
opcenitije, iz postupka fitovanja podataka. To je na¢in mjerenja “dobre” ili “prihvatljive”
aproksimacije koji vodi do zaustavljanja postupka premjestanja ¢vorova. U vecini slucajeva
to ovisi o primjeni (ili ¢ak korisniku). Da bi automatizirali postupak zaustavljanja trebamo
definirati §to je “dobra” aproksimacija. Ako koristimo gore opisani algoritam problem je
jos kompliciraniji posto mozda ne zelimo zaustaviti postupak ¢im je zadovoljen prvi kriterij
jer je mozda moguce posti¢i uvjete i s manjim brojem ¢vorova. Zato je pri koriStenju

algoritma, jos uvijek, potrebna korisnikova interakcija.



(4) strategije izbora pocetnih ¢vorova

Najjednostavnija strategija koju mozemo upotrijebiti je takozvana BIKE rutina. Od-
abir ¢vorova provodi se na slijedeéi nacin: neka su zadane vrijednosti z; s pripadajuéim
tezinama w; i broj g trazenih unutarnjih ¢vorova, te red splajna (k+1). Unutarnji &vorovi
postavljaju se tako da je otprilike jednak broj razlicitih x;-ova s pozitivnim tezinama w;
u svakom podintervalu odredenom Cvorovima osim u krajnjim intervalima gdje ih ima

(k +1)/2 puta toliko.

Za neke primjene ovakva distribucija ¢vorova moze biti zadovoljavajuéa i moze se
koristiti da bi pronasli bolju poziciju évorova (ali ru¢no), ako pogledamo kakve bi kvalitete
bila aproksimacija s tako rasporedenim unutarnjim ¢vorovima. No mozemo i bolje odrediti

pocetne pozicije s alternativnim strategijama.

Ideja je generirati odredeni broj ekvidistantnih ¢vorova, ali umjesto da mjerimo duz osi
apscise, mjerimo udaljenost na krivulji. No, krivulja nam jo§ nije poznata pa udaljenost
duz krivulje aproksimiramo mjereéi udaljenosti tocaka podataka. Tocke podataka sma-
tramo vrhovima poligona i s d; oznac¢avamo kumulativnu Euklidsku udaljenost od prve do

i-te toCke, odnosno:
d = 0
d; di_1+0di—1, 1=2,3,...,m

gdje je

6di—1 = /(2 — mi—1)? + (yi — yi—1)?.

Parametarska vrijednost

daje skalarnu mjeru udaljenosti od prve do -te tocke. Skaliranje je napravljeno tako da je
udaljenost od prve do posljednje tocke jednaka 1. Tada g unutarnjih ¢vorova postavljamo

tako da je udaljenost medu susjednim ¢vorovima mjerena duz nastalog poligona jednaka

1 _J_
g+1° g+1°

tada A; lezi izmedu x,_1 i x, i linearno interpolirajuci izmedu tih vrijednosti imamo

Dakle da bi locirali A\; trebamo pronaci prvi parametar ¢, takav da je t, > jer

pra i
9+ -
Aj = @p-1+ (xp = xp-1).

ty —ty 1

Jos jedna strategija za inicijalno postavljanje ¢vorova koju mozemo upotrijebiti temelji

se na koriStenju lokalne polinomijalne aproksimacije. Pokazat ¢emo kako svakom “dovoljno



unutarnjem” podatku mozemo pridruziti lokalni skup podataka i lokalnu polinomijalnu

aproksimaciju reda (k + 1).

Razmatrajmo i-tu tocku (z;,y;). Prvo konstruiramo podskup susjednih to¢aka uzetih
iz kompletnog skupa podataka, s indeksima postavljenim centralno s obzirom na 7 koji
sadrzi (k 4 2) tocku ako je (k + 1) paran, odnosno (k + 1) toc¢aka za neparan (k + 1).
Ovaj skup zovemo lokalni skup i-toj tocki. Pretpostavljeno je da ove tocke mogu biti
adekvatno aproksimirane s jednostavnim polimomom reda (k + 1). Ovo ¢e svakako biti
istina u slucaju kada je (kK + 1) neparan poSto mozemo interpolirati lokalne podatke s
takvim polinomom. Sada je jasno §to mislimo s time da je tocka “dovoljno unutarnja” -

to je tocka za koju se ovaj inicijalni skup podataka moze konstruirati.

Slijededi korak je povetavanje skupa dodajuéi susjedne toCke na svakom kraju ako je
moguce. Polinomijalna aproksimacija reda (k + 1) novih lokalnih podataka se izracuna i
koristi se Powellov test trenda da procjenimo prihvatljivost aproksimacije. Najveéi tako
nastao podskup za koji polinomijalna aproksimacija tih podataka zadovoljava test je uzeta
za lokalni skup podataka pridruzen i-toj tocki. Postupak se ponavlja za sve dovoljno

unutarnje tocke.

Pri koristenju opisanog algoritma, moze se javiti problem, posebno za velike skupove
podataka, u vezi vremena potrebnog za njegovo provodenje. To je zbog toga $to mozda
trebamo racunati veliki broj polinomijalnih aproksimacija (i izracunati vrijednost u svakoj
tocki pripadajuéeg lokalnog skupa podataka za koristenje u trend testu) za svaku od velikog

broja tocki.

Da bi reducirali koli¢inu posla koristimo velicinu konacnog lokalnog skupa podataka
pridruzenog (i—1)-om podatku kao pocetnu vrijednost veli¢ine lokalnog skupa podataka za
i-tu toCku. Ovaj skup se tada povecava ili smanjuje ovisno o tome mozemo li ga adekvatno
aproksimirati s polinomom u opisanom smislu. Nije jasno da li mozemo zakljuéiti da ako
aproksimacija tog skupa podataka zadovoljava trend test, da tada aproksimacija svih
manjih skupova mora zadovoljavati test. Ali takoder, ako uvijek kre¢emo od najmanjeg
podskupa i trazimo prvi lokalni skup podataka koji ne zadovoljava trend test, nije jasno
da svi veci skupovi takoder nec¢e zadovoljiti test. Dakle, vjerujemo da reduciranje posla

na ovaj nacin nece bitno utjecati na rezultatat.



Vrijme izvedbe ovisi i o na¢inu na koji pronalazimo polinomijalnu aproksimaciju.
Tradicionalno, metode koristene za generiranje polinomijalne aproksimacije najmanjih

kvadrata su Forsythe i Forsythe-Clenshaw.

Pretpostavimo da smo pronasli lokalne skupove podataka pridruzene svim dovoljno un-
utarnjim tockama koristeéi polinomijalnu aproksimaciju reda (k 4 1). Neka prvi i posljed-
nji podatak u svakom lokalnom skupu oznacavaju donju i gornju granicu skupa. Tada
postavljamo ¢vor u svakoj tocki koja je donja (ili gornja) granica za vise od dva lokalna
skupa podataka pridruzenim uzastopnim podacima. Na ovaj naéin ne pronalazimo samo

procjenu za g nego i inicijalne pozicije ¢vorova A;, j =1,...,g.

Ako je lokalni skup podataka za i-tu tocku odreden nezavisno od onog za druge tocke,
tada ova strategija daje vektor A ¢iji elementi ne ovise o redu u kojem su tocke obradivane.
No, primjetili smo da zbog efikasnosti koristimo veli¢inu kona¢nog lokalnog skupa podataka
za (i — 1)-vu tocku kao pocetnu vrijednost velicine lokalnog skupa podataka za i-tu tocku.
Dakle, tocke su nuzno procesuirane slijeva na desno i postoji zavisnost izmedu lokalnih
skupova uzastopnih tocaka. Bolji kriterij je da lociramo ¢vor u granicu lokalnog skupa
podataka koji je veéi ili jednak granici viSe od dva slijedec¢a uzastopna lokalna skupa
podataka. Sli¢no, ako su tocke procesuirane sdesna na lijevo koristili bi test “manji ili

jednak”.

Nakon toga koristimo prije opisanu strategiju odbacivanja ¢vorova da bi uklonili nakupine

¢vorova, te pokreéemo algoritam za adaptirano postavljanje ¢vorova.

Osim do sada spomenutih metoda koje su temeljene na posebnim algoritmima za nas
problem, mozemo koristiti i neke uobicajene metode za rjeSavanje problema najmanjih
kvadrata i to ili na na¢in da problem tretiramo direktno, ali pazeci na ogranicCenja ili da
nekom transformacijom problem svedemo na neogranic¢eni. Opisat ¢emo algoritam koji

koristi generaliziranu Gauss-Newtonovu metodu.

Ova metoda, opisana u [10], moze pronaéi dobar polozaj podskupa ili cijelog skupa un-
utarnjih ¢vorova, dok sve ostale metode u procesu optimizacije razmjestaju sve unutarnje
¢vorove. PoSto ne razmatramo problem gdje bi neki ¢vorovi trebali biti fiksirani opisat

¢emo algoritam uz pretpostavku da dopustamo premjestanje svih unutarnjih ¢vorova.



Neka je A = (A1,...,A¢)” vektor unutanjih évorova. Optimizacijski problem koji tre-
bamo rijesiti je
min{|jy — E\)c|? : ce RITFTL XN e RI } (28)
Posto zahtjevamo da su ¢vorovi postavljeni u rastuéem poretku imamo dodatno uvjet

>\l_>\l—1257 lzl,...,g+1 (29)

gdje je € dovoljno mali parametar separacije, 0 < £ < 1. Matri¢ni zapis dan je s C1 A > h

gdje je C, € RITI¥9 ¢ RIF!

e+ Xo

£

L €= Ags1

U (29) parametar separacije ¢ predstavlja donju granicu apsolutne udaljenosti izmedu
susjednih ¢vorova. No, ukoliko je raspored ¢vorova vrlo razli¢it od ekvidistantnog, tada bi

umjesto apsolutne trebali ograniciti relativnu udaljenost, tj.

N> N+ e(Ngr = Ajm1), M S N1 — eV — Aj-1), =19 +1 (30)
Ovo ogranicenje su uveli de Boor i Rice koji su koristili vrijednost ¢ = 0.0625. U ovom
sluéaju matriéni zapis je dan s Ci\ > h gdje je C, € R?9%9, h € R?9
- e -

-1 1-—¢
e—1 1 —€ [ Xo(l—¢)

Cy

e—1 1 —€ Ag+1€
€ -1 1-¢ | Agri(e—1) ]

Dakle, problem zajedno s ogranicenjem glasi

min{|ly — E\)¢||? : CIA>h , A €RI ce RITFFL 1 (31)



Problem (31) je seprabilni nelinearni problem najmanjih kvadrata, i mozemo ga rijesiti
na slijedeéi nacin: za fiksirani A € RY pronademo jedinstveno rjeSenje najmanjih kvadrata

Copt dano s

Copt = E(A)era

gdje je s ET oznafen generalizirani inverz. Mijenjajuéi ¢ s “optimalnom” vrijednoséu

dobivamo reducirani problem
min{||[(I-EN)EN)y|> : C1A > kA € R} = min{||G\)|* : CLA>h, X €RI}. (32)

Uz pretpostavku konstantnog ranga matrice E, funkcija G(X) je diferencijabilna. Ako uz

to ima puni rang, §to ¢emo nadalje pretpostavljati, Jacobijan od G je dan s
G'(Np = {AN)[p] + (AN)[P])" }y,

ANl = =T = EOENT][E'WVPIENT, VpeR’.

Ovaj problem sada mozemo rijesiti koriste¢i Gauss-Newtonovu metodu. Pri tome mozemo
koristiti dva modela

pap = |G+ G'p|” = |G +p)|”
koji su uveli Golub i Pereyra ili
ui = |G+ Kp|* = |G +p)I7, gdje je
Kp=AN)[ply = —[I = EQ)ENT][E' N [P]EN) Ty
nazvan po Kaufmanu.
U j—tom koraku generalizirane Gauss-Newtonove metode trebamo rijesiti potproblem
min{||G 4+ Jp||®> : Cip>h—CN , peRI},

gdje je J ili G’ ukoliko koristimo Golub-Pereyra model ili K ako koristimo Kaufmanov
model, a A trenutni vektor ¢vorova. Ukoliko J ima puni rang tada imamo jedinstveno

rjesenje p/ (vektor smjera silaska), te dobivamo
A Z N 4 ol
gdje je o/ € (0,1] duljina koraka koju trebamo odrediti tako da je zadovoljeno

p(N) > (N,



Kada koristimo Golub-Pereyra model Jacobijan G'(\) aproksimiramo po stupcima na

slijedeéi nacin
hy _
G'(A)elzG(A+hl;) G(A), I=1,....q
!

gdje je hy = e1(JN| + €2), €1 =~ v/macheps.

Ukoliko koristimo Kaufmanov model, tada su stupci od K definirani s

Ke = —[1 — EENE W[ENEN Ty,

(B Oy = OBikmin(en )
’ o\

Gore navedene derivacije B-splajnova s obzirom na ¢vorove aproksimiramo s

i=1,....m, j=1,...,9+k+1, I =1,...,9.

(E’()\)[el])i,jz J,/H-l(sz, + l;l) ],k+1(.’1), )

Potproblemi koji se javljaju u svakom koraku Gauss-Newtonove metode su linearni
problemi najmanjih kvadrata s linearnim ogranicenjem, koji se ukoliko J ima puni rang
mogu transformirati u problem najmanje udaljenosti (kao $to je opisano u [8]). Algoritam

za rijeSavanje problema najmanje udaljenosti preuzet je iz [8].
Cijeli algoritam ima slijedeéi oblik:

1. Izaberi pocetnu poziciju ¢vorova \° € RY
3:=0
2. Ponavljaj
2.1. G=GV)=[I-EE*]y
J = G'(\N)
2.2. Izracunaj vektor silaska p’ iz
min{||G 4 Jp|| : Cip > h —C N, p e R}
2.3. Osiguraj smanjenje vrijednosti funkcije
ol =1

Dok je f(N) — (N + afp?) < o7 ||Jp' |13

ol =al /2



2.4. Mt = )N 4+ adp’
Jj=7+1

dok je je 5 > jmax ili konvergencije

Algoritam zaustavljamo ukoliko je zadovoljen barem jedan od slijedeéih uvjeta

, Gl <e
IMHE = M| < e ([IN] + e2)
177G < e3
|G™Jp| < ey
Jj > jmaz

2.3.2 Penalizirana procjena

Jedan od nacina za rjeSavanje ogranicenja je koristenje penalne funkcije (eng. penalty

function) P()). Tada umjesto 6(A) minimiziramo funkciju
§(A) =0(A) +pP(N) (33)

pri ¢emu P(A) optimalni polozaj ¢vorova A* drzi podalje od 0Sy[a,b], a parametar p

kontrolira odnos izmedu 6(A) i P(\).

U [6] uzeto je
P(X\) = Z(Aiﬂ - ) (34)

5(\0)
PO

pri Cemu je £ to¢nost s kojom zelimo izracunati £(\*), a

p=¢ (35)

POV) = (gbtla)2

je vrijednost P-a za ekvidistantnu distribuciju ¢vorova A\¢. Izbor (35) implicira dvije bitne

stvari:

- ako §(\) postize minimum u toc¢ki bez podudarajucih évorova, vrijednost dodatnog
izraza pP()\) u toj tocki ¢e biti reda 15(\?). Dakle, ako je pocetna pozicija ¢vorova

A razumna, penalna funkcija ¢e imati mali utjecaj na optimalnu poziciju



- §to tocnije zelimo odrediti rjesenje (tj. $to je 1 manji), utjecaj penalne funkcije ¢e

biti manji, te ¢e se ¢vorovi eventualno moéi pribliziti.

Nadalje, ako minimiziramo (33) krenuvsi od lokacije A\° € S,a,b] moZemo biti sig-
urni da ¢e dobar optimizacijski algoritam ostati unutar simpleksa. Konacno, ocito je da

uvodenje penalne funkcije nema utjecaj na ra¢unanje koeficijenata B-splajna.

Postoje odli¢ni algoritmi za minimizaciju nelinearnih funkcija vise varijabli. Na§ prob-
lem se moze svesti na nelinaerni problem najmanjih kvadrata, tj. £(X) se iz (33), (34)
i (2) moze zapisati u obliku ZT;IQH ¢ (M2, Ovaj minimizacijski problem ima posebne
karakteristike koje bi posebni algoritam mogao iskoristiti. Na§ glavni cilj je zapravo pre-
mjestiti ¢vorove na takav na¢in da se rezultirajuca suma kvadratnog reziduala §(\) znatno
smanji. Optimalna pozicija kao takva nema nikakvo fizikalno znacenje, pa stoga nema
smisla pokusavati odrediti poziciju ¢vorova jako to¢no ako to ima mali utjecaj na rezu-
Itirajucu krivulju. Nadalje ne smijemo zaboraviti da ¢e svako izracunavanje funkcije £(X)
sadrzavati rjeSenje prezadanog sustava jednadzbi i zato moramo pokuSati ograniciti broj
iteracija. Naravno da ne mozem oocekivati da é¢emo uvijek imati dobru pocetnu poziciju
¢vorova A’. Dakle, odabrani minimizacijski algoritam mora biti dovoljno robusan da bi
dao prihvatljiv rezultat u svim situacijama (s dobrim ili lo§im A°) i mora, biti dovoljno je-
dnostavan da bi se lako prilagodio naS§im posebnim potrebama. Visoka asimptotska brzina
konvergencije nam ne mora biti prioritetna uzimajuci u obzir to da ¢emo biti zadovoljni i

s malom toc¢nosti.

Konjugirano gradijentna metoda Fletchera i Reevesa zadovoljava nase zahtjeve. Ona
reducira problem na nekoliko jednodimenzionalnih optimizacijskih problema (nazvanih
potraga pravcem (eng. line search)) i ima teorijsko svojstvo postizanja minimuma u to¢no
g koraka ako je &(\) kvadratna funkcija. Ako ovaj uvijet nije ispunjen (kao u naSem
slucaju) i/ili ako se svaka potraga pravcem provodi samo aproksimativno, proces mora biti
ponovno pokrenut nakon g koraka i mora postojati neki kriterij zaustavljanja da bi okoncali
algoritam. Tocnije, pocevsi s proizvoljnom tockom A° on generira skup aproksimacija M\,

j=1,2... dok ne pronade optimalnu poziciju A* kroz slijede¢u shemu:
e izracuna inicijalni smjer trazenja

d’ = —VEW)



ezaj=0,...,9—1
* minimizira O(a) = £V + ad’)
da bi dobili o i Mt = N + o*d/

(a) promjeniti smjer trazenja, tj.

dj+1 — _vg()\]+1) + ||V§(>‘J+1)“2 j

IVE(A)]1?
e stavi A’ = \9 i ponovno pokreni ra¢unanje
Proces zavrsava i M 1! se prihvaéa kao \* &im je
ML g\ PV ARSSY]
€O =g _ ..,

&N 1A

Zbog gore navedenih razloga ¢; i €2 ne trebamo uzimati premale (dovoljno je ¢; = g9 =

0.0005).
Sto se ti¢e racunanja gradijenta VE(N), lako se pronade njegov analiticki izraz
VE) = V(N +pVP(N).

Komponente VP()) se izracunaju iz definicije i dobije se

OP(A _ _
%l) =M1 —N) PN —Aa)? l=1.g
dok se one od 0(A) izratunaju i iznose

(N ' L\ Os(z))
N ——QjZIU{?(?JJ_S(wJ)) 8)\;'

Koristeéi pravila derivacije B- splajn baze dobivamo

OB, j11(x)
# = dit1,(7) — diy(2)
gdje je
dif(z) = 0,zaj>lilij<i—k

ARG, A AL A ) (E—2)k ) ako je I —k < j <1

iz Cega daljnim racunom dobivamo

ds(z) T2 -
O\ :i:Z_kez‘Bi,kH(w)




uz

¢ = TG ikl (36)
Aitk+1 = A
=0
A= N j=—kl
i Bi7k+1($) je normalizirani B-splajn definiran s ¢vorovima, S\j, j=—k,...,i+k+1. Lako
se vidi da je
Os(s
s(@s) _ 0, zax; <Ny iliz; > Ny,
2y

§to ¢ée nam uvelike skratiti racunanje.

Takoder zelimo ograni¢iti broj iteracija pri minimizaciji () poSto svako njegovo
izraGunavanje zahtjeva pronalazenje splajna najmanjih kvadrata s fiksnim ¢vorovima (po-
trebno za racunavanje §(\ + ad’)). Zbog toga ¢emo biti zadovoljni i s grubom aproksi-
macijom . Ne zelimo trositi vrijeme na pronalazenje derivacije 6'(«), osim za 60 =
0'(0) = VE(N)d koju veé znamo. Teoretski 0)) mora biti negativna (ako racunanje pokaze
da to nije toéno ponovno startamo Fletcher-Reevesov algoritam u tocki \’), pa trazimo
pozitivnu vrijednost za «o*. Takoder imamo gornju granicu apax: minimalna vrijednost «

za koju N + ad’ ima dvije ili vise jednakih komponenti, tj. uz d} = d/ ;=0

J_ i
d dl+1

i {/\{H—/\{ _ g s }
Qmax = min . ‘ 1=0,....,9;d} >y, o
Zapravo, algoritam ¢e traziti tri vrijednosti 0 < «ap < a1 < ag < amax takve da je 6(ag) >
O(c1) 1 0(az) > (1) i pronadi aproksimaciju & za o zahtjevajuéi da je I'(@) = 0, gdje
je I(a) interpolacijska funkcija (I(c;) = 0(ey), © = 0,1,2). Prvo ¢emo dati shematski opis
kompletnog algoritma, a zatim komentirati korake. Zapravo, objasnit ¢emo razloge raznih
izbora i objasniti kako se posebne osobine #(«) mogu uvesti u ra¢un. Treba napomenuti

da je vedina detalja rezultat testiranja i eksperimentiranja. Algoritam je slijedeéi (0(c;)

oznacavamo s 6;):
e inicijalizacija: stavi

iter = 0; ay=0

(0% 00 -1
a = “;X <1— ) (37)

Ay = 2041




e dok je 91 Z 00

- izracunaj )
Ooo
f = — 38
o1 2(91 — 90 — 96&1) ( )
- stavi iter <— iter + 1; oy «— max (%,dl)
e ako je iter > 0 tada prihvati a® = «aq, inace
- dok je 0, < 04 stavi
ayp < Q1; 0] < (2
(39)
a9 <<— min (2@1, a1 + w>
- prihvati o = & za koji je I'(&) = 0, gdje je I(a) funkcija oblika
I(a) = Q) + pR(«) (40)
uz
Q(a) = ap + a1 (@ — ag) + az(a — a)? (41)
by
R(a) = by + bi(a — _— 42
() = bo + b (e a0)+amax_a (42)

pri ¢emu koeficijente a; i b; trebamo odrediti tako da vrijedi

Qo) = (N + a;d?), R(e;) = PV +aud?), i =0,1,2.

Pocetna vrijednost (37) za a; dobivena je sa zahtjevom da je R'(ay) = 0, gdje je R(«)

racionalna funkcija oblika
~ Co
R(a) =
() (o + ¢1)(Amax — @)

(43)

koja zadovoljava R(0) = 6y i R'(0) = 6)). Nadalje limy_,q,,, R(a) = oo kao sto je slucaj
za 6(a). Dakle koristimo sve dostupne informacije o 6(a) u tocki oy = 0. Takoder
treba primjetiti da je oy < “2x podto je 0y < 0. Ako koriStenje ove pocetne vrijednosti
za «p na rezultira manjom vrijednosti za 6 (07 > 60p) trazimo bolji &; unutar (0, ;)
trazeéi da je Q'(a@1) = 0 gdje je Q(a) kvadratna funkcija oblika (41) koja zadovoljava
Qag = 0) = by, Q'(0) = 6j i Q(v1) = 61. Ako ova vrijednost nije premala (& > 7§) i
ako daje bolju vrijednost za 0 (0(&1) < 0(0)) tada je prihvac¢amo kao dobru aproksimaciju

za . InaCe nastavljamo traziti u smanjenom intervalu (0, ;). Potrebno je ograniciti



broj iteracija, te u slu¢aju ako iter postane prevelik prihvatiti A kao dobru aproksimaciju

A",

Ako je na§ prvi izbor «; uspjesan (iter=0) nastavljamo potragu za «s u intervalu
(o1, max) startajuéi s as = 2. Sve dok je O(ag) < 6(ay) povetavamo ovu vrijednost i
prema tome u (39) mijenjamo druge parametre a;. Posto je limy_,q,,,, 6(a) = oo na kraju

sigurno postizemo vrijednost za koju je 6(asg) > 6(ay).

Sto se tice oblika interpolacijske funkcije I (o) najcesée se koristi kvadratna funkcija
ako ne znamo vrijednosti derivacija. Na§ izbor (40) uzima u obzir ¢injenicu da je 0(«)
sastavljema od dvije funkcije §(N + ad’) i P(M + ad?) s razli¢itim ponasanjem. Dok se
prva moze zadovoljavajuce aproksimirati s polinomom, druga ima singularitet za o = amax
§to racionalna funkcija (42) opisuje. Eksperimentalno smo vidjeli da je u veéini slucajeva
predlozena shema efikasnija (daje manje vrijednosti za 6(&)), nego jednostavna upotreba
kvadratne interpolacije (I(a) = Q(«a), uz Q(a;) = 0(ey), @ = 0,1,2) posebno ako je
ag blizu oy (tj. ako optimalni skup ¢vorova A* ima gotovo podudarajuée évorove).
To zapravo nije iznenadujuée posto na taj nacin koristimo vise podataka o funkciji koju

interpoliramo (u tom slucaju Sest, dok kod kvadratnog polinoma samo tri).
Pocetna pozicija évorova

Uspjeh algoritma najmanjih kvadrata za slobodne ¢vorove ¢vrsto ¢e ovisiti o odabi-
ru inicijalne pozicije évorova Y. Zaista, vezano uz nekonveksnost §(\) jedino mozemo
ocekivati da pronademo lokalni minimum u blizini A°. Odredivanje dobrog inicijalnog
skupa ¢vorova je zato bitan, ali nazalost i netrivijalan zadatak. Ekvidistantna distribu-
cija ¢vorova, na primjer, rijetko postize globalni minimum §(\). Nadalje, unaprijed ne
znamo potreban broj ¢vorova koji ¢e dati prihvatljivu aproksimaciju najmanjih kvadrata
s¢(x). Zato predlazemo shemu za koju se nadamo da ¢e vratiti uspjeSan splajn najman-
jih kvadrata sy(z) , g = 1,2,... i koja koristi skup ¢vorova A\* od s4(x) da bi pronasla
odgovarajuéu pocetnu poziciju A° za odredivanje sy ().

e inicijalizacija:

a+b

>‘(1): 9 7>‘0:(>‘(1))

ezag=12...



- pocevii s A0 = ()\(1),...,)\2) odredi optimalni polozaj A\* = (A],...,A}) i pri-

padajuéi splaj najmanjih kvadrata s,(x)

- izracunaj broj Si, i=0,1,...,9 uz
i+m;
5; ngﬁl(wj(yj — s5q(25)))?
7

m—m;
A S Tgp1 < Tgit2 < oon < Tgipmy S A 1A = a, )\;H =b.

- pronadi pocetnu poziciju évorova A’ za odredivanje sy11(z), tj. neka je o =
max{gi,i =0,...,9}, tada

AL i=1,..1,

A= N HAL)/2, i=1+1,

i1, t=1+2,...,9+1L
S ovom shemom dodatni évor za A° postavljen je u sredinu intertvala [A\;, \j41], tj. u dijelu
intervala [a,b] gdje s jedne strane sy(x) ima veliku tezinsku sumu kvadrata reziduala, a
s druge strane koncentracija ¢vorova nije prevelika (m — m; nije prevelik). Drugi uvijet
bi trebao osigurati da imamo pocetni skup évorova A’ koji nije blizu granice prostora

Sg—l—l [a’a b]
Optimalni broj ¢vorova

Ako pretpostavimo da gore navedena shema zaista daje zadovoljavajuéi niz splajnova
najmanjih kvadrata s4(z), jedino trebamo odluciti koji je optimalni broj ¢vorova. Ovaj
problem je analogan izboru optimalnog stupnja polinoma najmanjih kvadrata P,(z). Ako
je g jako mali, pripadajuca aproksimacija nije dovoljno toc¢na, a ako je prevelik, tada je
rezultirajuca aproksimacija pod prevelikim utjecajem statistickih gresaka u vrijednostima
podataka. Uobicajeni nacin procjene optimalnog stupnja polinoma najmanjih kvadrata je
ispitivanje root-mean-square reziduala o, koji racunamo tako da tezinsku sumu kvadratnog
rezidula 0, podijelimo s m — g — 1, tj. brojem stupnjeva slobode m — dim(P,). U zado-
voljavajucem slucaju o, ¢e opadati kako povecavamo g i na kraju se “smiriti” na gotovo
konstantnoj vrijednosti. Sli¢no, za na§ problem trebamo ispitati brojeve

o 3, 7 (wi(yy — sg(x)))?
9 m —dim(n) m—g—k—1

i prihvatiti broj ¢vorova koji priblizno daje konstantnu vrijednost za o,. mozemo takoder

primjeniti druge statisticke testove, kao na primjer test trenda. U tom sluc¢aju racunamo



brojeve
_ Vvim — 1 Z;n:2 rirj—1
Z;'n:l 7”32'

gdje je r; j—ti netezinski rezidual, te prihvatiti za prvi g za koji je T, < 1. Konacno,

T,

pazljivo ispitivanje promjene u zagladujucoj normi 7, (vidi [6]) za s, kako g raste obi¢no

daje jasnu indikaciju o optimalnom broju ¢vorova.

3 Numericki primjeri
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