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Afine transformacije

Definicija. Za preslikavanje ravnine u samu sebe kazemo da je afina transformacija ako je nepre-
kidno, injektivno i slika svakog pravca je pravac.

Translacije, rotacije i homotetije su primjeri afinih transformacija.
Dilatacija ravnine s koeficijentom £ obzirgn na pravac [ je transformacija ravnine pri kojoj se
toc¢ka M preslikava u tocku M’ gdje je OM’ = EkOM, a O je ortogonalna projekcija tocke M na
pravac [. Dilataciju s koeficijentom manjim od 1 zovemo kontrakcija.

Sljedece ¢injenice navodimo kao kratke zadatke koji nam objasnjavaju osnovna svojstva afinih
transformacija!.

e (Pr 29.2) Afina transformacija preslikava paralelne pravce u paralelne pravce.
e (Pr 29.3) Ako afina transformacija preslikava tocke A, B, C, D redom u tocke A’, B', C’,
—_— — — ——
D' ivrijedi AB=CD,ondajei AB'=C'D'".

Iz prethodne tvrdnje slijedi da mozemo definirati sliku vektora AB po afinoj transformaciji L kao
—

vektor L(A)L(B) i ova definicija ne ovisi o izboru to¢aka A i B koje odreduju iste vektore.

e (Pr29.4) Ako je L afina transformacija, onda je

isve k € R.

o (Pr29.5) Neka su A’, B', (" slike tocaka A, B, C' po afinoj transformaciji L. Ako C' dijeli
duzinu AB u omjeru AC : CB = p : ¢, onda C’ dijeli duzinu A’B’ u istom omjeru.

L o sy = .
e (Pr 29.6) Dane su dvije toc¢ke u ravnini O i O’ i dvije baze {e7, es}, {€], €4} (bazu ¢ine dva
nekolinearna vektora).

- —
Postoji jedinstvena afina transformacija koja preslikava O u O’ i bazu {e7, 5} u {e/, €, }.

e Dana su dva trokuta ABC i A’B'C". Postoji jedinstvena afina transformacija koja preslikava
Au A, BuB iCuc(.

1Oznaka Pr ukazuje na knjigu Viktora Prasolova “Zadaci iz planimetrije” koju mozZete naéi
na engleskom ovdje: http://students.imsa.edu/~tliu/Math/planegeo.pdf
a na ruskom ovdje: http://www.mccme.ru/free-books/prasolov/planim/contents.htm
Ukoliko negdje zapnete, pogledajte ondje rjeSenje.



e Dana su dva paralelograma ABCD i A’B'C'D’. Postoji jedinstvena afina transformacija
koja preslikava jedan paralelogram u drugi pri ¢emu se tocka X preslikava u X' za X €

{A,B,C, DY,

Ako sada uvedemo Kartezijev koordinatni sustav te za tocke i vektore iz tvrdnje prije predzadnje
uzmemo

— —
0 =(0,0), O =(c,f), e = (1,0), e = (0,1), ey = (a,d), €y = (b,e),
onda dobivamo sljedeé¢u karakterizaciju afinih preslikavanja

Teorem. Transformacija ravnine je afina ako i samo ako je oblika
(z,y) — (ax + by + ¢, dz + ey + f),
za neke realne brojeve a,b,c,d, e, f za koje je ae — bd # 0.

Posljednji uvjet iz teorema osigurava da je preslikavanje bijekcija. Transformacije poput dila-
tacije (x,y) — (z, cy) ili posmika (x,y) — (x +y,y) su afina preslikavanja koja pokazuju da afina
preslikavanja opcenito ne ¢uvaju kutove i udaljenosti.

Ipak vrijede sljedece ¢injenice koje smo uglavnom veé¢ dokazali, a ovdje ih sabiremo na jedno
mjesto.

® Afine transformacije ¢uvaju kolinearnost toc¢aka, paralelnost pravaca i konkurentnost (kopun-
ktalnost) pravaca. Afine tranformacije ¢uvaju omjere duljina paralelnih duzina, pa i omjer u
kojemu tocka dijeli duzinu na kojoj se nalazi (djelisni omjer). Nadalje, afina transformacija

(z,y) = (ax + by + ¢, dx + ey + f)
povrsine povecava za faktor |ae — bd| i ¢uva orijentaciju ako i samo ako je ae — bd > 0.

@ Bilo koja trojka nekolinearnih tocaka moze se preslikati u bilo koju drugu trojku nekoline-
arnih tocaka pomocu jedinstvene afine transformacije.

Dokazite da je omjer povrsina dvaju trokutova invarijantan u odnosu na afine transformacije (to je
nesto slabija tvrdnja nego ona odozgo), a onda to isto dokazite pomocu triangulacije za proizvoljne
poligone.

* Kk ok

Evo i zadataka. Pokusajte ih najprije rijesiti koriste¢i Menelajev teorem, Cevin teorem, povrsine,
itd. Zatim ih probajte rijesiti pomoc¢u afinih transformacija.

Zadatak 1. Kroz svaki vrh trokuta povucena su po dva pravca koji nasuprotne stranice trokuta
dijele u tri jednaka dijela. Dokazite da se dijagonale koje prolaze nasuprotnim vrhovima Sesterokuta
formiranog ovim pravcima sijeku u jednoj tocki.

Zadatak 2. Na stranicama AB, BC' i C'D paralelograma ABCD dane su redom tocke K, L i M
koje dijele pripadne stranice u istom omjeru. Neka su b, ¢, d pravci koji prolaze tockama B, C', D
paralelni pravcima KL, KM, ML, respektivno. Dokazite da pravci b, ¢, d prolaze istom tockom.

Zadatak 3. Neka je O teziste trokuta ABC, a M, N i P redom tocke na stranicama AB, BC,
CA koje ih dijele u istom omjeru (tj. AM : MB = BN : NC = CP : PA). Dokazite da je

a) O teziste trokuta M N P;

b) O teziste trokuta formiranog pravcima AN, BP i C'M.



Zadatak 4. U ¢etverokutu ABC' D pravci AD i BC sijekuse u F, a pravci AB 1 CD u F. DokaZite
da su polovista duzina AC, BD i E'F kolinearne tocke.

Zadatak 5. U trokutu ABC tocke D, E, Z, H, © su redom polovista duzina BC', AD, BD,ED,EZ.
Ako je I sjeciste BE i AC, a K sjeciste HO i AC, dokazite da vrijedi:

a) AK =3CK
b) HK = 3HO
¢) BE = 3EI,

d) Povrsina AABC' je 32 puta veca od povrsine AEOH.

Zadatak 6. U konveksnom cetverokutu ABC D povrsine S dana je tocka O. U unutrasnjosti stra-
nica AB, BC,CD, DA dane su redom tocke K, L, M, N. Ako su OKBL i OM DN paralelogrami,
dokazite da je VS > /5 + VS2, gdje su S7 1 .55 redom povrsine ¢etverokuta ONAK i OLCM.

Zadatak 7. Za proizvoljan skup S koji se sastoji od pet to¢aka u ravnini od kojih nikoje tri nisu
kolinearne, oznacimo s M (S) i m(S) redom najvecu i najmanju povrsinu trokuta kojemu su sva
tri vrha iz S. Koja je minimalna vrijednost od M (S)/m(S)?

U nastavku dajemo skicu rjesenja

Rjesenje zad. 1. Buduéi da pomocu afine transformacije mozemo proizvoljan trokut preslikati
u jednakostrani¢ni i buduéi da afina transformacija ¢uva omjere paralelnih duzina, dovoljno je
tvrdnju zadatka dokazati za jednakostrani¢ni trokut ABC (Drugim rije¢ima, preslikamo nas tro-
kut pomocu afine transformacije u jednakostranicni, tvrdnja koju trebamo dokazati ostaje zbog
svojstava afine transformacije nepromijenjena. DokaZzemo tu tvrdnju i onda se pomocu inverza
prethodne transformacije - a to je isto afina transformacija! - vratimo natrag na pocetni trokut.)

Neka tocke Ay, Ay, By, By, C1, Cy dijele stranice trokuta ABC na trecine i neka su tocke A’, B’, C’
polovista stranica tog trokuta (vidi sliku). Osnom simetrijom s obzirom na pravac AA’, preslikava
se pravac BB, u CCy, a BBy u C'C;. Buduéi da se simetri¢ni pravci sijeku na osi simetrije, nuzno

AA’ sadrzi dijagonalu promatranog Sesterokuta. Sli¢no se pokazuje da i preostale dijagonale leze
na BB’ i CC’. Jasno je da se tezisnice AA’, BB’, C'C" sijeku u jednoj tocki. O

Rjesenje zad. 2. Buduéi da pomocu afine transformacije mozemo proizvoljan paralelogram presli-
kati u kvadrat i buduéi da afina transformacija ¢uva omjere paralelnih duzina, dovoljno je tvrdnju
zadatka dokazati u slu¢aju kad je ABCD kvadrat. Oznacimo s P sjeciste pravaca b i d. Dovoljno
je dokazati PC||MK.
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Duzina KL prelazi rotacijom za 90° oko sredista kvadrata ABC'D u duzinu LM, pa su pravci b
i d koji su paralelni ovim duzinama okomiti i stoga P lezi na kruznici opisanoj ABCD. Zato je
/ZBPC = ZBAC = 45°. No i ZLKM = 45° jer je KLM jednakokra¢ni pravokutni trokut. Ovo
zajedno s b|| KL povla¢i CP||MK. O

Rjesenje zad. 3. a) Iskoristimo afinu transformaciju koja trokut ABC' preslikava u jednakostra-
ni¢ni trokut A’B’C’. Neka su O', M', N', P’ slike tocaka O, M, N, P. Rotacijom za 120° oko tocke
O’ trokut M'N'P’ prelazi u samog sebe, pa zaklju¢ujemo da je taj trokut jednakostrani¢an i da je
O’ njegovo srediste (pa i teziste). Buduéi da se afinom transformacijom svaka teZiSnica preslikava
u teziSnicu, O je teziste trokuta M N P.

b) Rjesenje je sli¢no onome pod a). ]

Rjesenje zad. 4. Primjenimo afinu transformacija koja trokut ABD preslikava u jednakokra¢ni
pravokutni trokut A’B’D’ s pravim kutom u vrhu A’. Uvedemo Kartezijev koordinatni sustav
tako da su koordinate to¢aka A’(0,0) i B'(1,0).

D'(0,1)

Tada je je D'(0,1), E'(0,¢e), F'(f,0), gdje su e i f neki realni brojevi. Sada vidimo da je L’(%, %),

M’(%, £). Lako se dobije da pravac B'E’ ima jednadzbu y = —ex+e, a pravac D'F’ ima jednadzbu



y = —%x + 1, pa je njihovo sjeciste

(L) omeno s (J 7D A2

Uvrstimo li u jednadzbu pravca L'M’

_1l-—e e—f
BT

koordinate tocke K’ zakljucit ¢emo da K’ lezi na pravcu L'M’; a to smo i zeljeli dokazati.
Dokazite najprije sljede¢u lemu, a onda je iskoristite za drugi nacin rjeSavanja zadatka.

Lema. Zadan je Cetverokut ABCD i realan broj k. Geometrijsko mjesto tocaka X za koje je

P(ABX) = kP(CDX) je pravac. Ovdje smo s P(MNK) oznadili povrsinu trokuta i to s pred-

znakom, tj. negativnu ako su tocke M, N, K poredane u smjeru kazaljke na satu, a pozitivhu u

suprotnom. ]

Y

Rjesenje zad. 5. Preslikamo pomocu afine transformacije trokut ABC' u jednakokra¢ni pravokutni
trokut A’B’C" s pravim kutom u tocki A’. Uvedemo sada Kartezijev koordinatni sustav tako da su
koordinate to¢aka A’, B i C redom (0,0), (1,0) i (0, 1). Daljnji postupak je jednostavni standardni
rac¢un u analitickoj geometriji.

Pokusajte ovaj zadatak rijesiti i pomoc¢u povrsina. O]

Rjesenje zad. 6. Afinom transformacijom ravnine mozemo bilo koji nedegenerirani ¢etverokut
preslikati u tetivni cetverokut®. Pri tome se paralelnost i omjeri povrgina ¢uvaju. Zato bez sma-
njenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je ABC'D tetivni ¢etverokut.

Prema poznatoj Brahmaguptinoj formuli, povrsina tetivnog Cetverokuta sa stranicama a, b, c,
d i poluopsegom p = %(a + b+ ¢+ d) dana je sa

S=Vp—a)lp—bp—oclp—d).

(Dokazite ovu tvrdnju!)

2Ako je ABCD paralelogram, preslikamo ga u pravokutnik. Ako mu neke dvije nasuprotne stranice nisu pa-
ralelne, npr. AD i BC, neka se njihovi produZeci sijeku u tocki V. Tada postoji afina transformacija takva da je
V'A"-V'D'=V'B’-V'C'. Popunite korake u dokazu!



Uvedimo oznake AK = a;, KB = by, BL = ay, LC = by, MD = a3, CM = b3, NA = ay,
DN = b,. Tada su u ¢etverokutu AKON stranice a;, u CLOM su stranice b;, a u ABC'D su
stranice a; + b; (i = 1,2,3,4). Ako s p i ¢ ozna¢imo poluopsege ¢etverokuta AKON 1 CLOM, te
T =p—a; y; =q—b;, onda je

Sy = I1TaT5Ta, Sa = /Y1y2ysya, S = /(21 + 1) (x2 + y2) (€3 + y3) (T4 + va).
Zato trebamo dokazati da je

VT1T203T4 + Y Y1Y2Y3Ys < V(@1 + y1) (@2 + yo) (23 + ys) (24 + ya).

Uz zamjenu y; = t;x;, prethodna nejednakost postaje

1+ Vititotsts < v/ (1 + 1) (1 +t2) (1 + t3)(1 + ta).

Jedan nacin za dokazivanje ove nejednakosti jest da jednostavnu nejednakost
14+ Vv < /(1 +u)(1 +v)

primjenimo najprije na +/t1ts, \/t3t4, a8 zatim na 1,y 1 t3, t4. ]

Rjesenje zad. 7. Kada je S skup vrhova pravilnog peterokuta, nije tesko vidjeti da je =
1++/5

toégka koje zajedno ¢ine skup S i pretpostavimo da trokut ABC' ima povrsinu M (S). Dokazat
¢emo da neki trokut (s vrhovima u S) ima povrsinu manju ili jednaku M (S5)/a.

Konstruiramo ve¢i trokut A’B’C’ tako da je C € A'B'||AB, A € B'C'||BC, B € C"A'||CA.
Tocke D i E moraju lezati na istoj strani pravca B'C’ kao i BC jer bi u protivnom ADBC ili
AFEBC imao vecu povrsinu od AABC. Sli¢no vrijedi i za ostale stranice, pa zaklju¢ujemo da D
i F leze unutar trokuta A’B’C” ili na njegovom rubu. Nadalje, barem jedan od trokuta A’BC,
AB'C, ABC’, primjerice ABC’, ne sadrzi ni D ni E. Zato moZzemo pretpostaviti da D, FE leze u
Cetverokutu A'B’AB.

= «. Tvrdimo da je to najbolji moguéi omjer. Neka je A, B,C, D, E proizvoljnih pet

Cl

Afina transformacija ne mijenja omjere povrsina. Ako, dakle, primjenimo afinu transformaciju koja
preslikava A, B, C' u vthove ABM C'N pravilnog peterokuta, ne¢emo promijeniti M (S)/m(S). Ako
je sada D ili F unutar ABMCN, onda smo gotovi. Pretpostavimo da i D i E leze u trokutima
CMA', CNB'. Tada je CD,CE < CM (jer je CM = CN = CA' = CB') i ZDCFE mora biti ili
manji ili jednak od 36° ili veéi ili jednak od 108°, iz ¢ega zaklju¢ujemo da povrSina ACDE ne
moze biti ve¢a od povrsine ACMN, tj. M(S)/a. Ovim je dokaz zavrsen. O

6



Projektivne transformacije

Najprije ¢emo govoriti o projektivnim transformacijama pravca, a zatim o projektivnim transfor-
macijama ravnine. Pri tome tvrdnje koje dokazemo u prvom slucaju vrijede i u drugom.

Definicija. Neka su [y i [3 dva pravca u ravnini, O tocka koja ne lezi ni na jednom od tih pravaca,
a | pravac koji ni s jednim od njih nije paralelan. Centralna projekcija pravca l; na pravac [y s
centrom ili srediStem u tocki O je preslikavanje koje tocku A; na pravcu [y preslikava u sjeciste
pravaca OA; i ly. Paralelna projekcija pravca l; na pravac [ u smjeru pravca [ je preslikavanje
koje tocku A; na pravcu [; preslikava u sjeciSte pravca [, i pravca paralelnog s [ koji prolazi kroz
tocku Al.

Definicija. Za preslikavanje® P pravca a u pravac b kazemo da je projektivna transformacija ako
je kompozicija centralnih i paralelnih projekcija, tj. ako postoje pravci a = ag, ay, ..., a, = b
i preslikavanja P; pravca a; na a;,; koja su centralne ili paralelne projekcije tako da je P =
Pn_lo"'oplopo.

I ovdje navodimo niz tvrdnji o svojstvima projektivnih transformacija koje uglavnom neéemo
dokazivati ili ¢emo dati samo skicu dokaza. Svaku od ovih ¢injenica mozete shvatiti kao mali
zadatak za vjezbu.

e (Pr 30.1) Postoji projektivna transformacija koja tri dane tocke na jednom pravcu preslikava
u tri dane tocke na drugom pravcu.

3lako bi izraz transformacija trebalo koristiti samo kada su domena i kodomena iste (u ovom slu¢aju pravci a i
b), a opcenito treba govoriti o preslikavanju, mi ¢emo oba termina koristiti u istom smislu.



Skica dokaza. Pretpostavimo da treba tocke Ay, By, Cy na pravcu [y preslikati u tocke A, B, C' na
pravcu [ tim redom. Neka je [ pravac razli¢it od [ i AAg koji prolazi kroz A. Najprije paralelno
projiciramo [y na l; tako da se Aj preslika u A, a B,C' u By, C i zatim paralelnom ili centralnom
projekcijom sa sredistem u BB; N C'C preslikamo pravac [; na [. O]

Iz prethodne tvrdnje je ocito da projektivne transformacije, za razliku od afinih, opéenito ne
¢uvaju omjer u kojemu tocka dijeli neku duzinu. Ipak postoji nesto kompliciranija veli¢ina koja je

invarijantna.
Dvoomger ¢etvorke tocaka A, B,C, D koje leze na istom pravcu je broj
AC  AD
(ABCD) =
BC ~ BD’
pri ¢emu duljine duZina gledamo s predznakom, tj. 55 Je pozitivan broj ako su vektori AC i BC’
jednako orijentirani, a negativan ako su ti vektori suprotno orijentirani (analogno za —) Na

engleskom jeziku se dvoomjer zove cross-ratio.
e Ponasanje dvoomjera s obzirom na permutacije toc¢aka opisano je ovim jednakostima:

(ABCD) = (BACD) ' = (ABDC)™', (ABCD)+ (ACBD) = 1.
Dvoomgjer ¢etvorke pravaca a,b, c,d koji prolaze kroz istu tocku je broj

sin<(a,c) sin<(a,d)
sin<g(b,¢) sin<(b,d)’

(abed) =

pri ¢emu je predznak odreden kako slijedi: ako barem jedan od ¢etiri kuta odredena pravcima a i
b ne sadrzi nijedan od pravaca c i d (u tom slu¢aju kazemo da par pravaca a i b ne rastavlja par
pravaca c i d), onda je (abcd) > 0, inace je (abed) < 0.

s

(abcd)> (abcd)< (abcd)<
(abcd)> (abcd)> (abcd)>0

e (Pr 30.2) Dani su pravci a, b, ¢, d koji prolaze istom toc¢kom i pravac [ koji tom to¢kom ne prolazi.
Neka su A, B, C, D redom sjeciSta pravca [ s pravcima a, b, ¢, d. Tada je (abcd) = (ABCD).



A |B C D
a b c d
Skica dokaza. Oznacimo sjeciSte danih cetiriju pravaca s O, a neka je H noziste okomice iz O na

[ te h=0H. Tada je
2P(OAC) = 0OA-0OC sin<(a,c) = h- AC,

) (
2P(OBC) = OB - OC sin<(b,c) = h - BC,
2P(OAD) = OA-OD sin<(a,d) = h - AD,
2P(OBD) = OB-OD sin<(b,d) = h- BD.

Podijelimo li prvu jednakost s drugom i trecu s ¢etvrtom, dobivamo

OA sin<(a,c) AC OAsin<(a,d) AD

OB sin<(b,c) BC’ OB sin<(b,d) BD’

Ako sada podijelimo prvu jednakost s drugom, dobit ¢emo |(ABCD)| = |(abed)|. Da bismo doka-
zali da su brojevi (ABCD) i (abed) istog predznaka mozemo napisati sve moguce poretke tocaka
A, B,C, D na pravcu (24 moguénosti) i provjeriti da je (ABCD) pozitivno ako i samo ako par
pravaca a, b ne razdvaja par pravaca c,d. O
Iz prethodne ¢injenice izravno slijedi*
® (Pr 30.2) Projektivne transformacije ¢uvaju dvoomjere toc¢aka.
Ovo svojstvo je vrlo bitno i njegovim koristenjem dobivamo
e (Pr30.3) Ako je (ABCX) = (ABCY), onda je X =Y, pri ¢emu sve tocke leze na istom pravcu
i sve su razli¢ite (osim eventualno X i Y).
e (Pr 30.4) Svaka projektivna transformacija pravca jednoznacno je odredena slikom triju pro-
izvoljnih tocaka.
e (Pr 30.5) Ako projektivna transformacija pravca ima vise od dvije fiksne tocke, onda je to iden-
titeta.
® (Pr 30.6) Ako preslikavanje s pravca a u pravac b ¢uva dvoomjere toc¢aka, onda je to preslikavanje
projektivna transformacija.
Uvedemo li koordinatni sustav na pravac i iskoristimo da je preslikavanje medu pravcima
projektivno ako i samo ako ¢uva dvoomjere to¢aka, dobivamo sljede¢u karakterizaciju

e (Pr 30.7) Transformacija P realnog pravca je projektivna ako i samo ako se moZe zapisati u
obliku b

ax

P(CC) - C{L'—f—d’

gdje su a, b, ¢, d realni brojevi takvi da je ad — be # 0.
e (Pr 30.8) Tocke A, B, C, D su kolinearne. Ako je (ABCD) =1, onda je A= B ili C = D.

Puno je zanimljivija situacija kad je (ABCD) = —1. U tom slu¢aju kazemo da su toc¢ke C'i D
harmonijski konjugati s obzirom na toc¢ke A i B (i obratno).

4Za centralne projekcije je o¢uvanje dvoomjera upravo pokazano, a za paralelne je ta ¢injenica direktna posljedica
Talesovog teorema o proporcionalnosti.



Zadatak 8. (Teorem o potpunom cetverovrhu) Neka je O sjeciSte dijagonala ¢etverokuta ABCD;
neka je F sjecisSte pravaca AB i CD, a F sjeciste pravaca BC' i AD. Pravac EO sijece AD i BC
redom u K i L, a FO sijece ABiCD u M i N. Dokazite da je

(ABME) = (KLOE) = (DCNE) = (BCLF) = (MNOF) = (ADKF) = —1.

F

A E

Rjesenje (1. nacin). Primjenimo Menalajev teorem (duljine su s predznakom) na:

. AM BF CO
AABC i pravac M F BM OF A0 —
. BE AC OD
AABO 1 pravac EC E m E =1
. CF BD OA
ABCO i pravac F'A BFODCA-
Pomnozimo li tri dobivene jednakosti, dolazimo do
AM BE
(ABME):W.E:_
Ostale tvrdnje dokazuju se analogno. n

Rjesenje (2. nacin). 1z veze izmedu dvoomjera toc¢aka i dvoomjera pravaca, te ponaSanja dvo-
omjera s obzirom na permutaciju tocaka, dobivamo sljedece:

(ABME) = (AF BF MF EF) = (DCNE) = (CDNE)™" = (A0 BO MO EO)~" = (ABME)™",
paje (ABME) = +1. Kako tocke M i E razdvajaju tocke A i B, to mora biti (ABME) = —1. O

Kasnije ¢emo dati jo§ jedno rjesenje prethodnog zadatka, a evo i jedne primjene ovog rezultata.

Zadatak 9. U ravnini je dana duzina AB i podruéje R kao na slici.

Zelimo produziti AB desno od R. Kako to udiniti samo pomoéu ravnala tako da ravnalo ni u
jednom trenutku ne prijede preko R tijekom konstrukcije?
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Uputa. Odaberite tocke X i Y na duzini AB i zatim odredite njihove harmonijske konjugate X'
1Y’ s obzirom na A i B pomocu ¢etiri ¢etverokuta s vrhovima u A i B. Evo skice za X:

]

Zadatak 10. Dan je trokut ABC i tocke M i N na pravcu BC' takve da je (BCMN) = —11i
ZMAN = 90°. Dokazite da su pravci AM i AN unutrasnja i vanjska simetrala kuta BAC'

Uputa. Dokazite najprije obratnu tvrdnju, tj. da unutrasnja i vanjska simetrala zadovoljavaju
uvjete zadatka. Pogledajte sto se dogada s kutom ZMAN ako pomicemo tocku M, a Zelimo
zadrzati dvoomjer (BCM N) fiksnim. O

Evo jos jednog zadatka za vjezbu prije nego sto uvedemo projektivne transformacije ravnine.

Zadatak 11. (Pr 30.9) Dan je pravac [, kruznica k i tocke M i N koje leze na k, ali ne leZe na [.
Promotrimo sljedec¢e preslikavanje P pravca [ na samog sebe: P je kompozicija projekcije [ na k
iz tocke M i projekcije k na [ iz tocke N. (Dakle, ako je X € [, onda je P(X) € NY N, gdje je
Y e MXNk\{M}.) Dokazite da je P projektivna transformacija.

Uputa. Iskoristite vezu izmedu dvoomjera tocaka i dvoomjera pravaca te teorem o obodnim ku-
tovima nad istim lukom kako biste pokazali da P ¢uva dvoomjere to¢aka na pravcu . O

* Kk ok

Definicija. Neka su a; i oy dvije ravnine u prostoru, O tocka koja ne lezi ni u jednoj od tih
ravnina, a [ pravac koji ni s jednom od njih nije paralelan. Centralna projekcija ravnine aq na
ravininu «s s centrom ili sredistem u tocki O je preslikavanje koje tocku A; u ravnini oy preslikava
u sjeciste pravca OA; i ravnine an. Paralelna projekcija ravnine o na ravninu as u sSmjeru pravcea
[ je preslikavanje koje tocku A; u ravnini oy preslikava u sjeciSte ravnine ay i pravca paralelnog s
[ koji prolazi kroz tocku A;.

e (Pr 30.11) Ako se ravnine o i ap sijeku, onda je centralna projekcija oy na s bijekcija ravnine
a1 s izbrisanim pravcem [y na ravninu «g s izbrisanim pravcem [y, gdje su l; i ls redom presjeci
ravnina o i ap s ravninama koje prolaze kroz O i paralelne su s s, odnosno «aq. Dakle, na [; dana
centralna projekcija nije definirana.
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Pravac na kojemu centralna projekcija nije definirana zove se singularni pravac danog presli-
kavanja.
e (Pr 30.12) Centralna projekcija nesingularne pravce preslikava u pravce.

Kako bismo centralnu projekciju definirali svuda, korisno je uvesti nove objekte na sljedeci
nacin:

« Uz uobicajene tocke svaki pravac ima jo$ jednu, takozvanu tocku u beskonacnosti (ili besko-
na¢no daleku toc¢ku) koju ponekad oznacavamo s oo.

x Ako su dva pravca paralelni, onda uzimamo da im se tocke u beskonac¢nosti podudaraju.
Drugim rije¢ima, paralelni pravci se sijeku u svojoj tocki u beskonacnosti.

« Uz uobiCajene pravce svaka ravnina ima jo§ jedan, takozvani pravac u beskonacnosti (ili
beskona¢no dalek pravac) koji sadrzi sve tocke u beskonac¢nosti pravaca u toj ravnini.

« Pravac u beskonac¢nosti sijece svaki pravac u konacnosti (“obi¢ni” pravac) [ koji lezi u isto]
ravnini u tocki u beskonacnosti pravca .

Nakon uvodenja tocaka i pravaca u beskonac¢nosti, vidimo da centralna projekcija ravnine a; na
ravninu as s centrom u tocki O preslikava singularni pravac u pravac u beskona¢nosti ravnine as.
Naime, slika tocke M sa singularnog pravca je tocka u beskonac¢nosti pravca OM, tj. tocka u kojoj
se sijeku pravci ravnine as koji su paralelni s OM.
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singularni pravac

e (Pr30.13) Ako uz (uobicajene) tocke i pravee u konacnosti uzmemo u obzir i one u beskonac¢nosti,
onda vrijedi

- Kroz svake dvije tocke prolazi toc¢no jedan pravac.
- Svaka dva pravca koji leze u istoj ravnini sijeku se u to¢no jednoj tocki.
- Centralna projekcija jedne ravnine na drugu je bijekcija.

Definicija. Za preslikavanje P ravnine « u ravninu (§ kazemo da je projektivna transformacija
ako je kompozicija centralnih i paralelnih projekcija, tj. ako postoje ravnine o = g, ay, ...,
a, = (1 preslikavanja P; ravnine a; na «;,1 koja su centralne ili paralelne projekcije tako da
je P =P, 10---0 P, o Fy. Praslika pravca u beskonacnosti naziva se singularni pravac dane
projektivne transformacije.

Uvodenjem koordinatnog sustava u prostor, moze se pokazati da svaku projektivnu transformaciju
ravnine moZemo zapisati kao kompoziciju dvaju (?) centralnih projekcija (v. npr. na Wikipediji).
e Svaka afina transformacija ravnine je projektivna transformacija.

Skica dokaza. Afina transformacija ravnine jednozna¢no je odredena slikom triju nekolineranih
tocaka i svojstvom da ¢uva omjere duljina paralelnih duzina. Buduéi da paralelna projekcija medu
proizvoljnim ravninama ¢uva omjere duljina paralelnih duzina, dovoljno je pokazati da postoji
kompozicija takvih projekcija koja jednu proizvoljnu trojku nekolinearnih tocaka preslikava u
drugu proizvoljnu trojku nekolinearnih tocaka. Ako trojke ozna¢imo s A, B,C' i A’, B', C' redom,
evo jedne moguce kompozicije:

- Pomocu jedne (ako su ravnine od A, B,C i A, B',C’ razli¢ite) ili dvije (ako se ravnine
podudaraju) paralelne projekcije preslikamo A, B, C' u ravninu odredenu s A’, B', C’ tako da
se A preslika u A’. Nove tocke oznac¢avamo takoder A, B, C.

- Pomoc¢u dvije paralelne projekcije, jedne na i druge s ravnine koja prolazi kroz AC preslikamo
B u B'. Pri tome su A i C ostale nepromijenjene.

- Pomocu dvije paralelne projekcije, jedne na i druge s ravnine koja prolazi kroz AB preslikamo
C' u C’. Pri tome su A i B ostale nepromijenjene. O

Slijedi nekoliko tvrdnji koje ¢e nam biti korisne u rjesavanju zadataka.
e (Pr 30.14) Projektivna transformacija ravnine koja preslikava pravac u beskonac¢nosti u pravac
u beskonacnosti je afina transformacija.
Dokaz. Bududi je projektivna transformacija bijekcija (kao kompozicija bijekcija), zaklju¢ujemo
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da se tocke u konacnosti bijektivno preslikavaju u toc¢ke u kona¢nosti, a buduéi da su slike pravaca
pravci, to dana transformacija mora biti afina. O
Projektivna transformacija ravnine naravno ne ¢uva omjer u kojemu tocka dijeli duzinu, ali
¢uva dvoomyjere jer je restrikcija projektivne transformacije ravnine na nesingularni pravac upravo
projektivna transformacija pravca, a za nju smo tvrdnju ve¢ dokazali. Ipak, postoji specijalni slu-
¢aj kada i omjeri ostaju sacuvani:
e (Pr 30.14) Ako tocke A, B,C, D leze na pravcu paralelnom singularnom pravcu projektivne
transformacije P ravnine «, onda je P(A)P(B) : P(C)P(D) = AB : CD.

Dokaz. Oznacimo s [ pravac na kojemu leze tocke A, B, C, D, a s [y singularni pravac preslikavanja
P. Neka je O proizvoljna tocka izvan ravnine « i neka je 3 ravnina koja prolazi pravcem [ i paralelna
je ravnini koja prolazi pravcem [, i tockom O. Neka je @) kompozicija centralne projekcije a na
B s centrom u O i nakon toga rotacije prostora oko osi | koja Salje # u « (rotacija je afino, pa i
projektivno preslikavanje!). Singularni pravac preslikavanja @ je ly.

Dakle, projektivna transformacija R = Po@Q~! ravnine « $alje pravac u beskonac¢nosti u samog
sebe, pa je prema prethodno dokazanoj tvrdnji to afina transformacija i zato sigurno ¢uva omjere
duljina duzina koje leze na pravcu [. Preostaje jedino primjetiti da transformacija () fiksira tocke
pravca [. [
e (Pr30.14) Ako projektivna transformacija P preslikava paralelne pravce [; i l; u paralelne pravce,
onda je ili P afina ili je singularni pravac od P paralelan s [ i [5.

Dokaz. Bududéi da se paralelni pravci [y il preslikavaju u paralelne pravce, to se tocka u besko-
nacnosti A ovih pravaca preslikava u to¢ku u beskonaé¢nosti, odnosno A lezi na praslici [ pravca
u beskonacnosti. Dakle, ili je [ pravac u beskonac¢nosti i onda je P afina transformacija ili je [
paralelan s [ i [5. O
e (Pr 30.14) Svaka bijekcija skupa svih tocaka u kona¢nosti i beskona¢nosti jedne ravnine u samog
sebe koja preslikava pravce u pravce je projektivna transformacija.

Dokaz. Ozna¢imo danu bijekciju s P i pravac u beskona¢nosti s lo,. Ako je P(ly) = l, onda P
inducira bijekciju na skupu svih to¢aka u konacnosti ravnine koja preslikava pravce u pravce pa je
P afina transformacija. U protivnom, uzmemo proizvoljnu projektivnu transformaciju @) kojoj je
P(l) singularan pravac. Tada je (Q o P)(ls) = s, pa je kao u prvom slucaju @) o P afino te zato
i projektivno preslikavanje iz ¢ega slijedi da je i P = Q7! o (Q o P) kao kompozicija projektivnih
preslikavanja projektivno. O
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Prije nego $to dokazemo takozvani fundamentalni teorem projektivnih transformacija ravnine,
napravit ¢emo kratku digresiju o dvoomjeru s jednom tockom u beskonac¢nosti.

Ozna¢imo toc¢ku u beskonacnosti pravca [ s co. Ako su A, B, C tri obi¢ne tocke na [, onda
mozemo pridruziti simbolu (ABCoo) vrijednost na sljedeé¢i na¢in: uzmimo tocku P na [; tada
(ABCo0) treba biti limes kojemu tezi (ABCP) kad P duz pravca tezi prema beskonac¢nosti.

0

A B C P
No,
AC AP
i kad P ide u beskonacnost, % se priblizava 1. Zato definiramo
AC
AB = —.
(ABC0) BO

Posebno, ako je (ABCoo) = —1, onda je C poloviste duzine AB, tj. poloviste i totka u besko-
nacnosti u smjeru duzine harmonijski su konjugirani s obzirom na krajeve dane duzine. Za vjezbu
mozete razmisliti o tome ¢emu je jednak dvoomjer ¢etvorke paralelnih pravaca i posebno ¢emu je
jednak ako je jedan od tih pravaca pravac u beskonacnosti.

® (Osnovni teorem projektivnih transformacija ravnine) Ako su dane dvije ¢etvorke to¢aka A, B, C, D
i A, B',C’", D', pri ¢emu nikoje tri tocke iz iste ¢etvorke nisu kolinearne i sve tocke iz cetvorke leze

u istoj ravnini, onda postoji jedinstvena projektivna transformacija koja tocke A, B, C, D redom
preslikava u tocke A’, B',C", D’.

Skica dokaza. Dokazimo najprije postojanje, a zatim i jedinstvenost projektivne transformacije iz
teorema. Neka se parovi pravaca koji prolaze danim tockama sijeku ovako:

ABNCD ={E}, ADNBC ={F}, ABNCD ={E}, ADNBC ={F'}.

c=C'

B=B'

Pomoc¢u projektivne transformacije kojoj je FF' singularni pravac mozemo posti¢i da slika od
ABCD postane paralelogram, a zatim afinom transformacijom taj paralelogram preslikamo u
kvadrat po volji. Kompoziciju ovih transformacija oznac¢imo s P. To je oc¢ito projektivna transfor-
macija. Ako isti ovaj postupak napravimo s A’B’'C’D’, pri ¢emu uzmemo isti kvadrat kao zavrsnu
sliku, dobivamo projektivnu transformaciju ). Tada je QQ~'o P trazena projektivna transformacija.
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Neka je S projektivna transformacija takva da je S(A) = A’, S(B) = B/, S(C) =", S(D) =
D'. Tocke E,F,E', F' definiramo kao u prvom dijelu dokaza. Buduéi da S preslikava pravce u
pravce, sigurno je S(AB) = A'B' 1 S(CD) = C'D’, pa je zbog F € AB i1 E € CD nuzno
S(E)e AB"i S(E) € C'D', tj. S(E) = E'. Analogno se pokaze da je S(F') = F'. Zbog o¢uvanja
dvoomjera je jednozna¢no odredeno djelovanje S na pravcima AB, BC,CD, AD. Primjerice za
X € AD je

(AD'F'S(X)) = (S(A)S(D)S(F)S(X)) = (ADFX).

Kako bismo pokazali da je S jednozna¢no odredena i u tocki X izvan ova Cetiri pravca, povucemo
pravac koji prolazi kroz X 1 sijece ta Cetiri pravca u razli¢itim to¢kama (to sigurno mozemo zbog
uvjeta nekolinearnosti iz teorema). Sada je djelovanje od S jednozna¢no odredeno u sjecistima
s ta Cetiri pravca, pa zbog oc¢uvanja dvoomjera i u samoj tocki X. Dakle, dokazali smo da je
zadavanjem projektivne transformacije u tockama A, B, C, D jednoznacno odredeno djelovanje te
transformacije i u svim ostalim tockama ravnine, pa je time dobivena i jedinstvenost. O]
Primjetite da nam u upravo zavrsenom dokazu nije bilo bitno sijeku li se nasuprotne strane
Cetverokuta ABC'D u konac¢nosti ili u beskona¢nosti jer smo dvoomjer definirali u svim slucaje-
vima.
e (Pr 30.15) Ukoliko u prethodnom teoremu izbacimo uvjet nekolinearnosti, projektivna transfor-
macija s trazenim svojstvom postoji, ali nije jedinstvena.

* Kk ok

U rjesavanju geometrijskih zadataka projektivne transformacije najcesce koristimo na sljedeéi na-
¢in: Odaberemo pravac [ koji prolazi kroz sto vise sjecista pravaca u danoj ravnini. Zatim primje-
nimo projektivnu transformaciju kojoj je [ singularan pravac. Na taj nacin ¢e se sve tocke pravca
[ preslikati u tocke u beskonacnosti, pa ¢e slike pravaca koji su se sjekli na [ biti paralelni pravci.
Cesto je u novim uvjetima lakse dokazati tvrdnju zadatka, pa ukoliko svojstva koja dokazujemo
ostaju sacuvana projektivnim transformacijama, znamo da smo ih dokazali i opéenito. Pri tome
valja imati na umu da projektivne transformacije ravnine ¢uvaju incidenciju (“pripadanje tocke
pravcu”; tj. “prolazenje pravca kroz toc¢ku”) i dvooomjere, a samo u specijalnom slucaju koji smo
prije dokazali i omjere. Da bismo jos pojednostavnili razmatranja, mozemo koristiti i afine tran-
sformacije (primjer koji smo maloprije koristili je preslikavanje paralelograma u kvadrat), ali ne
smijemo zaboraviti da se ¢uvaju samo zajednicka svojstva svih transformacija koje smo upotrije-
bili: ¢im smo primjerice koristili neku opéenitu projektivnu transformaciju (takvu u kojoj se moze
pojaviti i centralna projekcija), ne mozemo vise koristiti svojstva poput ocuvanja paralelnosti ili
o¢uvanja omjera povrsina koja afina transformacija ima.

Zadatke u kojima koristimo projektivna preslikavanja mozemo usporediti s onima u kojima se
pojavljuje inverzija s obzirom na kruznicu. Kod inverzije trazimo tocku kroz koju prolazi dosta
kruznica pa nam takva tocka postaje srediste kruznice inverzije kako bismo u slici dobili Sto vise
pravaca. Slicno tome, kod projektivnih preslikavanja trazimo pravac na kojemu se sijece dosta
pravaca kako bismo u slici dobili §to vise paralelnih pravaca. Na zalost, usporedba ovih dvaju
preslikavanja prenosi se, po mom misljenju, i na njihovu korisnost u rjeSavanju natjecateljskih ge-
ometrijskih zadataka, pri cemu projektivna preslikavanja imaju ¢ak i uza podrucja upotrebljivosti.

[lustrirajmo na jednom ve¢ rijeSenom zadatku standardni postupak koji smo opisali.

Rjesenje zad. 8 (8. nacin). Primjenimo na danu ravninu projektivnu transformaciju kojoj je sin-
gularni pravac E'F. Tada ¢etverokut ABC D postaje paralelogram (radi jednostavnosti zadrzavamo
iste oznake!). Naime, tocke £ i F preslikale su se u toc¢ke u beskonac¢nosti, pa se AB i C'D sijeku
u beskonac¢nosti, tj. paralelni su, a isto vrijedi i za AD i BC'. Zbog o¢uvanja dvoomjera (ABM E)
ostaje sacuvano, ali je nakon transformacije jednako (ABMoo) = AM/BM i sli¢no za ostale dvo-
omjere. Dakle, preostaje pokazati da je M poloviste od AB. No, to je jasno jer M lezi na pravcu
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M N koji je paralelan sa stranicama AD i BC paralelograma ABCD i prolazi njegovim sredistem
0. O

Evo jos nekoliko zadataka za koje ¢emo veéinom dati samo upute, a ne i potpuna rjeSenja.

Zadatak 12. (Pr 30.25) Neka je O sjeciste dijagonala ¢etverokuta ABCD; neka je E sjeciSte
pravaca AB i CD, a F sjeciste pravaca BC' i AD. Pravac FO sijece AD i BC redom u K i L,
a FO sijece ABiCD u M i N. Dokazite da tocka X koja je sjeciste pravaca KN i LM lezi na
pravcu EF'.

Zadatak 13. (Pr 30.26) (Desarqueov teorem) Pravei Ay Ay, BBy i C1C5 prolaze istom tockom O.
Neka su A, B, C' redom sjecista pravaca B1Cy i BoCy, C1A; 1 CoAy, A1By i Ay By. Dokazite da su
tocke A, B, C' kolinearne.

Zadatak 14. (Pr 30.27) (Pappusov teorem) Tocke Ay, By, C} leze na praveu Iy, a tocke Ay, By, Cy
leze na pravcu lp. Dokazite da su sjecista pravaca AyBs i B1As, B1Cy i C1 By, C1A; 1 A1Cs
kolinearne tocke.

Zadatak 15. (Pr 30.28) Dan je konveksni ¢etverokut ABC'D. Neka su P i @) sjecista produzetaka
nasuprotnih stranica AB i CD te AD i BC, respektivno. Neka je R proizvoljna toc¢ka unutar
Cetverokuta, a K, L, M redom sjecista BC i PR, AB i QR, AK i DR. Dokazite da su tocke
L, M, C kolinearne.

Zadatak 16. (Pr 30.30) (Teorem o trostruko perspektivnim trokutima) Dana su dva trokuta
A1B1C1 1 AyByCs tako da se pravei Ay1As, B1Bsy, C1C5 sijeku u tocki O, pravei A1 Ay, B1Cy,
C1 B, sijeku u tocki Oy, a pravei A1Cy, By Bs, C1 As sijeku u tocki O,. Dokazite da se pravei Ay Bo,
By As, C1C5 takoder sijeku u istoj tocki (nazovimo je Os).

Zadatak 17. (Pr 30.31) Cetiri pravca u ravnini odreduju Getiri trokuta. Dokazite da su ortocentri
tih trokuta kolinearni.
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Zadatak 18. (Pr 30.32) Dan je ¢etverokut ABCD i pravac [. Oznacimo s P, @, R redom sjecista
pravaca AB i CD, AC i BD, BC i AD. Oznacimo s P;, (), R, polovista duzina koje ovi parovi
pravaca odsijecaju od pravca [. Dokazite da se pravci PP, QQ1, RRy sijeku u istoj tocki.

Zadatak 19. (Pr 30.35) Je li moguce obojati u ravnini nekih 2008 tocaka crveno i nekih 2008
tocaka plavo tako da su obojane tocke razli¢ite, ne leze sve na istom pravcu i zadovoljavaju uvjet
da svaki pravac koji prolazi dvjema toc¢kama razli¢ite boje nuzno prolazi jo§ jednom obojanom
tockom?

Zadatak 20. Neka je V Ay ... A, piramida kojoj je A; ... A, baza i neka su odabrane tocke B; €
VA;, 1 <i<n. Ozaéimos {Tj;} = A,B;NA;B;zal<i<j<n. Ako je barem (";') + 1
tocaka Tj; komplanarno, onda su sve tocke T;; komplanarne.

Uputa za zad. 12. Primjenimo li projektivnu transformaciju kojoj je singularni pravac EF', ¢etve-
rokut ABC' D postaje paralelogram, a pravci KL i M N paralelni sa stranicama i prolaze sjeciStem
njegovih dijagonala, pa su tocke K, L, M, N polovista stranica paralelograma. O

Uputa za zad. 13. Primjenimo projektivnu transformaciju kojoj je AB singularni pravac, a nakon
toga homotetiju sa srediStem u O’ (dodavanjem ’ oznacavamo sliku tocke s obzirom na danu
projektivnu transformaciju) ili translaciju, ako je O" u beskona¢nosti, koja 8alje C| u CY.

Drugi nacin rjesavanja zadatka je da primjenimo Menelajev teorem na:

AOA; B i pravac kroz Ay, By, C'
AOB, (] i pravac kroz Bs, Cs, A
ANOA,C] i pravac kroz Ay, Cy, B,

te sve tri dobivene jednakosti pomnozimo i onda jo§ jednom iskoristimo Menelajev teorem ali u
obratnom smjeru. O

Uputa za zad. 14. Primjenimo projektivnu transformaciju kojoj singularni pravac prolazi sjeci-
Stima A1 By 1 B1Ay, B1Cy i C1By i oznacimo s A sliku od A; i sliéno za ostale tocke. Tada je
A\ B} || BiA, 1 B1CY || C Bj te preostaje dokazati da je C]A,||A}CY,.

Drugi nacin rjesavanja zadatka je da primjenimo Menelajev teorem na trokut koji odreduju
pravci Ay By, B1Cs, C1 A, i sljedece pravee: BoCh, Cy Ay, A3By, Iy, ls. Izmnozimo pet dobivenih jed-
nakosti i ponovno primjenimo Menelajev teorem, ali u drugom smjeru kako bismo pokazali tvrdnju
zadatka. O

Uputa za zad. 15. Primjenimo projektivnu transformaciju kojoj je singularni pravac P(@). Sada
zadatak rijeSimo pomocu sli¢nosti, povrsina ili koristenjem Menelajevog teorema. O]

Uputa za zad. 16. Primjenimo projektivnu transformaciju kojoj je singularni pravac O;05 i ozna-
¢imo s A} sliku od A; i sli¢no za ostale tocke. Tada je A|CY || C1 AL || By By 1 BYCY || CLBY || AL A,.
Pretpostavimo, radi odredenosti, da je tocka C] unutar kuta ZA{O'B; (ostale slu¢ajeve mo-
zemo svesti na ovaj nakon preimenovanja tocaka). Sada primjenimo afinu transformaciju koja
¢e O'A|C} B, preslikati u kvadrat. Ostatak dokaza nije tezak. O

Uputa za zad. 17. Dovoljno je dokazati da ortocentri svaka tri trokuta leze na istom pravcu. Oda-
berimo neka tri od dana Cetiri trokuta. Lako se vidi da je jedan od ¢etiriju danih pravaca (nazo-
vimo ga [;) takav da po jedna strana svakog od tri odabrana trokuta lezi na [;. Preostale pravce
nazovimo a, b, ¢, a tocke u kojima sijeku /; nazovimo redom A;, By, C. Neka je [y pravac u besko-
nacnosti, a Ay, By, C5 tocke u beskonacnosti od okomica na a,b, ¢, respektivno. Tada je tvrdnja
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da su ortocentri triju odabranih trokutova kolinearni direktna posljedica Pappusovog teorema (v.
zad. 14).

Ukoliko osje¢ate nelagodu u primjeni Pappusovog teorema na ovaj nacin, mozete najprije
iskoristiti projektivnu transformaciju koja ¢e sve tocke i pravce koje prije spominjemo prebaciti u
konac¢nost, a onda primjeniti teorem. O

Uputa za zad. 18. Primjenimo projektivnu transformaciju kojoj je singularni pravac paralelan s
[ i prolazi sjecistem pravaca PP, i Q()q, zatim primjenimo afinu transformaciju koja pravce [ i
PP, preslikava u okomite pravce. Tocke Py, Q1 i Ry su i dalje polovista pripadnih duzina jer je
singularni pravac projektivne transformacije bio paralelan s [, a afina transformacija uvijek ¢uva
omjere duljina duzina na istom pravcu.

Dakle, mozemo uzeti da su pravei PP, i Q@)1 okomiti na pravac [ i onda trebamo dokazati da
je RR; takoder okomit na [. Iskoristimo ¢injenicu da su PP, i QQ; ujedno i teZisnice i visine u
odredenim trokutima, pa su ti trokuti jednakokrac¢ni. Iz toga dobivamo da su pravci AC'i BD osno
simetri¢ni s obzirom na QQ1, a AB i C'D simetri¢ni s obzirom na PP;. Ovo zajedno s PP, || QQ1
povlaci ZBAC = ZBDC, pa je cetverokut ABC'D tetivni. Igrajuéi se malo kutovima, nije tesko
pokazati da je RR; teziSnica u nekom jednakokra¢nom trokutu kojemu je osnovica na [, pa je

RR; 1 1. []

Uputa za zad. 19. Takvo bojanje je moguce. Zaista, promotrimo vrhove pravilnog 2008-erokuta
koje obojamo crveno i toc¢ke u beskonacnosti pravaca na kojima leze stranice ovog 2008-erokuta
koje obojamo plavo. Ovaj skup tocaka ima trazena svojstva. Naime, svaki pravilni n-terokut, gdje
je n paran, ima svojstvo da pravac koji prolazi jednim od njegovih vrhova i paralelan je jednoj od
stranica prolazi jo§ jednim vrhom.

Sada iskoristimo da se svaki kona¢an skup toc¢aka u (projektivnoj) ravnini moze projektivnom
transformacijom preslikati u skup tocaka u konacnosti. O

Rjesenje zad. 20. Neka su tocke V; € V A; takve da je (4;B;VV;) = —1. Primjenimo li rezultate
iz zadatka 8 na cetverkout A;A;B;B;, dobivamo da je T;; € V;V;. Tvrdnju zadatka dokazat ¢emo
indukcijom.

Za n = 3 tvrdnja je trivijalna jer su tri tocke uvijek komplanarne. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za neki n i neka je VA; ... A, piramidaitocke B;, 1 <i<n+1teT;;, 1 <i<j<n+l1
kao u zadatku. Oznac¢imo s 7 ravninu u kojoj prema uvjetu zadatka lezi barem (g) + 1 tocaka
Tij, 1 <1 < j < n+ 1. Renumerirajudi, ako je potrebno, vrhove baze dane piramide, mozemo
pretpostaviti da se

= i d{j : T;; ili T7;
m = min car {j:T;;er iiTy; € m}
postize za i = n + 1, pri ¢emu smo s card{-} oznacili broj elemenata skupa. Primjetimo da je
m > 1 jer bi u protivhom u 7 moglo lezati najvise (Z) tocaka Tj;. Za m = n bi ocito sve tocke Tj;
lezale u ravnini 7, pa pretpostavimo da je m < n — 1. Ako sada izbacimo tocku A, i sve tocke
oblika T; ,, 11, onda nam preostaje VA; ... A, 1 barem (g) +1—(n—-1)= (";1) + 1 tocaka T;; u
7. Sada iz pretpostavke indukcije dobivamo da su sve tocke T;;, 1 <7 < j < n u m, pa zbog

T, € ViV, Ty, € ViV, Tj, € V;Vi zasve 1 <i<j <k <n,

vidimo da su i sve tocke Vi,...,V, iz 7.

Sada zbog m > 1 postoji neki 1 < ¢ < n tako da je T;,1; € m, $to zajedno s V; € 7 i
Tint1 € ViViyr povlaci Vo € w12 T 1 € VViiq, 1 < 5 < n, dobivamo da su i tocke T} 41 u
7 ¢ime je dokaz zavrsen. O]

* Kk k

19



Analiticki se pokazuje da se projektivnim transformacijama krivulje drugog reda (elipsa, hiperbola,
parabola i degenerirani slucajevi) preslikavaju ponovno u krivulje drugog reda, ali nije nuzno
da se primjerice parabola opet preslika u parabolu. Naime, ako se sjetimo da se svaka krivulja
drugog reda moze dobiti kao presjek dvostrukog stosca (konusa) i ravnine (pa se zato krivulje i
zovu konike), vidimo da centralna projekcija sa sredistem u vrhu definirajuceg stoSca moze danu
krivulju preslikati i u elipsu i u parabolu i u hiperbolu, ovisno o tome pod kojim kutem ravnina
na koju projiciramo sijece os stoSca.

Mi bismo zeljeli osigurati da slika odredene kruznice bude kruznica i zato ¢emo projektivnu
transformaciju konstruirati koriste¢i preslikavanje za koje znamo da sigurno preslikava kruznice u
kruznice. To preslikavanje definiramo u nastavku, a radi jednostavnosti zapisa, posluzit ¢emo se
Kartezijevim koordinatnim sustavom u prostoru.

Definicija. Promotrimo jedini¢nu sferu sa sredistem u ishodistu koordinatnog sustava. Neka je
N(0,0,1) sjeverni pol ove sfere. Stereografska projekcija sfere na ravninu je preslikavanje koje
svakoj tocki M sfere, razli¢itoj od N, pridruzuje probodiste pravca NM i ravnine Ozy (ravnine
z=0).

N(0,0,1)

Oxy

e U prostoru inverziju definiramo na isti nac¢in kao u ravnini. Ako je O srediSte, a r radijus sfere
s obzirom na koju vrsimo inverziju, onda toc¢ki X # O pridruzujemo tocku X’ tako da je

7,2

0X' = 550X,

Inverzija preslikava ravnine i sfere u ravnine ili sfere ovisno o tome prolaze li ili ne tockom O.

e Stereografska projekcija je restrikcija inverzije u prostoru na sferu koja prolazi centrom inverzije.
Svaka kruznica na sferi je presjek sfere s ravninom, pa se stereografskom projekcijom preslikava u
pravac ili kruznicu.

Koristenje stereografske projekcije kako bismo nasli “pravu” centralnu projekciju, ilustrirano je
na sljedecoj slici i osnova je dokaza vazne tvrdnje u nastavku.
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® (Pr 30.16) Dana je kruznica k i tocka C' unutar te kruznice. Postoji projektivna transformacija
koja preslikava k u kruznicu, a C' u srediste slike kruznice k.

Dokaz. U koordinatnoj ravnini Ozz promotrimo totke O(0,0), N(0,1), E(1,0). Za proizvoljnu
tocku M koja lezi na luku NE jedini¢ne kruznice, oznac¢imo s P poloviste duzine EM, a s M* i
P* redom sjecista pravaca NM i NP s pravcem OF.

z z
N N(0,1)
M
P
o) E P M x 00,0 E(1,0) Alt,0) X

Dokazimo da je za proizvoljan realan broj k£ > 2 mogucée odabrati tocku M tako da je
M*E : P*E = k.
Neka je A(a,b) proizvoljna tocka u ravnini, A*(t, 0) sjeciste pravaca NA1OF, a B(0, b) ortogonalna
projekcija tocke A na pravac ON. Tada je

_A*O_AB a

L=0ON " BN 1%

Dakle, ako su (z, z) koordinate tocke M, onda tocke P, M*, P* imaju koordinate

P(5g) (o) ()

2 72 1-2’ 1—(z/2)
pa je zato
M*E:P*E:( x _1):(:E—Fl_l):a:—l—z—l:x—l—z—l:Q—z‘
1—2z 2—z 1—2z 2—z 1—=z
Ocito je da jednadzba szzkima rje§enjez:zjizak>2je0<z<1, pa je trazena tocka

M(v1—22%z).

Dokazimo sada glavnu tvrdnju. Ako je tocka C' veé srediste kruznice k, onda je trazena projek-
tivna transformacija identiteta. Pretpostavimo zato da C nije srediste. Ozna¢imo sa ST promjer
od k koji prolazi tockom C' i neka je, radi odredenosti, TC' > CS. Ako stavimo k = TS : CS,
onda je k > 2, pa, prema prije dokazanom, mozemo odabrati tocku M na jedini¢noj kruznici u
ravnini Ozz tako da je M*E : P*E =k =TS : C'S. Stoga pomoc¢u afine transformacije mozemo
preslikati kruznicu k u kruznicu &’ u ravnini Ozy kojoj je duzina EM* promjer tako da su slike
tocaka S, T, C redom tocke E, M*, P*.
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Stereografska projekcija preslikava kruznicu & u kruznicu k” na jedini¢noj sferi koja je sime-
triéna s obzirom na ravninu Oxy, pa onda i s obzirom na pravac EM. Zato je EM promjer £k, a
poloviste P od EM je srediste k.

Neka je « ravnina koja sadrzi kruznicu k”. Jasno je da centralna projekcija ravnine Oxy na
ravninu « iz sjevernog pola jedini¢ne sfere preslikava k&' u k” i tocku P* u srediste P od k”. [
e (Pr 30.18) Dana je kruZnica i njezina tetiva. Postoji projektivna transformacija koja preslikava
danu kruznicu u kruznicu, a danu tetivu u promjer slike dane kruznice.

e Ako projektivna transformacija preslikava kruznicu u kruznicu i tocku C' u srediste slike dane
kruznice, onda je singularni pravac transformacije okomit na promjer kroz C'.

Dokaz. Promjer ST koji prolazi kroz C' preslikava se u promjer, pa se tangente u toc¢kama S i T
preslikavaju u tangente (zbog injektivnosti preslikavanja). No, dokazali smo prije da ako se para-
lelni pravci preslikavaju u paralelne pravce, singularni pravac mora biti s njima paralelan. []

e (Pr 30.17) U ravnini su dana kruznica i pravac koji je ne sije¢e. Postoji projektivna transforma-
cija koja danu kruznicu preslikava u kruznicu, a dani pravac u pravac u beskonacnosti.

Skica dokaza. U koordinatnoj ravnini Oxz promotrimo tocke O(0,0), N(0,1) i E(1,0). Za pro-
izvoljnu tocku M na luku NE jedini¢ne kruznice, oznacimo s P sjeciSte duzine EM s pravcem
z =1

ZJ
N(0,1) P =1

0(0,0) E(1,0) X

Pomicuéi tocku M duz luka @7 mozemo postiéi da omjer EM : M P bude jednak proizvoljnom
pozitivnom broju. Zato pomocu afine transformacije moZzemo preslikati kruznicu k& u kruznicu &’
kojoj je EM promjer, a lezi u ravnini o okomitoj na Ozz tako da se dani pravac [ preslika u
pravac koji prolazi to¢kom P i okomit je na Oxz. KruZznica k' lezi na jedini¢noj sferi sa srediStem
u ishodistu, pa stereografska projekcija preslikava k' u kruznicu £” u ravnini Ozy. Stoga centralna
projekcija ravnine a na ravninu Oxy sa sredistem u N preslikava &' u k" i [ u beskonaé¢ni pra-
vac. [
e (Pr 30.19) Dane su kruznica k i tocka P unutar nje. Sva projektivna preslikavanja koja k pres-
likavaju u kruznicu, a P u srediSte slike od k£ imaju isti singularni pravac.
Skica dokaza. Povu¢emo kroz tocku P dvije proizvoline tetive AC' i BD. Neka su S i T sjeci-
Sta produzetaka nasuprotnih stranica ¢etverokuta ABC'D. Promotrimo proizvoljnu projektivnu
transformaciju koja preslikava k& u kruznicu, nazovimo je k', i P u srediste £’. Jasno je da ova
transformacija preslikava ¢etverokut ABC' D u pravokutnik, pa pravac ST Salje u pravac u besko-
nacnosti. [
Singularni pravac u prethodnoj tvrdnji naziva se polara tocke P u odnosu na kruznicu k. Buduci
da je odreden projektivnom transformacijom, jasno je da pravac ST u prethodnom dokazu ne ovisi
o izboru tetiva AC i BD. Primjetimo da u grani¢nom slucaju, kad se B podudara s A i D podudara
s C, pravci AB i CD postaju tangente na tu kruznicu koje se takoder sijeku na istom pravcu, pri
¢emu u slucaju kad je AC okomit na promjer kruznice k koji prolazi kroz P dobivamo klasi¢nu
sliku iz uobicajene definicije polare tocke unutar kruznice.
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Definicija. Neka je dana kruznica k sa sredistem u O. Polarno preslikavanje (engl. reciprocation)
je zamjena tocCaka i pravaca na sljede¢i nacin:

- Ako je P tocka u konac¢nosti razli¢ita od O, polara od P je pravac p koji prolazi kroz P’ i
okomit je na PP’ pri ¢emu je P’ inverz od P s obzirom na k.

- Ako je p pravac u kona¢nosti koji ne prolazi kroz S, pol od p je inverz s obzirom na k nozista
okomice iz O na p.

- Ako je P tocka u beskonacnosti, polara od P je pravac kroz O koji je okomit na svaki pravac
kroz P. Obratno definiramo pol pravca kroz O.

- Ako je P tocka O, polara od P je pravac u beskona¢nosti. Obratno definiramo pol pravca u
beskonacnosti.

Vidimo da je p polara od P s obzirom na k ako i samo ako je P pol od p s obzirom na k.
Zato koristimo uobic¢ajeno oznacavanje po kojemu se tocke oznacavaju velikim slovima, a njihove
polare odgovarajué¢im malim slovima.

Evo i jedne karakterizacije pola i polare koja omoguéuje njihovo definiranje i za ostale konike,

a ne samo za kruznicu. No, mi se time neé¢emo baviti.
e Neka je P tocka, a k kruznica na kojoj P ne lezi. Pravac kroz P sije¢e k u tockama M i N. Neka
je tocka () harmonijski konjugirana toc¢ki P s obzirom na M i N, tj. (M N PQ) = —1. Geometrijsko
mjesto toc¢aka @) je polara od P s obzirom na k (u slu¢aju kad je P unutar kruZnice), odnosno
duzina koja na toj polari lezi (u sluc¢aju kad je P van kruznice).

Zadatak 21. Dokazite da su definicija i tri karakterizacije polare (pomocu tetiva, pomoc¢u tangenti,
pomoc¢u harmonijskih konjugata) ekvivalentne.

Uputa. Dokazite najprije da je polara tocke P s obzirom na kruznicu k (sa sredistem u O) za-
pravo slika kruznice kojoj je OP promjer po inverziji ravnine s obzirom na kruznicu k. Iz toga se
lako dobiva karakterizacija polare pomocu tangenti. Sada pokazite ekvivalentnost karakterizacija
pomocu tangenti, odnosno tetiva i pomoc¢u harmonijskih konjugata. To nije tesko ako iskoristite
vezu izmedu dvoomjera tocaka i pravaca te jednakost mnogih kutova oko kruznice.
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(EFPS)=(AE AF AP AS )=(DE DF DS DP)=(EFSP)=(EFPS) "

Polarno preslikavanje ima sljedeca svojstva:
e Svaka tocka je pol svoje polare i svaki pravac je polara svoga pola.
e Vrijedi P € q & @ € p.
e Pol pravca AB je presjek polara a i b.
e Tri tocke su kolinearne ako i samo ako su njihove polare kopunktalne (tj. prolaze istom tockom).

Koristec¢i polarno preslikavanje dobivamo vazan princip dualnosti:

® (Princip dualnosti) Teorem projektivne geometrije ostaje vrijediti ako zamijenimo uloge toc¢aka
i pravaca.
Pojasnimo malo ovaj princip: Neka je C projektivna konfiguracija tocaka i pravaca u ravnini
(to znaci da gledamo samo kolinearnost i kopunktalnost). Izaberimo neku kruznicu te s obzirom
na nju uzmemo polaru svake tocke i pol svakog pravca iz C. U novoj konfiguraciji sve prijasnje
kolinearnosti postale su kopunktalnosti i obratno.

Provjerite da se koriste¢i princip dualnosti iz Desarguesovog teorema (zad. 13) dobiva njegov
obrat, a iz Pappusovog teorema (zad. 14) takozvani teorem o dvostruko perspektivnim trokutima
koji je reformulacija zadatka 15.

Za kraj, evo nekoliko zadataka. Postoji vise nacina na koji se svaki od zadataka moze rijesiti.
U uputama se navode rjeSenja koja koriste neke od tvrdnji koje smo prije dokazali. Pokusajte naci
i rjeSenja u kojima se koriste samo standardne metode iz srednjoskolske geometrije.

Zadatak 22. (Pr 30.36) Dokazite da spojnica tocaka u kojima nasuprotne stranice tangencijalnog
¢etverokuta dodiruju njemu upisanu kruznicu prolazi sjecistem dijagonala tog cetverokuta.

Zadatak 23. (Brocardov teorem) Cetverokut ABC'D upisan je u kruznicu k sa sreditem u O.
Neka je E € ABNCD, F € ADNBC, G € ACNBD. Dokazite da je O ortocentar trokuta EFFG.
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Zadatak 24. (Pr 30.43) (Pascalov teorem) Sesterokut ABC DEF upisan je u kruznicu (tj. vrhovi
mu leze na kruznici k). Dokazite da sjecista AB i DE, BC'i EF, CD i F A leze na istom pravcu.

'
.
!

|

i

|

Zadatak 25. (Pr 30.42) (Brianchonov teorem) Neka je ABC DEF Sesterokut opisan kruznici (tj.
pravci na kojima leze stranice dodiruju kruznicu k). Dokazite da pravei AD, BE i C'F prolaze
istom tockom.

Zadatak 26. (Pr 30.44) (Teorem o leptiru) Neka je M poloviste tetive PQ kruznice k; neka su
AB i CD proizvoljne tetive kroz M tako da su totke A i C' s iste strane od AB; neka su X 1Y
sjecista tetive PQ s pravcima AD i BC, respektivno. Dokazite da je M poloviste duzine XY .

Zadatak 27. (Pr 30.45) Tocke A, B, C, D leze na kruznici, SA i SD su tangente na tu kruznicu,
a P i@ susjecista ABi1CD, AC i BD, tim redom. Dokazite da su tocke P, (), S kolinearne.

Zadatak 28. (Pr 30.59) Dokazite da koristenjem samo ravnala nije moguce podijeliti danu duzinu
na dva jednaka dijela.
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Zadatak 29. (Pr 30.60) Dokazite da koristenjem samo ravnala nije moguce konstruirati srediste
dane kruznice.

Uputa za zad. 22. Iskoristimo projektivnu transformaciju koja upisanu kruznicu preslikava u kruz-
nicu k, a sjeciSte spojnica nasuprotnih diralista u srediste od k. Sada je lako vidjeti da je dobiveni
¢etverokut simetri¢an s obzirom na srediste od k, pa je paralelogram, a za njega tvrdnja zadatka
vrijedi. S obzirom da projektivna transformacija ¢uva incidenciju, tvrdnja vrijedi i za pocetni
¢etverokut. O]

Uputa za zad. 23. Treba dokazati da je F'G polara od E. Ako FG sijete AB i C'D redom u X i
Y, onda je prema zadatku 8, (ABEX) = (DCEY') = —1, pa je prema karakterizaciji polare koju
smo dokazali u zadatku 21, F'G polara od E s obzirom na k i zato je OF | F'G. Analogno se
pokaze za ostale dvije okomitosti. O]

Uputa za zad. 24. 1. nacin. Primjenimo projektivnu transformaciju koja preslikava kruznicu k& u
kruznicu, a sjeciSta pravaca AB i DE, BC i EF u tocke u beskona¢nosti (sjetimo se da smo
dokazali da mozemo odabrati singularni pravac). Sada iskoristimo AB || DE, BC || EF i kutove
oko kruznice da bi pokazali CD || FA.

2. nacin Definirajmo P € ABN DE, Q € BCNFEF, R € CDN FA. Neka je s kruznica koja
prolazi tockama C, F, R i neka produzetci duzina BC' i EF sijeku ovu kruznicu ponovno u G'i H,
tim redom. Imamo

/CBE L /CFE £ 180° — ZOGH,

pa je BE || GH i analogno ED || HR, AB || RG. Trokuti ARGH i APBE imaju paralelne
stranice, pa su homoteticni. Drugim rije¢ima, pravci BG, EH, PR sijeku se u istoj tocki, pa je
tocka Q € BG N EH kolinearna s P i R $to smo i Zeljeli dokazati. O

Uputa za zad. 25. 1. nacin. Primjenimo projektivnu transformaciju koja preslikava k& u kruznicu,
a sjeciste AD i BE u njezino sredisSte. Sada jos treba pokazati da i C'F prolazi srediStem nove
kruznice, a za to nam treba samo malo razmatranja o kutovima.

@1+ 5+ 205= Py P20,

2. nacin. Neka je dan tangencijalni Sesterokut kao u zadatku. Primjenimo polarno preslikavanje s
obzirom na kruznicu k. Dobivamo tetivni Sesterokut i primjenimo Pascalov teorem (v. prethodni
zadatak). Kolinearnost presjeka produzetaka nasuprotnih stranica postaje, ako se vratimo na po-
¢etnu konfiguraciju, kopunktalnost pravaca kroz nasuprotne vrhove. Dakle, Pascalov i Brianchonov
teorem su dualni u smislu koji smo prije objasnjavali. ]

Uputa za zad. 26. Razlicite dokaze ovog teorema pogledajte npr. na ovoj internetskoj stranici:
http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/Butterfly.shtml
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U nastavku je projektivno rjesenje. Pomocu projektivne transformacije preslikamo kruznicu k
u k' i tocku M u srediste M’ kruznice k’. Neka su slike to¢aka P,Q, ... tocke P’ (Q’,.... Tada su
P'Q), A’B’, C"D' promjeri od k’. Centralna simetrija s obzirom na M’ preslikava X’ u Y’, tj. M’
je poloviste X'Y”. Buduéi da je tetiva PQ okomita na promjer kroz M kruznice k, a taj promjer
je prema prije dokazanom rezultatu okomit na singularan pravac transformacije, zaklju¢ujemo da
je P(Q paralelan sa singularnim pravcem, pa se omjeri duljina duzina koje leze na P(Q) ¢uvaju pri
danoj projektivnoj transformaciji iz ¢ega slijedi da je M poloviste od XY . O]

Uputa za zad. 27. Projektivnom transformacijom preslikamo danu kruznicu u kruznicu tako da
slika od AD bude njezin promjer. Slike to¢aka oznacimo s ’. Tocka S preslikava se u tocku S’
u beskona¢nosti koja pripada svim pravcima okomitim na A’D’. Duzine A’C’ i B'D’ su visine
ANA'D'P’, pa je Q) ortocentar tog trokuta iz ¢ega slijedi da je P'Q)" okomit na A’D’, pa prolazi
toc¢kom S’. O

Uputa za zad. 28. Pretpostavimo da mozemo izvrsiti trazenu konstrukciju, tj. mozemo napisati
algoritam (upute) ¢iji rezultat je poloviste dane duzine. Izvedimo ovu konstrukeiju i promotrimo
projektivnu transformaciju koja fiksira krajeve dane duzine, a poloviste preslikava u neku drugu
tocku. Ovo preslikavanje mozemo izabrati tako da singularni pravac ne prolazi nijednom od toc¢aka
dobivenih tijekom pojedinih koraka konstrukcije.

Izvedimo na$ zamisljeni postupak jos jednom, ali ovaj puta svaki puta kada naidemo na uputu
“uzmi proizvoljnu tocku/pravac” uzet ¢emo sliku tocke/pravca koju smo uzeli tijekom prve kons-
trukcije.

Buduc¢i da projektivna transformacija preslikava svaki pravac u pravac i presjek pravaca u
presjek njihovih slika i jer je zbog izbora projektivne transformacije taj presjek uvijek tocka u
konac¢nosti, slijedi da u svakom koraku druge konstrukcije dobivamo sliku rezultata dobivenog u
tom koraku u prvoj konstrukciji, pa na kraju ne dobivamo poloviste duzine, nego njegovu sliku.
Ova kontradikcija pokazuje da je naSa pocetna pretpostavka bila kriva.

Dokazali smo zapravo sljedecu ¢injenicu:

Ako postoji projektivna transformacija koja preslikava svaki od objekata Ay, ..., A, unjega samog,
a objekt B ne preslikava u samog sebe, onda je nemoguée samo koristenjem ravnala iz objekata
Ay, ..., A, konstruirati objekt B. n

Uputa za zad. 29. Tvrdnja slijedi direktno iz napomene na kraju prethodnog rjesenja i osnovne
tvrdnje s vrha stranice 21. O
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