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Primjer

Pretpostavimo da korporacije mogu biti u jednom od n
mogucih kreditnih razreda (“credit rating”), i da one mogu
preci iz jednog razreda u bilo koji drugi u diskretnim
Jjedinicam vremena, recimo svake godine.

@ Neka je aj vjerojatnost da korporacija prijede u razred i
sljedece godine, ako se trenutno nalazi u razredu j.

@ Pretpostavimo da je ovaj sustav zapravo Markovljev
lanac, tj. da vjerojatnosti prelaska ovise samo o
trenutnom razredu, a ne o proslim razredima.

Svojstva matrice A = [ajj]:
@ 0 < g; <1, jer se radi o vjerojatnostima.

@ > aj =1, za svako j, buduci da sustav uvijek mora preci u neki
novi razred.

@ Kvadratna matrica A = [aj] ima nenegativne elemente, i suma
elemenata svakog stupca je 1.
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Primjer (nastavak)

Pretpostavimo da imamo velik skup korporacija, i neka u;
predstavija udio u tom skupu onih korporacija, koje su u
razredu j u pocetnom trenutku, uz svojstva0 < u; <1
>_juj = 1. Vektor u = [uj] nazivamo vektorom gustoce.

@ Ako je skup dovoljno velik, i ako se prelazak iz razreda
u razred svake korporacije odvija neovisno o drugima,
tada se udio korporacija u skupu svih korporacija koje
Ce se nakon jedne godine nalaziti u razredu i, oznacen
sa v;, dobiva kao

vi=Y_ aju;, il v=Au.
J

@ Primijetimo da je v = [vj] isto vektor gustoce.

ZV/ZZZ&,’/UI'ZZ Zag UjZZUj:1.
i J / ]

i J
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@ Opcéenito, ako sa u'®) oznacdimo vektor gustoée nakon k
Froblem koraka, tada

svojstvenih
vrijednosti

Ut — Autk=1) — Ak (O

@ Prema tome dugorocno ponasanje gustoce ovisi o
svojstvima visokih potencija matrice A.

@ Prema gornjim pretpostavkama, moguce je procijeniti
vjerojatnosti prelaska na osnovu povijesnih podataka.

@ U sljedecoj tablici nalaze se vjerojatnosti prelaska
izraZeni u postocima, za jednu godinu, objavijeni u
Credit Metrics za 2001. godinu.
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Primjer (nastavak)

Problem

svojstvenih Konacni Pocetni razred
el razred | AAA  AA A BBB BB B ccc D
AAA | 90817 070 009 002 003 0 022 0
AA 833 9065 227 033 014 0.11 0 0
A 068 779 91.05 595 067 024 022 0
BBB 0.06 064 552 8693 773 043 130 0
BB 0.12 006 074 530 8053 648 238 0
B 0 014 026 1.17 884 8346 1124 0
cce 0 0.02 0.01 012 1.00 4.07 64.86 0
D 0 0 0.06 0.18 1.06 520 19.79 100
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svojstvenin Primjer (nastavak)

vrijednosti

Nela Bosner @ Sada se postavija pitanje sto se dogada kad k — oo ?

Problem

@ Da li se sustav smiruje u ravnoteZnom stanju?
svojstvenih

wijednost @ Ako postoji ravnoteZno stanje u(>) = u, tada mora
vrijediti

Au=u,
tako da se ono ne mijenja u nadolaze¢im godinama.

@ Dakle, u mora biti svojstveni vektor matrice A koji
pripada svojstvenoj vrijednosti jednakoj 1.

@ Ako pogledamo tablicu, takoder je jasno da je jedan
takav svojstveni vektor jednak [0, ...,0,1]", ti. ako su
svi u razredu D tada svi i ostaju u tom razredu.

@ To nuzZno ne mora znaditi, da svi teZe ka razredu D.
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Primjer (nastavak)

@ Pretpostavimo da A ima n linearno nezavisnih
svojstvenih vektora vy, ..., vy i n svojstvenih vrijednosti
A, ..., An, | pretpostavimo da je vy svojstveni vektor
koji pripada svojstvenoj vrijednosti Ay = 1.

@ Tada u®) moZemo raspisati po komponentama u

smjerovima vy, ..., V, kao
u(k) = 1/1(k) Vi+--- 4 V,(,k) Vh.
@ /mamo N N
WD) = A = 370 4y, = 3 0y

=1 J=1

@ Prema tome dobiva se da je yj(k“) Ajv (k , odnosno

(k) _ k. (0)
Vi —)\jljj.




Primjer (nastavak)
Problem

Swjstvrih @ Komponenta vektora u smjeru j-tog svojstvenog vektora
ili raste ili trne eksponencijalno kad k — oo, ovisno o
tome da li je odgovarajuca svojstvena vrijednost veca ili
g’;gggzmh manja od 1 po apsolutnoj vrijednosti.
riednost @ Jasno je da niti jedna svojstvena vrijednost od A ne
moZe biti veca od 1 po apsolutnoj vrijednosti,
@ jer da to nije tako, apsolutna vrijednost od u bi rasla
eksponencijalno,
@ Sto je u suprotnosti sa Cinjenicom da je suma svih komponenti
od u jednaka 1.
@ Miznamo da postoji najmanje jedna svojstvena
vrijednost jednaka 1.

@ Prema tome, ako su sve ostale svojstvene vrijednosti
po apsolutnoj vrijednosti manje od 1, tada ¢e njihove
komponente utrnuti, i dugoro¢no gledano razred kojem
Ce svi teZiti je razred D.

Nela Bosner
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@ MATLAB funkcija koja rjeSava ovaj konkretan primjer
Svostvenin nalazi se u M-fileu

vrijednosti

Nela Bosner

primjer_ sv_vrij_kredit.m
a matrica A je spremljena u datoteku
kreditni_razredi_A.mat
na adresi
http://www.math.hr/ nela/nmfm.html

@ [zracCunajte svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore
matrice A pomocu MATLAB-ove funkcije eig () i
provjerite dobivene rezultate.
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Napomena

S e Vidimo da je, prema oéekivanom 1 najveda svojstvena
vrijednosti vrije anS t
@ Prva sljedeca svojstvena vrijednost je oko 0.988, Sto je

vrlo blizu 1, i koja ukazuje da ¢e konvergencija prema
ravnoteznom stanju biti vrlo spora.

@ Njen svojstveni vektor, osim zadnje komponente, ima
najvece komponente u 3. i 4. koordinati.

@ Zbog toga 3. i 4. koordinate od u najsporije padaju.




Definicija
Problem

wowoill  Neka je A€ C™". Skalar A € C zove se svojstvena

WO Vrijednost matrice A, ako postoji vektor x € C", x # 0 takav
da je
Problem

svojstvenih AX = AX.

vrijednosti
Takav vektor x zove se svojstveni vektor od A, koji pripada
svojstvenoj vrijednosti \.

<

@ Ukoliko za matricu A= [ay ... an] moZzemo napisati da
je A= SDS~', za neku regularnu matricu
S=1[sy ... sy, i D=diag(d,...,dn) dijagonalnu
matricu tada vrijedi:

AS=SD = Asi=dsji=1,...,n

@ Dakle, u tom slucaju dijagonalni elementi matrice D
predstavljaju svojstvene vrijednosti matrice A, a stupci
matrice S predstavljaju svojstvene vektore matrice A.
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Probem Matrica A = [a;] € C"™" je
vrijednosti @ normalna ako je A*A = AA*,
@ hermitska ako je A* = A,

@ hermitska pozitivno definitna ako je A* = Ai x*Ax > 0
za svaki x # 0,

@ lijevo stohasticka ako je a;j > 0 i ako vrijedi

Y aj=1, zaj=1,...n
i
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Nela Bosner @ Ako je A € C"™" normalna matrica, onda postoji

Problem unitarna matrica U € C"™" | dijagonalna matrica
e A = diag(\1, . .., An), takve da je
A= UNU".

@ Ako je A € C"™" hermitska matrica, onda postoji
unitarna matrica U € C"*" j djjagonalna matrica
A =diag(M,...,An), pricemusu )i e Rzai=1,...,n,
takve da je
A= UNU".

@ Ako je A € C"™" hermitska pozitivno definitna matrica,
ondavrijedi\j >0zai=1,...,n.
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Teorem (Perron—Frobenius)

Problem

svojstvenih Ako je A = [a;] € R"™" matrica takva da su a; > 0 za
riednost i,j=1,...,n, tada je
@ p(A) svojstvena vrijednost od A,

@ | postoji vektor v = [vj] takav da su v; > 0 za
j=1,....n,||v|2 =1 ivrijedi da je

Av = p(A)v.

Tvrdnja teorema vrijedi i za stohasticke matrice.




Metoda potencija

Problem
svojstvenih
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Nela Bosner Iz prethodnog primjera vidjeli smo da smo uzastopnom
primjenom matrice A na neki vektor dobili

aproksimaciju svojstvenog vektora.

@ Radilo se o svojestvenom vektoru koji odgovara
svojstvenoj vrijednosti sa najve¢om apsolutnom
vrijednoscu.

@ Dakle, rije¢ je o primjeni potencije matrice A na vektor.

@ Metoda potencija je najjednostavnija metoda za
racunanije svojstvenih vrijednosti i vektora.

@ S ozirom da vektori AXx mogu jako narasti ili postati
jako mali, potrebno je normiranje: A*x/||Akx||.



Algoritam (Metoda potencija)

Problem
svojstvenih

vrijednosti XO Zadan sa ”Xo”2 — 1’.
Nela Bosner k — 0’.
while ~kriterij_zaustavijanja
Yk+1 = AXk;
Yk .
Xkt = Mg lla?
k=k+1;
end

@ Postavlja sa pitanje, kada ova iterativna metoda
konvergira i kako brzo.

@ S obzirom da svakoj jednostrukoj svojstvenoj vrijednosti
pripada cijeli jednodimenzionalan svojstveni potprostor,
prirodnije je kao mjeru konvergencije promatrati kut
izmedu potprostora.
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Konvergencija metode potencija

Teorem

Neka je A € C"™" dijagonalizabilna matrica, Cije su
svojstvene vrijednosti \; i = 1,...,n uredene na nacin

(M| > A2l = - = A,
neka su svojstveni vektori definirani kao
AV,':)\,'V,', ||v,-|]2:1,i:1,...,n.
Pretpostavimo da zapis od xy u bazi svojstvenih vektora ima

netrivijalnu komponentu u smjeru vy, tada niz xi linearno
konvergira ka

lim x, = Vi,
—00
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Metoda potencija

Teorem (nastavak)

a konvergencija ovisi o izrazu
k
(&)
)

lj. kako se brzo taj izraz priblizava nuli.

Napomena

Iz prethodnog teorema vidimo da ako je jedinstvena
dominantna vrijednost dobro izolirana od ostatka spektra,
tada ¢e metoda potencija brzo konvergirati. U suprotnom,
konvergencija je spora.
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@ Bududi da je A dijagonalizabilna, tada je A= VAV~
gdje je A =diag(M1,...,\)iV=[vy -+ vy]
regularna matrica svojstvenih vektora.

@ Prematome {v4,..., vy} Cini bazu prostora.
@ Napisimo vektor xq u toj bazi:

n
Xo =& v+ Zfivi'

i=2




Problem

svojstvenih DOkaZ (naStavak).

wijednosi @ Buduci da je prema pretpostavci teorema &; # 0,
mozemo napisati

Nela Bosner

n
Afxg =&\ vy + Zgi/\f'(vi
i—2

ALY
=£1 )\4( <V~| +;£—1 <)\—1> V,') .

@ Zbog toga $to je xx € span{A*xp} kut izmediju
potprostora razapetih sa v; i xk je jednak kutu izmedu
potprostora razapetih sa vq i Afxg. (Kut izmedu
potprostora je definiran na segmentu [0, 7/2].)
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Metoda potencija

Dokaz (nastavak).

@ Vrijedi,
vi Ak x|
cos(Z(Xk, v1)) = cos(Z(A¥xo, v I
( (k 1)) ( ( 0 1)) HAkXOHZ
K
M1+ (3) v
K
&i i 3
|§1)\1| Vi +2i:2§_1 (,\_1) Vi ,

1Al

k
odakle je zbog (4 < 1zai=2,...,nlim, (AL) -0,

A
lim cos(£(xk,v1)) =1 = Ilim Z(xk,vy) =0.
k—o00 k—oc0

@ Dakle, mozemo zakljuciti da xx konvergira ka
jediniénom svojstvenom vektoru od \;.




oA @ Kada zaustaviti iteracije?
vrijednost @ Pretpostavimo da smo izracunali aproksimaciju
M svojstvenog vektora w i aproksimaciju svojstvene
vrijednosti © matrice A, tada je razumna ocjena

aproksimacije dana normom reziduala

r=Aw — uw.

@ Ako imamo samo aproksimaciju svojstvenog vektora w,
kao u slu¢aju metode potencija, zanima nas koji . daje
najmanju normu reziduala || r||>.

@ Za w # 0 definiramo Rayleighev kvocijent

w*Aw

w*w

o=0(A w)= ,

i promatramo pripadni rezidual

r, = Aw — ow.



Problem @ Vrijedi sljedece:
svojstvenih

vrijednosti @ 1, je okomit na w:

w*Aw

W*r, = Ww*Aw — w*w = 0.

© r, ima najmanju normu od svih reziduala sa vektorom
Metoda potercia w, pa je o najbolja aproksimacija svojstvene vrijednosti:
Irll3 =l Aw — pw|3 = [|Aw — ow + ow — pw|[3
=[lr, + (e — Wl (w'r,=0 =)
=113 + o — ulPlwl3 > [Ir,[I3.
@ Primijetimo da ukoliko je w = v; svojstveni vektor tada
je
VFAV, AV
0= I* - = I*I I:)\i’
ViV ViV
odnosno, Rayleighev kvocijent je jednak svojstvenoj
vrijednosti ;.




Problem Y Promatrajmo sada matricu A — Wr*gw w*.

svojstvenih

il @ Za nju vrijedi sljedece:

r w*w
(A— 2 W*)W:AW——rg:AW—rg
w*w wHw

=Aw — Aw + ow = ow,

Metoda potencija

odnosno (o, w) je njen svojstveni par.
@ Ako dalje definiramo

r
A = ——2—w*,
w*w
tada je njena norma jednaka
_rall2lwllz _ rellz
2 w3 [wll2

64l = | -2

*
‘_rgw

@ Na ova razmatranja mozemo primijeniti sljedeéi teorem.



Teorem (Bauer—Fike)

Problem

wowwall  Neka je A dijagonalizabilna, A= VAV ™. Ako je p
svojstvena vrijednost matrice A+ 0A onda je

Nela Bosner

min =l < VIV lpI6Al,,  p=1,2,c0.

Korolar

Neka je A dijagonalizabilna, A= VAV~ i||w|j2 = 1, i neka
je o = w*Aw Rayleighev kvocijent sa pripadnim rezidualom
r, = Aw — ow. Tada je

- —1
min = of < VIV izl

@ Odavde vidimo da je uvjet ||r, |2 < tol dobar kriterij
zaustavljanja metode potencija, narocito za normalne
matrice jer inace ograda ovisi i 0 kp( V).



Inverzne iteracije

Problem

e @ Metoda potencija je raCunala svojstveni vektor koji
pripada najvecoj po modulu svojstvenoj vrijednosti.
@ A Sto ako zelimo izraCunati neki drugi svojstveni vektor?
@ Primijetimo sljedece:
0 Avi = \v;, tj. Aj € U(A)
@ PomnoZimo prethodnu jednakost sa A" slijeva i dobit
¢emo

Nela Bosner

1 1
Alvi= v, . — ea(AT).
VI )\i Vh tJ )\i € U( )

Q A—ulvi= (i —p)Vvi, tj. \i — p € a(A— pl).
© 1z prethodne jednakosti ponovo slijedi

(A—puh)™ v = co((A—uh™).

Vi,

ij.
Ai — : Ai —

i u svim sluCajevima imamo isti svojstveni vektor.



Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

@ Neka je A dijagonalizabilna matrica kojoj su svojstvene

vrijednosti uredene na nacin
(A= [A2] = -+ = [Aaq] > [An] > 0,

pri Cemu je najmanja po modulu svojstvena vrijednost
razli¢ita od nule i dobro odvojena od preostalih
svojstvenih vrijednosti.

@ Ako metodu potencija primijenimo sada na A~ koja

ima svojstvene vrijednosti uredene na nacin

I
An

1
An—1

1 1
> > | —
=by

~ =

)

onda Ce ona konvergirati ka svojstvenom vektoru koji
pripada ‘Ain ,atoje vy.




oo @ Ovim postupkom dobit cemo svojstveni vektor koji
s pripada najmanjoj po modulu svojstvenoj vrijednosti od
A.

@ Zbog koritenja inverza matrice A" u ovoj metodi ona
se zove inverzne iteracije.

@ U svakoj iteraciji inverznih iteracija raCunamo

Yik+1 = A~ xk, odnosno rjeSavamo linearni sustav
AYki1 = Xk

@ Brzina konvergencije je odredena kvocijentom

Anlil Al
|)\,71 | |An—1]
@ Bududéi da u svakoj iteraciji moramo rjeSavati linearni
sustav, §to poskupljuje svaku iteraciju, postavlja se
pitanje mozemo li konvergenciju nekako ubrzati?

@ Mozemo li na taj nacin izraCunati i ostale svojstvene
vektore koji ne pripadaju A1 ili A\,?

Nela Bosner
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@ Odgovor na ova pitanja je primjena inverznih iteracija

na matricu A — ul, pri ¢emu je u pogodno odabrani
skalar.

Ako je p puno blizi svojstvenoj vrijednosti A, od bilo
koje druge svojstvene vrijednosti, tada je brzina
konvergencije odredena kvocijentom

|An — 1
An—t — p|’

[An
[An—1]"
Ako je p puno blizi nekoj drugoj svojstvenoj vrijednosti
A od bilo koje druge svojstvene vrijednosti, onda je
Aj — 1 hajmanja svojstvena vrijednost od A — ul i
inverzne iteracije ¢e konvergirati ka svojstvenom
vektoru v; koji pripada \;.

koji moze biti puno manji od
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@ Brzina konvergencije odredena je tada kvocijentom

Inverzne iteracije

A —
mini{|A; — pl}




Problem Algoritam (Inverzne iteracije)

svojstvenih

vrijednosti 7 Zadan;
Nela Bosner XO Zadan sa ||X0 ||2 = 1 ’-

k=0;
while ~Kriterij zaustavljanja
rijesi sustav (A — pl)Yki1 = Xk;
X — Yk+1 .
K1 = T’
k=k+1;
end

Eventualni problemi:
@ Kako izabrati 11?
@ Ako je u vrlo blizu svojstvene vrijednosti, tada je A — ul/
blizu singularne matrice i rieSavanje linearnog sustava
s tom matricom je loSe uvjetovan problem.
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Zadaci

Zadatak

U MATLAB-u napisite M-file funkciju
metoda_potenci ja () koja implementira metodu
potencija. Funkcija neka ima ulazne parametre

@ matricu A
@ pocetnu iteraciju x
@ foleranciju tol na normu reziduala ||r,||2

Kriterij zaustavijanja je || Axx — (X Axk)Xk||2 < tol. Funkcija
neka vraca

@ aproksimaciju svojstvenog vektora x

@ broj iteracija k potrebnih za dostizanje aproksimativnog
vektora traZzene tocnosti

@ vektor duljine k + 1 sa normama reziduala za svaku
iteracijui =0,...,k
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Zadatak
Primijenite svoju funkciju metoda_potencija () na
matricu A iz zadatka o kreditnim razredima, s ulaznim
parametrima

@xp=[10 --- 0]

@ tol =107°
Nacrtajte norme reziduala u logaritamskoj skali. Koliko je

iteracija potrebno? Koliki je kvocijent |Xz|/| 1| ? Kakav je
ispao xi i koliki je Rayleighev kvocijent ka Axy?




Problem Zad atak

svojstvenih

Vriednost U MATLAB-u napisite M-file funkciju
Bl inverzne iteracije () koja implementira inverzne
iteracije. Funkcija neka ima ulazne parametre

@ matricu A

@ pocetnu iteraciju Xy

@ skalar mi

@ foleranciju tol na normu reziduala ||r,||2

Kriterij zaustavljanja je || Axx — (X Axi)Xk||2 < tol.
Rjesavanje sustava sa matricom A — ul implementirajte tako
da prije iteriranja izracunate njenu LU faktorizaciju s
pivotiranjem P(A — pl) = LU pomocu MATLAB-ove funkcije
1u (). Slijedi da je

(A—uh'=U"L71P.
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Zadaci

Zadatak (nastavak)

Dakle, u svakoj iteraciji primjenite yx,1 = U~"L=1Px i
umjesto rjesavanja linearnog sustava rjesavate trokutaste
sustave s matricama L i U (supstitucije u naprijed i u
nazad). Funkcija neka vraca

@ aproksimaciju svojstvenog vektora x;

@ broj iteracija k potrebnih za dostizanje aproksimativnog
vektora traZene tocnosti

@ vektor duljine k + 1 sa normama reziduala za svaku
iteracijui =0,...,k
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Zadatak

Primijenite svoju funkciju inverzne_iteracije () na
matricu A iz zadatka o kreditnim razredima, s ulaznim
parametrima

@ex=[10 --- 0]
0;1,:1.001
@ tol =107°

Nacrtajte norme reziduala u logaritamskoj skali. Koliko je
sada iteracija potrebno? Koliki je kvocijent | Ay — u|/| Ao — u|?
Kakav je ispao x i koliki je Rayleighev kvocijent x,T Ax ?

v




Schurova dekompozicija

Problom @ U finacijama Cesto se pojavljuje problem pronalazenja
i svih svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice
kovarijance.
@ Matricu A zelimo faktorizirati na nacin da iz njenih
faktora lako mozemo ocitati njene svojstvene

Nela Bosner

vrijednosti.
@ Npr. za regularnu matricu S matrica B= S~ 'AS je
Scorpoceta sli¢na matrici A, i njene svojstvene vrijednosti su

jednake svojstvenim vrijednostima od A:
Bx = Ax = SBx = \Sx (ss-as) = ASx = \Sx.

@ Bilo bi pozeljno da se svojstvene vrijednosti matrice B
lako nadu.

@ Jos$ je pozeljnije da se matrica S lako invertira, kao npr.
ortogonalne matrice za koje je S~' = S'.

@ Sljedeci teorem pokazuje da Schurova dekompozicija
objedinjuje ova pozeljna svojstva.




Teorem (Schurova dekompozicija)

Neka je A€ C™" neka su A, ..
od A u proizvoljinom poretku. Tada postoji

@ unitarna matrica U i
@ gornje trokutasta matrica T = [t;]
takve da je

A:UTU*, i t,-,-:>\,-,i:1,...,n.

., A\n Svojstvene vrijednosti

Ako je A € R™" j ako su sve svojstvene vrijednosti od A
realne, onda je T takoder realna i U se moZe odabrati da

bude ortogonalna.

Definicija

Dekompoziciju A = UTU* zovemo Schurova dekompozicija

od A, a matrica T zove se Schurova forma od A.




Problem DOKaZ'

svojstvenih

vrijednost Dokaz se provodi matematickom indukcijom po n.
M Baza n=1iA=1-A-1* pri emu skalar A
mozemo smatrati degeneriranom 1 x 1 gornje
trokutastom matricom, a 1 je unitarna 1 x 1

matrica.

sowor Korak Neka je A € C™" i pretpostavimo da tvrdnja
teorema vrijedi za svaku (n — 1) x (n—1)
matricu.

@ Promatramo svojstvenu vrijednost A i
pripadni svojstveni vektor u; tako da je

Auy = My, |ut]l2 = 1.

@ Skup {u;} nadopunimo sa {up, ..., un} do
ortonormirane baze u C".




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Schurova
dekompozicia

Dokaz (nastavak).

@ Definirajmo ortonormiranu matricu
Vo=[up --- up]ecCmi,

@ Tada je matrica Uy = [ uy Vo ] € C"™" unitarna

matrica za koju vrijedi
sarg _ | U7 A
UrAUy = | L [T Au AV = | o ([ i AVe
2 2

A1 UFAV, X 1)x(n—
:[ 01 1A22], Ax = V3 AV, e ci—Dx(n=1)

@ Iz Cinjenice da je
det(A— Alp) = (M — A) - det(Az — M),

slijedi da su Ao, ..., A\p svojstvene vrijednosti od A.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Schurova
dekompozicia

Dokaz (nastavak).

@ Po pretpostavci indukcije postoji unitarna matrica
U, e C(n=1)x(n=1) j gornje trokutasta matrica
T, € C(=1x(=1) 53 Xy, ..., X\, na dijagonali, takve da

A = U TLUs.
@ Definirajmo sada
_ . 1 0 nxn
U = U1 |: 0 U2 :| S (C )

za koju vrijedi sljedece

o [1 07,.,[1 0] [1 o ]_
vu={o g]uulo o]l uul-n

o]




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dokaz (nastavak).
pa je U unitarna matrica sa svojstvom

U AU =

> O = O —

0 “ 1 0
Us ] UiAU; [o Us
0 1A WAV
Us || o A

1 UTAVQUZ . A1

0 UsAl, || 0

A UTAV2U2

0 )\2 ke

0 A3

0 0 *

0 0 o0 An

|

s o]

UT AV2 Ug
T>

|




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Napomena

@ Konstrukcija opisana u dokazu prethodnog teorema
nije jako prakticna jer direktno Koristi svojstvene
S vrijednosti i vektore.

dekompozicia

@ Numericko racunanje Schurove dekompozicije svodi se
na beskonacan niz transformacija slicnosti koje
sustavno reduciraju elemente ispod glavne dijagonale i
osiguravaju trokutastu formu tek u limesu.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner KOI’OIar

Trokutasta matrica T u Schurovoj dekompoziciji A = UTU*
je dijagonalna ako i samo ako je matrica A normalna.
Specijalno vrijede sljedeci spektralni teoremi:

Seuon @ Schurova forma hermitske matrice je realna
dijagonalna matrica.
@ Schurova forma antihermitske matrice je dijagonalna sa
cisto imaginarnim dijagonalnim elementima.

@ Schurova forma unitarne matrice je dijagonalna sa
AN|=1i=1,...,n.




riodnost @ Neka je AA* = A*Ai A= UTU".
Nela Bosner @ Buduci da je T unitarno sli¢na matrici A, ona
nasljedjuje njena svojstva poput normalnosti,
hermiti¢nosti, antihermiti¢nosti i unitarnosti:

o Aje normalna

s TT* = U AUU AU = U AA"U = U'A*AU = U'A"UU*AU = T~ T
o Aje hermitska
T"=UAU=UAU=T
o A je antihermitska
T"=UAU=-UAU=-T

e Aje unitarna
T"T=UAUUAU = UAAU=UU=1




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Schurova
dekompozicia

Dokaz (nastavak).

@ Dakle, T je gornje trokutastai TT* = T*T pa moramo
jo$ provijeriti da je T zaista dijagonalna.

@ Dokazujemo matematickom indukcijom po n.

Baza n =1 pa je tvrdnja trivijalna (skalar mozemo
shvatiti i kao trokutastu i kao dijagonalnu
matricu).

Korak Neka je A € C"™" i pretpostavimo da tvrdnja
teorema vrijedi za svaku (n—1)x(n—1) matricu.

@ PrikaZzimo matricu T kao
1 G
T= [ 0 T22 } ’

pri emu je T, € C(=1)x(1=1) gornje
trokutasta.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Schurova
dekompozicia

Dokaz (nastavak).
@ Vrijedi

T th 0 b ] [ |t *1‘1_1f§‘*
Lt t2t2+T2T2

b ;|| 0 T

e[t B ][t 0] _[lmP+5e 573
Toty ToT

0 Tz b T3

@ |z jednakosti TT* = T*T slijedi

o |t11]2 = |t1]? + t; > odakle zakljuGujemo da je

titb=|bl3=0it=0.

o by + T3 Tr, = T T}, odnosno zbog prethodnog

zakljuckaje T3T =ToT3

o Kakoje T, (C(” x(n-1’ po pretpostavci indukcije ona

je dijagonalna T, = diag(typ, . .

imamo

., tn), p@ napokon




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dokaz (nastavak).

Schurova
dekompozicia




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Schurova
dekompozicia

Napomena

Visestruke svojstvene vrijednosti su visestruko
problematicne:

@ Svojstveni vektor jednostruke svojstvene vrijednosti je
odreden do na mnoZenje netrivijalnim skalarom —
pripadni svojstveni potprostor je jednodimenzionalan

@ Svojstvenoj vrijednosti algebarske Kkratnosti 2

@ pripada jedan takav svojstveni vektor ako je njena
geometrijska kratnost jedan,

o ili je svaki netrivijalni vektor iz dvodimenzionalnog
potprostora svojstveni vektor — geometrijska kratnost
te svojstvene vrijednosti je onda jednaka dva.

@ Visestrukost svojstvene vrijednosti je osjetljivo svojstvo
i lako ga je izgubiti.




Problem

svojstvenin Primjer
vrijednosti )
Neka je

Nela Bosner

A= [Z g} det(\ — A) = X2 — (a+ b)A + ab — cd

sa svojstvenim vrijednostima

Schurova
dekompozicia

a+b+./(a+ b)2—4(ab— cd)
2

Mp =

@ Matrica A ¢e imati dvostruku svojstvenu vrijednost
M = X2 = (a+ b)/2 ako i samo ako je
A = (a+b)? —4(ab— cd) = 0, tj. ako je diskriminanta
svojstvenog polinoma jednaka nuli.




Primjer (nastavak)

@ Jasno je da se proizvoljno malim promjenama
koeficijenata a, b, ¢, d diskriminantu A moZe iz
trivijalne A = 0 pretvoriti u netrivijalnu vrijednost,
uslijed npr. greSaka zaokruZivanja u aritmetici konacne
preciznosti.

@ Znamo da je u slucaju kada su sve svojstvene
vrijednosti razlicite matrica dijagonalizabilna.

Napomena

MATLAB-ova funkcija eig () za svaku matricu A vraca
regularnu matricu V i dijagonalnu matricu D takve da je
AV ~ VD, tj. A~ VDV~ iako matrica A ne mora biti
dijagonalizibilna. Kako je to moguce? Odgovor na ovo
pitanje daje sljedeci korolar.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner KorOIar

@ Matrice sa jednostrukim svojstvenim vrijednostima su
gust podskup u C™", U proizvoljnoj € okolini svake
matrice A nalazi se matrica A sa jednostrukim

Senuona svojstvenim vrijednostima.

@ Specijalno su dijagonalizabilne matrice gust podskup u
Cn><n_
@ Pritome, ako je A normalna, hermitska, antihermitska,

ili unitarna, matrica A moZe se odabrati tako da bude
redom, normalna, hermitska, antihermitska, ili unitarna.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Schurova
dekompozicia

sa algebarskim kratnostima ny, ..., ns, i neka je
=min|\; — Aj|.
Y it | i /|
@ Zanima nas netrivijalan slu¢aj kada je s < n.

@ Neka je € > 0 proizvoljan.

@ U Schurovoj dekompoziciji A = UTU* svih n;
dijagonalnih elemenata matrice T = [t;] za koje je
tj = Aj, malim promjenama:

7e)

mozemo pretvoriti u n; razli¢itih elemenata ;.

ti=tj+6, |4 <m|n{

@ Neka Aima s razli¢itih svojstvenih vrijednosti A4, . ..

7/\S




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Schurova
dekompozicia

Dokaz (nastavak).

@ Odabirom |;| < /2 garantiramo da perturbirana
svojstvena vrijednost neé¢e pogoditi neku drugu razli€itu
svojstvenu vrijednost.

@ Ovim postupkom za sve \; i = 1,..., s dobit ¢emo n

medusobno razligitih vrijednosti &; j = 1,...,n.
@ Nekaje T matrica dobivena iz T zamjenom t; s tj,
i=1,....n.

@ Tada vrijedi

IT — T||r =|diag(d1, ..., 0n)|lF =

<vn

=£

W




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Schurova
dekompozicia

Dokaz (nastavak).

@ Ako definiramo A = UTU*, onda A ima n medusobno
razliCitih svojstvenih vrijednosti i
|A=Allr =T =Tl <e.

@ Postoji beskonaéno mnogo matrica A koje
zadovoljavaju ovu konstrukciju.

@ Ako je Anormalna, onda su T i T dijagonalne, pajei A
normalna.

@ Ako je A hermitska (antihermitska), onda je T
dijagonalna sa dijagonalnim elementima na realnoj
(imaginarnoj) osi i opisana varijacija dijagonalnih
elemenata se oéito moze provesti tako da T bude
dijagonalna hermitska (antihermitska) sa dijagonalnim
elementima na realnoj (imaginarnoj) osi i A hermitska
(antihermitska).




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Dokaz (nastavak).
o U tom slu€aju biramo realne (imaginarne) ¢;.
@ Ako je A unitarna, onda, zaklju€ujuéi na isti nacin,
vidimo da A moze biti odabrana da bude unitarna.
o Utom slugaju je [t;| = 11j. t; = €%, j=1,...,nibiramo
cavomporeia §j = tj(e"% — 1) za neke kuteve 6;.
o Tada vrijedi

Nela Bosner

B =t + (e — 1) = e’ = %),

paje |fj| = 1.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

@ U primjenama se vrlo Cesto koriste realne matrice koje
opcenito imaju kompleksne svojstvene vrijednosti, ali
se Cesto ocekuje da svojstvene vrijednosti i svojstveni
vektori budu realni.

@ Zbog toga je pozeljno da sve operacije kao i sama

Ao dekompozicija budu realne, jer su kompleksne
operaciju puno “skuplje” od realnih.

@ Kako kompleksne svojstvene vrijednosti realne matrice
dolaze u parovima kompleksno—konjugiranih brojeva,
onda svaki kompleksno—konjugirani par mozemo
prikazati kao spektar realne 2 x 2 matrice na dijagonali
odT.

Nela Bosner



Problem
svojstvenih

vrijednost @ Provjerimo spektar realne 2 x 2 matrice

52:[_0‘5 g]

@ Vrijedi
dekompozicija

det(Bo — Ab) = (a — A2 + 32 = X2 — 20\ + a? + 2,

pa su svojstvene vrijednosti matrice By

20+ /402 — 4(aZ 1 2
)\1,2204 \/042 (c +5):aj:iﬁ,

par konjugirano kompleksnih brojeva.



sosnenn [ T€Orem (Realna Schurova dekompozicija)

B Nekaje A € R™". Neka A ima r realnih svojstvenih
vrijednosti i k kompleksno konjugiranih parova. Tada postoji
realna ortogonalna matrica U i blok gornje trokutasta
matrica T, blok dimenzije (r + k) x (r + k), tako da je

Nela Bosner

[ Ty T Ty o o Tk |
Trez) Tpea) - - Tirik
UTAU — R :
Tiy - Tirsk
L T[r+k,r+k] ]

Pri tome r dijagonalnih blokova T; ima dimenzije1 x 1, a k
dijagonalnih blokova ima dimenzije 2 x 2.

v




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Schurova
dekompozicia

Teorem (nastavak)
@ 1 x 1 blokovi su realne svojstvene vrijednosti od A,

@ a svojstvene vrijednosti svakog 2 x 2 bloka su jedan par
kompleksno konjugiranih svojstvenih vrijednosti od A.

Dokaz.

Dokaz ide matematickom indukcijom po k.

Baza Za k = 0 sve svojstvene vrijednosti su relane,
matrica T je trokutasta i dokaz je analogan kao
kod kompleksne Schurove dekompozicije.

Korak Neka Aima k > 0 parova konjugirano
kompleksnih svojstvenih vrijednosti i
pretpostavimo da postoji realna Schurova
dekompozicija za j < k parova.

A




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dokaz (nastavak).

@ Neka je A = a + i kompleksna svojstvena vrijednost
od A, tada postoje vektori y, z € R” takvi da je

Aly +iz) =(a+iB)(y + iz)
=(ay = B2) +i(By + az)
odakle slijedi
Ay =ay —pz, Az=py+az,

Sto skraceno mozemo napisati

Ay z1-ly 21| % 7.

@ Dakle, span{y, z} predstavlja dvodimenzionalni realni
invarijantni potprostor od A.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dokaz (nastavak).
@ Neka je

[y Z]:U1|:g:|, U1€Rn><n,R€R2X2

QR faktorizacija matrice [ y z ].
@ Tada vrijedi

[ 5]-ul 8] 5 2],

odnosno

U1TAU1["O?]=_R[—aﬁ gu




e Dokaz (nastavak).
svojstvenih

vrijednost @ Za particiju

Nela Bosner

UT AU = [ Ty T2 } n2

Ta1 Ta2 — 2
2 n-2
e iz prethodne jednakosti slijedi

TR |
1R |

@ Kako je T»1R = 0, zbog regularnosti matrice R je
To1 = 0. (y i z ne smiju biti kolinearni jer se moze
pokazati da bi u protivnom bio 5 = 0, i imali bismo
realnu svojstvenu vrijednost.)




Dokaz (nastavak).
@ Dakle, mozemo zakljugiti

-y 2]

pricemu je o(T11) = {a +i8,a — iB}.

@ Zbog toga Sto Too ima k — 1 parova konjugirano
kompleksnih svojstvenih vrijednosti, po pretpostavci
indukcije postoji unitarna matrica U, € R("=2)*(n-2) j
blok gornje trokutasta matrica Tpp € R(7-2)%(n-2) g5
dijagonalnim blokovima dimenzija 1 x 1ili 2 x 2, takve
daje y

Too = Up Too U]




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dokaz (nastavak).
@ Definirajmo sada

b 0
uzu1-[§ U

za koju vrijedi sljedece

T /2 0 T L 0
Uu_[0 ur |UTU 6 g,

pa je U ortogonalna matrica.

:| c Rnxn

]:

b 0
0 UJU:

-




Dokaz (nastavak).
@ U josS ima svojstvo

"l
_0
»
_0
[ Ty
_0
[ Tiy
0

] U{ AU, [

T4
0
T12Us
U2T Too Us
T2z

T2 ]

gime je UT AU blok gornje trokutasta matrica sa
dijagonalnim blokovima dimenzija 1 x 1ili 2 x 2.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Schurova
dekompozicia

Korolar

Matrica A € R™" je normalna ako i samo ako postoji realna
ortogonalna matrica U i blok dijagonalna matrica T tako da
je

Ty
UTAU =
T[r+k,r+k]
Pri tome r dijagonalnih blokova Ti;; ima dimenzije 1 x 1, a k
dijagonalnih blokova ima dimenzije 2 x 2.

@ A je simetricna, A = AT, ako i samo ako su svi
dijagonalni blokovi 1 x 1, tj. A= UAUT, gdje
A = diag(\1, . . ., An) sadrZi svojstvene vrijednosti, a
odgovarajuci stupci od U su svojstveni vektori.




Problem

svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

U proizvoljnoj e okolini svake realne matrice A nalazi se
realna matrica A sa jednostrukim svojstvenim vrijednostima.
Pri tome, ako je A normalna, simetri¢na, antisimetricna, ili
ortogonalna, matrica A moZe se odabrati tako da bude
redom normalna, simetri¢na, antisimetricna, ili ortogonalna.

Schurova
dekompozicia




Numericko racunanje Schurove dekompozicije

Problem
svojstvenih
vrijednosti

@ Numericki algoritam za racunanje Schurove forme
matrice A, o kojoj nemamo nikakvu spektralnu
informaciju, mora biti potpuno konstruktivan i svaki
njegov korak mora biti jednostavan za implementaciju
na racunalu.

Nela Bosner

@ Kako je racunanje svojstvenih vrijednosti nuzno
iterativna procedura koja tek u limesu otkriva spektar,
jasno je da Ce u praksi te iteracije biti zaustavljene
nakon nekog dovoljno velikog konacnog broja.

@ Pritome je vazno da se iterativni dio izvrSava na

matricama koje imaju strukturu pogodnu za
jednostavan pristup.



Problem
svojstvenih
vrijednosti

Zato se algoritam sastoji od 2 koraka:

@ Nekom jednostavnom transformacijom unitarne
slicnosti baziranom na konacno elementarnih koraka,
prebacujemo proizvoljnu matricu A u matricu

Nomersko raturarie H = Q*AQ koja je jednostavnije strukture i pogodna za

racunanje Schurove forme.

dekompozicile

© Primjena iteratvne metode za raGunanje Schurove
forme matrice H.



Hessenbergova forma i tridijagonalizacija

Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

KaZemo da je n x n matrica H u Hessenbergovoj formi ili da
Jje Hessenbergova matrica ako je Hy =0 zai > j+1.

x ok ok k%
x ok ok k%
0 * x * x
0 0 x % «x
aagonaizacia 0 0 0 % =

Definicija

Za n x n Hessenbergovu matricu H kaZemo da je strogo
Hessenbergova ako je Hi 1 j#0 zasvej=1,...,n—1.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Hessenbergova
forma i

tridijagonalizacija

@ Nekaje Ae C™",
e Postoje n x n unitarna matrica Q i Hessenbergova
matrica H, tako da je A = QHQ*.

@ Ako je A realna matrica,

e onda Q mozemo odabrati da bude realna ortogonalna,
o a H realna Hessenbergova.

@ Ako je u dekompoziciji A = QHQ* matrica H strogo
Hessenbergova, onda je ta dekompozicija jedinstveno
odredena u sljedecem smislu:

o Akoje A= QHQ takoder dekompozicija s unitarnom Q
i Hessenbergovom H, te akoje Q= 1 -+ qn ]i
Q=[6& - @,], ondag; = e’ q poviadi Q= Qo,

e gdje je d = diag(e'*",. .., e"n).

o U slucaju realne dekompozicije realne matrice A svi su
e e {-1,1}.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Hessenbergova

forma i
tridijagonalizacija

@ Matricu A svodimo na Hessenbergovu formu tako da
pomocu pogodno odabranih unitarnih transformacijama
sli¢nosti sustavno ponistavamo elemente na pozicijama
(ih)zai>j+1.

@ Te unitarne transformacije su Householderovi reflektori.

@ Ovu konstrukciju ilustrirat cemo na primjeru 5 x 5:

A=A =

X X X X *
* %X ¥ % %
¥ ¥ ¥ ¥ ¥
¥ ¥ ¥ ¥ ¥
* ¥ ¥ ¥ %

pri Cemu su elementi oznaceni sa x (A{(2 : n, 1)) vazni
za odredivanje prve unitarne transformacije.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dokaz (nastavak).

@ Konstruirajmo (n—1) x (n— 1) Householderov reflektor
Qy takav da je

QiA(2:n,1) = £[|A1(2: n,1)] 261 =

@ n x nunitarnu transformaciju definiramo kao

10
a-[} 2]

@ Vezano uz Qq uoCimo sada dvije stvari:




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Hessenbergova
forma i
tridijagonalizacija

Dokaz (nastavak).

elemente matrice A

x ok ok x ok
1 0 10 x ok x %k
A2_|: A*]A1[ }: * % ok k%
0 01 0 G ¥ % ok k%
x ok ok x ok

pri cemu

@ primjena Q; slijeva mijenja elemente x,
@ primjena Q; zdesna mijenja elemente x,
@ dok primjena obiju transformacija mijenja elemente x.

@ transformacija slicnosti A, = Q; AQ; djeluje na sljedece

O

’




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Hessenbergova
forma i

tridijagonalizacija

Dokaz (nastavak).

mijenja 1. stupac, imamo situaciju

1 0 1 0
Az:[oo:]/*‘[oa}:

O O O % *
X X X % %

pri ¢emu su elementi oznaceni sa x (Ax(3:

@ S druge strane, zbog izbora Householderovog
reflektora Qy i Cinjenice da primjena Q; zdesna ne

* X X X ¥
* X X X ¥
EE R SR

n,2)) vazni

za odredivanje druge unitarne transformacije.
@ Konstruirajmo (n —2) x (n — 2) Householderov reflektor

Q, takav da je

Q2A2(3: 1,2) = £]|Ax(3 : 1,2) |28




e Dokaz (nastavak).
svojstvenih

vrijednosti @ n x nunitarnu transformaciju definiramo kao

Nela Bosner

@ Nova transformacija slicnosti A; = Q5A>Q» je sada
oblika

Hessenbergova

forma i
tridijagonalizacija

[k O L 071
A3‘[0 éz]“z[o éz]‘

O O O *x *
O O % % *
X X % ¥ %
* ¥ ¥ ¥ ¥
* ¥ ¥ % ¥

pri ¢emu su elementi oznaceni sa x (A3(4 : n,3)) vazni
za odredivanje treCe unitarne transformacije.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

forma i

tridijagonalizacija

Dokaz (nastavak).
@ Konstruirajmo jo$ zadnji (n —3) x (n—3)
Householderov reflektor Q3 takav da je

Q3As(4: n,3) = £|As(4 : n,3)| 261

@ n x nunitarnu transformaciju definiramo kao

I 0

%= [ 0 & ] '
@ Transformacija sliCnosti A; = Q;A3 Qs je sada oblika
% * % * %
* ok k ok %
A4:|:g£*:|A3[I03£:|: 0****
3 3 0 0 * = =
0 0 0 % =




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

forma i

tridijagonalizacija

Dokaz (nastavak).

@ Dakle, matrica Ay = Q3 Q5 Q;AQ; Q>Qs je u Zeljenoj
Hessenbergovoj formi.

@ Opcenito, postiglismotou n—2 koraka gene[irajuc':i
n — 2 Householderova reflektora Qj, od kojih Q;
ponistava A 1(i+2: n,i) =0.

@ Ovime je zavrSena konstrukcija Hessenbergove forme:
matrica Q = Q1 Qs - - - Q,_o> ima svojstvo da je
H = Q*AQ gornje Hessenbergova.

@ DokaZimo joS da je Hessenbergova forma esencijalno
jedinstvena.

@ Pretpostavka je: H = Q*AQ, H= Q*AQi & = e/*1q;.
@ Jerje y .
hi1 = GiAqi, hiy = 3;AG = 4T grAgy = gjAgy
Slljedl da je h11 = h11 .




e Dokaz (nastavak).

svojstvenih

vrijednosti @ U jednakostima AQ = QH i Aé = é/:l promatramo

Nela Bosner

samo prve stupce:

Agi = hi1g1 + ho1qp,  €91Aq1 = €1 h11G1 + hp1 .

@ Ako prvu jednakost u prethodnom izrazu pomnozim s

e/ dobivamo

ho1Gp = €91 ha1 Q.

@ Kako je po pretpostavci H strogo Hessenbergova

matrica tj. hoy # 0, zakljuCujemo da je \7121\ = |hoy], i

g = mhq—ﬁﬁ
ho1




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

forma i

tridijagonalizacija

Dokaz (nastavak).
@ Naposljetku jos vrijedi
oo =83 AT = €2 g3 Agy = g3 Age = hoo
hoy =G5 Ay = 2 g Agy = el(P1=%2) py,
hip =§; A = e?11%2) g Agy = €291 py,
@ Nastavljamo dalje induktivno: pretpostavimo da smo za
m < n vektora dobili §; = ge'®, j=1,...,m.

@ Promatrajuci m-te stupce u jednakostima AQ = QH i
AQ = QH, dobivamo relacije

m
AQm = Z hijm + Amit,mAm+1
j=1

m
e'*m Aqm = Z e’(¢m_¢j)hjmel¢ij + Ami1,m8Gm+1
=




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Hessenbergova

forma i
tridijagonalizacija

Dokaz (nastavak).
@ Na isti nacin kao za m = 1 zaklju¢ujemo da je

’~7m+1,m67m+1 = eI.(z)mhm+1,mqm—H-
® Kako je Amy1.m # 0, i |Ami1.nl = |Pmi1.m|, vrijedi

.. h ,
~ i m+1,m i
am+1 = e¢m~—qm+1 = ed)m“ am+1-
m+1,m

Propozicija
Svojstvene vrijednosti strogo Hessenbergove matrice H
imaju geometrijsku kratnost jedan.

Razmislite zasto je to tako. Vidljivo je iz same strukture
matrice H.



Napomena
Problem

i @ U kontekstu racunanja Schurove dekompozicije,
Ny — numericki algoritmi uvijek rade na strogo
Hessenbergovim matricama.

@ Jer, ako je neki h; 1 ; = 0 onda se problem razbija na
dva problema manje dimenzije:

Hessenbergova

forma i
tridijagonalizacija H =

O O ¥ % %

* X X | ¥ X X

¥ % %% % ¥
|
| — |
oF
=
X
=
N
—_

O O OO % *
O O O % % %
O % % | % * *

0

@ Nakon racunanja Schurovih dekompozicija matrica od
H11) i Hpp2) Schurova dekompozicija od H moZe se
jednostavno sastaviti.




Problem

svojstvenih Napomena

vrijednosti

Nela Boser @ Ako je matrica A hermitska, A = A*, onda je i
Hessenbergova forma H = Q*AQ hermitska.

@ Kako je H Hessenbergova i hermitska, onda je nuZno
tridijagonalna.

Definicija

KaZemo da je n x n matrica T tridijagonalna ako je T = 0
zali—j| > 1.

O O O * *
O O % % *
QO ¥ ¥ % O
¥ ¥ ¥ OO
¥ ¥ O O O




QR metoda

Problem
svojstvenih

il @ Preostalo nam je definirati iterativnu metodu koja ¢e na
el Sosner jednostavan nacin racunati Schurovu dekompoziciju
Hessenbergove matrice.

Algoritam (QR metoda)

A = A;

k=1;

while ~Kkriterij_zaustavijanja
izradunaj QR faktorizaciju A%) = QK R(K);
Alk+1) — R(K) Q(k) -
k=k+1;

end




Problem Teorem

svojstvenih

vrijednosti Matrice izracunate QR metodom imaju sljedeca svojstva:
Nela Bosner o Za Svakikje
Ak — (QK))y* Atk Q)

tj. algoritam generira niz unitarno sli¢nih matrica.
@ Za svaki k je
AKED) — (@M ... QWy*AQ™M) ... Q).

@ Ako definiramo
QK — M ... Q(k)7 RU:K — Rk) ... /:g(1)’

onda je
Ak _ Q[1:k] R[1:k]

QR faktorizacija potencije AX.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

@ Vrijedi
A1) — gk k) — ((Q(k))* Q(k)) Rk (k)
N———
:(Q(k))*A(k)Q(k) AK)

@ Induktivno, koristeéi prethodnu tvrdnju, imamo:
A+ —(Qtk)y* Al Q)
=(QW)(Qk-Dyak-D Q- k) — ...
@ Razmotrimo prvih nekoliko potencija:

22— g R — oh @ R@ /M
———
A —Q@ RE®)




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dokaz (nastavak).

A =A.A2 =) RMQ() QPR RM —
W
AR =Q()
—QMq@ RE Q@) R(2)R(1)
\W_/
A®)=QE)
=@ B R(3) R(Z) R




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Konvergencija QR metode

Teorem

vrijednostima

M > [A2] > - > [Apq| > [An] > 0.

Neka je A € C"™" regularna matrica sa svojstvenim

Tada niz matrica A% izraéunat QR metodom konvergira u
sliedeéem smislu: Postoje dijagonalne unitarne matrice d()

takve da je

lim (¢(k))*A(k+1)¢(k) _

k—oo

i )\1 * *
0 )\2 *
0 0 - Xpq
0O 0 -~ 0 X

gdje je Q = limy_o. QM ... QK (k)

= Q'AQ




QR metoda s Hessenbergovim matricama

Problem

svojstvenih @ U prethodnom teoremu pretpostavka je bila da je

riednost matrica A regularna.

@ S druge strane bilo bi pozZeljno imati algoritam za
racunanje Schurove dekompozicije i za singularne
matrice.

@ Kako nam je cilj na¢i dekompoziciju T = U*AU, T je
gornje trokutasta i U unitarna, tada su najpogodnije
transformacije unitarne sli¢nosti:

@ akoje H= (U©®)*AU®O unitarna sli¢nost

@ akoje T = (UM)*HU™ Schurova dekompozicija
onda U = U® U daje Schurovu formu T = U*AU
matrice A.

@ Pritome 1. transformacija se provodi u konaéno mnogo
koraka, a matrica H je takve strukture da je svaki korak
QR metode u 2. transformaciji puno efikasniji nego kad
je primijenjen na matricu A.

Nela Bosner



Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Neka je H = QR QR faktorizacija Hessenbergove matrice
H. Vrijedi:

@ Matrice Q i RQ su takoder Hessenbergove.

@ Ako je H strogo Hessenbergova i singularna, onda je
RnnZOIl‘q]j#Ozaj:.l,,n—.l

@ Ako je H strogo Hessenbergova, onda su Q i R
esencijalno jedinstvene (neovisno o rangu od H).




Problem DOKaZ'

svojstvenih

vrijednosti Dokaz ¢emo ilustrirati na 5 x 5 matrici

Nela Bosner

O O O % *
O O % % *
O % ¥ % ¥
R S S 3
E I TR

u kojoj treba ponistiti elemente oznacene s x.

aRmetoc @ Za poniStavanje elementa na poziciji (2, 1) koristimo
givensovu rotaciju G\, i definiramo H(") = (GM)*H

Cy ss 0 0 O * %k x % * ok ok ok ok
-S$ ¢ 0 0 O ®  *  x % * 0 * * *x x

0 0O 1 0 O 0 * * * * | =0 % % % =« |=H)
0 0 0 1 0 0 0 * * = 0 0 * % x

0 0O 0 0 1 0 0 0 =x =« 0 0 0 =x* =




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

QR metoda

Dokaz (nastavak).

koristimo givensovu rotaciju G®, i definiramo
H®@) — (G(2))*H(1)

1 0 0O 0 O x* % k% x * % % %
0 ¢ s 0 0 0 * x *x * 0 * * =«
0 —$ ¢ 0 0 0 ® *x *x % | =0 0 % =*
0 0 0o 1 0 0 0 * =x =« 0 0 * =
0 0 0 0 1 0 0 0 =x = 0 0 0 =

@ Za ponistavanje elementa na poziciji (3,2) u H(")

* %X ¥ X ¥

@ Za ponistavanje elementa na poziciji (4,3) u H®®

koristimo givensovu rotaciju G®), i definiramo
H®) — (G(S))* H®)

0 0

1 0 0 *  x % % % * % % %
0 1 0 0 O 0 * x * * 0 * * x
0 O C3 s3 0 0 0 % x = = 0 0 * =%
0 0 —s3 ¢c3 O 0 0 ® =x =« 0 0 0 =«
0 O 0 0o 1 0 0 0 =x = 0 0 0 =

* X ¥ X ¥




Probl
swivonn [ Dokaz (nastavak).

vrijednosti

ol B @ Za ponistavanje elementa na poziciji (5,4) u H®)
koristimo givensovu rotaciju G, i definiramo
R=H® = (G*)*HE)

1 0 O 0 0 *  x  x % % * % k% % %
0 1 O 0 0 0 * x * % 0 % *x *x %
001 0 0 00 « % *|=[00 % » % |=HY
0 0 0 ¢ s 0 0 0 = = 0 0 0 % =
0 00 —& o 000 ® = 0 00 0 =
o metoca @ Opcenito trebamo n — 1 rotaciju, i QR faktorizacija je
oblika

~——
Q




Dokaz (nastavak).

Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

coo®o

[eNelNe N R

QR metoda

[N e Nl

@ Dalje, u naSem 5 x 5 primjeru je

OO o—+00O0
- OO0 oo

C3
0

515203
—S2C1C3
C2C3
S3
0

- OO0 oo

cococo =
co¥® o

[eNeNoNeR s
[eNeoNeR o]

—515253€4
$283C1Cy
—83C2Cy

C3C4
S4

o

oo

OO —=+200

g

O —=-00O0
OO0 OO0 oo

o O o

Cq
S4

—84
Cy4

515258384
—525354C4
$354C2 5
_Sf(%
C4

odavde se lako vidi da je za svaki n > 2 matrica Q
Hessenbergova.




Problem Dokaz (nastavak).

svojstvenih

vrijednost @ Lako se provjeri da je produkt RQ gornje trokutaste i
NelalBoster Hessenbergove matrice nuzno Hessenbergova matrica.
@ U slucaju strogo Hessenbergove matrice mora biti
Rj#0zaj=1,...,n—1.
e Rj moZe biti 0 ako i samo ako je u j-tom stupcu matrice
HU-1) i dijagonalni i ispoddijagonalni element jednak 0.
@ Ako je matrica jos i singularna, onda je nuznoi R
singularna, pa je R, = 0.

@ |z prethodno dokazanih tvrdnji znamo da su prvih n — 1
stupaca u H linearno nezavisni, pa teorem o
jedinstvenosti QR faktorizacije jedinstveno (do na
mnozenje brojevima modula jedan) odreduje prvih
n — 1 stupaca matrice Q.




Problem
svojstvenih

N”;”f:”o:“ Dokaz (nastavak).

@ Kako je Q unitarna, onda se njen n-ti stupac nalazi u
jednodimenzionalnom potprostoru koji je ortogonalan
na linearnu ljusku prvih n — 1 stupaca, pa je odreden
do na mnozenje skalarom modula jedan.

Korolar

Ako QR iteracije H¥) = QK R(K) - H(k+1) — R(K) Q(k)
primijenimo na Hessenbergovu matricu H, onda su sve
matrice H®), Q%) Hessenbergove.




e @ Razmotrimo joS sada sloZenost ovakvog algoritma.
vrijednost @ Pocetna redukcija matrice A na Hessenbergovu formu
Neta Bosner H zahtijeva O(n®) operacija.

@ Kako QR iteracije Cuvaju Hessenbergovu formu, svaka
QR faktorizacija H¥) = Q¥ R() se raguna sa O(n?)
operacija.

@ To je bitno brze od QR faktorizacije AK) = Q(¥) R(K)
opcenite kvadratne matrice za koju je potrebno O(n®)
operacija.

@ Kako je Q) = G(k1) ... G(k:n=1) produkt od n — 1
Givensovih rotacija, a svaku od njih se moze primijeniti
s O(n) operacija, onda

Hk+1) — g Glk1) ... glkn—1)

pokazuje da je prijelaz sa H¥) na H,+1) mogu¢ sa
samo O(n?) aritmeti¢kih operacija.




Zadaci

Problem
svojstvenih
vrijednosti

Zadatak

U MATLAB-u napisite M-file funkciju hessenberg () koja
realnu matricu A transformacijama unitarne slicnosti svodi
na Hessenbergovu formu. Funkcija neka ima ulazni
parametar

@ matricu A
izlazne parametre
@ Hessenbergovu matricu H,

Nela Bosner

@ ortogonalnu matricu Q takvu da je A= QHQ'.

Za generiranje Householderovih reflektora koristite
MATLAB-ovu funkciju gallery (" house”’, ...).




Podsjetnik na Householderove reflektore

Problem
svojstvenih
vrijednosti

@ Za zadani vektor x € R", x # 0, trazimo ortogonalnu
matricu H € R™*" takvu da je

Hx = ae, gdje je e € R", ||e|2 = 1 zadani vektor.

@ Zax=0jeH=1Iinuznojea=0.
@ Za H zahtijevamo da je oblika

H=1I,—aw’,  gdiejes >0, v+£0.

@ Matrica H je Householderov reflektor.



Problem Svojstva Householderovog reflektora:
svojstveni . . % . .
vilednost @ H je simetriéna matrica, tj. H™ = H.
Nela Bosner ® Za 3 = ;25 je H ortogonalna matrica.
2
@ Zbog ortogonalnosti od H mora biti || x||2 = ||, pa
definiramo
_ [ =lxl, e’x>0
L Il e’x <0
Predznak se bira zbog stabilnosti metode, da
izbjegnemo katastrofalno kracenje.
@ Da bi vrijedila trazena svojstva matrice H, moramo
definirati sljedece:
V=X-—ae
B 1
Ixll2(llx]|2 + e x|)




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Napomena

@ Da bismo racunali sa Householderovim reflektorom H
uopce ga ne trebamo posebno racunati kako bismo
dobili njegov matricni oblik.

@ Stovise H se apsolutno nikada ne generira kao
matrica, samo se spremaju v i 3.

@ Zay € R" je:
Hy = (/ - ﬁva) y=y—-(Bviyv.

@ Dakle, potrebno je izracunati samo skalarni produkt
viyiu=pvTy e R, odakle je
Hy =y —pv,
Sto je manje operacija nego generirati matricu H i
mnoZiti je vektorom. Isto vrijedi za HC gdje je C
matrica: HC = C — Bv(v' C).




Problem
svojstvenih

vrijednosti Zadatak

Bl U MATLAB-u napisite M-file funkciju schur_qr () koja za
realnu Hessenbergovu matricu H racuna realnu Schurovu
dekompoziciju pomocu QR metode. Funkcija neka ima
ulazne parametre

@ n x n Hessenbergovu matricu H,

@ toleranciju tol na apsolutne vrijednosti
ispoddijagonalnih elemenata.

i izlazne parametre

@ blok gornje trokutastu matricu T s dijagonalnim
blokovima dimenzija1 x 1ili2 x 2,

@ ortogonalnu matricu U takvu da je H = UTUT,




Problem

svojstvenin Zadatak (nastavak)

et @ jednodimenziono polje ind2, Ciji element ind2(i) = j
oznacavaju pocetni indeks 2 x 2 bloka na dijagonali od

[ i G ]
Gty Gt i1

Nela Bosner

ind2 ima onoliko elemenata koliko ima 2 x 2 blokova na
dijagonaliod T,

@ broj iteracija k QR metode potrebnih za postizanje
danog kriterija zaustavljanja.

Detalji:
@ Prije svake iteracije QR metode funkcija mora provjeriti

da li je neki ispoddijagonalni element jednak 0, tj da Ii je
H strogo Hessenbergova matrica.

4




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

@ [spoddijagonalni element h;4 ; postavijamo na 0 ako
vrijedi
|hisa,il < tol(hii] + [higq igal)-

@ Ako takvog elementa h;, 1 ; nema normalno se izvodi
iteracija metode.

@ Ako se pojavi barem jedan element za kojeg moZzemo
staviti hi1 ; = 0, tada polazni problem razbijamo na
podprobleme manjih dimenzija.

@ Ako na primjer postoje takva 2 ispodijagonalna
elementa h;, 1 ; =01/ h;,1; = 0, onda imamo
sljedecu situaciju

Hi1 Hiz His
H=1 0 Hx Hx3 |,
0 0 Hss




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

pri cemu su Hiyq = H(1 Dy, 1 i1),

H22:H(i1 +1:b, i +1 Zig) iH33:H(i2—|—1 N, o+ 1 :n)

strogo Hessenbergove matrice.

@ Sada se racunaju Schurove dekompozicije matrica
Hit = U1 Ti1 U]}, Hop = Uop Too UL, i Hag = Us3 Ta3Udy
rekurzivnim pozivom funkcije schur._qr ().

U, 00 Hiy  Hio
O [/ 0 0 Ho
0O 0 |/ 0 0
[ Ti1 Ul Hi2 Ul His
0 Haz Hos
0o o0 Has

@ Nakon svake Schurove dekompozicije blok
dijagonalnog elementa potrebno je aZurirati matricu H:

Hia
Hos
Hs3

Ui
0
0

0 0
I 0
0 /

e —|




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

/ 0O O Hy1  Hio
0 U, O 0 Ho
0O O / 0 0
[ Hi1 HigUz  Hig
0 Too U2T2H23
0o 0 Has
10 0 Hii  Hio
0/ 0 0 Hpp
| 0 0 U, 0 0
Hi1 Hiz HizUss
0 Hx HxUss
0 0 T33

His
Hos

O O —

0O O
U 0

0 I ]
0O O
/I 0 ]
0 Uss




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)
@ Nakon toga smo gotovi.
@ Smanjivanje dimenzija radi se tako dugo dok ne
dobijemo m x m matricu sam < 2.
@ U tom slucaju ne radi se nista vec¢ se samo vrate
odgovarajuci izlazni parametri.

Zadaci




Podsjetnik na Givensove rotacije

Problem @ Givensove rotacije su kvadratne matrice koje su
i dobivene ulaganjem dvodimenzionalnih rotacija u vecu
jediniénu matricu.

1

G(p, q: ¢) =




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner . Rnx n

C = CO0S¢
s = sing
¢ € [0,2m),

a pi g su pivotni indeksi i smatramo da je p < q.
@ Matrica G(p, q; ¢) je ocCito ortogonalna i vrijedi

G(p? q; ¢)_1 = G(pv q; ¢)T = G(pv q; _¢)

@ Pomnozimo li matricu A € R™*" slijeva sa G(p, q; ¢)7,
u A se promijeni samo p-ti i g-ti redak, a sve ostalo
ostaje isto.



Problem @ Zato umjesto velike matrice mozemo gledati pripadnu

svojstvenih

vrijednost ravninsku rotaciju

Nela Bosner
= = c -s
G-cpao-|e 7

i samo p-ti i g-ti redak od A.
@ Neka su
[81 ap - an] i [b1 by --- bn]
p-ti i g-ti redak od Ainekaje A= G'A.
@ Zapravo mijenjamo samo ovo:
c sl|l|la a - a|_|a a& - ap
—S C b1 b2 bn o b1 bg bn

@ ¢ ¢emo odabrati tako da se u A ponisti element na
mjestu (q, r), 1j. tako da je b, = 0.



Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner Cai + Sbi :éi
—sa,-+cb,-:5,-, i=1,....n
@ Iz uvjeta b, =0, je
cb, = sa,,
AT | ar | ér
5 ]-1%]
@ Buduéi da je G ortogonalna vrijedi
ér ~T ar ar
= G =
2]l )L ILs ]
@ a, biramo tako da bude pozitivan:

= /a2 + b2.
2

ar| =
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svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Zadaci

@ Akoje a, = b, =0tada G = I.
@ Napokon, dobivamo

Napomena

Zbog toCnijeg racunanja u aritmetici konacne preciznosti, c i
s se Cesto racunaju kao

@ |br| > |ar|
ar sign(br)
T==", s§=232=2 c=sr,
br V14712
@ |br| < |a|
by sign(ar)
=l = e G
ER N P




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Zadaci

Domacéa zadaca

@ SOR metoda i metoda potencija
Generirajte dvije n x n matrice Ay i A, zan > 10, takve
da za A1 SOR metoda s optimalnim parametrom sporo
konvergira, a za A, konvergira brzo.

e Iskoristite svoju MATLAB funkciju
metoda_potencija () za racunanje spektralnog
radijusa matrice iteracija i odredivanje optimalnog
parametra w.

e Optimalni parametar ocitajte s grafa dobivenog
MATLAB funkcijom sor._konvergenci ja ().

o Iskoristite svoju MATLAB funkciju sor () za rieSavanje
sustava Ai1x = by i Aox = by, gdje su by i bo odredeni
tako da je egzaktno rjesenje u oba slucaja jednako
[1 --- 1 ]7. Uzmite optimalne parametre i istu
toleranciju tol = 10~8 za oba sustava.

e Nacrtajte grafove gresaka i relativnih normi reziduala za
oba sustava, pravilno oznacite osi i legendu.




Problem Domaca zadaca (nastavak)

svojstvenih

Hh @ Metoda konjugiranih gradijenata i Schurova

Nela Bosner dekompozicija

Generirajte dvije n x n matrice Az i A4 zan > 10, takve

da za As metoda konjugiranih gradijenata sporo

konvergira, a za A4 konvergira brzo.

e Iskoristite svoje MATLAB funkcije hessenberg () i
schur_qgr () za racunanje spektra matrica As i As. Za
schur_qr () uzmite tol = 10~8. Svojstvene vrijednosti

Zadzc ocitajte iz njihovih Schurovih formi, pri ¢emu svojstvene
vrijednosti 2 x 2 blokova na dijagonali izracunajte kao
rieSenja kvadratne jednadzbe.

o Iskoristite svoju MATLAB funkciju cg () za rieSavanje
sustava Asx = bz i Asx = by, gdje su bs i by odredeni
tako da je egzaktno rjesenje u oba slucaja jednako
[1 --- 1]7. Uzmite istu toleranciju tol = 108 za
oba sustava.




Problem Domaca zadaca (nastavak)

svojstvenih

vrijednosti e Nacrtajte grafove gresaka i relativnih normi reziduala za

Nela Bosner oba sustava, pravilno oznacite osi i legendu.

© Programski dio zadace
Svaki student mora sam napisati sve gore navedene
funkcije i matrice, i mora ih znati objasniti nastavniku.
Ukoliko se utvrdi da student nije sam napravio svoje
zadatke nece dobiti minimani broj bodova iz zadace!

© Pismeni dio zadace
Svaki student ¢e predati nastavniku pismeni opis
rezultata svoje zadace. Potrebno je:

@ za svaku matricu A; i = 1,2, 3,4 napisati dimenziju, broj
uvjetovanosti i karakteristiku matrice koja bi mogla biti
vazna za danu iterativnu metodu za riesavanje sustava
linearnih jedadzbi (dijagonalna dominantnost,
simetricnost, pozitivna definitnost,. .. ),




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Zadaci

Domaca zadaca (nastavak)

@ za svaku matricu A; i = 1,2, 3,4 navesti svojstvo zbog
kojeg dana iterativna metoda za rjesavanje sustava
linearnih jedadzbi sporo ili brzo konvergira, uz
objasnjenje zasto je to tako (odgovarajuci teorem),

e za svaki sustav Aix = b; i = 1,2, 3,4 napisati dobivenu
aproksimaciju riesenja u 1ong formatu,

@ za svaki sustav Aix = b; i = 1,2,3, 4 nacrtati prethodno
opisane grafove konvergencije,

@ za svaki sustav Aix = b; i = 1,2, 3,4 navesti komentar
o tome da li se dobiveni rezultati poklapaju sa gore
opisanim svojstvom matrice.

Sve matrice i vektore spremite u datoteku naredbom
save.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Napomena

Kod 1. dijela zadatka metoda potencija moze vrlo sporo
konvergirati za neke matrice iteracija T, kod kojih je w blizu
0 ili 2. Ovaj problem moZete popraviti na sljedeci nacin.
Metodi potencija dodajte jos jedan izlazni parametar f1ag
koji ce biti jednak
@ 1, ako je metoda izkonvergirala u manje ili jednako 100
koraka,

@ 0, ako metoda nife izkonvergirala u 100 koraka; u tom
slu¢aju metoda prekida sa izvrSavanjem.

Ukoliko je metoda vratila £1ag= 0 spektralni radijus
izracunajte pomocu MATLAB-ove funkcije eig ().




Dekompozicija singularnih vrijednosti (SVD)

Problem @ Vidjet cemo da mnozenjem razliCitim unitarnim
Vrisdnost matricama s lijeva i desna mozemo proizvoljnu
Nela Bosner pravokutnu matricu svesti na dijagonalni oblik.
@ Ova dekompozicija ima veze sa svojstvenim problemom

i sprektralnim dekompozicijama matrica A*A i AA*.

@ SVD ima Siroku primjenu:
raéunanje inverza regularne kvadratne matrice
racunanje generaliziranog inverza pravokutne matrice
racunanje uvjetovanosti matrice
rieSavanje ortogonalnog Procrustes problema
nalazenje presjeka jezgara dvaju linearnih operatora
nalazenje kuteva izmedu dva potprostora
nalazenje presjeka potprostora
rieSavanje linearnog problema najmanjih kvadrata
rieSavanje linearnog problema totalnih najmanijih
kvadrata
rieSavanje integralnih jednadzbi
@ procesiranje slika

Dekompozicija
singularnih
vrijednosti



Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dekompozicija
singularnih
vrijednosti

Teorem (Dekompozicija singularnih vrijednosti (SVD))

Neka je A € C™ " matrica ranga r. Tada postoje unitarne
matrice U € C™ "™ jV € C"™" takve da je na jedinstven
nacin odredena dijagonalna matrica

iy . . Z+O r
o[,

r n—r

gdje je ¥ = diag(o,...,0r), UZ01 > 02 > -+- > 0y > 0.
Kazemo da je A = UL V* dekompozicija singularnih
vrijednosti (SVD) matrice A.

Napomena

Ako je A € R™*" realna matrica tada postoje ortogonalne
matrice U € R™<™M j\/ ¢ R™" takve daje A= UL VT SVD
matrice A.




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dekompozicija
singularnih
vrijednosti

@ Primjetimo da je A*A € C"™" hermitska pozitivno
semidefinitna matrica:

X*A*Ax = (Ax)*Ax = ||Ax||53 >0, zaVvxecC"
i da ima realne nenegativne svojstvene vrijednosti:
za A € o(A*A) Ix € C", x # 0 takav da je A*Ax = \x,

1AX]13
Xl

vrijedi: X*A*Ax = \xX*x = A=
@ Definiramo svojstvene vrijednosti od A*A:
o(A*A) = {012,05, ... ,Ug, Jg_H, ... ,O’%},

takve da je
01 2022"'ng>0=0's+1=---=0'n.
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svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dekompozicija
singularnih
vrijednosti

Dokaz (nastavak).

@ Sada definiramo regularnu dijagonalnu matricu
Y =diag(oy,...,05) € C*5.

@ Kako je A*A hermitska znamo da je njena Schurova
forma upravo dijagonalna matrica

2_2,,_03
0 0| n-s

S n-—s
§to znacdi da postoji unitarna matrica V € C"*" takva da
sy | Z5 0
V:A*AV = [ 0 0 ] .

@ Particionirajmo sada matricu V =[ V; V. |, gdje su
Vi € C™%8 i Vp € C™(n=9),




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dekompozicija
singularnih
vrijednosti

Dokaz (nastavak).
@ Odavde slijedi da je

2 0] [V . [ VEAAV) VEAAV, ]
[ 0 o]‘ [ vg}AA[ i Vel= [ VZA*AV, VA AV, |

pa vidimo da mora biti

ViA*AV, = X2,

VGA*AV, = (AVL)*AV, =0 = AV, =0.
@ Sada definiramo matricu

Uy = AVyx 1t e €™,

za koju vrijedi
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svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dekompozicija
singularnih
vrijednosti

Dokaz (nastavak).

UiUp =(AViZ AV T = 5T VAT AV T
=y ¥yt =

dakle, matrica U; je ortonormalna.

@ Neka su stupci matrice U, € C™(m=S) nadopuna za
stupce iz U; do ortonormirane baze prostora C™.

@ Tadaje U=[ Uy U, | € C™ ™ unitarna matrica, za
koju zbog jednakosti

U= AVZ]", ViA*AV, =32, AV, =0

vrijedi
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svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dekompozicija
singularnih
vrijednosti

Dokaz (nastavak).

| Ui [ UtAVy Ui AV,
UAV_[ ]A[v1 V2]_[U§AV1 UiAV,
_[=viAAY U0 [Ty 0] ¢
| Wbz, U0 | 0 0] T

@ Dakle, nasli smo unitarne matrice Ui V takve da je
U*AV = ¥, gdje je X dijagonalna matrica ranga s.
@ Jos vrijedi

s=rang(X) =rang(A) =r




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dekompozicija
singularnih
vrijednosti

@ Nenegativni elementi na dijagonali matrice ¥
o1 >00>:-->0p>0, p=min{m,n}

zowvu se singularne vrijednosti matrice A,

@ prvih p stupaca matrice U=1[ uy --- um | Zovu se
lijevi singularni vektori matrice A,
@ aprvih p stupaca matrice V.=[ vy --- Vv, | zZovu se

desni singularni vektori matrice A.

@ Ako usporedujemo stupce u jednakostima AV = UL i
A*U = VX* dobit ¢emo da za singularne vrijednosti i
singularne vektore vrijedi

Av; =oju;

A*U,':O','V,', i:1,...,p.
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svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Dekompozicija
singularnih
vrijednosti

Napomena

@ Ako izvrsimo particiju matrica

U=[U U] V=[V V]

r m-—r r n—r

onda iz prethodnog teorema slijedi:

Q@ /m(A) = span{uy,...,u}
Q Ker(A) = span{V,41,...,Vn}

© /mamo
h 0 Uz
[ 8)-[E]av e

T, = UAV,.

odnosno




Problem
svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Napomena (nastavak)

Dakle, dekompoziciju singularnih vrijednosti moZemo
Dekomporzicija napisati u skracenom obliku

singularnih
vrijednosti

,
A=UT Vi =Y oy,

i=1

pri cemu su Uy € C™" j V4 € C™" ortonormalne
matrice.
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svojstvenih
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Nela Bosner

Dekompozicija
singularnih
vrijednosti

Napomena
Za matricu A € C™" ranga r < min(m, n), matrice

A*A e C™" j AA* € C™™ su hermitske i pozitivno
semidefinitne. Vrijedi:

V*A*AV = diag(o?,...,02,0,...,0), o1>0>>0r>0

lj, kvadrati singularnih vrijednosti matrice A su
svojstvene vrijednosti matrice A*A, samo sto se medu
njima nalazi n — r nula, a stupci matrice V su njeni

svojstveni vektori.
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Nela Bosner

Dekompozicija
singularnih
vrijednosti

Napomena (nastavak)

U*AA*U = diag(o%,...,02,0,...,0), o1>05>>0,>0
N’

m—r

lj, kvadrati singularnih vrijednosti matrice A su
svojstvene vrijednosti matrice AA*, samo sto se medu
njima nalazi m — r nula, a stupci matrice U su njeni

svojstveni vektori.




Problem Teorem

svojstvenih

vrijednosti Neka je A= UL V* SVD matrice Ac C™ " rangar. Za
CEERl k< {1,...,r — 1} definiramo matricu

k
Ak = Z O‘iU,'V,-*.
i=1

Dekompozicija

singularnih
vrijednosti
Tada je
min ||A— Bllo =||A— Akll2 =
mng(B):kH 2 =l kll2 = okt
min{m,n}
min A-B F = A—Ak F = o2
ol JA Bl == A= >

Dakle, od svih m x n matrica ranga k matrica Ay je najbliza
matrici A u spektralnoj i u Frobeniusovoj normi.




Numericko racunanje SVD-a

oA Kao i kod raCunanja Schurove dekompozicije, raCunanje
vrijednosti SVD-a mozemo izvesti u dva koraka:
ela Bosner @ Unitarnim transformacijama svesti matricu A € C™<"

(BSOMP m > n) na bidijagonalnu formu

B
0

gdje su Ui V unitarne, a B je bidijagonalna

[ V1 ¢
2 @3

A:U[ ]V*, UeCm<m B Ve

7/’n—1 an
Un |

@ Primjena efikasne iteratvne metode za raunanje
SVD-a matrice B.




Bidijagonalizacija

orolem @ Bidijagonalizacija je bazirana na mnozenju matrice s
ST lijeva i s desna Householderovim reflektorima, takvima
vrijednosti . . . L, .

da na kraju postupka dobijemo sljedecu relaciju

Nela Bosner

0

gdje su Uk i Vi Householderovi reflektori.

@ Householderovi reflektori Uy biraju se tako da poniste
elemente matrice A ispod dijagonale.

@ Householderovi reflektori Vi biraju se tako da poniste
elemente matrice A iznad 1. gornje sporedne
dijagonale.

@ Racunanije i primjena Householderovih reflektora Uy i
Vi medusobno se izmjenjuju:

@ U k-tom koraku U Ce ponistiti sve elemente ispod
dijagonale u k-tom stupcu,

@ a Vi Ce ponistiti sve elemente desno od 1. gornje
sporedne dijagonale u k-tom retku.

[ B] =Up---UiAVy - Vo, U=U-Un, V=ViV_y,



Problem . g . e . . SO .
svojstvenih Bidijagonalizacija je prikazana na sljedecoj slici.

vrijednosti

eeooe ceoeo o0 e e
eee o LI ) eeoe ce e
A— eeoeoe Uy LI 2 eeoe Uy L) Va
e —— eee —— e ——— oo —
LI I ) oo o0 ceo o0
eeo0 o0 LI ) ce o o0
e o0 o0
° ° oo
LN ] U3 L ] U4 LN ] — B
o0 Em— ° E— ° 0
Bidijagonalizacija o e °
o0 °

@ Elementi oznaceni sa e su vazni za odredivanje
Householderovog reflektora u sljede¢em koraku.

@ Elementi oznaceni sa « su izracunate vrijednosti nakon
primjene Householderovog reflektora.



Bidijagonalni SVD

ot @ Nakon bidijagonalizacije, racuna se SVD bidijagonalne
. t h H .
e matrice:

B = UgxVg.
@ Konacni SVD matrice A dobiva se kao

A= <U[ %B ,mon D [ g ] (VWg)*".

@ lterativna metoda za racunanje SVD-a bidijagonalne
matrice pretpostavlja da je bidijagonalna matrica B

Soenan SO nereducirana, tj. da su svi elementi 1. gornje sporedne
dijagonale razli¢iti od nule, ¢; #0zai=2,...,n.

@ Ako je npr. ¢x.1 = 0 za neki k, tada je

o B1 0 k
B_|: 0 BQ:| n—k

Nela Bosner

k n—k
pa je originalni problem nalazenja SVD-a sveden na
dva manja problema sa matricama Bj- Bo.
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svojstvenih
vrijednosti

Nela Bosner

Bidijagonalni SVD

@ Metoda za raCunanje bidijagonalnog SVD-a bazira se
na QR metodi primijenjenoj na pozitivno semidefinitnu
tridijagonalnu matricu T = B*B.

@ Ako je T(O) = T, tada ¢e iteracije

T, —UR (QR faktorizacija)
T —RU, k=0,1,...

dati novu tridijagonalnu matricu T+ = =T .

@ Ponovo mozemo napisati da je
T+ — (Bk+1)+Bk+1)  gdje je Bk+1) bidijagonalna.

@ U metodi se T(*+1) zapravo nikada neée generirati jer
se transformacije direktno primijenjuju na B,




Problem @ k-ta iteracija se sastoji od sljedecih koraka.

svojstvenih

vrijednost @ |zracunaj Givensovu rotaciju V4 takvu da je
Nela Bosner
1T
| o
viT® |0 -0
0 0

Bidijagonalni SVD

@ |Izracunaj Givensove rotacije Vs, ..., V,_1 tako da za
VK = V... V,_; vrijedida je T+ = (V(k))*T(k) V)
tridijagonalna i V(Ke; = V;e;.

@ Ovaj postupak se naziva “naganjanje kvrge” u
bidijagonalnoj matrici B).

@ Kk-ti korak zavrSava dobivanjem nove bidijagonalne
matrice B+,



Problem
svojstvenih
vrijednosti

o B(k+1) je sa B(K) povezana sliedeGom relacijom
B+ — ( - ~--U;*)B(k)(V1 Vo) = (U BRI k),

@ Moze se pokazati da cijeli postupak konvergira ka
dijagonalnoj matrici

lim B =y,

k—o0

@ Cjeli postupak je ilustriran na 6 x 6 matrici.
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Bidijagonalni SVD
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Bidijagonalni SVD
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Nela

Bidijagonalni SVD
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Bidijagonalni SVD
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Bidijagonalni SVD
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