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Sustavi linearnih jednadzbi

@ Portfelj koji se sastoji od n razlicitih vrijednosnica moze
se opisati pomocu njihovih teZina
~ xSi(0)
wl - V( 0) 9

gdje je x; broj dionica tipa i u portfelju, S;(0) je pocetna
cijena vrijednosnice i, a V(0) je koli¢ina koja je pocetno
investirana u portfel].

@ Definirajmo

w1 1
w2 1

Wn 1
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jednadzbi

Primjer (nastavak)

@ [z definicije je vidljivo da je Y"7_, wi = 1, odnosno

T

e'w=1.

@ Pretpostavimo da povrat i-te vrijednosnice R; ima
oCekivanje n; = E(R;), i definirajmo

Ry i

R I
R .2 , . 2

Rn Kn

@ Nadalje, kovarijancu izmedu dva povrata oznacimo sa
cij = Cov(R;, R;) i definirajmo matricu Kovarijance
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Nela Bosner C1 1 C1 2 0o o C1 n
Sustavi Co1 C2 -+ OCop
linearnih C o o . =
jednadzbi

Cmt Cp2 -+ Cnpn
@ Dobro je poznato da je matrica kovarijance simetricna
pozitivno definitna matrica, pa je prema tome regularna
i inverz C~' postoji.
@ Ocekivani povrat up = E(F?,?) i varijanca 0% = Var(Rp)
portfelja sa teZinama w dani su sa

pp =p'w
0% =w'Cw




Sustavi Primjer (naStavak)

Sustay
fecadzb , - ” , ”
@ Portfelj sa najmanjom varijancom ima teZine

Nela Bosner

Sustavi C_1 e

linearnih Wmin = <3 —-
jednadzbi min — aTCc—1e

e Gornju tvrdnju moZemo pokazati trazenjem minimuma
funkcije w” Cw uz uvjete’w = 1
o Definirajmo funkciju

Fw,\) =w'Cw+ X1 -e'w),

gdje je \ Lagrangeov multiplikator.
@ Buduci da trazimo minimum, rjeSavamo jednadzbu

VoF(w,\) =0
2Cw — \e =0




Sustavi

linearnin Primjer (nastavak)
jednadzbi

o Rjesenje jednadzbe je

Nela Bosner

Sustavi A
inearnih w==-Ce,
jednadzbi 2
Sto je nuzni uvijet za minimum.
o Dalje to uvrstavamo u uvjet, i dobivamo

A Tat
Z =1
2e C'e ,
odakle slijedi rezultat.
@ Portfelj sa najmanjom varijancom i sa o¢ekivanim
povratom pp ima teZine
_(wC'u—pp-e'C'u)C e+ (up-e’'C'e—e’'C'u)C 'p
P — e’C'e - u’C—'u— (e7TC— )2 :

Wy,
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Primjer (nastavak)

e Gornju tvrdnju moZemo pokazati traZzenjem minimuma
funkcije w” Cw uz uvjete e w =1 ip"w = pp.
Sustavi o Definirajmo funkciju

linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Fw, M, X2) = w Cw + M (1 — e"w) + Ma(up — p'w),

gdje su \1 i Ao Lagrangeov multiplikatori.
e Buduéi da traZimo minimum, rieSavamo jednadZbu

VWF(OJ, /\1 9 /\2) =0
2Cw — \1e — Aofs =0

o Rjesenje jednadzbe je

1
w= EC_1 (M€ + Aop),

Sto je nuzni uvijet za minimum.
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Primjer (nastavak)

o Dalje to uvrstavamo u uvjete, i dobivamo

Te-1 TO-1
e'C'e e'C'u

A 5 + Ao 5 =1
Tc—1e Tc—1

)\1lll 2 +)\2u > Lok =up

o Zbog jednostavnosti, uvodimo oznake
a=e'C'e, b=e’C'u=p"C e,

jer je C simetriéna, pa je i C~' simetriéna.
e Jednadzbe za My i \» su sada oblika

a\ + b =2
b\ + cho =2up

c=p'C'p,
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Jednadzbi e Rjesenje prethodnog sustava je

Nela Bosner

Sustavi )\1 — M
linearnih ac — b2
jednadzbi

2(a,up - b)

Ao =
2 ac — b?

e Uvrstavanjem ovih vrijednosti za \1 i Ao u jednadzbu za
w
AM At A2~ 1
=—C'e+—-C
w=5 + 5 K,
dobivamo rezultat.
e Zbog efikasnog racunanjaw,,, moZemo napisati u obliku

cCle—bC'u aC'uy—bC'e
Wyp = d +up d
=g + pph

gdje je d = ac — b°.
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jednadzbi Primjer (nastavak)

Hela Sosner @ Rijesimo konkretan problem za zadane ocCekivane
Sustavi povrate i za zadanu matricu kovarijance:

linearnih
0.08 0.3 0.02 0.01
p=1]003 |, C=| 0.02 015 0.03 |.

jednadzbi
0.05 0.01 0.083 0.18

@ U ovom slucaju promatrat cemo 51 razliitu vrijednost
od up u rasponu od 0.03 do 0.08 uz korak 0.001.

@ Za svaki up iracunat cemo odgovarajuciw,,, sa
minimalnom varijancom i standardnu devijaciju

Opp = (/W] Cw,, tog portfelja.
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linearnih
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Primjer (nastavak)

@ MATLAB funkcija koja rjeSava ovaj konkretan primjer
nalazi se u M-fileu

primjer_sustav_portfelj.m
na adresi
http://www.math.hr/ nela/nmfm.html
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Primijetimo da je u ovom M-fileu izradunat inverz C—1 i
zatim je on primijenjen 9 puta na vektor e ili .

To je zapravo vrlo neefikasan nacin jer je ekvivalentan
rieSavanju linearnog sustava CX = I gdjeje Inx n
identiteta (sustav sa n razli¢itih desnih strana).

Jos k tome imamo 9 mnoZenja matrice s vektorom.

S druge strane u nasem primjeru pojavljuju se samo
C'ei C'u $to je ekvivalentno sustavima s dvije
razliCite desne strane

Cx=e, | Cx=upu.

Dakle potrebno je samo jedanput izraCunati te vektore,
spremiti ih, i onda ih upotrijebiti 9 puta.

Vrlo rijetko se koristi samo inverz matrice. Puno ¢eSce
se on mnozi s vektorom i onda imamo posla sa
rieSavanjem sustava linearnih jednadzbi.



Susta —
inearmih Primjer
jednadzbi g 2057 g g z g
oA o Efikasna trzisna hipoteza predvida da ée se log povrati
dionica ponasati kao bijeli sSum.
insarih @ Zbog toga se log povrati jednostavno modeliraju ARMA
Jodnadzd (autoregressive moving avarage) procesima.

@ ARMA proces {z;} stupnja (p, q), centriran oko nule,
definira se diferencijskom stohastickom jednadzbom

Nela Bosner

Zt — P12t — - — PpZt—p = € — 01611 — -+ — Og€t_g,

gdje je ey, €s,...,6€,. .. bijeli Sum.

@ Pod pretpostavkom normalno distribuirane greske,
promatramo konacni segment ovog niza z=[z....,zx)" Koji
ima multivarijatnu normalnu distribuciju sa o¢ekivanjem
nula i matricu kovarijance Cj,.




Sustavi

linearnih Primjer (nastavak)
jednadzbi

N B @ Buduci da je ARMA proces stacionaran, matrica
kovarijance C,, = [c;] zadovoljava

Sustavi
linearnih

jednadzbi CII — COV(Z,, zj) _ "}/(I —j) — '}’(‘I _”),
gdje funkcija kovarijance ~(k) ovisi o parametrima

modela ¢1,...,¢p, 01,...,0q.

@ Takva matrica ima specijalnu strukturu — konstantne
dijagonale, i zove se Toeplitzova matrica.

@ Za razne statisticke analize, ¢esto je potrebno
izracunati izraz
Ta—1
X Cn y7

za neke vektore x i y.
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Nela Bosner Primjer (nastavak)

. @ Za sluCaj kada je p = 0, pri cemu se onda radi o MA

Hch (moving avarage) procesu, tada je matrica kovarijance
vrpcastaivy(k) =0zak > q.

@ Za rjeSavanje sustava sa takvom matricom moZe se
npr. koristiti faktorizacija Choleskog za vrpcaste
matrice, koja zahtijeva samo O(n(q + 1)) operacija, sto
je obi¢no puno manje od broja operacija za
nestrukturirane pozitivno definitne matrice O(n®).

@ Za spremanje matrice potrebno je zapamtiti samo q + 1
vrijednosti — velika usteda.




S| @ Dakle, iz primjera vidimo da se u primjeni mogu pojaviti

EETGTL
feelrehy strukturirane matrice (sa puno nula) ili matrice velikih
Nela Bosner d|menZ|Ja

Sustau @ Za takve matrice Gaussove eliminacije ili faktorizacija
Inearnii

jednadzbi Choleskog nisu najpogodnije metode.
@ Problemi koji se javljaju kod rjeSavanja linearnih
sustava Gaussovim eliminacijama su:

e Elemente matrice sustava velikih dimenzija je
problemati¢no spremiti u memoriju, zbog ograni¢enosti
radne memorije.

e Vrijeme izvrSavanja Gaussovih eliminacija nad
matricama velikih dimenzija je neprihvatljivo dugo.

e Za strukturirane matrice nepotrebno je spremati
elemente koji su jednaki nula, pa se matrica sprema u
posebnom formatu — problem je $to Gaussove
eliminacije mogu upropastiti tu specijalnu strukturu, i
rezultat se ne moze spremiti u istom formatu.




lterativhe metode

Sustaui @ Sustavi linearnih jednadzbi pojavljuje se kao posljedica
ety rieSavanja mnogih problema u financijama, fizici, kemiji,
biologiji, strojarstvu, gradevini ...
@ Problem: Za regularnu matricu A € R™" j vektor
b € R" naéi x € R" takav da je

Ax = b.

Nela Bosne

o Rjesenje: x=A""b

@ Bududéi da su sustavi linearnih jednadzbi ¢esto rezultat
aproksimacije poc¢etnog matematickog modela
jednostavnijim modelom, ne moramo nuzno teziti
pronalazenju egzaktnog rieSenja.

@ Umjesto toga zelimo naci dovoljno dobru
aproksimaciju X.

@ U tim se slucajevima koriste iterativne metode.

@ Zeljena to&nost aproksimativnog rje$enja postize se
zadavanjem odgovarajuceg kriterija zaustavljanja.
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Iterativne metode

Algoritam (lterativna metoda)

Xo zadan;
k=0;
while ~kriterij_zaustavljanja
k=k+1;
Xk = f(Xk—1);
end
X =~ Xk,

Vazno je da:
@ za svaki k formula f(xx_1) za raCunanje x je
jednostavna
@ Xy tezi prema x = A~'bi za neki k (obiéno k < n) je xx
prihvatljiva aproksimacija za x
@ konvergencija xx prema x je Sto brza



Matricne norme

Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

@ Kod nekih iterativnih metoda za rjeSavanje sustava
linearnih jednadzbi racunanije kriterija zaustavljanja
zahtijeva racunanje matri¢ne norme.

@ S druge strane, matricne norme koriste se za mjerenja
greski buduci da se kod numerickog rjeSavanja one
uvijek pojavljuju zbog koristenja aritmetike konacne
preciznosti.
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Preslikavanje v : C™" — R je matricna norma na C™*"
ako zadovoljava sljedece uvjete:

Q@ v(A) >0, za svako A € C™"
Q@ v(A) =0 akoisamo akojeA=0
Q v(aA) = lalv(A), zaa e C, Ac C™"
Q v(A+B) <v(A)+v(B), zasve A B e C™"
Nazivi uvjeta:
1.—2. — pozitivna definitnost,
3. — homogenost,
4. — nejednakost trokuta.
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Matricne norme

Definicija

Neka su p, v i p matriéne norme na C™*", C"<k jcm=k
redom. One su konzistentne ako je

p(AB) < u(A)v(B),

za svaki izbor A € C™<" | B € C™k,
Specijalno, matricna norma v na C"*" je konzistentna ako je

v(AB) < v(A)v(B),

zasve A, B e C™",
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Napomena

@ Gornja definicija obuhvaca i konzistentnost matricne i
vektorske norme, jer prirodno identificiramo C™1 i C".

@ Ako je v konzistentna matricna norma na C"" j Ay,
Ao,...,Am € C™" proizvoljne matrice, indukcijom se
odmah vidi da je

v(A1Az - Am) < v(A)v(A2) - v(Am).

Specijalno, za svako A€ C"™" im e N je

v(A™) < v(A)".




Sustavi @ Standardna Euklidska vektorska norma ima jedno

linearnih

Rl povoljno svojstvo, a to je:
Nela Bosner
|Ux|l2 = [Ix]l2, x€C", UeC™"U'U=UU" =1,

@ Bududi da je U unitarna matrica ovo svojstvo zove se
unitarna invarijantnost vektorske norme, pri cemu
djelovanje matrice U Cuva udaljenosti.

@ Takvo svojstvo moze se definirati i za matricne norme.

Matricne norme

Definicija
Norma v na C™*" je unitarno invarijantna ako je:

v(U*AV) = v(A),

za sve unitarne matrice U € C™™M 'V € C™" j sve
A Cmxn,




Suetavi
e |l Teorem

Wil Ako je v konzistentna matriéna norma na C™", onda postoji
vektorska norma || || na C" koja je konzistentna sa v.

Nela Bosner

v

@ Za svaki izbor matrica A, B € C"™ znamo da vrijedi
v(AB) < v(A)v(B).
@ Trazimo normu || || : C" — R takvu da je

|Ax]| < v(A)||x|l, zaVx=][xj]eC".
@ Nekaje a=[a] € C", a+#0, tada je

X1 X1ar -+ Xién
xa=|: |[a - a]= : : e Cm™,
Xn Xna1 e Xnan
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Nela Bosner Definirajmo sada

x| =v(xa"), zavxeC"

Mavicne rorme i provjerimo uvjete iz definicije norme.
@ |x|| = v(xa") > 0 za Vx € C" zbog pozitivne
definitnosti matricne norme v.
Q@ o |x]|=0 <« v(xa’')=0 < xa’ = 0 zbog pozitivne
definitnosti matricne norme v.

o Slijedixigi=0zai,j=1,...,n.
e Jerje a# 0, postoji o € {1,...,n} takav da je a; # 0
pajexa,=0zai=1,...,n.

e — x=0.
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jednadzbi Dokaz (nastavak).

Nela Bosner
Q |lax| = v((ax)a") = v(a(xa")) = |av(xa”) = |al||x]l,
zaVa € CiVx € C" zbog homogenosti matricne norme
V.
Q [x+yll=v(x+y)a")=v(xa +ya") <
v(xal) +v(ya") = || + |yl za ¥x,y € C" zbog
nejednakosti trokuta matricne norme v.

Dakle, || || je vektorska norma.
o ||Ax| = v((Ax)a") = v(A(xa")) < v(A)v(xaT) =
v(A)||x|| zbog konzistentnosti matricne norme v.

Konacno moZemo zakljuiti da je vektorska norma || ||
konzistentna sa matricnom normom v. O




Sustavi Definicija

linearnih

jednadzbi Neka je A € C"™ ", tada je sa

Nela Bosner

Spr(A) = p(A) = max{]A| : A € o(A)}

definiran spektralni radijus matrice A.

Teorem

Neka je v konzistentna matricna norma na C"™*". Tada za
svaku matricu A € C"™" vrijedi

Dokaz.

@ v je konzistentna matri¢na norma pa postoji vektorska
norma || || na C" koja je konzistentna sa v.
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Dokaz (nastavak).

@ Neka je A\ € o(A), tada postoji x € C", x # 0 takav da je
AXx = A\X.

@ Znamo da vrijedi sljedece:

[AX]| =[xl = [Alllx]]
[Ax]| <v(A)|x|
@ Dakle, imamo
XX < v(A)x],
a kako je x # 0 slijedi da gornju nejednadzbu mozemo
podijeliti s || x|| > 0, ¢ime dobivamo
|A| < v(A).
@ Buduci da prethodna nejednakost vrijedi za Y\ € o(A),
vrijedi i za p(A).




Sustavi Teorem

linearnih
jednadzbi

Za svaku matricu A € C™" j za svaki e > 0 postoji
konzistentna matri¢na norma va . na C"™*" takva da je

Nela Bosner

vac(A) < p(A) +e.

Matricne norme

Teorem

| A

Neka je || || proizvoljna norma na C". Preslikavanje
v:C™n s R, definirano sa

Ax
v(A) = max [|Ax| = max ” H,
lIxf|=1 x#0 || x]|

za A € C™" je konzistentna matricna norma na C"*",
konzistentna je sa || ||, i zove se operatorska norma na
C™", inducirana vektorskom normom || ||.

A\
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@ v je dobro definirana obzirom na max.

@ Lako se provjere da su svi uvjeti definicije norme
zadovoljeni.

@ Provjeravamo konzistentnost matri¢ne norme.
Za A, BeC™"ixeC" x#0imamo:
|ABx| _ . IABx| _ __ [IABx| [Bx|

v(AB) = max = —
(AB) =MaX I~ sy Xl xrccsy BT I
1ABx| _ Bxl _ Ayl [Bx]
= 8 1Bx W T = TR Ty A
=v(A)v(B)
A _ o 18X
Xl = ]

|AX|| <v(A)|x]|
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Napomena

NuZan uvijet da bi v bila operatorska norma je

v(l) = max ||Ix|| = max ||x|| =1,
[Ix]|=1 [Ix]|=1

pri cemu je | identiteta.




Primjeri matri¢nih normi

Sustavi
linearnih
jednadzbi

NERERa Neka je A = [a;] € C™". Sljedeca preslikavanja definiraju
konzistentne matriéne norme na C"™",

Primjer
| llg: C™" — R,

IAlE= | > laj2 = Vir(A*A),
i=1 j=1

zove se Frobeniusova ili Euklidska norma. (Na C"*' = C”"
jell llr=1lz-)

v
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Primjer (nastavak)

@ Frobeniusova norma nije operatorska norma za n > 1
jer je

Matrine norme || ,” F= \/,_7

@ Frobeniusova matricna norma || || i euklidska
vektorska norma || ||> su konzistentne jer je za x € C"

1Ax[[F < I AllFlIxlIF = Al lIx]l2-

@ Frobeniusova norma || || je unitarno invarijantna.




Sustavi
linearnih B—rF
jednadzbi Primjer

Nela Bosner H H2 : Cnxn — R’

1All2 = v/ p(A*A),

zove se spektralna norma.

@ Spektralna matricna norma || ||2 je operatorska norma
na C"™" inducirana vektorskom normom || ||

[All2 = max_[|Ax]|2
Ixll2=1

@ Maksimum se postize u vektoru y®) za kojeg vrijedi

A Ay = Amax(A*A)y @), y®p =1,




Sustavi
linearnih
jednadzbi

e Primjer (nastavak)

ti. y® je jednak jediniénom svojstvenom vektoru
matrice A*A koji odgovara najvecoj svojstvenoj
vrijednosti Amax(A*A), i tada je

1Ay @2 = [|All2-
@ Vrijedi konzistentnost s vektorskom normom, za x € C"

[Ax[[2 < [|All2lx12

@ Spektralna norma || || je unitarno invarijantna.




Sustavi Prlmjer
linearnih

jednadzbi ” ||1 :(Cnxn N R,

Nela Bosner

n
IAlly = max ) " |ayl.
j=1,...,n P

Matricne norme

@ Matricna norma || ||1 je operatorska norma na C"™*"
inducirana vektorskom normom || |4

IAll4 = max_ [|Ax]|;
=1

@ Maksimum se postiZe u vektoru

yW =g =[0 --- 010 - o]T,
Jo
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Nela Bosner Primjer (nastavak)
pricemu je jo € {1,...,n} takav da je

n

n
Z ‘ai/’o| :j—rqaxnz |alj| = ||A||1a
=heli

i=1

i tada je
1Ayl = [|Alls-

@ Vrijedi konzistentnost s vektorskom normom, za x € C"

[AX[[+ < [ All1]lx]l+




Sustavi imi
incarnin Primjer

jednadzbi ” ||OO : (Cnxn . R,

Nela Bosner

n
Al = max >yl
Lia

Matricne norme

@ Matricna norma || ||« je operatorska norma na C"*"
inducirana vektorskom normom || ||sc

[Alloe = o [1AX o

[IX]|cc=1

@ Maksimum se postiZe u vektoru
ajoj

o .
y(oo)(j):{ ENIK j # 0 },j:1,...,n,

1, a,-O,-:O
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Matricne norme

Primjer (nastavak)
pricemu je iy € {1,...,n} takav da je

n

n
> layl = max > 7aj| = [ A,
e /:1

=1

i tada je
1Ay | oo = [|All oo

@ Vrijedi konzistentnost s vektorskom normom, za x € C"

[AXloo < [|Alloo1X1lo0

Sve prikazane norme mogu se definirati i na C™*".



Sustavi Obzirom da je C™*" = C™" g na C™" sve su vektorske
linearnih

jednadzbi norme ekvivalentne, to vrijedi i za matricne norme.

Nela Bosner

Napomena

Neka su || ||p i || matricne norme na C"™*", tada je za
svaku matricu A € C™"

Matricne norme

[Allp < apgl|Allg,

pri Cemu se jednakost dostiZe, a konstante opq tabelirane
Su u sljedecoj tablici.

e i e e 11
L1,

Il 14 1 vm m /m
Il ll2 vn 1 vm 1

[l Moo n vn 1 Vn
I 1le vn yJrang(A) Vm 1




Sustavi Zad atak

linearnih

W Zadane su dvije matrice A = [aj], B = [bj] € R®*®, pri cemu

je

Nela Bosner

1 . ,
aj=—7, Hilbertova matrica
I+j—1
bj =diag(1,2,3,4,5), dijagonalna matrica

U MATLAB-u izracunajte norme || ||1, || ll2, || |l 7] ||£, Za te
matrice, i uvjerite se da vrijede sljedece tvrdnje:

@ ||AB|lp < ||Allpl|Bllp, pri¢emu jep =1,2,00, F.

@ Za vektor x € R sluéajnih brojeva vrijedi
|[AX|lo < | Allpllxllp, pri cemu je p = 1,2, cc.

@ Za gore definirane vektore y\P) zaista vrijedi
|AyP)||, = || Allp, pri demu je p = 1,2, cc.




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Matricne norme

Zadatak (nastavak)

UPUTE:
@ Za generiranje matrica koristite

A=hilb (5)
B=diag ([1:5])
@ Za raCunanje matricnih i vektorskih normi Koristite
norm (A, 1)
norm (A, 2)
norm (A, inf)
norm (A,’ fro’)
@ za generiranje vektora x Koristite
x=rand (5, 1)
@ za generiranje vektora y\®) koristite
[u,d]=eig (A’ %A)
y2=u(:,5)




Standardne iteracije

Sustavi

Huaety @ lterativnu metodu pokusavamo naéi u obliku
jednadzbi

Nela Bosner Xk+1 = TXk + C, k = o, 1 y 2, ceey XO Zadan,

gdje je T € R™ " matrica iteracijei c € R".
@ Jedan naCin odabira iterativne matrice T je taj da
matricu sustava A rastavimo na

A=M-—-N, M regularna.
@ Tada se polazni linearni sustav transformira u
x=M"'"Nx+MTh . x=Tx+c
gdje je
T=MT'N, c¢c=M7"b
@ RjeSenje sustava je onda fiksna tocka iteracija
Xkr1=M"Nxx+M b, k=0,12 ..



Konvergencija standardnih iteracija

Sustavi
linearnih

jednadzbi Teorem

Nela Bosner

Nekajeb e R"iA= M — N € R™" regularna matrica. Ako
je

@ M regularna matrica,
tada niz iteracija {xx, k > 0} definiran sa

Xkr1=M"Nxx + M b, k=0,1,2,...

konvergira prema x = A~'b za proizvoljnu podetnu iteraciju
Xo, ako i samo ako

@ p(M~'N) < 1 (spektralni radijus).

Tvrdnja teorema vrijedi i ako je |M~'N|| < 1 za bilo koju
konzistentnu matricnu normu || ||.




Sustavi D k
jednadzbi oKaz.

Nela Bosner @ Definirajmo gresku u svakom koraku kao

ek = Xk — X, k=0,1,2,...
@ Tada za x = A~'b vrijedi

Xkr1 =M~ "Nxy + M~Th
x=M""Nx+M'b
Xkt — X =M~ N(xx — x)
exr1 =M""Nex = (M~ 'N)?gy_1 =---
:(M‘1 N)k—H €.




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Dokaz (nastavak).
@ Prema jednom od prethodnih teorema o matriénim
normama, za 0 < € < 1 — p(M~"N) postoji konzistentna
matricna norma || - || na R™*" takva da vrijedi:

Nela Bosner

IMTIN|| < p(M7IN) +¢ < 1,
odakle je
ekl < M~ N[+ leol| — 0, kad k — oo.
@ Znaci:
kli_)moo ex =0

k—o0




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Teorem

@ Neka vrijede pretpostavke za T = M~—'N kao u
prethodnom teoremu uz || T|| < 1, gdje je || - || neka od
normi || - {1, [ - ll2 i | - floo-

@ Pretpostavimo da traZimo aproksimaciju rjesenja takvu
da vrijedi

Xk — x| <e,

gdje je || || odgovarajuca vektorska norma koja inducira
gornju operatorsku normu.

Za kriterij zaustavljanja dovoljno je traZiti da je

(1-)|T])
. In ( BE] >
In(l| T|)

I

—— X1 — x| <&,
1|7




Sustavi Dokaz
llinearnjhl .
jednadzbi @ Za k, p € Ny promatrimo sljedece:

Nela Bosner

[ Xk+-p — Xkl =
=|[|Xk-tp — Xktp—1 + Xkpp—1 — Xkp—2 + = + Xkp1 — Xk||
<|[Xk+p — Xk+p—1 Il + | Xktp—1 — Xkyp—2l + -+

+ (X1 — Xkl
= TP~ k1 = Xl + 1 TP2 (g1 — Xl + -+ +

+ | (X1 — k)l
< (TP + TP 1) s —
< (||T||p_1 +TIP2+- -+ 1) T )% — Xl

7"

< — ol
1|7




Sustavi

linearnin Dokaz (nastavak).
jednadzbi

Nela Bosner @ Kad pustimo da p — oo dobivamo

I

X =Xkl < =7
1—|7l

[Ix1 — Xoll,

Standardne iteracije

pa je dovoljno traziti da je

(Al
1—|T]

(1= T])
. In ( ol )
In([| T1J)

Ix1 — xoll <e,

odnosno




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Primjer
Zadan je sustav, gdje je

Nela Bosner

5 00 01 01 —-9.7

5 5§ 0 0 01 —14.8

A= 0.1 05 0 0], o= -0.2
0O 00 5 01 52

01 01 5 0 5 9.7

Trebamo odrediti rastav matrice Akao A= M — N i
odgovarajucom iterativnom metodom rijesSite sustav, tako da
greska u svakoj nepoznanici bude manja od 10~3.

v




Sustavi

ety Primjer (nastavak)

Nela Bosner @ Rastavimo matricu A= M — N na sljedeci nacin:

5 0 0 0 O 0 0 0 -01 -0.1
5 5 0 0 0 0 0 0 0 -01
M={0 0 5 0 0], N=| -0.1 0 0 0 0
0 00 5 0 0 0 O 0 -0.1
0 05 0 5 -01 -01 O 0 0

@ Lako se moZe provijeriti da je

02 0 0 0 O
-02 0.2 0 0 O

M1 = 0 0 02 0 O
0 0 0 02 O

0 0 -02 0 02




Sustavi
linearnih

jednadzbi Primjer (nastavak)
Nela Bosner Iza T _ M_1 N, c= M_1b Vrljedl

0 0 0 —0.02 -0.02 —1.94
0 0 0 0.02 0 —1.02

T=| —002 00 0 0|, c=| —0.04

Standardne iteracije 0 0 0 0 -0.02 1.04
0 -002 0 0 0 1.98

@ Za iteracije
xED = 7xK) ¢, k=0,1,2,...
najprije trebamo provjeriti da Ii konvergiraju:

p(T) <||T|leo =0.04 < 1,




Sustavi Pri mjer (naStavak)
linearnih

jednadzbi @ Dakle iteracije ¢e prema prethodnim teoremima
Nela Bosner konvergirati.

@ Sada jos trebamo pronaci broj iteracija koji je potreban
za postizanje aproksimacije riesenja, Cija greska ima
| - loe nOrmu manju ode = 10-3.

@ Uzet éemo da je x©) = 0 jonda je x(") = c.

Tl
1= [Tl
0.04k
0.96
0.04% <4.85.10~*

—3.2189k < —7.6317
k >2.3709,

lelleo <1072

.1.98 <1073




Sustavi

linearnih Primjer (naStavak)

jednadzbi

Nela Bosner

Standardne iteracije

@ Mora biti
k=3

@ Kada se izracunaju iteracije dobivamo:
0 —1.94 —2.0004
0 —1.02 —0.9992

xO =] o |, xM=| —004 |,x®=| —0.0012 |,x® =

0 1.04 1.0004
0 1.98 2.0004

a egzaktno riesenje je

—2.000016
—0.999992
0.000008
0.999992
1.999984




Jacobijeva metoda

Sustavi Matricu A € R™" rastavimo kao

linearnih
jednadzbi

Nela A = L + D + R?
tako da su
L = donjitrokutod A
D = dijagonalaod A

R = gornjitrokut od A

uz pretpostavku da A nema nula na dijagonali.
@ Kod Jacobijeve metode je

M, = D, Ny,=—-(L+ R),
@ ona je iterativna metoda oblika
Xkr1 = Tyxx+c¢cy, k=0,1,2,...
@ za koju je
T)=-D'(L+R), c;=Dh.



Sustavi
linearnih

jednadzbi Pogledamo li po komponentama raCunanje aproksimacije u
(FRESEl (K + 1)-0j iteraciji dobivamo

X1 (1

Z Ty(i,J) - xk(j) + €y (i)

j=1
ACiJ) 0
ZA(/ i farrd A N Xk(j A(i, 1)
i—1
U PR S RO S R

j=1 j=i+1



Sustavi Algoritam (Jacobijeva metoda)

linearnih
jednadzbi

x0 zadan;
Nela Bosner k _ 0’.
while ~kriterij_zaustavljanja
k=k+1;
fori=1:n
x1(i) = b(i);
Jacobijeva metoda for ] =1:/i—-1
x1(7) = x1(i) — A(I, f) * x0(j);
end
forj=i+1:n
x1(i) = x1(i) — A(I, f) * x0(j);
end
x1(i) = x1(i)/A(i, 1);
end
x0 = x1;
end

X ~ x0;




Konvergencija Jacobijeve metode

Sustavi Teorem

linearnih

jednadzbi Ako je matrica sustava A = [a;] € R™" strogo dijagonalno
Nela Bosner dominantna matrica, tj ako Vl’ljedl

n

E |a,-,-|<|a,-,-|, i:1,...,n,
=t

J#i

tada Jacobijeva metoda konvergira za svaku pocetnu
iteraciju.

Dokaz:
Vrijedi

,,,,,,,,,,

pa jednom od prethodnih teorema, Jacobijeve iteracije
konvergiraju za svaku pocetnu iteraciju. O]

y




Gauss—Seidelova metoda

Sustavi

ot Matricu A € R"™" rastavimo isto kao kod Jacobijeve metode
jednadzbi

Nela Sne A = L + D + H

@ Kod Gauss—Seidelova metode je
Mgs =D + L, Ngs = —R,
@ ona je iterativna metoda oblika

Xkr1 = TgsXk +Cas, k=0,1,2,...

@ za koju je

Tes=—(D+L)'R,  cags=(D+L)"'b.



Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Najprije iteraciju napiSemo u obliku
(D + L)xx+1 = —Rxx + b.

Sada pogledamo komponente prethodnog racunanja
aproksimacije u (k + 1)-oj iteraciji, i dobivamo

ZA i,J) - Xi+1(j Z A(i, 1) - X (j) + b(i)

/ i+1
n
A(l, 1) X1 (1) ZA (i X1 () =D, AU Xk() + b(i)
j=1 J=i+1
Ako pretpostavimo da su u prethodnim koracima izracunate
komponente j =1,...,i—1 od xx,1, tada

X1(1) = ( B b(i) — ZAII X1 () = Y AL - %)

J=i+1



Sustavi

e Algoritam (Gauss—Seidelova metoda)

Nela Bosner x0 zadan;
k=0;
while ~kriterij_zaustavljanja
k=k+1;
fori=1:n
x0(i) = b(i);
Gauss-Seidelova for ] =1:/i—-1
x0(i) = x0(i) — A(i, ) * x0(j);
end
forj=i+1:n
x0(i) = x0(i) — A(I, ) * x0(j);
end
x0(i) = x0(i)/A(i, i);
end
end
X =~ x0;




Konvergencija Gauss—Seidelova metode

Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Teorem

Ako je matrica sustava A € R"™ " strogo dijagonalno
dominantna matrica, tada Gauss—Seidelova metoda
konvergira za svaku pocetnu iteraciju.

Gauss—
metoda

Teorem

Ako je matrica sustava A € R™" simetri¢na pozitivno
definitna matrica, tada Gauss—Seidelova metoda konvergira
za svaku pocetnu iteraciju.

v




SOR metoda

Sustavi

linearnih @ U iteracije se uvodi parametar relaksacije w koji
ez nastoji smanijiti spektralni radijus matrice iteracije i
el Bosner ubrzati konvergenciju.
@ To se radi pomocu sljedeceg rastava:

A-lpyp @]
w

@ Kod SOR metode je

D+ R.

1—-—w

1
Msop. = —D + L, Nsor. = ——D — R,
w w
@ ona je iterativna metoda oblika
Xk+1 = TsorwXk + Csopw, k=0,1,2,...
@ za koju je
Tsor,w=(D+wL)~'[(1—w)D-wA], CsoR,w=w(D+wL)~'b.

@ Za w = 1 SOR se svodi na Gauss—Seidelovu metodu.



Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela

Na isti nagin kao i kod Gauss—Seidelove metode izvodimo
racunanje aproksimacije u (k + 1)-oj iteraciji po
komponentama, ¢ime dobivamo
. . w .
X1 (1) = (1 — w)xi(F) + m [b(i)—
i—1 n
=Y AGD X1 (D) = Y AU - %)

j=1 j=i+1



Sustavi Algoritam (SOR metoda)

linearnih

Jednadzbi x0, omega  zadani;
Nela Bosner k = 0’.
while ~kriterij_zaustavljanja
k=k+1;
fori=1:n
x0(/) = (1 — omega) * x0(i);
pom = b(i);
forj=1:i—1
SOR metoda pom = pom — A(i,f) * x0(j);
end
forj=i+1:n
pom = pom — A(i,j) * x0(j);
end
x0(i) = x0(i) + pom = omega/A(i, i);
end
end
X ~ x0;




Konvergencija SOR metode

Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Ako je matrica sustava A € R™" simetri¢na pozitivno
definitna matrica, tada SOR metoda konvergira za w € (0, 2)
i za svaku pocetnu iteraciju.

SOR metoda ne konvergirazaw < 0iw > 2. l




Zadaci

Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner Zadatak

U MATLAB-u napisite M-file funkciju sor () koja
implementira SOR metodu za rjesavanje linearnih sustava
jednadZbi. Funkcija neka ima ulazne parametre

@ matricu sustava A i desnu stranu sustava b
@ pocetnu iteraciju Xy

@ foleranciju tol na relativnu normu reziduala
@ parametar w

Kriterij zaustavijanja je ||b — Axk||2/]|bl|2 < tol, a za
racunanje norme koristite MATLAB-ovu funkciju norm () .




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner
Zadatak (nastavak)
Funkcija neka vraca
@ aproksimaciju riesenja Xy
@ broj iteracija k potrebnih za dostizanje aproksimativnog
rjesenja traZene toc¢nosti

@ vektor duljine k + 1 sa relativnim normama reziduala za
svaku iteracijui =0,..., k

Zadaci

v




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak

Napisite M-file funkciju sor_konvergencija () koja za
zadanu matricu A crta graf spektralnih radijusa matrice
iteracija za SOR metodu Tsor,. .

@ Matrica A je jedini ulazni parametar.

@ Funkcija neka generira w iz ekvidistantne mreZe na
segmentu [0, 2] s korakom 0.01, i za svaki w racuna
P(Tsorw)-

@ Sve vrijednostiw i odgovarajuce p(Tsor,,) spremite u
vektore omega i ro, koji Ce se koristiti za crtanje grafa s
w na x osiip(Tsor,,) nNay osi.

Graf ¢e sluziti za odredivanje optimalnog w.




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)
Koristite MATLAB-ove funkcije funkcije

@ diag (), triu() i tril () za generiranje matrice
iteracija Tsor,.

@ max (abs (eig (T))) za racunanje spektralnog
radijusa

@ plot () za crtanje grafa
@ axis () za odredivanje granica na x i y osima grafa
@ xlabel () iylabel () za oznacavanje x i y osi




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak

Rijesite sustav Ax = b, pri cemu su

16 -4 8 12 32

4 4 -7 3 —4
A=1lg —7 78 32 | =111 |

12 3 32 113 160

pomocu SOR metode.

@ U ovom sluéaju uzmite tol = 10~8.

@ Nacrtajte graf spektralnih radijusa matrice iteracija za
SOR metodu.

@ Provjerite brzinu konvergencije za Gauss—Seidelovu
metodu, i za SOR sa optimalnim w.

@ Nacrtajte grafove relativnih normi reziduala za iteracije
obiju metoda pomocu MATLAB funkcije semilogy ().




ineamn [l Zadatak

W Vratimo se ponovo na problem s portfeljom.

Nela Bosner

@ Neka su zadani vektor oCekivanih povrata vrijednosnica
i matrica kovarijance

0.08 0.3 0.02 0.01
p=|003 |, C=| 002 015 0.038 |.

0.05 0.01 0.03 0.18

@ [zraCunajte teZine portfelja sa najmanjom varijancom i
sa ocekivanim povratom p, = 0.05, pomocu SOR
metode sa optimalnim parametrom.

@ U ovom sludaju uzmite tol = 10~8.

@ Izradunajte samo C~'e i C~'u spremite ih u varijable i
onda ih primijenite u izrazu za racunanje teZina.




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

@ Nacrtajte graf spektralnih radijusa matrice iteracija za
SOR metodu.

@ Provjerite brzinu konvergencije za Gauss—Seidelovu
metodu i za SOR sa optimalnim w, za oba vektora
desne strane sustava.

@ Nacrtajte grafove relativnih normi reziduala za SOR
metodu s optimalnim w, za oba vektora desne strane
sustava.




lteracije iz Krylovljevih potprostora

cusing Rezultat iz linearne algebre: svaka matrica ponistava svoj

linearnih

jednadzbi karakteristi¢ni i minimalni polinom.
Nela Bosner HA(A) _ ao/ + a1A + o + an_1An_1 + anA” _ 0,
gdje je

AcR™M  ka(\) =det(A—\) = Za,x

@ Kada je matrica regularna = ag # 0,

lteracije iz
Krylovlievih

potprostora

A71 = _al(a1/+ cee an,1A”*2 + a,,A'H).

o
@ RjeSenje sustava Ax = b moZzemo zapisati kao
x=Ab,
= _S1p_ . _ 82y @A”qb,

ap ao ap



Sustavi

@ odnosno
et x € span{b, Ab, ..., A" 'b} = Kn(A,b).

@ Prostor K,(A, b) zovemo Krylovljevim prostorom
matrice A i inicijalnog vektora b.

@ |deja za iterativne metode rjeSavanja sustava linearnih
jednadzbi: iteracije su aproksimacije rieSenja iz
Krylovljevih potprostora.

Jedna ideja za dobivanje takve iterativhe metode je
primjena metode najbrzeg silaska na paraboloid

Krylovlievih
potprostora

p(x) = %XTAX —b"x+c,

gdje je A simetri¢na pozitivno definitna.
@ RjeSenje problema miny p(x) je dano sa Ax = b.
@ Smijer najbrzeg silaska u tocki y je dan sa

-Vp(y) =b—Ay.



Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nelz

Iteracije iz
Krylovlievih
potprostora

@ lteracije tada moZemo definirati kao
Xk+1 = Xk + ak(b — AXk) = Xk + cuclk

gdje je r = b — Ax, smijer najbrzeg silaska u tocci xx
na paraboloidu p(x) , a ax je dinamiCki parametar koji
se odreduje iz nekih optimizirajuih uvjeta.

@ Najprije definirajmo osnovne pojmove:

x=A"b = egzaktno rieSenje
Xo = pocetna aproksimacija
€k = X — Xk = greska, k=0,1,...

re =b— Ax, = Agx = rezidual, k=0,1,...

k1 = b— AXk — akAI’k =TIy — akAfk



Sy @ Pogledajmo sada u kojim potprostorima se nalaze

linearnih

jednadzbi ovakve iteracije.
Nela Bosner
Xo = Xo

Xy =Xo+apfy € Xo+span{rn}

Xo = Xq1 + a1l = Xg + gl + 4 (I’o — OdoAI'o) =
=X + (Oto + Oz1)l’0 — aga1Ang
€ Xo + span{ry, Arp}

Iteracije iz
Krylovlievih
potprostora

Xk = Xk—1 + ak_1rk—1 € Xo + span{r, Ar, ... ,Akf1 fn}.
@ Dakle, opcenito za xx = Xx_1 + ak_1rk_1 vrijedi
Xk € Xo + Kk(A, ro), k=0,1,...

@ Na koji nacin ¢emo birati parametar a,?



Metoda konjugiranih gradijenata

S @ To je iterativna metode iz Krylovljevih potprostora, za

e rvjeéavanje sustava Ax = b, Ae R™" b, x € R", pri
o B ¢emu je matrica sustava A simetricna pozitivno
" definitna:
e AT=A

o yTAy >0zasvakiy cR", y #0
@ Ideja odabira parametra oy u k-toj iteraciji metode je ta
da se minimizira neka norma greske ey 1 = ex — .
@ Problem je §to nam je greSka jednako tako nepoznata
kao i samo rjeSenje, pa norma || - |2 ne dolazi u obzir.
@ Ono $to mozemo izraCunati je rezidual.
e 1 = Aek+1 = Iy — akArk.
@ Zato za simetriénu pozitivno definitnu matricu A ima
smisla definirati A-normu || - || a

Ivila = v/(v,v)a = VVTAv.
@ Uvjerite se da je || - |4 zaista norma na R".




@ Definirajmo sada funkciju f : R — R kao

;
fo) =€ky1Abki1 =
=a2r] Ark — 2axr] Aex + ef Aex =
=a2rl Arc — 2axr] ri + ef Aex.

@ TraZzenje minimuma funkcije f(ay) je ekvivalentno

trazenju minimuma ||ex4-1|| a-
@ Funkcija f(ay) je kvadratna funkcija po varijabli ay, i
parametar uz o2 je r] Ar, > 0, $to znadi da funkcija
poprima minimum u tjiemenu, koje je jedina nultocka
derivacije funkcije f'.
0= f’(ak) = 2akr,;rAfk — ZF,Z-I’k,

odakle slijedi da se minimalna A-norma greske e

postize za
rl e

T Arg

ak




Sustavi @ Zbog ovakvog odabira parametra « vrijedi da je rg.1

linearnih

jednadzbi okomit na ry, 1j.
Nela Bosner
rlr

;
————r Ar, = 0.
rT Arg k

Iy =rlne—oxrf A=l —
@ Vazno je jo$ primijetiti, da tako dugo dok nismo nasli
egzaktno rieSenje (rx # 0), ak je strogo veci od nule.

@ Zbog okomitosti rx. 1 i rk slijedi

2 2 2 2 2
e lexlla = llex1lla + akllrklia > llexs1lla

odakle se vidi da se A-norma greSke smanjuje u
svakom koraku.

@ Ova metoda, zbog nacina odabira parametra, zove se
metoda najbrzeg silaska.



Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner Algoritam (Metoda najbrzeg silaska)

Xo zadan;
I = b— AXO 5
k=0;
while ~kriterij_zaustavijanja
. I’,;rfk
Ok = ] Ar’
X1 = Xk + ol
et = Fe = icAlle;
k=k+1;
end




Sustavi

lliréea:jnjgl Zadatak
jednadzbi

Napisite funkciju najbrzi_silazak () koja implementira
metodu najbrZeg silaska. Ulazni parametri neka su

@ matrica A i vektor b

Nela Bosner

@ pocetna iteracija X
@ folerancija tol
a izlazni parametri neka su
@ aproksimacija riesenja x
@ broj iteracija k potrebnih za dostizanje traZene tocnosti
@ vektor duljine k + 1 sa relativnim normama reziduala za
svaku iteracijui =0, ...,k
Kriterij zaustavljanja je ||r«||2/]|bl|2 < tol, gdje je
e = b— AXk.




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

@ Svoju funkciju primijenite na matricu C i vektor e iz
zadatka o portfelju.

@ Koliki je broj iteracija potreban za tol = 1078 |
Xx=[0 0 0]7?

Medutim, ova metoda moze dosta sporo konvergirati, jer se
Cesto dogada da ona radi korake u smjeru kojim je neki
raniji korak ve¢ pro$ao.



Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela

Metoda konjugiranih
gradijenata

x(1)

Slika: Iteracije metode najbrzeg silaska za C i e.



Da bi se izbjegla spora konvergencija, unaprijed
odabiremo skup A-ortogonalnih vektora, odnosno
smjerove traganja ap, di,..., dp_1.

@ Dva vektora d; i d; su A-ortogonalna ili konjugirana ako
vrijedi da je

(0, dj)a = df Ad; = 0.

@ Lagano se moze provjeriti da su A-ortogonalni vektori
linearno nezavisni.

@ Znaci u svakom koraku biramo to¢ku

Xk+1 = Xk + a0k

s minimalnom A-normom greske.

@ Dakle, u svakom smjeru dx napravit ¢emo to¢no jedan
korak, takav da ¢emo ponistiti komponentu vektora
greSke e, u smjeru Ad.

@ Nakon n koraka bit ¢emo gotovi.




Sustavi
linearnih

Sdiat @ U (k + 1)-om korak ek, 1 je jednak pocCetnoj gresci kojoj
iela Bos su odstranjene sve komponente u smjerovima
Ady,. .. ,Adk, odnosno

@ e, 1 je A-ortogonalan na dj,. . .,dk.

@ A-ortogonalnost izmedu e, ¢ i dk je ekvivalentna
nalazenju toCke minimuma duz smjera traganja dg, kao
i u metodi najbrzeg silaska.

@ Ponovo ¢emo derivirati po ay funkciju

Metoda konjugiranih
gradijenata

g(ak) = €], A6k

i izjednaditi je s nulom, samo $to je u tom slucaju ry 1
okomit na d.



Sustavi

,-ir&ii?ziﬂi @ Ako opet uvrstimo da je rg 1 = ry — axAdk i
Ek1 = €k — Uy

Nela Bosner
slijedi da je
g/(ak) = 204kdkTAdk — 2dkak

odakle ¢éemo dobit izraz za ay

Metoda konjugiranih

gradijenata dlz— rk

Ak

~ dTAd,

@ Ovako dobivena metoda naziva se metoda
konjugiranih smjerova.

g(ak) = aidlz—Adk — 2akd[Aek + e[Aek,



Sustavi
linearnih
jednadzbi

v soere 1B Algoritam (Metoda konjugiranih smjerova)
Xo zadan;
A-ortogonalni vektori dy, 04, . . ., dn_1 zadani;
n = b— AXO M

k=0,
while ~Kkriterij_zaustavijanja
_ 9 .
k= g Ad,’

Xk41 = Xk + akdy;
ki1 = I — akAdk,'
k=k-+1;

end

Metoda konjugiranih
gradijenata




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Metoda konjugiranih
gradijenata

Teorem

Za metodu konjugiranih smjerova vrijede sljedeca svojstva:
dfAdi=0 (i #])
d'ri=d’Ae=0 (j<i)
d,-TI’o - d,‘Tr1 — = d,-Tr,'.

Skalar oi; moZe se zato napisati kao

Metoda konjugiranih smjerova je m-koracna metoda
(m < n), u smislu da je u m-tom koraku aproksimacija xm
jednaka rjesenju x = A~'b.




Sustavi @ Preostaje nam jo$ pronaci odgovarajuce vektore

iacadzbi o, di, ..., 0n_1.

Nela Bosner @ Skup A-ortogonalnih smjerova {d;} mozemo dobiti
primjenom Gramm-Schmidtove metode
A-ortogonalizacije na niz linearno nezavisnih vektora
Up,- - - ,Un_1 Sa skalarnim produktom (-, -) 4.

@ Dakle, A-ortogonalne vektore moZzemo dobiti kao

k—1
dk = Uk + Y Buidh,
i=0
pri Cemu su koeficijenti oblika
d,-TAUk
d7 Ad;’

@ Konkretan odabir vektora uy,. . .,un_1 vodi nas do

metode konjugiranih gradijenata (CG).

Bki =




pustay, @ Metoda konjugiranih gradijenata (CG) je, zapravo,

Jednadzbi metoda konjugiranih smjerova za u; = r;.

e @ Cinjenica da su vektori r; dobiveni metodom
konjugiranih smjerova linearno nezavisni, moze se
provijeriti uz pomo¢ prethodnih teorema.

@ Ponovo vrijedi

span{dp, 01, ..., 0k—1} = span{ro, r1,...,fk—1},

i buduci da je r, ortogonalan na prethodne smjerove
traganja vrijedi

Metoda konjugiranih
gradijenata

=0, i#j
@ Promatramo sljedeci skalarni produkt

T T T
I lip1 = I i — oy Adj,



Sustavi
linearnih

il @ odakle vrijedi

Nela Bosner

1
df Anc = —(rl i — rl riq).
Qf

Za i < k — 1 lijeva strana ove jednakosti je jednaka O,
pasu B, =0zai=0,1,...,k—2,aza Bk = [k k1
zbog izraza za «ay_1 i prethodnih teorem vrijedi

T T
Metoda konjugiranih = — =
gradijenata dlZ'_1 Adk_1 Q1 d;z-_-] Adk_1
T T

LMY SR A



Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner
@ Takoder, zbog istih teorema mozemo i «a, napisati u

liepSem obliku

i
Ok = —7—,

d, Adk
odakle se vidi, da ukoliko nismo nasli egzaktno rieSenje
u k-tom koraku, ay je pozitivan.

@ Ovime smo u potpunosti definirali metodu konjugiranih
gradijenata.

gradijenata



Sustavi
linearnih

jednadzbi Algoritam (Metoda giranih gradijenata (CG))

Nela Bosner

Xo zadan;

do=r =b—Axp;

k=0,

while ~Kkriterij_zaustavijanja

Xki1 = Xk + o, O,
k41 = I — aAdy;

! Tkt
xz;id:n:?;]uguanm ﬁk-‘,—1 — k+1"k+ ’.
fk I
Ak1 = Tk1 + Brr10k;
k=k+1;

end




Sustavi

linearnih
jednadzbi

Nelz

Napomena

@ Za primjenu metode konjugiranih gradijenata ne
trebamo pristupati pojedinim elementima matrice.

@ Dovoljno je znati djelovanje matrice na vektor A-y —
cesto se zadaje kao funkcija od y.

Metoda konjugiranih
gradijenata



Konvergencija metode konjugiranih gradijenata

Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner
Teorem

@ Greska e, dobivena u k-tom koraku metode
konjugiranih gradijenata ima najmanju A-normu na
prostoru

o + span{Aey, Aey, ..., Afegy}.

@ U svakom koraku CG algoritma, duljina vektora greske
ex = X — Xx se reducira, pri éemu je A~'b = x = X, za
nekim < n.

v




Sustavi Napomena
linearnih

jednadzbi @ Bududi da je ex € ey + span{Aey, A%ey, ..
Nela Bosner greska u k-tom koraku metode ima oblik

k k
ex = €y + Z@D,’Aieo = <I+ Z@Z),'AI) €p-
=1 i=1

@ Koeficijenti; su u linearnoj vezi sa koeficijentima «; i
Bi, a metoda konjugiranih gradijenata bira +; takve da
oni minimiziraju || ex|| -

. 7Ake()},

@ Tada, izraz za gresku moZemo izraziti kao

ex = px(A)eo,

gdje je px polinom k-tog stupnja kod kojeg zahtijevamo
da je px(0) = 1 (uvjet da je slobodni ¢lan vy = 1).




Sustavi

ety NETINENERGES EVEN)
Nela Bosner @ Kako je matrica A simetricna i pozitivno definitna, tada
ju moZemo zapisati kao produkt matrica A = UNUT, pri
cemu su za N\ = diag(M1, ..., An), M, ..., An SVOjStvene
vrijednostiod Ai UTU = UUT = I.

@ Onda za svaki k vrijedi

AK=A-A-A - A= UNUTUANUTU---UTUANUT = UNKUT.
k
@ Zbog toga vrijedi px(A) = Upx(ANUT.
@ A'/2 je hermitski drugi korijen od A pa vrijedi
A2 = UN2UT i (A1/2)2 = A, tako da komutira sa A i
sa p(A).




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Metoda konjugiranih
gradijenata

Napomena (nastavak)
@ Zbog toga slijedi

€klla = Aeolla = min el pk(A)Apk(A)ey =
lexlla= Iy lpx (A)eol|a = L 70k (A)Apx (A) &
_ A1/2 Ae _ A A A1/ze <
pkeJP’k,pk ©0)= 1” Pr(A)eoll2 = PPy DR (0)=1 [l (A) o2 <

< min (A)l2llA2ell, =  min (N2l o]l 4,
T PkEPK:P(0)=1 (Al oll Pk EPk P (0)=1 1Pk(A)llzll o]

@ Dakle, konacno moZemo napisati

exlla < min max |px(A)||l€oll a-
lexla < _min . max_ |pc(\)llleol

@ Za koji polinom sigurno znamo da ¢e dati nulu u gornjoj
ogradi greske?

@ Za koji polinom py i kojeg stupnja k vrijedi da je
pk(A)=0zai=1,...,n?



Sustavi

linearnin @ Prvi takav polinom koji nam pada na pamet je
jednadzbi TN . oo .
karakteristiCni polinom x4(x) koji je stupnja n,
@ zato je najvedi broj iteracije kod koje ¢emo sigurno doci
do rieSenja xx = x jednak k = n.
@ Kada se moze dogoditi da dostignemo rjeSenje xx = x,

Nela Bosner

zak <n?
o lli ekvivalentno, kada moZe postojati polinom p, k-tog
stupnjaza k < ntakavdaje px(\j)=0zai=1,...,n?
@ Odgovor: kada je minimalni polinom i (A) stupnja
k < n.
e o A kada se to moze dogoditi?

e Kada matrica A ima viSestruke svojstvene vrijednosti.
@ Dakle, najveci broj iteracija koje moramo izvSiti da
bismo dosli do rjeSenja jednak je stupnju minimalnog
polinoma matrice A.



Sustavi

Inearoin @ Zakljucak:

el B e Najveci broj iteracija koje moramo izvesti u egzaktnoj
aritmetici da bismo dosli do rieSenja jednak je
o broju razli¢itih svojstvenih vrijednosti matrice A.
@ Matrice za koje metoda konjugiranih gradijenata brze
konvergira su
e matrice koje imaju puno visestrukih svojstvenih
vrijednosti ili
e koje imaju nakupine vrlo bliskih svojstvenih vrijednosti
jer za njih polinom niskog stupnja moze davati male
B vrijednosti.

: @ Sljedeci korolar je posljedica prethodnog rezultata i on

@ je slabiji rezultat od prethodnog, i
e ima jacu ulogu u aritmetici kona¢ne preciznosti na
racunalu kad su u racun uklju¢ene i greske.




Sustavi
linearnih
jednadzbi
Korolar

Primijenjiva ocjena dana je sa

lexlla <2 Vre(A) — 1

HQ(A) +1

Nela Bosner

K
l[€olla-

pri cemu je k(A)2 = ||All2 - HA_1 ll2 = Amax/Amin broj
uvjetovanosti matrice A.

Metoda konjugiranih
gradijenata

@ Posljedica ovog korolara je da na racunalu mozemo
ocCekivati sporiju konvergenciju od one u egzaktnoj
aritmetici za loSe uvjetovane matrice.




Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadaci

Napisite funkciju cg () koja implementira metodu
konjugiranih gradijenata. Ulazni parametri neka su

@ matrica A i vektor b
@ pocetna iteracija X
@ folerancija tol
a izlazni parametri neka su
@ aproksimacija rieSenja x
@ broj iteracija k potrebnih za dostizanje traZzene tocnosti
@ vektor duljine k + 1 sa relativnim normama reziduala za
svaku iteracijui =0, ...,k
Kriterij zaustavljanja je ||r«||2/]|bl|2 < tol, gdje je rx bas onaj
iz rekurzije za rezidual u metodi (ne racunati b — Ax).




Suetavi
et Zadatak (nastavak)
jednadzbi

@ Svoju funkciju cg primijenite na matricu C i vektor e iz
zadatka o portfelju.

@ Koliki je broj iteracija potreban za tol = 1078 ?

Nela Bosner

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

vy

Slika: Iteracije metode konjugiranih gradijenataza C i e.



pustay, Zadatak
Wl Vatrica sustava u ovom zadatku je simetriéna pozitivno
definitna 100 x 100 matrica, sa svojstvenim vrijednostima
AMA) € {1,4,9,...,10000} (x(A) = 10*), a dobivena je
@ kao produkt A= QAQT,

@ pri cemu je A\ dijagonalna matrica svojstvenih
vrijednosti,

Nela Bosner

@ a Q slucajna ortogonalna matrica.
Za generiranje matrice Q koristite MATLAB-ove funkcije
X=rand (100) i [Q, R]=qgr (X).

@ Za pocetnu iteraciju uzet éemo xg =[00 ... 0],

@ a za desnu stranu sustava, b je odreden tako da

rjedenje sustava bude jednako x = [11 ... 1],
odnosnodajeb=A- x.




Sustavi

linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

Napisite M-file koji rijesava ovaj sustav pomocu metode
konjugiranih gradijenata, u svakom koraku k kontrolirajte
relativnu normu reziduala ||rx||2/||bl|2 i na kraju nacrtajte
njen graf. lteriranje se treba zaustaviti kada je ona manja od
tol =108,




Sustavi
linearnih
jednadzbi

el

Zadaci

L
0 20 40 60 80 100 120
iteracija

Slika: Relativne norme reziduala u svakoj iteraciji metode
konjugiranih gradijenata, za matricu A iz prethodnog zadatka.



Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak

Situacija u ovom zadatku je slicna prethodnom, samo sto
pozitivno definitna matrica A ima deset razlicitih svojstvenih
vrijednosti, svaka od njih kratnosti 10. Dakle,
e A= QAQT,
@ gdje je A\ dijagonalna matrica svojstvenih vrijednosti
AMA) € {1,2,...,10} (x(A) = 10),
@ a Q slucajna ortogonalna matrica.

b i xo se odreduju kao u prethodnom zadatku. NapiSite
M-file koji rijesava ovaj sustav pomocu metode konjugiranih
gradijenata, u svakom koraku k kontrolirajte relativnu normu
reziduala ||rc||2/||bll2 i na kraju nacrtajte njen graf te ga
usporedite s grafom iz prethodnog zadatka. lteriranje se
treba zaustaviti kada je ona manja od tol = 10~8.




Sustavi
linearnih
jednadzbi

[eizire

107 E
107 4
107 S
Zadaci
10 16 L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
iteracija

Slika: Relativne norme reziduala u svakoj iteraciji metode
konjugiranih gradijenata, za matricu A iz prethodnog zadatka.



Sustavi
linearnih
jednadzbi

Nela Bosner

@ U prvom primjeru je metoda napravila preko 130 > 100
koraka. To se dogodilo zbog
e greSaka zaokruzivanja,
e malo vece uvjetovanosti ko (A) = 104, ali ne prevelike,
@ i zbog toga Sto se izgubilo svojstvo ortogonalnosti
reziduala rk.

@ U drugom primjeru smo dobili to€no 10 koraka koliko se
i tvrdi u teoremu, a i matrica je dobro uvjetovana
k2(A) =10.




	Sustavi linearnih jednadžbi
	Iterativne metode
	Matricne norme
	Standardne iteracije
	Jacobijeva metoda
	Gauss–Seidelova metoda
	SOR metoda
	Zadaci
	Iteracije iz Krylovljevih potprostora
	Metoda konjugiranih gradijenata
	Zadaci


