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Numericko rjeSavanije diferencijalnih jednadzbi

Nu[neriél_m
e
jednadzbi OpCI.ja je .

@ pravo kupnje i prodaje riskantne imovine (najéesce
hetaaie dionice) za prije odredenu cijenu unutar odredenog
diferencijalnih .
jednadzbi per joda,

@ financijski instrument koji dozvoljava “kladenje” da li ¢e
vrijednost te imovine rasti ili padati,

@ sporazum izmedu avije strane oko trgovine imovinom u
nekom odredenom trenutku u buducénosti.

e Jedna strana (Cesto banka) odreduje uvjete ugovora za
opciju i prodaje opciju.

e Druga strana kupuje opciju i placa njenu trziSnu
vrijednost koja se naziva premija.

Problem je kako izracunati vrijednost opcije .

Nela Bosner
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Primjer (nastavak)
@ Opcija ima ograni¢eno vrijeme trajanja.

@ Datum dospijeca T odreduje trenutak istiecanja opcije, i
nakon tog datuma opcija je bezvrijedna (t > T).
@ Postoje dvije osnovne vrste opcija:
e call opcija omogucuje drugoj strani da kupi imovinu za
dogovorenu cijenu E datuma T,
e put opcija omogucuje drugoj strani da proda imovinu za
dogovorenu cijenu E datuma T.
@ Druga strana nije obavezna kupiti ili prodati imovinu u
zadanom vremenu.
@ U trenutku t ona moZe:

@ prodati opciju po trenutnoj vrijednostizat < T,

@ zadrZati opciju i ne uciniti nista,

o kupiti ili prodati imovinu u trenutku dospijeca (t < T),

e dozvoliti da opcija istekne i postane bezvrijedna (t > T).
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rieSavanje n

dierenciiainin Ml Primjer (nastavak)
jednadzbi

T — @ Postoje jos i podjela opcija po vremenu u kojem se
‘ moZze kupiti ili prodati imovina:

e o Kod Europskih opcija to se moze udiniti jedino na

e g datum dospijeéa T.

o Kod Americkih opcija to se moZe uciniti u bilo koje
vriieme do datuma dospijecat < T.
@ Vrijednost opcije V ovisi o:
e trenutnoj cijeni imovine S = S(t) = S;,
@ o vremenu t, preciznije o preostalom vremenu do
dospijeca T —t
@ Zbog toga vrijednost opcije oznacavamo kao funkciju
V(S,t).
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diferenijalnih P
feanaczo [l Primjer (nastavak)

Nela Bosner @ Osimtoga V(S,t) ovisi jos i o:

Numerizko @ dogovorenoj qije,ni E,

b e datumu dospijeca T,

jednadzbi e kamartnoj stopi r — primjenjuje sa na neriskantne
investicije,

e volatilnosti o cijene S; (standardna devijacija fluktuacije
od S;) — mijeri nesigurnost imovine.
@ Pretpostavit cemo jos:
e 0<t<T,gdje vriemet =0 oznacava “danas’,
o cijena S; je stohasticki proces,
@ kamatna stopa r i volatilnost o su konstantni za
0 <t < T (iako na realnom trzZistu variraju u vremenu,. )
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iesavanic | Primjer (nastavak)

diflerencij?llr)ih L . .
Jednadzbi @ Nas cilj je izracunati plohu

Nela Bosner

V(S,t), zaS§>0,0<t<T.

Numericko
rieSavanje
diferencijalnih

jednadzbi @ Koristit cemo matematicki model koji aproksimira i
idealizira kompleksnu realnost financijskog svijeta.

@ V(S,t) se moZe dobiti kao rieSenje Black—Scholesove
diferencijalne jednadzbe

8V 1 2 28 4 oV B
ar T27 S s "5 V=0
za koju jos moramo definirati terminalni uvjet zat =T i

rubne uvjetezaS=01i S — oc.
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Primjer (nastavak)

@ terminalni uvjet
o call opcija:

V(S,T) =max{S — E,0}

e put opcija:
V(S, T) =max{E — S,0}

@ rubni uvjeti
o call opcija:

V(0,t) =0,
V(S,t) — S za S — oo

e put opcifa:

V(0,t) = Ee~"(T-D,
V(S,t) =0 zaS — o
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@ Radi jednostavnijeg riesavanja uvodimo transformacije
varijable

Nela Bosner

Numericko
rieSavanje
diferencijalnih S =Ee&*
jednadzbi
2T
t = - —2
(o
2r
o2

@ Ovime dobivamo

V(S t)y=V (Eex, T-— i—T) =v(x, 7).
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Primjer (nastavak)
@ Dalje uvodimo jos

v(x,7) = Ee—%(q—1)x—%(q+1)2ry(x,7_),

gdje se moZe pokazati da je y(x, T) rjeSenje difuzijske
jednadzbe
oy 0%
o Ox2’
za0 <t < %U2TiX€R.
@ Terminalni uvjet sada prelazi u inicijalni uvjet
e call opcija:
y(x,0) = max{ez(@thx _ gz(a-1x ()

e put opcifja
y(x,0) = max{ez(@1x _ gi(atNx g}
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Primjer (nastavak)

@ | rubne uvjete moramo transformirati, i to tako da

o rubni uvjet za S = 0 prelazi u rubni uvjet za x — —oo
Numericko e rubni uvjet za S — oo prelazi u rubni uvjet za x — oo
rieSavanje

_ciiLeregE:galnih @ Rubni UVjeti za y(X, ’7') su sada oblika
jednadzbi ..
e call opcija:

Nela Bosner

y(x,7) =0 zax — —oo,

y(x,7) =ed@tDx+a(a+1)r zax — oo
@ put opcija:

1 1 2
y(x,7) =g2(@Dx+z(a-1)r zax — —oo,

y(x,7) =0 zax — oo




Numericko Primjer (nastavak)

rjieSavanje

S @ Za difuzijsku jednadzbu postoji exsplicitno analiticko

Nela Bosner rjeéen]e danO sa

l\_lufnerié_ko ( ) 1 /oo ( ) B (x—s)2 d
rl_esavan_J_e : y X.7) = yo S)e e s
dif Inih ’ )
ifrortin 2N

gdje je
yO(X) = y(Xa 0),
inicifalni uvjet.
@ Za call opciju tada ispada da je njena vrijednost dana
sa

[ol &2 E —I’(T—t) s &2
V(S,t) = \/%/ e 2ds— GW e zds,
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Primjer (nastavak)
gdje su

log (%) + (r+ 302 (T-1)

o = ,
1 o /(T 1)
) log (§)+(r—%o—2)(T—t)
T T
a za put opciju je

—r(T—t) ,—db &2 —dj 2
V(S t) = Ee—/ e zds— i/ e 2z

V 27T —00 V 277 —00




Numericko rjeSavanje parabolicke parcijalne

diferencijalne jednadzbe

Numerisko @ Black—Scholesova i difuzijska jednadzba spadaju u
rieSavanje

diferencijalnih paraboliCke parcijalne diferencijalne jednadzbe.

Jednadzbi @ Difuzijska jednadzba je jednostavnija za rjeSavanje pa
pelEe o) se najcesc¢e najprije racuna njeno riedenje y(x, 1), a
onda se iz njega transformacijom varijabli dobiva
rieSanje Black—Scholesove jednadzbe V(S, t):

2
V(S, 1) = E2(@t) g2(a-Ng=g(at1)e*(T-1)y, (Iog (g) 7%(7'_ t)) ,

gdje je g = 2.

@ Obzirom da egzaktno rjeSenje nije jednostavno za
izraCunati, raCuna se aproksimativno numericko
rieSenje.

@ Za numeriCko rieSavanije parcijalne diferencijalne
jednadzbe koristit ¢emo metodu konacnih razlika koja
parcijalne derivacije aproksimira pomocu Taylorovog
reda funkcije.



Metoda konacnih razlika

Numericko
Mo @ Parcijalnu derivaciju dy /0T mozemo definirati kao
jednadzbi

Nela Bosner Bl T y(X, T + (5’7’) — y(X, 'T)
or (x.7) = 6I7!T0 oT '

@ Umijesto racunanja limesa kada 67 — 0, uzet ¢emo
o7 > 0 koji je vrlo mali i dobit ¢emo aproksimaciju

y(XaT+5T)7y(XvT)
oT

oy
E()Q T) -
@ Ovime smo dobili konacnu razliku od 9y /a7, a
konacénu razliku ovoga oblika posebno ¢emo jo$ zvati i

konacna razlika unaprijed.

@ Izraz O(d7) dolazi iz Taylorovog reda, i §to je d7 maniji
dobit ¢emo tocniju aproksimaciju.

+ O(d7).




Numericko @ Alternativno mozemo definirati
y(X7T) _y(XaT _67—)

57’—)0 oT

rjieSavanje
diferencijalnih 6y (
jednadzbi 87'

)

Nela Bosner

tako da je aproksimacija dana sa
8y

(X ) y(X7T)_§7(_X7T_5T)+O(5T).
° Konacnu razliku ovoga oblika zovemo konacna razlika
unazad.

@ Takoder mozemo primijetiti da je
ay — im y(x, 7+ 61) — y(x, 7 — d71)
or 67—0 20T ’
i definirati centralnu konacnu razliku
g}T/(X n = y(x, T+ 57)257y(x,r oT) Lo ((57)2) ‘
@ Vidimo da je centralna konacna razlika tocnija.




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Numerigko
rjesavanje
parabolicke PDJ

centralna

unaprijed

unazad

y
T

T —0T T T+ 0T

Slika: Konacna razlika unazad, unaprijed, i centralna.
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rjieSavanje
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jednadzbi @ Kada se primijenjuju na difuzijsku jednadZbu, konacne
Nela Bosner razlike unaprijed i unazad koje aproksimiraju oy /ot
vode do eksplicitne odnosno implicitne metode

konacnih razlika.

@ Centralna konacna razlika gornjeg oblika po varijabli 7
se ne koriste u praksi jer daje nestabilne metode.

@ Centralna konacna razlika oblika

oy y(x,7+07/2) — y(x,7 — 67/2)
L(x,7) = - +0 ((07)?)

pojavljuje se u Crank—Nicolsonovoj shemi za
konacne razlike.



Numericko

Numericko @ Parcijalne derivacije po varijabli x mozemo definirati na

diferencijalnih analogan nacin:
jednadzbi v . .s
S e konacna razlika unaprijed
e ay 7y(X+6X77_)7Y(X77—)
a(x, T) = 5x + O(x)
: e konacna razlika unazad
gii&qﬁﬂ‘éiwm 8}/ o _y(X7 7') — _y(X — 6)(, 7')
S(xr) = = + O(0x)
e centralna konac¢na razlika
8}/ _y(X+6X7T)_y(X_5X77) 2
aX(x, )= 5 + O ((6x)?)

@ Za drugu parcijalnu derivaciju 92y /0x? mozemo
definirati simetricnu kona¢nu razliku kao
o konacnu razliku unaprijed od konacnih razlika unazad
e konacnu razliku unazad od konacnih razlika unaprijed




Numericko
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@ U oba slucaja dobivamo simetrichu centralnu
konacnu razliku

e %y YOHOXT) Y (7)Y o) -y xdx.7) ,
52X T) = =~ L0 <(5X) )
y(x +6x,7) = 2y(x,7) + y(x — 0x,7)
- +
(0x)?

+00MF>



Numericko
rjieSavanje

S @ Kako bismo mogli primijeniti metodu konacnih razlika
na difuzijsku jednadzbu moramo podijeliti

@ x 0s na ekvidistantne ¢vorove sa razmakom od dx

e 7 0s na ekvidistantne ¢vorove sa razmakom od 57

: @ Ovime na (x, 7) ravnini definiramo mrezu, pri Cemu
et &vorovi mreZze imaju oblik

parabolicke PDJ

Nela Bosner

(X, 7j) = (10X, jor)

@ U tom sluc€aju raCunat ¢emo aproksimativno rjeSenje
samo u ¢vorovima mreze, i piSemo

y,"/' I~ y(I(SX,j(ST)




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela B

Numerigko
rjesavanje
parabolicke PDJ

; ; ;
T T T

Xi-1 Xi Xit1 X
Slika: Oznake na mrezi.

Y




Exsplicitna metoda konacnih razlika

Numericko

riesavanje @ Razmatramo op¢i oblik transformiranog

S Black—Scholesovog modela za Europsku opciju,
Nela Bosner odnosno difuzijsku jednadzbu

oy _ Py

or  Ox?’

sa rubnim i inicijalnim uvjetima
m y(x, ) =Y-oo(X, 7)),
XI|_>moo Y(X,T) =Yoo(X, T),
y(x,0) =yo(x)-

@ Zelimo naéi aproksimaciju rje$enja u &vorovima mreze
koristeCi
e konac¢nu razliku unaprijed za dy /o,
e simetri¢nu centralnu kona¢nu razliku za 92y /Ox?.



Numericko

riesavanje @ Pri tome se difuzijska jednadzba transformira u

diferencijalnih
jednadzbi

—2Yij+ Yi-1
(6x)2

Yij+1 = Vij

Yi1
5 =
5 +0O(d7)

0] ((5x)2) .

@ Zanemarujuci izraze O(47) i O ((6x)?) dobivamo
diferencijsku jednadzbu

Yijr1 = Nic1j+ (1 =2X)Yij + it

gdje je
0T
A= —.
(6x)2
@ Ako u vremenskom koraku j znamo y; ; za sve
vrijednosti od /, tada y; j; 1 moZzemo izraCunati

eksplicitno.
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Exsplicitna metoda
konacnih razlika

. . .

T T T

Xj—1 Xi Xi1 X

Y

Slika: y; j+1 ovisi samo 0 yi—1j, ¥ij i Vit



Numericko @ Ako izaberemo ekvidistantne tocke x;, ne mozemo
dferencialiy rijesiti problem za sve —oco < x; < oo bez da izvr§imo
beskona¢no mnogo koraka.
@ Zbog toga uzimamo konacan i dovoljno velik broj
koraka po x-u.

@ Rijesit ¢emo problem za

Nela Bosner

NmindX = Xn.o < Xi < Xnpay = Nmax0X,
Exsplicitna metoda
konacnih razlika

gdje su —nNmin | Nmax Vveliki prirodni brojevi.
@ Dalje, segment [O, %} dijelimo na m jednaka
podintervala, tako da je
o2T
(ST = ﬁ
@ Sada mozemo rijeSiti diferencijsku jednadzbu za

Nmin < I < Nmax, 0<j<m.



Numericko
dierenciain @ Rubne uvjete koristimo za odredivanje . i i Yo /-
jednadzbi

ynminyj :yfw(nminéx,j&'), 0 <_[ S m’
Ynmaxj =Yoo(Nmax0X, jOT), 0<j<m
@ Za pokretanje ove iterativne metode koristimo inicijalni

Exsplicitna metoda UVJ et
konacnin razlika YI,O = yo(I(SX), Nmin <1< Nmax -

@ lterativna metoda zavrSava za j = m i rjeSenjem
Yim»  DNmin <1< Nmax,

& . . . v . . 2-’-
sto prertavIJa aproksimaciju riesenja za y(iox, %-),
Nmin < 1 < Nmax-
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@ Transformacijom varijabli dobivamo mrezu na S
koordinati

Si= Eei&x’ Nmin < 1 < Nmax,

Exsplicitna metoda

i transformacijom y; , u V; ,, dobivamo aproksimativno
riedenje za V(S;,0), jerjezar = 5, t =T — Z =o.

@ Ovimo smo dobili dana$nju aproksimativnu vrijednost
opcije za diskretne vrijednosti cijene imovine.



Numericko Algoritam (Eksplicitna metoda konacnih razlika za difuzijsku jednadzbu)

rjieSavanje

diferencijalnih )\ __ ot
jednadzbi - (5)()2 ’
Nela Bosner fori = Nmin : Nmax
Ystari(i) = Yo(i - 6X);
end
forj=1:m
Ynovi(Nmin) = Y—oo(Nmin - 0X, ] - 0T);
Exsplicitna metoda H .
s ynov,'(nmax) = yoo(nmax . 5X7j . 57—)7

fori = (Nmin+1) : (Nmax — 1)
Ynovi() = A+ Ystari(i = 1) + (1 =2 A) - Ystari(i)+
+A - Ystari(i + 1),
end

Ystari = Ynovis
end

Y = Vstari;




Zadaci

numericko Il Zadatak
0} Napisite M-file funkciju ex_mkr_difuzijska () koja
implementira eksplicitnu metodu konacnih razlika za

difuzijsku jednadzbu. Funkcija neka ima ulazne parametre
@ Kkorak 6x po x koordinati i korak 6T po T koordinati
@ maksimalan broj koraka m po T koordinati
@ minimalan np, i maksimalan npmax indeks ¢vorova po x

koordinati

@ pokazivac na funkciju inicijalnog uvjeta yq

Nela Bosner

@ pokazivace na funkcije rubnih uvjeta y_c i Yoo-
Funkcija neka vraca

@ aproksimativno rjesenje y u ¢vorovima sa x
koordinatama NmindX : 60X : NmaxdX i T koordinatom
T = MmoT = %02 T.




Numericko

riesavanje Zadatak

diferencijalnih

jednadzbi Svoju funkciju ex_mkr_difuzijska () isprobajte na
Nela Bosner S/jedec'em prlmjeru

oy _ %y
or  Ox?’
y(x,0) =sin(rx), y(0,7)=y(1,7)=0.

Egzaktno rjesnje glasi
y(x,7) = e ™" sin(nx).

Uzmite sljedece parametre:
@ 6x=0.1
Onm,nZOinmaX:10 J




Numericko
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diferencijalnih
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Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

Numericko rjesenje pomocu eksplicitne metode konacnih
razlika nadite za dvije razlicite situacije:
@ kadaje A = 0.05
e o7 = 0.0005
e m= 1000
Q kadaje \ =1
e 67 =0.01
e m=50
U oba slucaja rm = 0.5. Dobivena rieSenja usporedite sa
egzaktnim riesenjem. Sto moZete zakljuditi?




Numericko
rjieSavanje

jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak

el Napisite M-file funkciju ex_mkr_black_scholes () koja
numericki riesava Black—Scholesovu jednadzbu pomocu
eksplicitne metode konacnih razlika za difuzijsku jednadzbu.
Funkcija neka ima ulazne parametre

dogovorenu cijenu E na datumu dospijeca
vrijeme do dospijeca T izraZzeno u godinama
kamatnu stopu r

volatilnost o cijene imovine

maksimalan broj koraka m po T koordinati za rieSavanje
difuzijske jednadzbe

minimalan np,, i maksimalan nmnax indeks ¢vorova po x
koordinati za riesavanje difuzijske jednadzbe

parametar \ = (6577)2




Numericko

fecavanie |l Zadatak (nastavak)

diferencijalnih
jednadzbi o o v . . ‘“ T 17 9
@ string vrsta koji oznacava da li se radi o “call” ili o “put

opciji.

Nela Bosner

Funkcija treba odrediti

Funkcija neka vraca
@ polje Vy duljine Nmax — Nmin + 1 koje sadrzi
aproksimativna rjesenja V(S;,0)
@ polje S duljine Nmax — Nmin + 1 koje sadrzi mreZu
Si = Ee’*, Nmin < I < Nmax.
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Zadatak (nastavak)

Nela Bosner

Uputa: Izlazne vrijednosti ove funkcije u MATLAB-u
izracunajte iz izlaznih vrijednosti funkcije
ex_mkr_difuzijska () na sljedec¢i nacin:

Vo = E + exp(—0.25 x (q + 1)? * tau)*
exp(—0.5x (g —1)xx).*x y;
S = E x exp(x);

pri cemu je x vektor ¢vorova mreze za difuzijsku jednadzbu,
2
atau=m-or = %5,




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak

Svoju funkciju ex_mkr_black_scholes () isprobajte na
primjeru Black—Scholesovog modela za put opciju sa
sljede¢im parametrima.

e E=10

@ 7T=05
@ r=20.05
@ 0=0.20
e m=100




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

Numericko rjeSenje pomocu eksplicitne metode konacnih
razlika za difuzijsku jednadzbu nadite za tri razlicite
situacije:

Q@ )=025
Q@ \=05
Q )\=055

Dobivena rieSenja usporedite sa rjes’enjenvv dobivenim
MATLAB-ovom funkcijom b1sprice (). Sto moZete
zakljuciti?




Stabilnost exsplicitne metode konacnih razlika

e @ Stabilnost numericke metode je u bliskoj vezi sa

S numeriCkom greskom.

Nela Bosner @ Metoda konacnih razlika je stabilna ako greska
uc€injena u jednom koraku metode ne utjeCe na
povecanije greske u koracima koji slijede.

@ Kod neutralno stabilne metode greska ostaje
konstantna u svim koracima.

@ Ako greSke opadaju i po mogucnosti se prigusuju,
kazemo da je numericka metoda stabilna.

@ Ako, s druge strane, greSka raste sa povecanjem broja
koraka, aproksimativno rjeSenje divergira, i kazemo da
je numericka metoda nestabilna.

@ Za probleme koji ovise o vremenu stabilnost garantira
da ¢e numeri¢ka metoda dati ograni¢eno rieSenje,
kadgod je egzaktno rieSenje diferencijalne jednadzbe
ograniceno.



Numericko
rjieSavanje

diferencijalnin @ Za daljnju analizu korisno je sve vrijednosti y; ; za fiksni
Jednadzp! vremenski korak j organizirati u vektor

Nela Bosner
j T
y(/) = [ ynmin+17j e ynmax*‘l;/' ] :

@ Za matricni oblik diferencijske jednadzbe definiramo
(Pmax — Nmin — 1) X (Nmax — Nmin — 1) Matricu A
[1-2x A 0--- 0
A 1—2)\ :
A= 0 0

0 - 0 A 1-2x]



Numericko @ Tada eksplicithu metodu mozemo zapisati kao
diferencijalnih

jednadzbi y(/‘H) = Ay(j) 4 yr(j)7

Nela Bosner

gdje je
ylgl) = >\[ ynmin,j 0 0 ynmax,f ]T‘

@ Pretpostavimo sada da nasu numeri¢ku metodu
izvrS8avamo na racunalu u aritmetici konacne
preciznosti. '

@ U tom slucaju éemo u svakom koraku j umjesto yU+")
izradunati aproksimativnu vrijednost yU*") koja sadrzi i
greSke zaokruZivanja.

@ Neka je ‘

Uty = ApU) 4 }",r(/) 1 U,
gdje fUt) sadrzi gredke zaokruzivanja koje su se
dogodile kod ratunanja Ay¥) + 9.



Numericko .. .
riesavanje @ Definirajmo ukupnu gresku
diferencijalnih

jednadzbi

Nela Bosner e(j) = j/(j) - y(j)7 j Z 0

@ Mozemo zakljuciti da vrijedi sljedece:
eVt = Ael) 4 (g — yU)y 4 U+1),

@ UsredotoCimo se sada na utjecaj greSaka
zaokruzivanja e(%) kod ragunanja inicijalnog uvjeta (za
j=0).

@ Zbog jednostavnosti, pretpostavimo da su svi daljnji
koraci (j > 0) izraCunati egzaktno, tj. da je



@ Tada imamo

Numericko

ditmoncanih eU+1) — Agl) — Ai+16(0)
jednadzbi
- @ Da bi metoda bila stabilna, greska e(®) mora biti
prigudena, a za to treba biti
lim Alel® =0,
j—o0

Sto nam je poznata situacija iz iterativnih metoda za
sustave linearnih jednadzbi.

@ Od tamo znamo da ¢e metoda biti stabilna ako i samo
ako je

p(A) <1,
gdje je p(A) spektralni radijus matrice A.

@ Dakle, da bi metoda bila stabilna zahtijevamo da za sve
svojstvene vrijednosti 1i1(A), . . ., tnmna—n,—1(A) 0d A
vrijedi

|,u,k(A)|<1, k:1,...,nmax—nm,-n—1.



Numericko

riesavanje @ Slijededi korak je racunanje svojstvenih vrijednosti od A.

diferencijalnih

jednadzbi @ U tu svrhu, matricu piSemo kao
Nela Bosner

[ 2 1 0 ]

-1 2
A=1-)\
.. . —1
s | 0 -1 2
=G

@ Preostaje nam sada samo naéi svojstvene vrijednosti
ukx(G) od matrice G, jer su tada

p(A) =1 =X uk(G), k=1,...,Nmax — Nmin — 1.



Numericko @ Matrica G pojavljuje se Cesto u primjeni i pomno je
diferencijalnih rouc¢avana, pa je pokazano da su njene svojstvene

jednadzbi . . J

’ vrijednosti dane sa

Nela Bosner

km
1k(G) =2 — 2cos ()
max — Nmin
. km

—4 sin? (
2(nmax - nmin)

@ Dalje vrijedi

), k=1,...,Nmax — Nmin — 1.

K
2(nmax - nmin)

@ Da bi uvjet stabilnosti |ux(A)| < 1 bio zadovoljen, mora
vrijediti

uk(A) = 1—4)sin? < > , k=1, Nmax—Nmin—1.

Kk
1—4rsin(-—" 1, k=1,..., Nmax—Nmin—1.
’ Asin (2(nmaxnmin))‘ <1, y -+« y Mmax—"min



Nuifie @ Bududi da je A > 0 po definiciji slijedi da je uvijek

rjieSavanje

diferencijalnih in2 km
jednadzbi 1 —4Asin (m) <1

@ S druge strane, uvjet
km
—1<1—4xsin? <>
2(Nmax — Nmin)
se moze pojednostavniti na

km 1
Asin? (> < -
2(Nmax — Nmin) 2

@ Dakle, gornji uvjet stabilnosti ekvivalentan je dvijema
jednadzbama
A>0
km 1

A sin? (> < —.
2(Nmax — Nmin) 2



NGRS @ Najveci izraz sa sinusom je
riesavanje
dif ijalnih

Ijeerdennaccljjsb?l . (Nmax — Nmin — 1)

sin <1,
2(Nmax — Nmin)

a ako pove¢avamo dimenziju matrice A
d = Nmax — Nmin — 1 tada vrijedi

lim sin L =1
d—o0 2(d+1))
@ Ovime smo dobili konac¢an uvjet.

Nela Bosner

exsplicitne metode
konatnih razlika

Za

1
< —
O</\_2

eksplicitna metoda konacnih razlika za difuzijsku jednadzbu
je stabilna.




Numericko

jesavanie @ Iz prethodnih zadataka vidjeli smo da aproksimacija
Irerencijaini

jednadzbi znatno odstupa od egzaktnog rjeSenja difuzijske
Nela Bosner jednadee za\ > %

@ Ovaj kriterij stabilnosti daje uvjet na veli¢inu koraka:

(0x)?
5

@ Kao posljedica uvjeta stabilnosti, parametri m, np, i
Nmax N€ mogu biti izabrani nezavisno jedan od drugoga.

@ Ako moramo izraCunati rieSenje sa velikom to¢no$cu,
tada 6x mora biti malen, $to daje kvadratnu ogradu za
d7 koji mora biti jo§ maniji.

@ Zato nam je praktiCnije na¢i numeriCku metodu koja je
bezuvjetno stabilna.

0<or <




Potpuna implicitna metoda konacnih razlika

Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

N— @ Implicitne metode se koriste kako bi se izbjegla
ograni¢enja vezana uz stabilnost eksplicitne metode.

@ Ove metode nam omogucuju da koristimo mreze u x
koordinati sa velikim brojem ¢&vorova, bez da moramo
uzeti jako mali §7.

@ Jedna od implicitnih metoda je i potpuna implicitna
metoda konacnih razlika, koja racuna aproksimaciju
rieSenja difuzijske jednadzbe u ¢vorovima mreze
koristedi

e konacnu razliku unazad za dy /o,
e simetri¢nu centralnu konaénu razliku za 92y /9x2.




Nuifie @ Pri tome se difuzijska jednadzba transformira u

rjieSavanje
diferencijg:llljih y 1 y . y 141 2y it + y 141

jednadzbi - - 1, -1,

; Vit = Vi | o(s7) = Yitit j+ 10 ((5)()2) ‘
Nela Bosner (57‘ ((SX)2

@ Zanemarujuci izraze O(d7) i O ((6x)?) dobivamo
diferencijsku jednadzbu

—Nictjr1 + (1 +2N)Yijr1 — Nit1j+1 = Vi),

gdje je opet
G
—(0x)

@ U potpunoj implicitnoj metodi yi_1 j11, Yij+1 | Vit j+1
implicitno ovise o0 y; ;: nove vrijednosti se ne mogu
razdvojiti i eksplicitno izraCunati iz starih vrijednosti.

@ Radi se o simultanom rjeSavanju jednadzbi, odnosno o

rieSavanju sustava linearnih jednadzbi.




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Potpuna implicitna
metoda konaénih
razlika

. . .

T T T

Xj—1 Xi Xi1 X

Slika: ¥i_1,j41, Yij+1 | Yiq1,j41 OViS€ 0 ¥ .

Y




Numericko

rieSavanje @ Kao i kod eksplicitne metode uzimamo konacan i

diferencijalnih

lednad?bi dovoljno velik broj koraka po x-u.
Nela Bosner @ Rijesit éemo problem za

Nmin0X = Xp.o < Xi < Xnpay = Nmax0X,
gdje su —nNpjn i Nmax Vveliki prirodni brojevi.

@ Dalje, segment [0, %T} dijelimo na m jednaka
podintervala, tako da je

Potpuna implicitna

metoda konacnih 0.2 T

razlika 67’ —
2m

@ Sada mozemo rijesiti diferencijsku jednadzbu za

Nmin < I < Nmax, 0<j<m.



Numericko
dierenciain @ Rubne uvjete koristimo za odredivanje ¥, i Yama /-
jednadzbi

ynminyj :yfw(nminéx,j&'), 0 <_[ S m’
Ynmaxj =Yoo(Nmax0X, jOT), 0<j<m
@ Za pokretanje ove iterativne metode koristimo inicijalni
uvjet
yI,O = yo(i5X)7 nmln S i S nmax.

@ lterativna metoda zavrSava za j = m i rjeSenjem

Potpuna implicitna
metoda konaénih
razlika

Yim»  DNmin <1< Nmax,

v . . " . v . . 2T
sto prertavIJa aproksimaciju riesenja za y(iox, %-),
Nmin < 1 < Nmax.



Numericko

Hiosavanie @ S obzirom da moramo rjeSavati sustave, sada nam i u

S fazi raCunanja treba matri¢ni oblik diferencijske
Nela Bosner jednadee'
@ Definiramo (Nmax — Mmin — 1) X (Nmax — Nmin — 1)
matricu A
[1+2X  -x 0--- O |
- 14+ 2)
A= 0 0 ,

P‘;"km"“h : . . . Y

0 - 0 A 1+2)

i vektor desne strane sustava

b=y 4y,



Numerigko gdje su
rjieSavanje
diferencijalnih

; e ) _ . 1T
jednadzbi y(/) _[ ynmin+17l e ynmax*1,] ] ,

Nela Bosner (j+1) . T
Yr —/\[ Ynminj+1 o -~ 0 Ynmax,j+1 ] .

@ Sada potpunu implicitnu metodu mozemo napisati u
matricnom obliku kao

Ayt = 0) +}’r(j+1) — pi),
@ Vektor y,(j+1) se pojavljuje zbog rubnih uvjeta, npr. iz
prve jednadzbe slijedi
(1 + 2>\)ynmin+1,j+1 - )\ynmin+27j+1 = ynmin+1»j + )\ynmin7j+1 '

@ Pokazat ¢éemo da je matrica A regularna pa se korak
implicitne metode moze napisati eksplicitno kao

Yy = A7 (0 4y ).




NumEiEe Algoritam (Potpuna implicitna metoda konaénih razlika za difuzijsku

rieavanje jednadzbu)
diferencijalnih
oT .

jednadzbi definiraj rieSavac s matricom A; A = (Gx)2’

Nela Bosner

for i = Npin : Nmax
y(i) = yo(i - 0x);

end
forj=1:m
fori= (Nmin+1) : (Nmax — 1)
b(i) = y(i);
end

Y(Nmin) = Y—oo(Nmin - 6X,j - 0T);

Y(Nmax) = Yoo(Nmax - 6X,j - 07);

b(Nmin + 1) = b(Nmin + 1) + X - y(Nmin);

b(Nmax — 1) = b(Nmax — 1) + X - ¥(Nmax);

rijesi sustav Ay(Nmin + 1 : Nmax — 1) = b;
end




Stabilnost potpune implicitne metode konacnih

razlika

Numericko

e, @ Kaoi ked eksplicitng mvetode pretposvtavimo da paéu. .
jednadzbi numeri¢ku metodu izvrSavamo na racunalu u aritmetici
Nela Bosner konacne preciznosti.

@ U tom sluéaju ¢emo u svakom koraku j umjesto yUt1)

izradunati aproksimativnu vrijednost yU+') koja sadrzi i
greSke zaokruzivanja.

@ Nekaje

Fu+) — A1 (;,U) +}~/r(/'+1)> 4 fUHD).
gdje fUt") sadrzi greske zaokruiivanje} koje su se
dogodile kod radunanja A~ (;"/(f) + }"/,(“1)).

@ Definirajmo ukupnu gresku

el) =y _ i) > 0.



Numeridko @ Mozemo zakljuditi da vrijedi sljedece:
diferencijalnih

jednadzbi e(j+1) — A_1 e(f) + A_1 (;/,Q'H) _ yrU—H)) + f(/+1)

Nela Bosner

@ UsredotoCimo se sada na utjecaj greSaka
zaokruzivanja e(%) kod raéunanja inicijalnog uvjeta (za
j=0).

@ Zbog jednostavnosti, pretpostavimo da su svi daljnji
koraci (j > 0) izraCunati egzaktno, tj. da je

W=y =0, j>o0

@ Tada imamo

elUt!) — A-1gl) — A—U+1)g(0).

@ Da bi metoda bila stabilna, greska e(®) mora biti

priguSena, a za to treba biti

lim A~e® = 0.

j—o0



Numerigko @ Znamo da ¢e metoda biti stabilna ako i samo ako je

rjieSavanje

ecnadsti p(A1) <1,

el Besner @ Dakle, da bi metoda bila stabilna zahtijevamo da za sve
svojstvene vrijednosti w1 (A™"), ..., tnpax—nmn—1(A~1) od
A~ vrijedi

‘#k(A_1)| <1, k=1,...,Nmax — Nmin — 1.

@ Dalje vrijedi da je ux(A~") = (uk(A))~", a svojstvene
vrijednosti matrice A dobit cemo iz rastava

2 -1 0

-1 2

Stabilnost potpune
implicitne metode

konacnih razlika A= [_|_ -




Numericko

VLD matrice G, tada je

diferencijalnih

@ Buduci da znamo svojstvene vrijednosti 14 (G) od

jednadzbi 1
\ela Bosner A T T AN k = 1 ..., N —
Nela B luk( ) 1+)\ ,U/k(G) 9 » Hmax
@ Kako je
N . 2 kﬂ'
imamo

km

A) = 1+4)sin? <
lik( ) 2(nmax - nm/’n)

Stabilnost potpune ") Jer Je )\ > 0, a S|n <k7> # O Za

implicitne metode 2(Nmax—"Nmin)

konaénih razlika k — 17 . nmax —_ nm’n — 1 Onda Je
fik(A) > 1

0<ux(A N <1, k=1,... Nmax —

Nmin

Nmin —
k=1,...,Nmax — Nmin — 1
nmin)>7 ) sy H'max min )

>,k_17-~-,nmaxnmin1'

—1.



Maits @ Dakle, za bilo koji A > 0je 0 < ux(A™") < 1, §to znadi

A da je potpuna implicithna metoda konacnih razlika

bezuvjetno stabilna.

@ S druge strane, vidimo da su sve svojstvene vrijednosti
matrice A pozitivne, §to znaci da je matrica pozitivno
definitna.

@ Zbog toga za rie$avanje sustava AyU+!) = pl) mozemo
koristiti metode

e faktorizaciju Choleskog

e Gauss—Seidelovu i SOR metodu

e metodu konjugiranih gradijenata
koje su specijalno prilagodene za tridijagonalnu
matricu.

@ Kod efikasno implementirane eksplicitne i implicitne
metode broj operacija je istog reda veli€ine, pa
rieSavanje sustava kod implicitne metode ne predstavlja
preveliki dodatni troSak u odnosu na eksplicitnu.

Nela Bosner



Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadaci

Zadaci

Napisite M-file funkciju im_mkr difuzijska () koja
implementira potpunu metodu konacnih razlika za difuzijsku
jednadzbu. Funkcija neka ima ulazne parametre

@ Kkorak 6x po x koordinati i korak 6T po T koordinati
@ maksimalan broj koraka m po T koordinati

@ minimalan np, i maksimalan npmax indeks ¢vorova po x
koordinati

@ pokazivac na funkciju inicijalnog uvjeta yq

@ pokazivace na funkcije rubnih uvjeta y_c i Yoo-
Funkcija neka vraca

@ aproksimativno rjesenje y u ¢vorovima sa x
koordinatama NmindX : 60X : NmaxdX i T koordinatom
T = MmoT = %02 T.




Nu[neri(:l_(O
dierenciarin | Zadatak (nastavak)
jednadzbi

NN 72 riesavanje sustava AyUt!) = bU) napisite posebnu
funkciju koja implementira Gauss—Seidelovu metodu
posebno napravijenu za tridijagonalnu matricu A.

@ Kao kriterij zaustavljanja uzmite
Hy(j-i-‘l,k) _ y(j+1,k—1)”2 < 10—8’
gdje je yUt1-K) aproksimacija rjedenja sustava u k-tom

koraku Gauss—Seidelove metode.
@ Za pocetnu iteraciju Gauss—Seidelove metode uzmite

YUt — ).




Numericko

riesavanje Zadatak

diferencijalnih

jednadzbi Svoju funkciju im_mkr_difuzijska () isprobajte na
Nela Bosner SUedeéem primjeru.

oy _ %y
or  Ox?’
y(x,0) =sin(rx), y(0,7)=y(1,7)=0.

Egzaktno rjesnje glasi
y(x,7) = e ™" sin(nx).

Uzmite sljedece parametre:
@ 6x=0.1
Onm,nZOinmaX:10 J




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)
Numericko rjesenje pomocu potpune implicitne metode
konacnih razlika nadite za dvije razlicite situacije:
@ kadaje A = 0.05
e o7 = 0.0005
e m= 1000
Q kadaje \ =1
e 67 =0.01
e m=50
U oba slucaja rm = 0.5. Dobivena rieSenja usporedite sa
egzaktnim rjeenjem. Sto moZete zakljuciti?




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadaci

Zadatak

Napisite M-file funkciju im_mkr_black_scholes () koja

numericki riesava Black—Scholesovu jednadzbu pomocu
potpune implicitne metode konacnih razlika za difuzijsku
jednadzbu. Funkcija neka ima ulazne parametre

dogovorenu cijenu E na datumu dospijeca
vrijeme do dospijeca T izraZzeno u godinama
kamatnu stopu r

volatilnost o cijene imovine

maksimalan broj koraka m po T koordinati za rieSavanje
difuzijske jednadzbe

minimalan np,, i maksimalan nmnax indeks ¢vorova po x
koordinati za riesavanje difuzijske jednadzbe

parametar \ = (6577)2




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

@ string vrsta koji oznacava da li se radi o “call” ili o “put”
opciji.

Funkcija treba odrediti

Funkcija neka vraca
@ polje Vi duljine Nmax — Nmin + 1 koje sadrZi
aproksimativna rieSenja V(S;, 0)
@ polje S auljine Nmax — Nmin + 1 koje sadrzi mrezu
Si = Ee'%, Nmin < 1 < Nmax.
Napomena: Ova funkcija je istovjetna funkciji
ex_mkr._black_scholes (), samo sto difuzijsku
jednadZbu riesava pomocu potpune implicitne metode
konacnih razlika umjesto eksplicitne.




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak

Svoju funkciju im_mkr_black_scholes () isprobajte na
primjeru Black—Scholesovog modela za put opciju sa
sljede¢im parametrima.

e E=10

@ 7T=05
@ r=20.05
@ 0=0.20
e m=100




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih

Jednadzbi Zadatak (nastavak)

B Numericko riesenje pomocu potpune implicitne metode
konacnih razlika za difuzijsku jednadzbu nadite za tri
razlicite situacije:

Q@ \=025
Q@ \=05
Q@ \=055

Dobivena rieSenja usporedite sa rjes’enjenvv dobivenim
MATLAB-ovom funkcijom b1sprice (). Sto moZete
zakljuciti?




Crank—Nicolsonova metoda

Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

@ Crank—Nicolsonova metoda je takoder implicitna
metoda koja nema problema sa stabilno$¢u, ali ima
gresku diskretizacije derivacije dy /97 reda veliCine
O ((67)?).

@ Crank—Nicolsonova metoda racuna aproksimaciju
rieSenja difuzijske jednadzbe u ¢vorovima mreze tako
da uzima srednju vrijednost diferencijskih jednadzbi
eksplicitne i potpuno implicitne metode.

Crank-Nicolsonova




Numericko @ Dakle, ako koristimo konacu razliku unaprijed za dy /ot
dferencialiy dobivamo eksplicitnu metodu

Nela Bosner }/i,j+1 - YI,j o yi+1,j - 2yi,j + yi717j 2
5 o) = (6x)2 +0 ((5)() ) ;

a ako koristimo konacu razliku unazad za dy /ot
dobivamo potpunu implicithnu metodu

Yij+1 = Yij ~ Yirt 1 — g + Vi1 j 5
T H0() = 7 +0 ((6x)?).

@ Srednja vrijednost tih dviju jednadzbi je

Yijt1 = Vij
= 4 O(71) =
oT +0(07)
Eo— V(Y =2t Vit Vit = 2t + Vit N
* 2 (0x)? (0x)?

+O ((5x)2) .




di%?ﬁg ) @ Zapravo, moze se pokazati da su izrazi u gornjoj
joanac jednadzbi toéni do na O ((67)?).
et @ Zanemarujuci izraze O(d7) i O ((6x)?) dobivamo
diferencijsku jednadzbu

A A
—oYimtjt H (VAW ijer = SYietje1 =

A A
= 5YVirtj + (V= Aij+ 5Yiv,

gdje je opet
)= 0T
—(0x)%
@ U Crank—Nicolsonovoj metodi yi_1 j11, Vij1 | Vit j+1
implicitno ovise 0 ¥i_1, Yij i Yit1,)-

Crank-Nicolsonova



Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

. . .

T T T

Xj—1 Xi Xi1 X

Slika: yi—1j41, Yije1 1 Yis1,j+1 OViS€ O Vi1, Vij i Yig1 j.

Y

Crank-Nicolsonova
metoda



Numericko
rjieSavanje , vy

dferenciainiy @ Ponovo ¢emo rijesiti problem za
jednadzbi

NmindX = Xp,o < Xi < Xnpay = Nmax0X,
gdje su —nNpin i Nmax Vveliki prirodni brojevi.
. 2 e s .
@ Dalje, segment [0, "TT} dijelimo na m jednaka

podintervala, tako da je

_0'2T

S = ——
T 2m

@ Sada mozemo rijeSiti diferencijsku jednadzbu za

Crank-Nicolsonova
metoda

,7min<i<r7rna)(7 0<j§m



Numericko
dieronciainin @ Rubne uvjete koristimo za odredivanje ¥, i Yama /-
jednadzbi

ynminyj :yfw(nminéx,j&'), 0 <_[ S m’
Ynmaxj =Yoo(Nmax0X, jOT), 0<j<m
@ Za pokretanje ove iterativne metode koristimo inicijalni
uvjet
yI,O = yo(i5X)7 nmln S i S nmax.

@ lterativna metoda zavrSava za j = m i rjeSenjem
Yim»  DNmin <1< Nmax,

k-Nicolsonova & : . . s . . 2
et §to predstavlja aproksimaciju riesenja za y(idx, %5"),
Nmin < 1 < Nmax.



Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Crank-Nicolsonova
metoda

matricu A

1+ A

_2
2

0

0

— 1) X (Nmax — Nmin
0...

2
2

1+

0---

0

— 1) matricu B

0

N[> .

@ Takoder ¢emo i ovdje morati rjeSavati sustave, pa nam

opet treba matriCni oblik diferencijske jednadzbe.
@ Definiramo (Nmax — Nmin — 1) X (Nmax — Nmin — 1)

o

| o>



Numericko

Hiosavanie @ Isto tako nam jo$ trebaju vektori

diferencijalnih
jednadzbi

y(/) :[ ynmin+17j PP ynmax—1,j ]T7
U) :A[ ynm,'n,j o U o ynmax,j ]T

Nela Bosner
@ Tada Crank—Nicolsonovu metodu mozemo napisati u
matricnom obliku kao
AyU+1) — By + 2yr(/) ;y(1+1) pU).

@ Pokazat ¢emo da je matrica A regularna pa se korak
Crank—Nicolsonove metode moze napisati eksplicitno
kao

Crank-Nicolsonova

. _ . 1 ; 1 .
yUu+h — A=t <By(j)+2}’r(j)+2yr(j+1)>-



Numericko Algoritam (Crank-Nicolsonova metoda za difuzijsku jednadzbu)
rieSavanje P P x H
diferencijalnih deflnll‘aj rjesavac s matricom A= (55;)2 ;

jednadzbi
Nela Bosner fori = Nmin : Nmax

y(i) = yo(i- 0x);
end
forj=1:m
fori = (Npmin+1) : (Nmax — 1)
b(i) = 3y(i — 1)+ (1 = Ny() + 3y +1);
end
Y(Nmin) = Y—oo(Nmin - 6X,j - 0T);
Y(Nmax) = Yoo(Nmax - 6X,j - 67);
b(nmin + 1) = b(Nmin + 1) + % - Y(Nmin);
b(Nmax — 1) = b(Nmax — 1) + % - ¥Y(Nmax);
rijeSi sustav Ay(Nmin + 1 : Nmax — 1) = b;
end

Crank-Nicolsonova




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Pretpostavimo da je y € C*. Tada je red Crank—Nicolsonove
metode jednak O ((67)?) + O ((6x)?) .

Preko Taylorovog reda. O I

Crank-Nicolsonova



Stabilnost Crank—Nicolsonove metode

N iCke B . v ‘v
e @ Kao i do sada pretpostavimo da na$u numeriéku

diferencijalnih

jednadsbi metodu izvr§avamo na racunalu u aritmetici konac¢ne

Nela Bosner preciznosti.

@ U tom slu&aju éemo u svakom koraku j umjesto yU+")
izradunati aproksimativnu vrijednost yU*") koja sadrzi i
greSke zaokruzivanja.

@ Neka je

U = A1 <3y<n+ 190 4 yu+1>>+fu+1),

gdje fUt") sadrzi greske zaokruzivanja koje su se
dogodile kod radunanja A~ (By(/) + 179+ ;y,(“”).
@ Definirajmo ukupnu gresku

e — 5 _ y0. > 0.




@ Mozemo zakljuditi da vrijedi sljedece:

Numericko
rjieSavanje

Bl U = A Bel) LAy g )y g,

Nela Bosner

@ UsredotoCimo se sada na utjecaj greSaka
zaokruzivanja e(®) kod ragunanja inicijalnog uvjeta (za
j=0).

@ Zbog jednostavnosti, pretpostavimo da su svi daljnji
koraci (j > 0) izraCunati egzaktno, tj. da je

W=y =0, j>o.
@ Tada imamo
e+ = A71Bel) = (A~1BY*1el0),

@ Da bi metoda bila stabilna, greska e(®) mora biti

priguSena, a za to treba biti

lim (A~'BYe©® = 0.

J—00



Numericko @ Znamo da ¢e metoda biti stabilna ako i samo ako je

odnadti p(A7'B) <1,
@ Dakle, da bi metoda bila stabilna zahtijevamo da za sve
svojstvene vrijednosti
1 (A71B), ..., e —nm -1 (A71B) od A~ B vrijedi
uk(A7'B) <1, k=1,..., Nmax — Nmin — 1.

@ TraZene svojstvene vrijednosti dobit éemo iz rastava
matrica Ai B

2 -1 0

>

I

+
N >

Stabilnost : i
0 -1 2

Crank-Nicolsonove
metode




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

@ Sada jednakost AelU*") = Bel) mozemo napisati kao

A , A ,
A G+ — (2 ()
<l+26‘>e (l 2G)e

(21 + \G) el = (21 — AG) eV
= (4] — (21 + 7\G))eY).



MU @ Ako definiramo C = 2/ + \G, tada je
rieSavanje
diferencijalnih

jednadzbi Ce(j+1) — (4/ _ C)e(/)’

Odnosno
el+) = (ac—" - el

@ Buduci da znamo svojstvene vrijednosti 1, (G) od
matrice G, tada je

pk(C) =2+ Auk(G), k=1,...,Nmax — Nmin — 1,

4
AC ' )=—" 1, k=1,... —Npmin—1.
:uk( C ) 2+)\Mk(G) ’ ,nmax nm/n
@ Kako je
Stabilnost k7T

Crank-Nicolsonove .2
«(G) = 4sin <
a ( ) 2(nmax - nmin)

>a k:1>-~-anmax_nmin_17



Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

zbog toga §to je A > 0, i sin® <m> >0za

k=1,...,Nmax — Nmin — 1, vrijedi da je

1k(G) > 0,
1k(C) = 2+ Muk(G) > 2,
4 4

0 < 4u(C <2,

~ k(C) ~ 2+ Mu(G)
A <k (ACT = 1) <A, et et

@ Dakle, za bilo koji A > 0 je |ux(4C~" — )| < 1, §to znadi
da je Crank—Nicolsonova metoda bezuvjetno stabilna.

Stabilnost

Crank-Nicolsonove
metode



Numericko
rieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner @ Kao i kod potpuno implicitne metode, moze se vidjeti da
su sve svojstvene vrijednosti matrice A pozitivne, §to
znaci da je matrica pozitivno definitna.

@ Zbog toga za rie$avanje sustava AyU*t") = pU) mozemo
koristiti metode

e faktorizaciju Choleskog

o Gauss—Seidelovu i SOR metodu

e metodu konjugiranih gradijenata
koje su specijalno prilagodene za tridijagonalnu
matricu.

Stabilnost
Crank-Nicolsonove
metode



Zadaci

numericko Il Zadatak
0 ) Napisite M-file funkciju cn_mkr_di fuzijska () koja
implementira Crank—Nicolsonovu metodu za difuzijsku
jednadZbu. Funkcija neka ima ulazne parametre
@ Kkorak 6x po x koordinati i korak 6T po T koordinati
@ maksimalan broj koraka m po T koordinati
@ minimalan np, i maksimalan npmax indeks ¢vorova po x
koordinati

@ pokazivac na funkciju inicijalnog uvjeta yq

Nela Bosner

@ pokazivace na funkcije rubnih uvjeta y_c i Yoo-
Funkcija neka vraca

@ aproksimativno rjesenje y u ¢vorovima sa x
koordinatama NmindX : 60X : NmaxdX i T koordinatom
T = MmoT = %02 T.




Nu[neri(:l_(O
dierenciarin | Zadatak (nastavak)
jednadzbi

NN 72 riesavanje sustava AyUt!) = bU) napisite posebnu
funkciju koja implementira Gauss—Seidelovu metodu
posebno napravijenu za tridijagonalnu matricu A.

@ Kao kriterij zaustavljanja uzmite
Hy(j-i-‘l,k) _ y(j+1,k—1)”2 < 10—8’
gdje je yUt1-K) aproksimacija rjedenja sustava u k-tom

koraku Gauss—Seidelove metode.
@ Za pocetnu iteraciju Gauss—Seidelove metode uzmite

YUt — ).




Numericko

riesavanje Zadatak

diferencijalnih

jednadzbi Svoju funkciju cn_mkr_difuzijska () isprobajte na
Nela Bosner S/jedec'em prlmjeru

oy _ %y
or  Ox?’
y(x,0) =sin(rx), y(0,7)=y(1,7)=0.

Egzaktno rjesnje glasi
y(x,7) = e ™" sin(nx).

Uzmite sljedece parametre:
@ 6x=0.1
Onm,nZOinmaX:10 J




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

Numeri¢ko rieSenje pomocu Crank—Nicolsonove metode
nadite za dvije razlicite situacije:
@ kadaje A = 0.05
e 67 = 0.0005
e m= 1000
Q kadaje \ =1
e o7 =0.01
e m=50
U oba slucaja rm = 0.5. Dobivena rieSenja usporedite sa
egzaktnim rjeenjem. Sto moZete zakljuciti?




Numericko

Zadatak
rjieSavanje

el Napisite M-file funkciju cn_mkr_black_scholes () koja

Wl numericki rie$ava Black—Scholesovu jednadzbu pomoéu
Crank—Nicolsonove metode za difuzijsku jednadzbu.
Funkcija neka ima ulazne parametre

@ dogovorenu cijenu E na datumu dospijeca

vrijeme do dospijeca T izraZzeno u godinama

kamatnu stopu r

volatilnost o cijene imovine

maksimalan broj koraka m po T koordinati za rieSavanje
difuzijske jednadzbe

@ minimalan np, i maksimalan npax indeks ¢vorova po x
koordinati za riesavanje difuzijske jednadzbe

Nela Bosner

parametar \ = (6577)2

Zadaci




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

@ string vrsta koji oznacava da li se radi o “call” ili o “put”
opciji.

Funkcija treba odrediti

Funkcija neka vraca
@ polje Vi duljine Nmax — Nmin + 1 koje sadrZi
aproksimativna rieSenja V(S;, 0)
@ polje S auljine Nmax — Nmin + 1 koje sadrzi mrezu
Si = E€X, Npmin < i < Nmax.
Napomena: Ova funkcija je istovjetna funkciji
ex_mkr._black_scholes (), samo sto difuzijsku
jednadzbu riesava pomocu Crank—Nicolsonove metode
konacnih razlika umjesto eksplicitne.




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak

Svoju funkciju cn_mkr_black_scholes () isprobajte na
primjeru Black—Scholesovog modela za put opciju sa
sljede¢im parametrima.

e E=10

@ 7T=05
@ r=20.05
@ 0=0.20
e m=100




Numericko
rjieSavanje
diferencijalnih
jednadzbi

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

Numericko riesenje pomocu Crank—Nicolsonove metode za
difuzijsku jednadzbu nadite za tri razlicite situacije:

Q@ \=025
Q@ \=05
Q@ \=055

Dobivena rjesenja usporedite sa riesenjem dobivenim
MATLAB-ovom funkcijom b1sprice (). Sto moZete
zakljuciti?
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