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Diskretna Fourierova transformacija

Fourierova .. , . .
P @ Primjena diskretne Fourierove transformacije u
ela Bosner statistickoj analizi vremenskih nizova ostvaruje se u
Diskretna racunanju periodograma In(f), koji mjeri koliko

Fourierova

transformacia odredena frekvencija f utjeCe na varijaciju vremenskog
niza {yi}.
@ Periodogram se obicno definira kao

() = JIAP + B2

gdje su A(f) i B(f) aproksimacije periodickih
komponenti niza {y;,t =0,...,N—1},

N

o N-
yrcos(2rnft), B(f) = — Z yi sin(2rft).
t=0

y




Diskretna

ooiera | Primjer (nastavak)
":“::’;:S"’::é @ lako je periodogram definiran za sve frekvencije
f € [0, 3], u vecini primjena on ¢e se izvrednjavati samo
i u nekoliko izabranih frekvencija.

Fourierova

ransiormacla @ Ako odaberemo Fourijerove frekvencije f; = 4, tada
moZemo Koristiti diskretnu Fourijerovu transformaciju

za racunanje In(f;):
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Primjer (nastavak)
@ Odavde slijedi da je

gdieje.=+—1.




Trigonometrijska interpolacija

Diskretna @ Trigonometrijska interpolacija koristi kombinacije
wansformacia trigonometrijskih funkcija cos(hx) i sin(hx) za cijeli broj
Nela Bosner h

@ Miéemo promatrati linearne interpolacije oblika

W(x) Ao ZAhcos(hx + Bysin(hx)), ili
h=

2
= A
W(x) Ao, Z (Ancos(hx) + Bysin(hx)) + =M cos(Mx),
2 P 2

za N = 2M + 1 odnosno N = 2M interpolacijskih
toCaka (xx, fx), k=0,...,N—1.

@ Interpolacija ovog oblika pogodna je za podatke koji su
periodiCni sa poznatom periodom, a u ovom slu¢aju to
je 2.



Dl @ Zbog pojednostavljenja racuna uvodimo kompleksne

Fourierova . ; L .
e brojeve i koristimo De Moivreovu formulu

Nela Bosner

e = cos(kx) + ¢sin(kx),

za.r=+—1.
@ Posebno su vazne uniformne particije segmenta [0, 27|
27k
Xk N ) k 07 1 b )

@ Za takve particije, trigonometrijski interpolacijski
problem moze se transformirati u problem pronalazenja
faznog polinoma reda N (sa N koeficijenata)

P(X) = Bo + B1€X + B2® + -+ + By_1 €N X,
sa kompleksnim koeficijentima j; takvima da je
p(xk):fk, k:0,1,...,N—1.



Diskretna @ Zaista, zbog periodi¢nosti s periodom 27 vrijedi
Fourierova
transformacija o ihk 2o (N—h)k
Nela Bosner eihbxk =e N =e N — e(th)LXk’

i zbog toga je

e cos(hxy) ek 4 g=hxic ghxe | g(N=h)ex
Xk = =
2 2 ’
. ehLXk _ ethXk ethk _ e(N*h)LXk
sin(hxy) = >, = >, .

@ Uvrstavanjem ovih izraza u trigonometrijski polinom
1 (x), i grupiranjem izraza sa istom potencijom od e**
dobit ¢emo fazni polinom p(x) sa koeficijentima f;,
j=0,...,N—1.

@ ; moZemo izraziti preko koeficijenata Ay i By na
sliede¢i nacin:
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Nela Bosner (a) Ako je N neparan, tada je N =2M + 1 i vrijedi

Ao
50—?
1 .
/szé(Aj_LBj)7 j:1,...,M
1 ,
/BN—jZE(Aj+LBj)a j:1,...,M
Ao =209
An =Bn + Bn-h; h=1,...,

M
Bh =u(Bn — Bn-h), h=1,....M



Diskretna

Fourierova (b) Ako je N paran, tada je N = 2M i vrijedi

transformacija

Nela Bosner
osne A0
Bo =%
1 .
/BjZE(Aj_LBj)y j:1,...,M—1
1 .
/BN—jzg(Aj‘i‘LBj)y j=1,...,M—-1
Am
Bum =
Ao =20
An =Bn + Bn-h; h=1,....M-1
By =u(Bn — Bn—h), h=1,....M -1

Av =20



Diskretna

S @ Trigonometrijski polinom 1 (x) i njen fazni polinom p(x)
T poklapaju se u tockama xx = 27k/N

Nela Bosner
fic = v(xk) = p(xx), k=0,1,...,N—1.

@ Medutim, ¢(x) = p(x) ne mora vrijediti za tocke x # x.

@ Interpolacijski problemi sa ¢(x) i p(x) ekvivalentni su
samo za toCke x, i u tom slu¢aju znamo izraCunati
koeficijente jedne funkcije preko koeficijenata druge.

@ S druge strane, fazni polinom p(x) je strukturalno
jednostavniji od 9 (x).

@ Uvodimo sljedece pokrate:

w=e% wy=e%=en

P(w) = Bo + 1w+ - + By—1w™
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wj;éwk, zaj#£k, 0<j,k<N-1,

Trigonometrijska

inlrpolacla polazni problem smo sveli na standardnu polinomijalnu
interpolaciju:
e Nadi kompleksan algebarski polinom P stupnja manjeg
od N uz uvjet

P(wg) =f, k=0,1,...,N—1.

@ Iz jedinstvenosti polinomijalne interpolacije, odmah
dobivamo sljedec¢i teorem.
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Teorem

Za izbor interpolacijskih tocaka (xg, fx), k =0,...,N —1,
gdje je fy € C i xx = 2wk /N, postoji jedinstveni fazni polinom

p(x) = Bo + B16% + Bo€®* + - + By_eN-1x
za koji je
p(xk) = fi
zak=0,1,... N—1.
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@ Sada zelimo naci eksplicitne izraze za j3; za Sto ¢e nam
trebati sljededi rezultati.

@ Najprije, primijetimodajeza0 <j,h< N -1

Nela Bosner

Trigonometrijska
interpolacija

%—Wj’ Wh —“’;r

Za0<j,h<N-—1 vrijedi

Niw,- » [N, zaj=h,
ar Kk =10, zaj#h
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@ Prvo, zbog prethodnih primjedbi vrijedi sljedece

N—1 N—1 N—1

i —h_ i—h K
E wf(wk = E wf( = Wi_p-
k=0 k=0 k=0

©Za0<jh<N-1je—(N—-1)<j—h<N-1.

2(j—h)me

@ wi_p=e ~ jeonda N-ti korijen jedinice, jer je
W =T P
=cos(2(j — h)r) +tsin(2(j — h)r) = 1.

@ wj_p je stoga korijen polinoma

N 1= (=D "+ 2+ Fw 1)
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Trigonometrijska
interpolacija

Dokaz (nastavak).

@ Odavde slijedi da je
(@) lliwji_p=1zaj=h,paje

N-T N1
w{(wk_h = Z 1k =N,
k=0 k=0
(b) ilizaj # h
Wi F ol E 4w +1=0,
pa je
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Za trigonometrijske funkcije, na mrezi tocaka x, = 2K

= T’ za
k =0,...,N — 1 vrijede sljedece relacije ortogonalnosti
N—1 . .
o . 0, zaj#hij=h=0,
sin(jxx) sin(hxy) = .
> singwsnim) =1y a7 5o
N—1 0, zaj#h,
> cos(jxk)cos(hxk) =4 &, zaj=h+#0,
k=0 N, zaj=h=0,
N—1
sin(jixx) cos(hxx) =0,
k=0

uz uvjetdajej+h<N—1.
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Trigonometrijska
interpolacija

@ Kako je

wi =€ = cos(Xk) + ¢sin(xk),

w{( —e¥X = cos(jxk) + ¢ sin(jxk),

onda slijedi

N—1 i
> e
k=0

N—1
"= "(cos(jxk) + v sin(jxk))(cos(hxi) — ¢sin(hx))
-
= » (cos(jxk)cos(hxx) + sin(jixk) sin(hxk))+
k=0
N—1

+ ¢ ) (sin(jixk) cos(hxk) — cos(jixk) sin(hxk))
k=0
| N, zaj=h,
1 0, zaj#h.
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Dokaz (nastavak).

2

T
- O

@ Dakle, izjednacavanjem realnih i imaginarnih djelova
prethodne jednakosti mozemo zakljuciti

(cos(jxk) cos(hxk) + sin(jixk) sin(hxk)) = { (I)V’

za j=h,
za j#h,

(sin(jixx) cos(hxk) — cos(jxx) sin(hxk)) =O0.

il
o

° Dalje iz adicionih formula slijedi

Z cos((j — h)xk) Zcos (Ix¢) =

N-1 N-1
> sin((j — h)x) = sin(x)
k=0 k=0

za—-(N-1)</{<N-1.

N, zaj=h, t=0
0, zaj#h, ¢#£0,

=0,
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Trigonometrijska
interpolacija

Dokaz (nastavak).
@ Sada redom mozemo pokazati:

N—1 N—-1
> sin(jxi) sin(hxe) =5 (Z cos((j — h)xx) —
k=0

N—1
> cos((j + h)xk)>

k=0 k=0
J(IN=N)=0, zaj=h=0,
:{ J(IN-0)=%, zaj=h#0,
2(0-0) = zaj+#h,
N—1 N—1 N—1
> " cos(jx) cos(hxk) = (Z cos((j — h)xk) + > _ cos((j + h)xk)>
k=0 k=0 k=0
2(N+N) N, zaj=h=0,
={ $(N+0) 2 zaj=h£0,
5(04+0) = zaj ;é h,

N—1

sin(jxk) cos(hxk) = (Z sin((j — h)xk

k=0

:5(0 +0)=0.

+Zsm (/+hxk)>




Diskretna
Fourierova
transformacija

Nela Bosner

@ Ovim korolarom smo pokazali da trigonometrijske
funkcije {cos(hx), sin(hx)} predstavljaju realnu
ortogonalnu familiju funkcija, sa posebnim diskretnim
skalarnim produktom definiranim na mrezi {xx}.

@ Sada ¢emo se ponovo vratiti na kompleksan problem
zadan faznim polinomom.

@ Ako u vektorskom prostoru CN svih N-torki

U:(Uo,U1,...,UN,1), ueC,k=0,..., N—1

koristimo standardni skalarni produkt

N—1
<U, V> = Z ukaa
k=0

tada prethodni teorem tvrdi da posebni N-vektori
w = (1,00 Wl ), h=0,...,N—1,

gine ortogonalnu bazu za CV, takvu da je
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; N, zaj=h

0wy — , /=",

(W™, wi) {o, zaj # h.
@ Primijetimo da ovi vektori imaju duljinu

[wz = \/(w, wh) = VA,

@ Iz ortogonalnosti vektora w(" slijedi sliedeéi teorem.
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Teorem

Fazni polinom p(x) = Z B e/ zadovoljava

Trigonometrijska
interpolacija

p(Xk):fk, k:O,...,N—1,

za kompleksne brojeve fi i x = 2% ako i samo ako
1 N_1 i 271'ij
Bi=m Z j=0,...,N—-1.
k=0
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Buduci da je fx = px, N-vektor f = (fo, fi,..., fN_1)
zadovoljava

N—1
f= /BjW(j),
j=0
tako da je
N—1 N—1 '
frw " = (F, W) =" 8w, wh) = NB,,
k=0 j=0
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transformacija . 0 o . .
Trigonometrijski polinomi

Nela Bosner

P(x) = AO + Z (Ancos(hx) + By sin(hx)),

h=1
A M—1 A
$(x) =7 + Y (Ancos(hx) + Bysin(hx)) + " cos(Mx),
h=1

gdje je N = 2M + 1 odnosno N = 2M, zadovoljavaju
¢(Xk):fk, k:0,1,...,N—1,

27rk

za Xk = ako i samo ako su koeficijenti od 1 (x) dani sa

4
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Korolar (nastavak)

2 2mhk
Ah :N fk COS(th N E fk < > 5
k=0
N—1
2 2mhk
By, :N 2 fi sin th N E fr sin ( >

V.

Ovaj korolar moze se dokazati na dva nacina.
@ Preko izraza

An = Bn+ Bn-h, Bn=1(Bn— Bn-h)

i prethodnog teorema.
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@ Koristeci ortogonalnost trigonometrijskih funkcija.
N=2M+1 Za 0 < h,j < M, vrijedi (j + h) <2M < N, i

=

N—1
fi cos(hxy) _Ao

>
i

0

N—1

> A cos(hxi) cos(jxk )+
J=1 k=0

N—1

+Y B> cos(hxk) sin(jx)

k:o
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Nela Bosner A N
Ao
2 fiesin(hx) == > sin(hxe)+
Trigonometrijska k :0
interpolacija Iy N_1
+ 3 A sin(hxi) cos(jxk)+
j= k=0
M N1
+) B> sin(hxy) sin(jxx)
j=1 k=0
/0, zah=0,
"\ By ¥, zaho.
L]
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Dokaz (nastavak).

2

i

=

0

f cos(hxy) =

N=2M Za 0 < h,j <M —1, vrijedi (j + h) <2M —2 < N, |

zah=0,
zah#0, h#M
zah=M.




powere [l Dokaz (nastavak).

transformacija

ol Barer Zadnja tvrdnja se vidi iz 2Mx = N&& = 2nk i iz
sliedeéeg izraza:
N—1 1 N
Eicusies COS(MXk) COS(MXk) :E COS((M = M)Xk)+
k=0 k=0
1 N—1
+5 >~ cos(2Mx,)
k=0
1 (N N—1
=5 ( cos(0) + Z cos(27kK)
k=0 k=0
:l(N +N)=N
2
D)




Dokaz (nastavak).
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fx Sin(th) =
0 k=0

>
Il

interpolacija

Trigonometrijska 4 Aj sin ( th ) CcO0S (ij ) +

, za h=0,
= By N, zah#0, h#M
0, zah=M.
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@ Preslikavanje F : CN — CN definirano sa g = F(f) kao

f=(fo,fi,...,fn=1) = B =(Bo,B1,-..,BN=1),

pricemusu B j=0,...,N—1 definirani kao u
prethodnom teoremu, zove se diskretna Fourierova
transformacija (DFT).

@ Njen inverz 3 — f = F~1(B) zove se Fourierova
sinteza, i predstavija izvrednjavanje faznog polinoma
p(x) u ekvidistantnim toCkama xy = %
k=0,...,N—1,

N—1 N

2mjk i

fk = Z ﬁje N] = Z ,3]0.)5(
j=0 '
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Nele

e Buducidaje f = Yo' Bjw; /. preslikavanje 7' moze
se izraziti preko F kao

Trigonometrijska
interpolacija

f=F"1(B) = NF(B).

@ Zbog toga se algoritam za racunanje diskretne
Fourierove transformacije F moze upotrijebiti i za
Fourierovu sintezu.
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@ Zafazne polinome q(x) reda s, gdjeje s < N — 1
opcenito ne postoji mogucénost da svi reziduali

Nela Bosner

fk*Q(Xk), kZO,...,N*‘],

budu jednaki 0, pa se stoga radi o problemu
najmanjih kvadrata.

@ U tu svrhu definiramo s-segmente
Ps(x) = Bo + B1€% + -+ + Bs_q1 €57,

interpolacijskog polinoma p(x), koji ¢e predstavljati
najbolje aproksimacije.



Teorem

s-segment ps(x), 0 < s < N, interpolacijskog faznog
polinoma p(x) minimizira sumu kvadrata

2

S(q) = |fk — q(xk)[?
0

>
Il

po svim faznim polinomima

q(x) =0 +me¥ + -+ sl

Fazni polinom ps(x) je na jedinstveni nacin odreden ovim

svojstvom minimizacije

S(ps) = min S(q).
i predstavija riesenje problema najmanjih kvadrata.
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@ Definirajmo N-vektore
Ps = (Ps(X0); - - - Ps(xn-1)), q=(q(X0),---,q(Xn-1))
@ S(a) moze biti napisan kao skalarni produkt
S(q)=(f-q,f—q).

@ Prema prethodnom teoremu je Ng; = (f, wl)) za
j=0,... N—1.
@ Zbogtogajezaj<s—1

s—1
(f = ps, w0y = (f =" B, wl)) = Ng; — NB; =0,
h=0
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|
N

S

(f = ps,ps = q) = > (5 = ) = ps. w)) = 0.

-
Il
o

@ Sada mozemo zakljuciti

S(q) =(f-q.f-q)
=((f - ps) +(ps = ), (f = ps) + (Ps — q))
=(f = ps,f — ps) +(Ps — q,ps — q)
>(f = ps, f — ps) = S(Ps).

@ Jednakost vrijedi samo ako je
lps — qll5 = (ps — G.ps — q) = O, tj. ako je ps = g.




Diskretna

Fourierova
transformacija

Nela Bosner

Dokaz (nastavak).

Trigonometrijska

@ Tada su fazni polinomi ps(x) i g(x) identicni prema
teoremu o jedinstvenosti interpolacijskog faznog
polinoma (za fy =0, k=0,...,5s).




Brza Fourierova transformacija (FFT)

— Interpolacija toCaka (xk, fx), k =0,1,...,N — 1, gdje je

Fourierova Xy = 27Tk pomOCU faznog pOIInOma

transformacija

Nela Bosner p(x) = Z ,Bje“x vodi ka racunanju izraza
1 N-1 2k
Bi=xD ke W, j=0.. N—1
k=0

@ Izravno radunanje izraza za j; zahtijeva O(N?)
mnozenja, $to za veliki N predstavlja problem.

@ Cooley i Tukey su 1965. godine otkrili brzi algoritam za
izvrednjavanje f;, koji zahtijeva samo O(Nlog N)
mnozenja.

@ Taj algoritam se naziva brza Fourierova
transformacija (fast Fourier transformation — FFT).

@ FFT se bazira na cjelobrojnoj faktorizaciji broja N, pri
¢emu se onda polazni problema razbija na manje
potprobleme nizeg stupnja.



Diskretna

o @ Spomenute dekompozicije polaznog problema izvode
transformacija se rekurZivnO

@ Ovaj pristup najbolje funkcionira za

Nela Bosner

N=2" neN.

s rowoon @ Od sada pa na dalje mi ¢emo pretpostavljati da je
o N = 2" iako se FFT algoritam moze poopciti i za
N=N{Ns---Ny;, NNeN,i=1,...,n
@ Pretpostavimo da je N = 2M, i promotrimo dva
interpolacijska fazna polinoma g(x) i r(x) reda
M = N/2, definirana sa

q(xon) = fop,  r(Xen) = fopy1, h=0,...,M—1.

@ Fazni polinom g(x) interpolira sve tocke x, sa parnim
indeksom.



Diskretna @ Polinom
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Nela Bosner ?(X) =r <X B 2[\7[r> =r (X N %)

interpolira sve toCke x, sa neparnim indeksom:

P(Xoni1) =1 <27T(2hl\l+1) — 2/:;) =r <2Wﬁh)> = r(Xon) = fopi1.

@ Buduci da vrijedi

e

Mix, _ gZml< ok _ +1, za k paran,
—1, za k neparan.

interpolacijski polinom p(x) sada mozemo izraziti preko
faznih polinoma nizeg reda q(x) i r(x) kao

p(x) = q(x) (”;M) r(e- 1) (“;"”) |



Diskretna

Fourierova o ZaiSta, p(X) je tadareda2M = N i

transformacija
141 ™\ (11
p(X2n) =q(xzn) <2> tr <X2h - M) <2>

=q(Xon) = fap,
Brza Fourierova Vs

sformacija (FFT) 1—1
Pbzns1) =atezn) (1) 7 (e~ ) (57

= r(xopn) = bpt1.

Nela Bosner

@ Ovime smo dobili osnovu za n-koracnu rekurziju.
@ Zam< n,nekaje

M=2m1 | R=2"n"m,



Diskretna @ U koraku oznaCenom sa m moramo odrediti R faznih
Fourierova pOIinoma reda 2M = 2™

transformacija
m) _ ﬂﬁfg)+/8$?)ebx+_ ) '+5£,nz72v/7 e(qu)Lx, r=0,... R-1,

iz 2R faznih polinoma reda M p(m ") ,r=0,...,2R—-1

pomocu rekurzije

Brza Fourierova

transformacija (FFT) L - ™ L
201" (x) = pi™ D0+ (x - ) (€M)

@ Uvrstimo li u gornju jednakost izraze za pﬁm)(x),
pt™ D (x) i pm—") ( — 1) dobit ¢emo sliedece

R+r
2/3£7 + 2[35”17)6“ " 2,85’23” e (M—1)ex _
= (A% a0 e e B M) (1 )

LX 2T . _ (M—1)2me
* (ﬁl(:injrr:) +BR+r1 exe 2M +- +ﬁi(?njrr1l\/)1 1eM 1)Xe 2M )

(1 ="
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transformacija 255? + 2,31(,711) eX 4 ... 4 2/3[(’"273‘4 1e(2M—1)LX _

1 1 1 i
:(5% )+,8,(q’i,,0))+<,8,’7 )JrﬂRH )ex+...+
(M=1)2me Y
+( f%u*ﬁmrw/ € )e(M Dex
rza Fourierova 1 1) L —1 -1 2wy .
:Srans;rmacuavFFT; + (,8 (m—1) ﬂl(;ﬂ_, O) M X + (Bﬁz’ ) _ ﬂg:’_r,“ e M ) e(M+1) X + -4

1) -1 — (M- 1)2me 2M—1).
(ﬂ(’" — Bhirii€ W )e‘ x

@ |z prethodne jednakost moZzemo dobiti rekurziju za
koeficijente gornjih faznih polinoma:

28\ =g\ + gy Ve

1) 1
28U =BT — g el
r=0,...,.R—1, j=0,....M—1, m=0,...,n,
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transformacija

_2m
em=¢€ 2, m=0,...,n—1.

Nela Bosner

@ Pocetna iteracija rekurzije je

B =t k=0,...,N-1.
@ Rekurzija zavrSava sa

Bj = 50/, j=0,...,N—1.

@ Pojavljuje se sada problem kako smjestiti parametre
B(m) u jednodimenzionalno polje b.

° Tra2|mo pogodno preslikavanje (m, r,j) — x(m,r,j), pri
cemuje k(m,r,j) € {0,1,...,N — 1}, takvo da je

b(’{(ma rvj)) = ﬁ,g’m)



Diskretna
Fourierova
transformacija

Nela Bosner

Brza Fourierova
transformacija (FFT)

@ Ako uzmemo najjednostavniji izbor

k(m,r,j)=2"r+j, m=0,.,n, r=0,..2~m—1, j=0,..2Mm—1.

@ Prednost ovakvog preslikavanja je ta da je konacni
rezultat automatski u pravilnom poretku.

@ Nedostatak je to nam treba pomocno polje ¢ za
spremanje Bﬁ?’_” iz prethodne iteracije.

@ Ako Zelimo ustediti na memaoriji, onda preslikvanje s
moramo definirati tako da nam je dovoljno samo jedno
poljeito b.

@ To se moze postiéi tako da svaki par parametara ﬁ(m)

(m-1) 4,

/5(7} j Zauzme ista mjesta kao i par B(m R s Bryrj 12

kojeg se prethodni par i dobiva.

@ U ovom slucaju ¢e se, medutim, komponente vektora b
ispermutirati i odgovarajuce preslikavanije nije viSe tako
jednostavno.



passrena @ Neka je 7 = 7(m, r,j) preslikavanje sa svojstvima
(m)

transformacija
“Hrjo

Nela Bosner b(T(m7 r?j)) _/B
T(m’ raj) :T(m - 1’ r’j)’
7(m,rj+277") =r(m—1,r+2"",j),

Brza Fourierova

remeeR m: 17"‘7n7 r:07-.-72n_m717 jZO7~.-72m_1 *17
[
T(n707j):j7 ]:0,,N—1

@ Zadniji uvjet znaci da ¢e konacni rezultat sa f; biti u
pravilnom poretku, tj.

b(j) = B;.

@ Prethodni uvjeti definiraju preslikavanje 7 rekurzivno, i
preostaje nam odrediti ga eksplicitno.



Diskretna
Fourierova
transformacija

@ Najprije promotrimo sljedece: neka je

Nela Bosner

t=ap+ar-2+--Fapq-2"", aj € {0,1},

binarni zapis prirodnog broja t, 0 < t < 2".
|ra:vsvormacqavFFT; o Tada pl’eS|Ikavanje

P(t):anA+04n72‘2+"‘+040‘2n_1

definira permutaciju binarnih znamenki brojeva
t=0,...,2" ' koja ureduje znamenke u obrnutom
redoslijedu.

@ Za ovo preslikavanje vrijedi p(p(t)) = t.



Diskreti
rourorova [l €M
Y Cksplicitni izraz za preslikavanje T glasi

Nela Bosner
T(m,r,j) = p(r) +J,
zasvem=20,...,n,r=0,...,2"M—-1,j=0,...,2" -1,

@ Ako je

Brza Fourierova
transformacija (FFT)

t=ag+aq -2+ - +ay_y- 271, aj € {0,1},
tada iz uvjeta za preslikavanje 7 slijedi

— _ T(n_ 1>0a t); akOjet< 2n_1,
t—T(nyoat)_{T(n_-I’-l’t_zn1)’ akojet22n7‘|

—



Diskretna
Fourierova
transformacija

Dokaz (nastavak).
@ Odavde mozemo zakljuciti

Nela Bosner

_ _ T(n_ 170a t): ako je Qn-1 = 0’
t—T(n,Oat)—{ r(n—1,1,t—2""1, akojea,_1=1.

Tarsiomasia 1) @ Dakle,
t=7(n,0,t)
:T(n— 1,ap_1,a0+ -+ ap_o- 2n—2)‘

@ Ovaj postupak mozemo rekurzivno nastaviti i za
m=n—1,n-2,...,0, pa dobivamo

t=7(n,0,t)

=r(Mmap14 - +amn 2" ag+-- +amq-2™ 1.




Diskretna
Fourierova
transformacija

Dokaz (nastavak).
@ |z prethodnih razmatranja mozemo zakljuciti da je

Nela Bosner

t=T7(m,r,j),

gdje je
il o T r=api+4--+am- 2"

j=a0+ +amy-2m,
@ S druge strane je
p(r) =plan—1 4 +am-2"7""40.2"7"4... 402"
Q4. 0.-2" " mm ===t L - 27
=am- 2"+ +apq-2"".

L]

y




Dokaz (nastavak).

Diskretna
Fourierova

transformacija @ Znatidat = ag + Qaq - 2+ +ap_q- PIp= mozemo
Nela Bosner inaZiti kaO

t=(ap+-+am1 .2m_1)+(am.2m+...+an_1 . on—1
=J+ p(r).

Brza Fourierova
transformacija (FFT)

@ Zbog svojstva da je p(p(r)) = r, ako definiramo
q = p(r), tada je
q=am2™ +ap1-2" =2"(am+t- - +ap_-2""T),
odnosno q je viSekratnik od 2™,i0 < g < 2".
@ Dakle,
T(ma p(q)v/) = q+ja
gdieje 0 <j < 2™,



Diskretna
e ® Akoje 0 <j < 2™ 'tada
Nela Bosner . . )
b =7(m. p(q).J) = 7(m—1,p(q),)) = g+,
to =7(m, p(q),j+2™") = r(m—1,p(q) + 2", )

—q+j+2m!
Brza Fourierova
transformacija (FFT)

oznacavaju pozicije unutar polja b parametara koji
sudjeluju u FFT rekurziji.

@ Ovu zadnju jednakost mozemo potvrditi ako provjerimo
p(p(@) +2"™) =plan-1 + -+ am - 277"+ 2777)
:2n—1—(n—m) +am- om L4 an 1 on—1
:2m—1 + q



Diskretna

FauieHaE @ Ovime smo razradili osnovu rekurzivnog FFT algoritma.
transformacija . , TN T .
@ Polje b ¢emo inicijalizirati za m = 0 sa

Nela Bosner

b(7(0,k,0)) = b(p(k)) =fx, k=0,....,N—1.
@ Ovu pocetnu permutaciju mozemo izvesti i za j = p(k)
paje
b(j) = b(p(p(f))) = fu(j);
tako da idemo redom po komponentama od polja b.
@ Nadalje, izbrisat ¢emo faktor 2 koji se pojavljuje u

rekurziji za BST) zbog Stednje u operacijama, zato na
kraju moramo jo$ izvrsiti sliede¢u operaciju

1, . .



Algoritam (Cooley—Tukeyev FFT algoritam)

Gyl forj—0:2"—1
o db(j) = Toti)s
a Bosner -
form=1:n
forj=0:2m"1_1
Brza Fourierova e = e_ 227;# ;
transformacija (FFT) for q — 0 : 2m : 2n _ 1
u=>b(g+j); v=>blg+j+2m") e
b(g+j)=u+v;
b(g+j+2™ ) =u—v;
end
end
end
forj=0:2"—1
b(j) = b(j)/N;
end




Zadaci

Diskretna
Fourierova

transformacija Zad atak
Nela Bosner
Napisite M-file funkciju rho () koja obr¢e znamenke

binarnog prikaza broja x. Funkcija neka ima ulazne
parametre

@ broj x

@ broj binarnih znamenki u zapisu n
Koristite sliedece MATLAB-ove funkcije

dec2bin () | za prebacivanje prirodnog broja u string sa

binarnim zapisom
fliplr() za obrtanje znakova u stringu
bin2dec () | za prebacivanje stringa sa binarnim zapisom
u prirodni broj

W




Diskretna
Fourierova
transformacija

Nela Bosner

Zadatak

Napisite M-file funkciju FFT () koja implementira FFT
algoritam. Funkcija neka ima ulazne parametre

@ polje f duljine N = 2" koje sadrzi interpolacijske
vrijednosti fi
@ brojn
Funkcija neka vraca

@ polje b duljine N koje sadrZi koeficijente faznog
polinoma




Diskretna
Fourierova
transformacija

Nela Bosner Zadatak
Napisite M-file funkciju t rig_FFT () koja implementira FFT
algoritam i vraca koeficijente trigonometrijskog polinoma
¥(x) za N = 2M. Funkcija neka ima ulazne parametre
@ polje f duljine N = 2" koje sadrzi interpolacijske
vrijednosti fi

@ brojn

Funkcija neka vraca
@ polje A duljine M + 1 koje sadrzZi koeficijente Ay,
@ polje B duljine M koje sadrZi koeficijente By,




Diskretna
Fourierova
transformacija

Napomena

Tocnost vaseg FFT algoritma moZete provijeriti tako da
dobiveni fazni polinom izvrijednite u tockama xj i usporedite
sa f. lzvrednjavanje faznog polinoma y = p(x) u tocci x
moZete napraviti pomocu varijante Hornerove sheme:

Nela Bosner

Algoritam (Hornerova shema za fazni polinom)

e =e”¥;

Y = BN-1;

forij=N-2:-1:0
y=y€+5j:

end




Diskretna
Fourierova
transformacija

Nela Bosner

Zadatak
Neka je

n

X

f(x)=e =,
i neka je n = 4, tako da je N = 16. Za x = 2%& definiramo
fk =f (Xk).

@ Primijenite svoj FFT algoritam na ovaj primjer, i
izracunajte koeficijente interpolacijskog faznog
polinoma p(x).

@ [zracCunajte i koeficijente trigonometrijskog polinoma
().

@ [zvrijednite fazni polinom u tockama x:

Yk = Re(p(xk))

pomocu Hornerove sheme.




Diskretna
Fourierova
transformacija

Nela Bosner

Zadatak

@ [zracunajte maksimalnu gresku

e= ml?x]fk — Ykl

@ Nacrtajte graf funkcije f na segmentu [0, 6] u plavoj boji,
i crveni KruZi¢ima nacrtajte tocke (X, Yk),
k=0,...N—1.




WSS Zadajte si neku funkciju f : [0,27] — R, i n > 4. Definirajte
N=2" x =26 ify = f(x) zak =0,1...,N—1.

Q@ Tocke (xk, fx), k =0,1..., N — 1 interpolirajte prirodnim
kubicnim splajnom. Na jednoj slici nacrtajte graf
funkcije f i interpolacijskog splajna. Pravilno oznacite
legendu.

Q@ Tocke (xk, fx), k =0,1..., N — 1 aproksimirajte po
dijelovima linearnom funkcijom pomocu diskretne
metode najmanjih kvadrata, pri ¢emu ¢vorove
i,j=0,...,d,zad +1 < N izaberite tako da matrica A
ima puni stupCani rang. Na jednoj slici nacrtajte tocke
(xk, fx) i graf dobivene po dijelovima linearne funkcije.
Pravilno oznacite legendu.




Disk 7 -
Fourierva [ Domaca zadaca (nastavak)

transformacija

N— © Funkciju f aproksimirajte po dijelovima linearnom
funkcijom pomocu neprekidne metode najmanjih
kvadrata, pri cemu uzmite iste cvorove t;,j = 0,...,d
kao u prethodnom zadatku. Na jednoj slici nacrtajte
graf funkcije f i dobivene po dijelovima linearne
funkcije. Pravilno oznacite legendu.

Q Tocke (xx, fx), k =0,1..., N — 1 interpolirajte faznim
polinomom

P(X) = Bo + B16* + Bo€®X + -+ + By_qN-Dex,

pri ¢emu Koeficijente f;, j = 0, ..., N — 1 izracunajte
FFT algoritmom. Na jednoj slici nacrtajte graf funkcije f
i tocke (X, p(Xxx)). Pravilno oznacite legendu.

v




Diskretna
Fourierova
transformacija

Domaca zadaca (nastavak)

Nela Bosner

@ Programski dio zadace
Svaki student mora sam napisati sve gore upotrebljene
funkcije, i mora ih znati objasniti nastavniku. Ukoliko se
utvrdi da student nije sam napravio svoje zadatke nece
dobiti minimani broj bodova iz zadace!

@ Pismeni dio zadace

Svaki student ¢e predati nastavniku isprintane slike
koje se traZe u zadacima, zajedno sa podacima:

e funkcija f

e brojevin N, d

o polja [xk], [fc], [t]

e maksimalnu gresku u ¢vorovima kod interpolacija
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