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1 GLATKE MNOGOSTRUKOSTI

Definicija 1.1 Topoloska mnogostrukost M dimenzije n, dimM = n, je topoloski prostor M koji zadovo-
ljava:

1° M je Hausdorffov tj. za svaki par tocaka p,q € M postoje disjunktni otvoreni podskupovi U,V C M
takvi da jep e U, qe V;
2° M zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti tj. postoji prebrojiva baza za topologiju od M ;

3° M je lokalno euklidski dimenzije n tj. za svaku tocku od M postoji okolina koja je homeomorfna
otvorenom podskupu od R".

Uoéimo:

e Posljednji uvjet zapravo znaci da za svaku tocku p € M postoji otvoren skup U C M koji sadrzi p,
otvoren skup U C R™ i homeomorfizam ¢ : U — U.

e Zahtjev da postoji U homeomorfan s otvorenim podskupom od R” ekvivalentan je zahtjevu da postoji
U homeomorfan s otvorenom kuglom u R" ili sa samim R".

e Osnovni primjer topoloske mnogostrukosti je R"™. R"™ je Hausdorffov jer je metricki. Ima prebrojivu
bazu topologije (skup otvorenih kugli s racionalnim sredistima i racionalnim radijusima).

e U Hausdorffovim prostorima tocka je zatvoren skup, a limesi konvergentnih nizova su jedinstveni.

e Svojstva biti Haussdorffov i zadovoljavati drugi aksiom prebrojivosti obi¢no se lako provjeravaju jer
mnogostrukosti ¢esto nastaju od poznatih mnogostrukosti (primjerice, kao podskupovi ili produkti).

Definicija 1.2 Koordinatna karta na topoloskoj mnogostrukosti M je par (U, @) gdje je U otvoren podskup
od M, ap:U— U je homeomorfizam s U na otvoren podskup U = o(U) C R™. Skup U nazivamo koor-
dinatnom okolinom ili domenom, a preslikavanje ¢ (lokalnim) koordinatnim preslikavanjem. Koordinatne
funkcije (z',...,2") od ¢ definirane sa

o(p) = (' (p),....2"(p)) € R"

naziwaju se lokalnim koordinatama na U.

Po definiciji topoloske mnogostrukosti, svaka tocka p € M je sadrzana u domeni neke karte (U, ). Govorit
¢emo o (U, ) kao o karti koja sadrzi p umjesto kao o karti éija domena sadrzi p. Ponekad éemo naglasavati
koordinatne funkcije (x!,...,2™) umjesto preslikavanja ¢ i govoriti o koordinatnoj karti (U, (z!,...,2™)) ili
lokalnim koordinatama na M. Pisemo i p = (x!,...,2").

Primjer 1. SFERA
Jedini¢na sfera S™ je skup
ST ={recR": |z| =1}
S™ je topologki prostor u relativnoj topologiji (topologija naslijedena od R"*1). Nadalje, S™ je Hausdorffov
prostor koji zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti jer je topoloski potprostor od R™*1.
Pokazimo da je S™ lokalno euklidski prostor. U tu svrhu, pokrit ¢emo S™ s 2n + 2 koordinatnih karata

definiranih na sljedeéi nacin:

Ul ={z=(z',...,2"es":2' >0}, U ={z=(2',...,2"") e S": 2" <0},



o U - B":={zeR": |z| <1},
of (o, .2 = (2.2 ™),
pri ¢emu je ¢lan oznacen ~ ispusten.

Analogno su definirana koordinatna preslikavanja ¢; : U, — B".

Inverz (goii)—l - B" Uii
(‘Pfc)_l(ul7 coou™) = (uh et 1 = (uf?,

je neprekidan na B".

Primjer 2. GRAF NEPREKIDNE FUNKCIJE
Neka je U € R™ otvoren skup i F' : U — RF neprekidna funkcija. Graf od F je podskup od R" x RF

definiran s
I'(F)={(z,y) eER"xR*:2€U i y=F(z)}
I'(F) je topoloski prostor s relativnom topologijom.

Pokazimo da je I'(F") topoloska mnogostrukost dimenzije n.

Pokazat ¢emo da je zapravo I'(F') homeomorfan s U, a (I'(F), ¢)
o :D(F) = U, ox,y) =z,

je globalna koordinatna karta na I'(F').

Zaista, ako ozna¢imo s m : R® x R¥ — R™ projekciju na prvu koordinatu, tada je 7 neprekidno pres-
likavanje. Kako je ¢ restrikcija od 71 na I'(F), to je ¢ takoder neprekidno. Nadalje, inverz od ¢ dan je s
o Y(x) = (z, F(x)) §to je takoder neprekidno preslikavanje.

Uocimo da prethodno zakljué¢ivanje primjenjujemo kod sfere: UZ-+ N S™ je graf funkcije
ot = flat, . 2t 2",

a f: B™ — R je neprekidna funkcija definirana s

fu) = V1= |uf?.

Sli¢no je U;” N S™ je graf funkcije 2* = —f(z!,.. .,g/v\i, o),

Primjer 3. OTVORENE TOPOLOSKE PODMNOGOSTRUKOSTI

Neka je U otvoren podskup od R™. Tada je U topoloska n-mnogostrukost, a (U, Idy) globalna koordinatna
karta.

Opcenitije, neka je M topoloska n-mnogostrukost i U C M otvoren podskup. Tada je U takoder topoloska
n-mnogostrukost, (V, ¢|y) koordinatna karta, V =W NU, (W, ¢) koordinatna karta od M.

Primjer 4. PROJEKTIVNI PROSTOR

n-dimenzionalni realni projektivni prostor RP" je skup svih jednodimenzionalnih vektorskih potprostora
od R™*!. Snabdijemo ga kvocijentnom topologijom

7:R"1\ {0} — RP"

m(x) = 2],



gdje je [z] potprostor od R™*! razapet s 2. Uoc¢imo da z,y € R**!\ {0} razapinju isti potprostor [z] ako i
samo ako je x = Ay, za A € R\ {0}. )
Pokazimo da je RP" lokalno euklidski. Definirajmo n + 1 skupova U; € R"*1\ {0} kao

Ui ={z=(z},...,2") e R*1\ {0} : 2* # 0}.

Stavimo U; = 7(U;) C RP™.

Definirajmo preslikavanja ¢; : U; — R"

1 i—1 i+1 n+1
x x x x
901[55] = (;7 g ) gt Tt )7 Tr = (xla ’:L,n+1).
Inverz od ¢; je dan sa ' ‘
gp{l(ul, coou) =[ub e L L e

Vrijedi da su skupovi U; otvoreni i da su preslikavanja ¢; i 4,0;1 neprekidna. Svaka je tocka od RP"™ u domeni
barem jedne od karata (U;, ¢;), pa je RP"™ lokalno euklidski.

Moze se pokazati da je RP™ Hausdorffov i da zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.

Primjer 5. PRODUKTNE MNOGOSTRUKOSTI

Neka su My, . .., M} topoloske mnogostrukosti dimenzija ni, ..., ng. Tada je produkt Mj x- - - x M}, topoloska
mnogostrukost dimenzije ny + - - - + ng. Produkt je Hausdorffov i zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti,
pokazimo da je lokalno euklidski. Neka je (p1,...,pr) € My X - -+ x My, i izaberimo koordinatne karte (U;, ;)
za svaki M; takve da je p; € U;. Koordinatne karte od Mj x - -+ X M}, definiramo kao (Uy X -+ X Uy, o1 X
S X ), gdje je

©1 X X o 1 Up X o x Uy — RMTT7%

homeomorfizam na svoju sliku (koja je otvoren podskup od R™ T +7%),

Primjer 6. TORUS

n-torus definiran s T" = S x --- x S1 (C R?") je topologka n-mnogostrukost.
~—_—

n puta

Definicija 1.3 Glatki (C*°) atlas, glatka struktura, glatka mnogostrukost
Neka je M topoloska mnogostrukost. Za dvije koordinatne karte (U, p),(V 1) od M kaZemo da su glatko
povezane ako je UNV = ili ako je preslikavanje

Yo lipUNV)—=p(UNV)

glatki difeomorfizam (otvorenih podskupova od R™).

Atlas A je familija koordinatnih karata ¢ije domene pokrivaju M. Atlas A se naziva glatkim ako su svake
dvije karte u A glatko povezane.

Glatki atlas A je maksimalan ako nije sadrZan niti u jednom striktno vecem glatkom atlasu.

Glatka struktura na M je maksimalan glatki atlas na M.

Glatka mnogostrukost je ureden par (M, A), gdje je M topoloska mnogostrukost, a A maksimalan glatki
atlas na M.



Uoéimo:

e Preslikavanje 9o ¢! : (U NV) — ¢ (U NV) naziva se funkcijom prijelaza od ¢ na 1. Ono je uvijek

homeomorfizam kao kompozicija homeomorfizama.

e Motivacija — Zelimo definirati glatke funkcije: Funkcija f : M — R je glatka ako je foo™!: U — R,
U C R", glatka. Osigurati neovisnost o karti!

e C*-mnogostrukosti (C° = topoloska mnogostrukost), C*“~mnogostrukosti

Lema 1.4 Neka je M topoloska mnogostrukost.

1° Svaki je glatki atlas od M sadrzan u jedinstvenom maksimalnom atlasu.

2° Dwva glatka atlasa od M odreduju isti maksimalan atlas ako © samo ako je njihova unija glatk: atlas.

Primjer 1. R”
Standardna glatka struktura je odredena jednom kartom (R™,Id) (tj. ¢ : R" — R"™, ¢ = Id).

Primjer 2. JOS JEDNA GLATKA STRUKTURA NA R

Neka je ¢ : R — R homeomorfizam v (z) = x3. Kartom (R, ) definiran je glatki atlas na R. Standardna
karta i karta (R, ) nisu glatko povezane jer funkcija prijelaza Ido¢~': R — R

Idoyp~(y) =y'/3

nije glatka u 0. Prema tome, glatka struktura definirana kartom (R, ) nije ista kao standardna glatka
struktura na R.

Primjer 3. KONACNODIMENZIONALNI VEKTORSKI PROSTORI

Neka je V n-dimenzionalni normirani prostor s topologijom induciranom od norme (ne ovisi o izboru norme).
Neka je (eq,...,e,) baza za V ineka je E : V — R" preslikavanje definirano s

gdje je v =" | x'e; (po Einsteinovoj konvenciji o sumaciji pisali bismo v = z’¢;).

Tada je F homeomorfizam (i izomorfizam vektorskih prostora). Atlas definiran jednom kartom (V, E)
definira glatku strukturu na V.

Moze se jo$ pokazati da je ta glatka struktura neovisna o izboru baze za V. Neka je (f1,..., f,) neka druga
baza i F pripadni homeomorfizam, F' : V — R"™, F(v) = (y!,...,y"). Postoji regularna matrica A = (a;;)
(matrica prijelaza iz (f) u (e)) tako da vrijedi

n
e; = E ajifj, i:1,...,n.
j=1

Funkcija prijelaza izmedu karata (V, E), (V,F) je dana s Fo E~! : R® — R", Fo E-}(z!,... 2") =
(y',...,y"). Treba pokazati da je ona glatko preslikavanje. Kako je E~!(z!,...,2") = F~Y(y',...,y"), to

je
n n n n
p i i
> Yfi=) alei=> 2> auf,
=1 i=1 =1 =1

4



n
— yJ = E l‘la]’i.
=1

Prema tome, funkcija prijelaza je glatko preslikavanje (regularni linearni operator).

Dobivena glatka struktura se naziva standardnom glatkom strukturom na V.

Primjer 4. PROSTORI MATRICA
Posebno, prostor matrica M,,,(R) je glatka mnogostrukost dimenzije m - n.

1
Prostor simetri¢nih matrica S(n,R) = {4 € M,,(R) : A = A} je glatka mnogostrukost dimenzije M

Prostor antisimetri¢nih matrica A(n,R) = {A € M, (R) : A” = —A} je glatka mnogostrukost dimenzije
n(n —1)
5

Primjer 5. OTVORENE PODMNOGOSTRUKOSTI

Neka je U otvoren podskup od R", tada globalna karta (U, Idy) definira glatku strukturu.
Opéenitije, neka je U otvoren podskup glatke mnogostrukosti M, tada je

AU:{(VﬂO’V):V:WQUv (W,(p) GAM}

atlas na U. Prema tome, U je glatka n-mnogostrukost koju nazivamo otvorenom podmnogostrukoséu od M.

Primjer 6. OPCA LINEARNA GRUPA

GL(n,R) = {A € M,(R) : A regularna} = det '(R\ {0})

je otvoren podskup od M,(R). Prema tome, GL(n,R) je otvoren podskup glatke n?-dimenzionalne mno-
gostrukosti M, (R), te je i sam glatka mnogostrukost iste dimenzije.

Primjer 7. SFERA — STANDARDNA GLATKA STRUKTURA I
STEREOGRAFSKA PROJEKCIJA

Utvrdimo glatku povezanost karata na sferi. Funkcije prijelaza gpz?t o (gojt)_l, za primjerice 7 < j, su

oo (o) Mut, . u) = (U T ).

Prema tome, {(UZ, p¥)} definira (standardnu) glatku strukturu na S™.
Istu glatku strukturu definira i sljedeéi atlas: neka je N = (0,...,0,1) sjeverni pol od S™,a S = (0,...,0,—1)
juzni pol. Stereografska projekcija o : S™\ {N} — R"

1 n
1 41 _(x,...,a:)
oz, ... z" )*71_:&&1

og(x) =—o(—x), x € S"\{S}.
Atlas definiramo dvjema kartama (S \ {N}, o), (S™\ {S},0).

Primjer 8. PROJEKTIVNI PROSTOR
Odredujemo funkcije prijelaza ¢; o (goj)_l, za primjerice i > j

1 7j—1 J+1 ] 1
-1 1 u w w u u
SOJO(()OZ) (u,...,un):(w,..., u] y u] gee ey ,77.77.,...,5).

S

5



Primjer 9. GLATKE PRODUKTNE MNOGOSTRUKOSTI, »n-TORUS
Atlas se sastoji od karata (U; X -+ - X Uy, o1 X -+ X ). Funkcije prijelaza
Y1 X - X o (pr X X pp)Th = (ropn) T X x (Yo o)

su glatke.

Propozicija 1.5 (Konstrukcija glatkih mnogostrukosti) Neka je M skup i neka je dana familija (Uy)
podskupova od M 1 injekcija pq : Uy — R™ za svaki a tako da vrijeds

1° Za svaki o, vo(Uy,) je otvoren podskup od R™;

2° Za svaki o, B 0a(Ua NUg) i p3(Us NUg) su otvoreni u R™;

3° ZaUaNUg # 0, o0 gogl 1 03(Ua NUB) — 0a(Us NUg) je difeomorfizam;
4° Prebrojivo mnogo skupova U, pokrivaju M ;

5° Za razlicite tocke p,q € M postoji neki U, koji ih obje sadrzi ili postoje disjunktni Uy, Ug takvi da je
peU,, q€ Uﬁ.

Tada M ima jedinstvenu strukturu glatke mnogostrukosti takve da je svaki (Uy, q) glatka karta.

NAPOMENA. Krivulje i plohe u klasi¢noj diferencijalnoj geometriji

(Parametrizirana) krivulja u R"™ je glatko preslikavanje ¢ : I — R"™, I C R otvoren interval. Krivulja je
regularna ako je ¢(t) #0,t € I. ([1])

Ploha S u R? je podskup od R? takav da za svaki p € S postoji okolina V u R? i preslikavanje x : U — VNS,
gdje je U C R? otvoren skup tako da vrijedi:

1° preslikavanje x je homeomorfizam.

2° preslikavanje x je glatko.

Ploha je regularna ako je diferencijal dx : R> — R? injektivan.
Preslikavanje x naziva se lokalna parametrizacija (karta) (eng. patch, chart). ([1])

Promjena koordinata: Neka je S regularna ploha, p € S, x : U — S,y : V — S, U,V C R?, dvije
parametrizacije od S takve da je p € x(U)Ny (V) := W. Tada se moze pokazati da je ”promjena koordinata”
(funkcije prijelaza)

h=xloy:y {(W) - x" W),

kao preslikavanje izmedu otvorenih skupova u R?, y=}(W) c V, x }{(W) C U, glatki difeomorfizam. ([1])

Primjer 1. Sfera je regularna ploha.

Lokalna parametrizacija sfere radijusa R (tzv. geografska parametrizacija) glasi

x(u,v) = (Rcosucosv, Rsinucosv, Rsinv), u € (0,27), v € (—n/2,7/2)



Primjer 2. Torus je regularna ploha.

Lokalna parametrizacija torusa (popre¢na kruznica je radijusa r, sredisnja radijusa R)
x(u,v) = (R4 rcosu)cosv, (R+ rcosu)sinv, rsinu), u,v € (0,27), r < R.

Tako parametrizirani torus je dobiven kao rotacijska ploha: kruznica radijusa r (u yz-ravnini) rotira oko osi
(z-osi) tako da se srediste te kruznice giba po kruznici radijusa R > r (u zy-ravnini).

Pokazat éemo da postoji glatko smjestenje torusa kao produktne mnogostrukosti 72 = S x S u R? kojemu
je slika (parametrizirani) torus.

U kontekstu imerziranih k-podmnogostrukosti takoder ¢emo koristiti pojam lokalne parametrizacije — to ¢e
biti glatko smjestenje X : U — M &ija je slika otvoren podskup od M, pri ¢emu je U otvoren u R* ([3]).
Za S = M, lokalna parametrizacija je upravo inverz koordinatnog preslikavanja.

Zadaci

1. Sve norme na kona¢nodimenzionalnom prostoru V' su ekvivalentne, tj. ako su || -||1, || - ||2 dvije norme
na V, tada postoje konstante c¢1, ca > 0 takve da za svaki v € V vrijedi c1||v||1 < ||v]]2 < e2l|v]|1.
Ekvivalentne norme generiraju istu topologiju.

n(n+1)
5

2. a) Pokazite da simetri¢ne matrice ¢ine potprostor od M, (R) dimenzije

n(n—1)
5

b) Pokazite da antisimetricne matrice ¢ine potprostor od M, (R) dimenzije

3. Pokazite da je elipticki paraboloid z = 2 472 topoloska mnogostrukost dimenzije 2. Uvedite na njemu
glatku strukturu.

4. Neka je M glatka mnogostrukost, I C R otvoren interval. Tada M x I nazivamo cilindrom nad M.
Pokazite da je M x I glatka mnogostrukost. Primjer: Kruzni cilindar S x R ili opéenitije, S™ x R.

5. Izvedite zapis stereografske projekcije o (¢) iz sjevernog (juznog) pola. Izvedite zapis inverznog pres-
likavanja o~! (67'). Pokazite da stereografska projekcija pripada standarnoj glatkoj strukturi na

S

6. Izvedite navedene lokalne parametrizacije sfere i torusa uz geometrijsko tumacenje parametara u, v
kao kuteva.



7. Grassmannova mnogostrukost. Neka je V (n+1)-dimenzionalan realan vektorski prostor. Oznacimo
s Gr(k,n + 1) skup svih k-dimenzionalnih potprostora od V. Uoc¢imo, ako je V = R""! tada
Gr(l,n + 1) je projektivni prostor RP". Takoder, primjerice, Gr(2,3) je skup svih ravnina kroz
ishodiste i moze ga se identificirati s pravcima kroz ishodiste okomitima na zadane ravnine, dakle, s
Gr(1,3), te on takoder predstavlja projektivnu ravninu RP2,

k-dimenzionalni potprostor od V' zadajemo matricom A € M, ,(R) (maksimalnog) ranga k ¢iji
stupci razapinju potprostor. Dvije matrice A, B razapinju isti k-dimenzionalni potprostor ako i samo
ako postoji regularna matrica G € Mi(R) takva da je B = AG. Time je definirana jedna relacija
ekvivalencije na M, ;(R) ranga k. Ako matricu A odgovaraju¢im transformacijama napisemo kao

I
=(%)
tada njoj pridruzujemo koordinate X € M, 1, i(R) = RH( Analogno kao za projektivni

prostor, pokazite da skup Gr(k,n + 1) mozemo organizirati u glatku mnogostrukost dimenzije k(n +
1—k).

n+1-k)

Liejeva grupa je glatka mnogostrukost G koja je i grupa s obzirom na operaciju - i za koju je
preslikavanje : G x G — G, (g,h) — g - h~! glatko.

8. Osam Thurstonovih geometrija. Thurstonova hipoteza o geometrizaciji kaze da 3-dimenzionalne
mnogostrukosti dopustaju samo osam odredenih geometrija (geometrijskih struktura). One su odredene

kao E3, S3, H3, S? x R, H?> x R, SL(2,R), Nil3 i Sol3.

1
a) Nil? = {N=1[0 € M3(R):z,y,z € R }. Nil® ima jedinstvenu glatku strukturu
0

o =8
— e W

w

zadanu kartom ¢ : Nil® — R3, o(N) = (z,y, z). Pokazite da je uz standardno mnozenje matrica

Nil? Liejeva grupa.

e 0 =z
b) Sol®> = { S = 0 e? y | € M3(R):z,y,2€ R}. Sol® ima jedinstvenu glatku strukturu
0O 0 1

zadanu kartom ¢ : Sol®> — R3, ¢(S) = (x,y, 2). Pokazite da je uz standardno mnozenje matrica
Sol? Liejeva grupa.



2 GLATKA PRESLIKAVANJA

Definicija 2.1 Neka je M glatka mnogostrukost. Funkcija f : M — RF se naziva glatkom ako za svaku
tocku p € M postoji glatka karta (U,p) od M ¢ija domena sadrzi p i takva da je kompozicija f o @~ ! :
o(U) — R¥ glatka funkcija. Skup svih glatkih funkcija f : M — R¥ oznacavamo sa C°(M,RF); specijalno

skup svih realnih glatkih funkcija na M oznacavamo sa C*°(M).
Uocimo:

o C(M,RF) je vektorski prostor, a C*(M) je komutativni prsten i komutativna i asocijativna algebra
nad R (vektorski prostor s definiranim mnozenjem funkcija (po tockama)).

e Za funkciju f : M — R” i kartu (U, ), funkcija f = f o~ ! naziva se koordinatnim prikazom funkcije
f. Funkcija f je glatka ako i samo ako je njen koordinatni prikaz glatka funkcija u nekoj karti oko
svake tocke.

Lema 2.2 Neka je f : M — R* glatka funkcija na M. Tada je fo o=t : o(U) — RF¥ glatka funkcija za
svaku kartu (U, ) od M.

Definicija 2.3 Neka su M, N glatke mnogostrukosti. Preslikavanje f : M — N se naziva glatkim ako za
svaku tocku p € M postoji glatka karta (U,p) od M koja sadrzi p i glatka karta (V,¢) od N koja sadrzi
f(p), tako da je f(U) CV i da vrijedi da je kompozicija

Yo fop t:p(U) — (V)
glatka funkcija. Za preslikavanje f : M — N i karte (U, ), (V,4), funkcija f = ¢ o f o ¢! naziva se

koordinatnim prikazom preslikavanja f s obzirom na dane karte.

Lema 2.4 Neka su M, N glatke mnogostrukosti, f : M — N glatko preslikavanje. Tada je 1o f o ot :
o(U) — (V) glatka funkcija za svaku kartu (U, @) od M i glatku kartu (V,1) od N.

Lema 2.5 (Lokalnost) Neka su M, N glatke mnogostrukosti, f : M — N. Neka svaka tocka p od M ima
okolinu U takvu da je restrikcija f|y glatko preslikavanje. Tada je f glatko preslikavange. Obratno, ako je
f glatko preslikavange, tada je njegova restrikcija na bilo koji otvoren podskup takoder glatko preslikavanje.

Lema 2.6 (a) Svako glatko preslikavanje f : M — N je neprekidno.
(b) Kompozicija glatkih preslikavanja izmedu glatkih mnogostrukosti je glatko preslikavanje.

Lema 2.7 Neka su My, ..., My, N glatke mnogostrukosti. Preslikavanje f : N — My X --- X My je glatko
ako i samo ako je f; :=m;o f: N — M; glatko preslikavange (w; : My X --- x My — M; je projekcija na i-ti
faktor).

Primjer 1. Inkluzija i : S™ — R"T! je glatko preslikavanje.

Koordinatni prikaz tog preslikavanja je

i(ul, .. u™) =io ((pf)_l(ul,...,u") = (ub, .. T T = 2 ™), ] < 1



Primjer 2. Kvocijentno preslikavanje 7 : R"*1\ {0} — RP" je glatko preslikavanje. Koordinatni prikaz
tog preslikavanja je

x T x

1 xn—f—l)

w(x,. .., ! "

=giom(z,..., = @ilx] = (

Ty ey
xl

Primjer 3. Preslikavanje p : S™ — RP", p je restrikcija od = na S™ je glatko (kao kompozicija p = w o).
Definicija 2.8 (Glatki) difeomorfizam izmedu mnogostrukosti M i N je glatka bijekcija F : M — N kojoj je

i tnverz glatko preslikavanje. Za mnogostrukosti M i N kaZemo da su difeomorfne ako postoji difeomorfizam
F:M— N.

Biti difeomorfan je relacija ekvivalencije.

Primjer 1. F: B, — R", F(x) z je difeomorfizam.

oz
1|z

Primjer 2. Neka je M glatka mnogostrukost, (U, ¢) koordinatna karta. Tada je ¢ : U — ¢(U) difeomor-
fizam. Njegov koordinatni prikaz je id.

Definicija 2.9 Preslikavanje F' : M — N naziva se (glatki) lokalni difeomorfizam, ako za svaku tocku
p € M postoji okolina U takva da je F(U) otvoren skup u N i Fly : U — F(U) je (glatki) difeomorfizam.

Propozicija 2.10 Preslikavanje F' : M — N je difeomorfizam ako i samo ako je F bijektioni lokalni
difeomorfizam.

Jedinstvenost glatke strukture na topoloskoj mnogostrukosti? Preciznije:

1° Dopusta li zadana topoloska mnogostrukost razlicite glatke strukture?

2° Dopusta li zadana topoloska mnogostrukost glatke strukture koje nisu difeomorfne?

Propozicija 2.11 Dwvije glatke strukture Ay, A2 na M su iste ako i samo ako je identiteta : (M, A1) —
(M, Az) difeomorfizam.

Opcenito, zadana topologka mnogostrukost dopusta mnogo razlic¢itih glatkih struktura. Primjerice, atlasi
{(R, )}, {{R,¥)}, ¢(x) = z, ¥(x) = 23 definiraju razlicite glatke strukture na R. No, te su strukture
difeomorfne! Promotriti F : R, — Ry, F(z) = z'/3.

Neki rezultati:

1° Postoji samo jedna glatka struktura na R do na difeomorfizam.

2° Svaka topoloska mnogostrukost dimenzije < 3 ima jedinstvenu glatku strukturu do na difeomorfizam.
3° R", n # 4, ima jedinstvenu glatku strukturu do na difeomorfizam.

4° R* ima neprebrojivo mnogo razli¢itih glatkih struktura i nikoje dvije nisu difeomorfne.

5° S7 ima 28 nedifeomorfnih glatkih struktura (John Milnor, Abelova nagrada 2011.).
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6° Postoje kompaktne topoloske mnogostrukosti svih dimenzija > 3 koje ne dopustaju glatku strukturu.

(GLATKA) PARTICIJA JEDINICE - sluzi za "lijepljenje” glatkih lokalnih objekata u globalne.

Definicija 2.12 Neka je U = {Uq}aca otvoren pokrivac glatke mmnogostrukosti M. (Glatka) Particija
jedinice podredena pokrivacu U je familija glatkih funkcija {vq : M — R}aca koja ima sljedeéa svojstva:

1°0<pu(z) <1, €A, ze M,
2° supp @a C U,

3° familija nosaca {Supp @ataca je lokalno konacna,

4° > eaalz) =1, € M.

gdje je nosa¢ od f definirane na M

suppf = {p € M : f(p) # 0}.

Familija skupova {U, }aca, podskupova topoloskog prostora X naziva se lokalno konacnom ako za svaku
tocku p € X postoji okolina koja sije¢e samo kona¢no mnogo skupova U,. Zbog toga, suma u 4° ima samo
kona¢no mnogo sumanada razli¢itih od 0.

Teorem 2.13 (Egzistencija glatke particije jedinice) Ako je M glatka mnogostrukost i X = {X4}aca
otvoren pokrivac¢ od M, tada postoji (glatka) particija jedinice podredena pokrivacu X .
Particija jedinice postoji i u klasi C*-mnogostrukosti, k < oo.

Dokaz. Skica.

1° Funkcija f: R — R

eVt >0
f(t)_{ 0, t <0.

je glatka.

2° Postoji glatka funkcija (cutoff function) h : R — [0,1] takva da je

0<h(t)<l, zal<t<2.

Jedna takva funkcija h je dana kao
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/N

-2 -1 1 2

Slika 1: Funkcije f, h, H na R

3° Postoji glatka funkcija (bump function) H : R™ — [0, 1] takva da je
H =1 na B;(0) i suppH = B(0).

Funkcija H je na primjer dana kao

H(x) = ha]).

4° Svaka glatka mnogostrukost je parakompaktna. Svaki glatki pokriva¢ ima regularno profinjenje (tj. pro-
finjenje W; koje je prebrojivo i lokalno konac¢no, svaki W; je domena glatkog koordinatnog preslikavanja
i s Wi = R™, 0i(W;) C B3(0), familija {U;}, U; := ¢; ' (B1(0)) pokriva M).

5° {W;} regularno profinjenje, o(W;) C Bs3(0), U; = go;l(Bl(O)), V; = go;l(Bg(O)).

Definiramo f; : M — R
fi = Hop; na W;
10 na M\ V;

Funkcije f; su glatke, supp f C W;. Trazene glatke funkcije su

R (1C)
S S ek

Zbog lokalne konac¢nosti pokrivaca {W;}, u okolini svake tocke suma u nazivniku ima samo kona¢no
mnogo ¢lanova razli¢itih od 0. Za funkcije g; ocito vrijedi 0 <g; <1, > . g; = 1.

6° Konacno, kako bismo dobili za skup indeksa skup A, reindeksirajmo dobivene funkcije. Za svaki 4
uzmimo neki indeks a(i) € A takav da je W; C X,(;). Sada za svaki a € A definiramo ¢, : M — R

Pa = Z 9i-

ira(i)=«

Tada su ¢, funkcije trazene particije jedinice.

U dokazima sljedec¢a dva teorema koristimo particiju jedinice:

Teorem 2.14 (Egzistencija glatke ”bump” funkcije) Neka je M glatka mnogostrukost. Tada za svaki
zatvoren skup A C M i otvoren skup U koji sadrzi A postoji glatka "bump” funkcija za A s nosacem u U,
tj. glatka funkcija za koju vrijedi

p:M—-R, 0<p<1na M, op=1 na A, suppp C U.

Dokaz. Neka je Uy = U, Uy = M \ A i neka je {¢o, 1} (glatka) particija jedinice podredena pokrivacu
{Uo,U1}. Tada je o1 =0 na A, po = ), ¢; = 1 na A. Prema tome, trazena funkcija je ¢o. 0
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Teorem 2.15 (Lema o prosirenju) Neka je M glatka mnogostrukost, A C M zatvoren podskup, f: A —
R glatka funkcija. Tada za svaki otvoren skup U koji sadrzi A postoji glatka funkcija f : M — RF za koju
vrigedi fla = f, suppf C U.

Zadaci

1. Pokazite da je preslikavanje f : R — S' C C, g(t) = e glatko.

2. Pokazite da je preslikavanje f : S2 — S2, f(f,y,2) = (xcosp — ysin @, xsinp + ycos @, z) difeomor-
fizam, pri ¢emu je 22 + y? + 22 = 1, ¢ € R je fiksan. (Vrijedi i da je f izometrija, vidi poglavlje
7).

3. Pokazite da je preslikavanje f : S? — S2, f(x,y,2) = (z cos(z? + y?) — ysin(2? + y?), rsin(x? + y?) +
ycos(z? + 42), ) difeomorfizam, pri cemu je z2 + 3% + 22 = 1. (Funkcija f nije izometrija).

4. Pokazite da je preslikavanje h : S® — S2, h(a,b,c,d) = (a® +b% —c? —d?,2(ad + bc), 2(bd — ac)) glatko,
a’? 4+ b? + ¢ + d? = 1. To se preslikavanje naziva Hopfova fibracija.

5. Neka je G Liejeva grupa. Pokazite da je lijeva translacija za element g € G, Ly(h) = g-h difeomorfizam.

6. Neka je G Liejeva grupa i M glatka mnogostrukost. Lijevo djelovanje grupe G na M je glatko pres-
likavanje G x M — M, (g,p) — g.p, koje zadovoljava

91-(92-p) = g192-p, 91,92 € G,p € M,

ep=p, pe M.

Definirajmo na M relaciju (ekvivalencije) ~ na sljedeéi nac¢in: p ~ ¢ ako postoji g € G takav da
je g.p = ¢q. Klase ekvivalencija su tzv. orbite od G u M. Skup svih orbita oznatavamo s M/G.
Snabdijemo li ga kvocijentnom topologijom dobivamo prostor orbita danog djelovanja. Vrijedi:

Teorem 2.16 Neka G djeluje slobodno na M (g.p = p = g = e) i pravo (preslikavange (g, p) — (g9.p, p)
je pravo, tj. praslika pri tom preslikavanju kompaktnog skupa je kompaktan). Tada je prostor orbita
M/G toploska mnogostrukost dimenzije dim M — dimG s jedinstvenom glatkom strukturom koja ima
svojstvo da je kvocijentno preslikavanje m: M — M /G glatka submerzija.

Mozemo zakljuciti:

a) RP" je difeomorfan kvocijentnoj glatkoj mnogostrukosti (prostoru orbita) S™/{+1}.
b) T" je difeomorfno kvocijentnoj glatkoj mnogostrukosti R"/Z"™.
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3 TANGENCIJALNI SVEZANJ

3.1 Tangencijalni prostor mnogostrukosti
Motivacija: Geometrijski tangencijalni prostor od R™ u tocki p
Ry ={p} x R" ={(p,v) : v € R"}.

Uz prirodno definirane operacije zbrajanja i mnozenja vektora skalarom iz R, skup R)) postaje n-dimenzionalni
vektorski prostor. Pisemo (p,v) = v i v, nazivamo (geometrijskim) tangencijalnim vektorom u tocki p.

Neka je v, € Rj). Definiramo preslikavanje v, : C°°(R") — R kao usmjerenu derivaciju funkcije f u smjeru
vektora v u p

d
Upf = Dyf(p) = £|t:0f(p + tv).

Preslikavanje v, je linearno i zadovoljava

op(fg) = f(p)op(9) + 9(p)0p(f).

Izrazimo ga u standardnoj bazi (e;]p) za Rj. Neka je v, = vieil,, tada je

; 0
=L

Definicija 3.1 Linearno preslikavanje X : C*°(R™) — R naziva se derivacijom u p ako vrijedi

X(fg)=fXg+gpXf, f,gecC?R").

Neka je T),(R™) skup svih derivacija u p. Uz uobicajene operacije, T,(R"™) je vektorski prostor. Najvaznije
(a i iznenadujuce) svojstvo prostora T,,(R™) je da je kona¢nodimenzionalan, te da vrijedi:

Propozicija 3.2 Za svaki p € R" preslikavanje vy — v, je izomorfizam vektorskih prostora Ry i T,(R™).
Za dokaz su potrebne i sljedece tvrdnje:
Lema 3.3 (Svojstva derivacije) Neka je p € R", X € T,(R").
1° Ako je f konstantna funkcija, tada je X f = 0.
2° Ako je f(p) = g(p) =0, tada je X(fg) = 0.
Dokaz.

1° Dovoljno dokazati za fi(z) =1 (jer za f(x) = ¢ imamo po linearnosti X f = X (cf1) = c¢X(f1) = 0).

Za f1 vrijedi
X(fi)=X(N[fH) =L)X+ HE)XH=2X]A
sto povlaci X (f1) = 0.

2° X(fg)=f(p)Xg+gp)Xf=0+0.
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Lema 3.4 (Taylorova formula prvog stupnja s ostatkom) Neka je U € R™ konveksan, otvoren skup,
p € U. Neka je f € C*(U), 1 <k < o0o. Tada

F@) = 100+ )t ) + S @)~ o),
=1

=1

gdje su gy,...,gn € C*=1(U) funkcije za koje vrijedi g;(p) = 0.

Dokaz. [propozicije]
Linearnost preslikavanja v, — v, je lako provjeriti.

Injektivnost. Neka je v, € R 1 9 nul-derivacija. U standardnoj bazi v, = viei]p. Djelovanjem derivacije 0,
na j-tu koordinatnu funkciju z; : R® — R, dobivamo

o 9 . .
0= p(a?) = '@ = o7
Prethodno vrijedi za svaki j = 1,...,n, te je v, = 0.

1

Surjektivnost. Neka je X € T,(R"). Definirajmo realne brojeve v*,...,v" kao

Pokazat ¢emo da je X = v, gdje je v = vies|p.

Neka je f realna funkcija na R"™. Koriste¢i Taylorovu formulu prvog stupnja s ostatkom zaklju¢ujemo da
postoje glatke funkcije g1, ..., g, na R™ takve da je g;(p) = 0 i da vrijedi

F@) = 50)+ Y 2Lt )+ Y )~ p).
=1 =1

Primijenimo X na prethodni izraz i koriste¢i Lemu 3.3 zaklju¢ujemo

X7 = XG0+ L X (GLwe =) + X (a)e’ - 5)
=1 =1

= 0+ 3 (FEOEE) - X6) +0

= ggi (p)v*

=1
= 0,f

Korolar 3.5 Za svaki p € R", n derivacija

0 0 o on
@b,...,%h) C (R)—)R
definiranih s
0 of
%bf = %(P)

¢ini bazu za TH(R™).
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Dokaz.
0 -

fai 7 = i
U

Definicija 3.6 Neka je M glatka mnogostrukost, p € M. Linearno preslikavange (operator) X : C*°(M) —
R naziva se derivacijom u p ako vrijeds

X(fg)=f)Xg+gp)Xf, f,geCT(M).

Skup svih derivacija u p je vektorski prostor koji se naziva tangencijalnim prostorom od M u p i oznacava
T,M. Tangencijalni vektor u p je element prostora T, M.

Lema 3.7 (Svojstva tangencijalnih vektora na M) Neka je M glatka mnogostrukost, p € M, X €
Tp(M).

1° Ako je f konstantna funkcija, tada je X f = 0.

2° Ako je f(p) = g(p) =0, tada je X(fg) =0.

3.2 Push-forward (Tangencijalno preslikavanje, diferencijal)

Definicija 3.8 Neka su M i N glatke mnogostrukosti, F' : M — N glatko preslikavanje. Za svako p € M
definiramo push-forward F, preslikavanja F kao preslikavange

Bt TyM — Tpp) N, (FB.X)(f) = X(f o F),

gdje je f € C°(N).

Uocimo f o F € C°°(M). Preslikavanje F. X je oCito linearno i derivacija u F(p)
(F.X)(fg9) = X((fg) o F) = X((f o F)(g o F))
= (foF)(p)X(go F)+ (90 F)(p)X(f o F)

= F(F@)(F.X)(9) + 9(F(p)) (F.X)(f)-

Lema 3.9 (Svojstva push-forward-a) Neka su F: M — N, G : N — P glatka preslikavanja, p € M.
Tada:

1° Fy : TyM — Tp,) N je linearni operator
2° (G o F)* = G* (¢] F* : TpM — T(GoF)(p)P
3° (Ud)r)s = Idp,ng - TyM — T,M

4° Ako je F' difeomorfizam, tada je Fy : TyM — Tp,) N izomorfizam.

Propozicija 3.10 Neka je M glatka mnogostrukost, p € M, X € T,(M). Neka su f, g glatke funkcije na
M koje se podudaraju na nekoj okolini od p. Tada je X f = Xg.
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glatka bump-funkcija koja je identicki jednaka 1 na nosa¢u od h, a ¢iji je nosa¢ u M \ {p}. Kako je p =1
tamo gdje h ne is¢ezava, produkt ph je identicki jednak h. Kako je h(p) = ¢(p) = 0, Lema 3.7 povlaéi
Xh = X(ph) =0. O

Prethodna propozicija omogucuje identifikaciju tangencijalnog prostora otvorene podmnogostrukosti s tan-
gencijalnim prostorom cijele mnogostrukosti:

Propozicija 3.11 Neka je M glatka mnogostrukost, U C M otvorena podmnogostrukost, i : U — M
inkluzija. Tada je za svaki p € U preslikavange iy : T,U — T, M izomorfizam.

Dokaz.

Injektivnost. Neka je X € T,U, i,.X =0 € T,M. Neka je f € C*>°(U). Po lemi o prosirenju 2.15 postoji

f € C®(M), suppf C U, takva da je f = f na okolini B od p, B C U. Propozicija 3.10 povlaci
Xf=X(flv)=X(foi) = (iX)(f) =0.

Surjektivnost. Neka je Y € T,M po volji odabran. Definiramo preslikavanje X : C*(U) — R, X f = Y.

X je trazena derivacija. O

Propozicija 3.12 Ako je F': M — N lokalni difeomorfizam, tada je Fy : T,M — Tp@) N izomorfizam za
svakip € M.

Generalizirajuci izomorfizam izmedu Ry i T,R", dobivamo:

Propozicija 3.13 Za svaki konacnodimenzionalan vektorski prostor V' i svaku tocku p € V', postoji prirodni
izomorfizam (tj. izomorfizam koji ne ovisi o izboru baza) V. — T,V takav da za svaki linearni operator
L:V — W sljedeci dijagram komutira

12

%4 > T,V
L L,
w . T, W

>~

Dokaz. Neka je v € V. Definiramo preslikavanje 9, na C*(V)

_ d
Bn(f) = 3= (o + t0)
Definicija ne ovisi o izboru baze.

Ako izaberemo bazu, u koordinatama mozemo provesti isto zaklju¢ivanje kao u R" kako bismo pokazali da
je vp derivacija u p i da je preslikavanje v — ¥, izomorfizam.

Komutativnost dijagrama. Neka je L : V' — W linearni operator. Njegove koordinatne funkcije s obzirom
na bilo koji izbor baza za V, W su linearne funkcije, pa je L glatko preslikavanje. Koristeéi definiciju
push-forward-a i linearnost od L, dobivamo

Lo, f =0p(folL) = %It:of(L(p + tv))

d —
= Jl=of(Lp +tLv) = (L)) f.
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3.3 Koordinatni zapis

Neka je (U, ) glatka koordinatna karta na M. Znamo da je ¢ : U — ¢(U) glatki difeomorfizam, pa je po
Lemi 3.9 i Propoziciji 3.11 ¢, : T, M — T, R" izomorfizam.

Znamo: baza za T, R" su derivacije %ho(p)’ i = 1,...,n. Prema tome, pushforward tih vektora po

preslikavanju (o~ 1), je baza za T,M. Stoga, definiramo

0 _ 0
%’p = (¢ 1)*@@@),

o,, 0 4 Of
@\pf— @Lp(p)(fow )— aﬂ(P),

gdje je f: U — R glatka funkcija, f = f o ¢! njen koordinatni prikaz, p = o(p)-
Iz prethodnog slijedi:

Lema 3.14 Neka je M glatka mnogostrukost. Za svakip € M, T,M je n-dimenzionalni vektorski prostor.

Ako je (U, (2%)) glatka karta oko p, tada
0 0

Bt

¢ine bazu za T, M.

U danoj bazi imamo:

Neka je X € T,M, X = Xiaii |p- Uredena n-torka (X!,...X™) je n-torka komponenata (koordinata)

vektora X s obzirom na dani koordinatni sustav. Neka je #7 : U — R (glatka) koordinatna funkcija, tada

. Zazjo -1 R .
() = X' (p) = X7,

0

oxt

X(27) = X°

Pushforward glatkog preslikavanja F' u koordinatama:

Za F':U —V,UCR" V CR"™ Neka je p € U. Odredimo matricu preslikavanja Fy : Ty)R" — Tp,R™

u paru standardnih baza. Oznacimo s (z!,...,2"), (y',...,y™) odgovarajuée koordinate u U, V. Neka je
f: V=R, f=f@,...,y"), tadaje foF:U —=R, foF = foF(z',...,2"). Dakle,
0 0 af OFJ OFJ 0
( oxt ‘p) f ozt ‘p(f © ) ay]( (p)> ot (p) Ot (p) ay] ’F(p)f

Prema tome )
0 oFJ 0

F*@bv = W(p)@‘F(p)'

Odavde slijedi da je matri¢ni prikaz preslikavanja F, u paru standardnih baza Jacobijeva matrica

OF! OF!
ﬁ@) L opn ()
: : (3.1)
OF™ OF™
W(m g (p)

Dakle, specijalni slucaj Fy : T)R" — T, R™ odgovara diferencijalu DF(p) : R" — R™ uz identifikaciju
euklidskih prostora sa svojim tangencijalnim prostorima.
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Za F : M — N uz koordinatne karte (U, ¢) za M oko p, (V,1) za N oko F(p), promatramo koordinatno
preslikavanje
F=yoFop :pU)— (V)

U paru standardnih baza, F, ima za matriéni prikaz Jacobijevu matricu preslikavanja F. Zbog toga i
preslikavanje F, u paru baza (%h,) za U i (8%1'| F(p)) za V ima za matriéni prikaz Jacobijevu matricu

preslikavanja F
0 4, O _ A 0
F*@‘p = I ((80 1)*axi|¢(p)> = (7). (F*W|<p(p)>

OF7 0 OF7 9
— (o1 A R — Ay
=) < 5 (p)ayj’F(%D(P))> = u P g lren
pri éemu smo koristili F o™t =4~ 1o F.
Promjena koordinata. Izgleda kao lan¢ano pravilo:

Neka su (U, ¢), (V1) dvije karte oko p, (z°), (') odgovarajuée koordinate. Tada je

9z 'P = i P ozi P

Stoga se komponente X’ transformiraju po pravilu

N A ;
X/ =SS ()X,

Tangencijalni vektori krivulje. Neka je M glatka mnogostrukost. Krivulja u M je glatko (klase C¥)
preslikavanje ¢ : I — M, I C R otvoren interval. Tangencijalni vektor od c u tocki ty € I je vektor

d
c(to) := C*(%‘to) € Teo) M,

gdje je %‘to standardna baza za Ty, R. Tangencijalni vektor ¢/(t) djeluje na funkcije f : U — R

df oc
dt

(i) = e Ghof = SholF o0) = L2t

Lema 3.15 Neka je M glatka mnogostrukost, p € M. Svaki X € T,M je tangencijalni vektor neke glatke
krivulje w M .

Js]
oz

Dokaz. Neka je (U, ) koordinatna karta centrirana u p (tj. vrijedi p(p) = 0), X = X*
krivulju ¢ : (—e,e) = U

|p- Definirajmo

c(t) = (X', .. tX") (= XY tXT).
Ocito vrijedi ¢(0) = p, ¢(0) = X. 0

Propozicija 3.16 Neka je F : M — N glatko preslikavanje, ¢ : I — M glatka krivulja. Za svaki tg € 1
tangencijalni vektor u to slike krivulje ¢ pri preslikavanju F, Foc: 1 — N je dan sa

(Foc)(ty) = Fu(d(to)).
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Dokaz.
d d

(Foe)(to) = (Foc)aliy = Fxocxlig = (¢ (t0))-

Klasi¢na diferencijalna geometrija krivulja i ploha
Tangencijalni vektor krivulje je ¢(t).

Tangencijalni vektor plohe: v € T,R? je tangencijalni vektor plohe ako postoji krivulja ¢ : I — S takva da
je ¢(0) = p, ¢(0) = v. Ako je x : U — S parametrizacija od S, tada

ox  ox

50" By’ (u,v) €U,

razapinju tangencijalnu ravninu.

Alternativne definicije tangencijalnog prostora.

1° Pomocu klica glatkih funkcija.

2° Koristedi relaciju ekvivalencije na skupu glatkih krivulja na M

c1 = ey <= ¢1(0) = ¢2(0), d (foci)lt=0 = %(fo@ﬂt:o»

dt
gdje je f glatka realna funkcija definirana u okolini od p.

3° Koristedi pravilo za transformaciju koordinata (pri promjeni karte).

Zadaci

1. Za mnogostrukost R? i koordinatnu kartu zadanu polarnim koordinatama (7, ), odredite vezu izmedu
tangencijalnih vektora (%, %) s obzirom na tu koordinatnu kartu i vektora standardne (kanonske)

baze (2, 8%) od T,(R?).

2. U smislu Propozicije 3.13 o postojanju prirodnog izomorfizma izmedu vektorskog prostora V i tan-
gencijalnog prostora 7,V tangencijalni prostor prostora matrica M,,,(R) u tocki p identificiramo s
M, (R), a tangencijalni prostor prostora simetriénih matrica S(n, R) s §(n,R) . Takoder, tangenci-
jalni prostor od GL(n,R) identificiramo s M,,(R).
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3.4 Tangencijalni svezanj

Motivacija: Vektorsko polje na mnogostrukosti je preslikavanje koje svakoj tocki p mnogostrukosti pridruzuje
tangencijalni vektor iz T, M. Sto je kodomena tog preslikavanja?

Definicija 3.17 Neka je M glatka mnogostrukost. Tangencijalni svezZanj od M je disjunktna unija tangen-
cijalnih prostora u svim tockama od M
™™ = [] T,M.
peEM

Element od T'M je uredeni par (p, X), gdje je p e M, X € T,M. Pisemo (p, X) = X,,. Prirodna projekcija
je preslikavanje
7m:TM — M, 7(p,X)=np.

Tangencijalni svezanj kao glatka mnogostrukost

Propozicija 3.18 Za svaku glatku mnogostrukost M, tangencijalni sveZanj T M tma prirodnu topologiju 4
glatku strukturu kao mmnogostrukost dimenzije 2n. S tom je strukturom, prirodna projekcija m : TM — M
glatko preslikavanje.

Dokaz. Disjunktna unija TM = HpEM T,M je po definiciji skup

T™M = [ T,M = {(p,X) :p€ M, X € T,M}.
peEM

Topologija na disjunktnoj uniji definirana je na sljede¢i na¢in: podskup od T'M je otvoren ako i samo ako je
njegov presjek sa svakim T), M otvoren u T, M. To je jedinstvena topologija za koju vrijedi svojstvo: Neka je
Y neki topoloski prostor, [, X, disjunktna unija. Preslikavanje f : [[, Xo — Y je neprekidno ako i samo
ako je f oi, neprekidno za svaki a, iq : Xo — [, Xa, ta(z) = (o, 2) .

Neka je (U, ¢) glatka karta od M, ¢(p) = (z'(p),...,2"(p)). Koordinatne karte na TM definiramo kao

(mH(U), @), gdje je
g: 7 '(U) - R™

&(viaii]p) = (:L'l(p), . ,x"(p),vl, co ).

Slika preslikavanja ¢ je skup o(U) x R", koji je otvoren podskup od R?". Preslikavanje @ je bijekcija na
svoju sliku, njegov inverz je

0

(. 2l o) :vi%b_l(@.

Funkcije prijelaza iz karte u kartu:

Neka su (U, p) i (V,9) dvije glatke karte za M, (7=1(U), @), (r71(V),9) odgovarajuée karte od T M. Skupovi
(M U)Na Y (V) = oUNV) xR i (a1 ({U)N7~HV)) = (UNV) x R" su otvoreni u R?". Funkcija
prijelaza (zamjena varijabli!)

Ypop lipUNV)xR" = p(UNV) xR"
- o7l A 7™ .
Doz, 2", o) = <:El(x),...,:i”(x),(;Cj(sv)v],...,aij.(x)ﬂ)
je glatko preslikavanje.

Prebrojivi pokrivaé {U;} od M daje prebrojivi pokriva¢ {7~1(U;)} od TM koji zadovoljava uvjete 1°-4°
Propozicije o konstrukciji mnogostrukosti.

Uvjet 5° — Hausdorffov uvjet:
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1° svake dvije tocke iz istog vlakna leze u istoj koordinatnoj domeni;

2° ako tocke nisu iz istog vlakna, tada postoje disjunktne koordinatne domene U,V na M, pe U, g€ V.
Tada su i skupovi 7= 1(U), 7~1(V) disjunktne koordinatne domene za (p, X), (¢,Y).

Preslikavanje 7 je glatko: koordinatni prikaz s obzirom na karte (U, ) od M i (7=1(U),$) od TM je

T(z,v) =z, = =p(p).

Koordinate (z%,v%) za elemente tangencijalnog sveznja nazivaju se standardne koordinate.
Primjer 1. Tangencijalni svezanj TR" je difeomorfan s R?".
Tangencijalni svezanj kao glatki vektorski svezanj

Definicija 3.19 Neka je M glatka mnogostrukost. (Glatki) vektorski svezanj ranga k nad M je glatka
mnogostrukost E zajedno s glatkim surjektivnim preslikavanjem 7w : E — M koje zadovoljava:

(i) za svakip € M skup E, = n~1(p) C E (tzv. vlakno nad p) je snabdjeven strukturom realnog vektorskog
prostora;

(i4) za svakip € M postoji okolina U od p w M i difeomorfizam ® : =1 (U) — U x R¥ tako da komutira
sljedeéi dijagram (my je projekcija na prvi faktor):

7 1(U) U x RF

i restrikcija od ® na E, je linearni izomorfizam sa E, — {p} x R¥ =2 R*.

Mnogostrukost E se naziva totalnim ili ukupnim prostorom, mnogostrukost M bazom, a preslikavanje w
projekcijom. Svako preslikavanje ® se naziva lokalnom trivijalizacijom od E nad U. Ako postoji lokalna
trivijalizacija nad cijelom mnogostrukoséu M, tada se ona naziva globalnom trivijalizacijom, a E trivijalnim
sveZnjem.

Primjer 1. Produktna mnogostrukost £ = M x R*, 7 = m; : M x R¥ — M. Taj je svezanj o¢ito trivijalan,
globalna trivijalizacija je identiteta.

Primjer 2. (Lokalnost) Ako je U C M otvoren skup, tada je podskup E|y = 7~ 1(U) opet vektorski
svezanj. Njegova projekcija je restrikcija projekcije m na U.

Primjer 3. Mobiusov svezanj — glatki linijski svezanj nad S*

Propozicija 3.20 Tangencijalni sveZanj T M glatke mnogostrukosti M je glatki vektorski sveZanj ranga n.
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Dokaz. Uvjet (i) je ocito ispunjen. U uvjetu (ii) kao okoline tocke p koje su domene lokalne trivijalizacije
uzimamo domene koordinatnih karata, a preslikavanja ® kao koordinatna preslikavanja

@(viaiih”) = (p, (vl, 0™

Preslikavanje @ je linearno na vlaknima, zadovoljava 7 o ® = 7, je glatko. O

Definicija 3.21 Neka je E glatki vektorski sveZanj nad M, m : E — M projekcija sveinja. Prerez od E
(prerez preslikavanja ) je (neprekidno) preslikavanje o : M — E za koje je mwo o = Idy;. Ako je U C M
otvoren skup, prerez restringiranog sveznja E|y naziva se lokalnim prerezom od E.

Primjer. Nul-prerez je preslikavanje ( : M — FE

C(p):OGEZH pEM-

3.5 Vektorska polja

Definicija 3.22 Neka je M glatka mnogostrukost. Vektorsko polje na M je (neprekidno) preslikavanje
Y : M —TM, zadano kao p — Y, takvo da vrijedi

oY = IdM
ili, $to je ekvivalentno, Y, € T,M, za svakip € M.
Glatko vektorsko polje je vektorsko polje koje je glatko kao preslikavanje sa M w T M.

Drugacije receno, (glatko) vektorsko polje je (glatki) prerez tangencijalnog sveznja.

Primjer. Neka je E = M x RF trivijalni svezanj. Postoji prirodna bijekcija izmedu (glatkih) prereza od £

i (glatkih) funkcija f : M — RF. Funkcija f odreduje prerez f : M — M x RF, f(x) = (x, f(z)) i obratno.

Specijalno, C*°(M) se moze identificirati sa glatkim prerezima sveznja M x R.

Neka je Y : M — TM vektorsko polje, (U, (z*)) koordinatna karta za M. Tada mozemo pisati

i 0
Y=Y (P)@b,

gdje su Y : U — R koordinatne (komponentne) funkcije vektorskog polja Y u danoj karti.
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Propozicija 3.23 (Kriterij za glatka vektorska polja) Neka je M glatka mnogostrukost, ¥ : M —
TM wvektorsko polje, (U, (x%)) koordinatna karta za M. Vektorsko polje Y je glatko na U ako i samo ako su
mu koordinatne funkcije s obzirom na danu kartu glatke.

Dokaz. Neka su (2%, v) standardne koordinate na 7 ~1(U) C TM pridruzene karti (U, (z*)) od M. Neka je
Y : M — T M vektorsko polje. Njegov koordinatni prikaz s obzirom na izabranu kartu je

Y(z)=(z,..., 2", Y (x),...,Y"(z)),

gdje je Y(x) i-ta koordinatna funkcija od Y. Odavde oéito slijedi da je polje Y glatko ako i samo su glatke
koordinatne funkcije Y. O

Primjer 1. Ako je (U, (z')) koordinatna karta na M, preslikavanja
0

P aily

0
definiraju n glatkih vektorskih polja na U, tzv. koordinatna vektorska polja. Oznaka: 9
x

Propozicija 3.24 Neka je M glatka mnogostrukost. Ako jep € M, X € T, M, tada postoji glatko vektorsko
polje X na M takvo da je X, = X.

. -0
Dokaz. Neka je (U, (z")) koordinatna karta oko p, X = Xzﬁb, u toj karti. Neka je 1 bump-funkcija s
- x
nosacem u U, ¥(p) = 1. Definirajmo vektorsko polje X

X { @D(Q)Xi%m qelU

. 0, q € M \ supp ¢.

Ocito je X glatko vektorsko polje, X, = ¢ (p)X* aii lp = X. 0

Oznacimo sa 7 (M) (ili X(M)) skup svih glatkih vektorskih polja na M. Mozemo ga organizirati u realni
vektorski prostor
(X+Y),=X,+Y,, (aX),=0aX,, acR.

Nul-vektorsko polje je vektorsko polje koje svakoj tocki p € M pridruzuje nul-vektor iz T,M (usporedi:
nul-prerez).

Definiramo mnozenje vektorskih polja glatkim realnim funkcijama

(fY)p = f(p)Yp,
gdje je f € C®°(M), X € T(M). Tada je fY ponovno jedno glatko vektorsko polje na M.
Time 7 (M) postaje modul nad prstenom C*(M) (X +Y € T(M), fX € T(M)).

Sada mozemo pisati

0
Y:Y’Li.
Oxt’

gdje su Y koordinatne funkcije polja Y.
Nadalje, vektorska polja djeluju na funkcije: neka je X € 7(M), f € C>*(U), U C M otvoren.
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Funkcija X f : U — R je definirana sa

Xf(p) = Xpf.
Zbog lokalnosti djelovanja tangencijalnog vektora na funkcije (funkcija zadana u proizvoljno maloj okolini
tocke) slijedi i da je X f lokalno definirano, tj. za svaki otvoren skup V' C U vrijedi

(X)lv =X(flv).

Propozicija 3.25 (Kriterij za glatka vektorska polja, II) Neka je M glatka mnogostrukost, Y : M —
TM wvektorsko polje. Polje Y je glatko ako i samo ako je za svaki otvoren skup U C M i svaku funkciju
feC®U) funkcija Y f : U — R glatka.

Dokaz. Neka je Y vektorsko polje za koje je Y f glatko za svaku glatku funkciju f. Neka su 2’ glatke
koordinate na U C M. Tada su one glatke funkcije na U. Prema pretpostavci fukcije Ya? su glatke i vrijedi

. - .
VIR Vo B O AN Ve )
Ya'=Y amj(x)fY.
Sada propozicija 3.23 povlaci da je Y glatko polje.
Obratno, neka je Y glatko vektorsko polje i neka je f glatka funkcija na U. Za svaku tocku p € U mozemo
izabrati glatke koordinate (z*) u okolini W C U oko p, tako da za z € W vrijedi

Vi) = (V) psl) £ = V@) 35 o)

Opet, jer su Y? glatke funkcije, po propoziciji 3.23 slijedi da je Y f glatka funkcija na W, paina U. O

Prethodna propozicija povlac¢i da glatko vektorsko polje Y € 7 (M) definira glatko preslikavanje f +— Y f sa
C>®(M) na C>*(M),
Yf:U—=R, Yf(p)=Ypf

Zbog linearnosti derivacije Y, to je preslikavanje linearno nad R

Y(af +0bg)(p) = Yp(af +bg) = aYyf 4+ bY,g = aY f(p) +bY g(p) = (aY f + bY g)(p)

i zadovoljava

Y(f9)(p) = Yo(fg) = f(0)Yp(9) + 9(0)Ypf = f(p)Yg(p) + 9(0)Y f(p) = (fY g+ gY f)(p).

Preslikavanje Y : C°(M) — C°°(M) naziva se takoder derivacija. Sljedeca propozicija identificira glatka
vektorska polja s derivacijama od C'*°(M):

Propozicija 3.26 Neka je M glatka mnogostrukost. Preslikavanje Y : C®(M) — C*°(M) je derivacija
ako i samo ako je Yf =Y f, za neko glatko vektorsko polje Y € T (M).

Dokaz. Ve¢ je prikazano kako vektorsko polje Y odreduje derivaciju ).

Obratno, neka je Y : C®°(M) — C*°(M) derivacija. Odredimo glatko vektorsko polje Y. U tocki p € M
mora vrijediti

Yo f = (V) ).

Time je definirano preslikavanje Y : C°°(M) — R koje linearno ovisi o f i u to¢ki p zadovoljava produktnu
formulu. Prema tome, preslikavanje Y je derivacija od C*°(M) u p.

Treba pokazati da je preslikavanje p — Y, glatko vektorsko polje. 0
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Definicija 3.27 Neka je E — M wvektorski svezanj ranga k, U C M otvoren. Za lokalne prereze o1,..., 0%
od E nad U kazemo da su linearno nezavisni ako su vektori o1(p), ..., or(p) linearno nezavisni u E, za svaki
p € U, i da razapinju (generiraju) E ako vektori o1(p), ..., or(p) razapinju E, za svakip € U. Lokalni reper
za E nad U je uredena k-torka nezavisnih prereza nad U koja razapinje E (tj. baza za Ep). Glatki lokalni
reper je lokalni reper za koji su svi prerezi glatki.

Ako je U = M, tada reper nazivamo globalnim.

Ako je M glatka mnogostrukost, pod lokalnim reperom za M podrazumijevamo lokalni reper od T'M nad
nekim otvorenim podskupom U od M. Kazemo da je M paralelizabilna ako dopusta glatki globalni reper
(to je ako i samo ako je njezin tangencijalni svezanj trivijalan).

Propozicija 3.28 Vektorski svezanj je trivijalan ako i samo ako dopusta glatki globalni reper.

3.6 Push-forward vektorskih polja

Neka je F': M — N glatko preslikavanje glatkih mnogostrukosti, Y glatko vektorsko polje na M. Tada je za
svaku tocku p € M, Y}, € T, M. Push-forward preslikavanja F' vektoru Y} pridruzuje vektor F.Y}, € Tp(,N.
Da li je na taj nacin definirano vektorsko polje na N7

Uoc¢imo:
e Ako F nije surjekcija, tada tocki ¢ € N\ F(M) nije pridruzen niti jedan vektor;

e Ako F' nije injekcija, tada postoje totke u N u kojima se dobiva viSe vektora pomocu push-forward-a
vektora u razli¢itim tockama domene.

Dakle, opéenito, push-forward vektorskog polja na domeni, nije vektorsko polje na kodomeni.

Definicija 3.29 Neka je F': M — N glatko preslikavanje, Y wvektorsko polje na M. Ako postoji vektorsko
polje Z na N takvo da za svaku tocku p € M wvrijedi

F.Y, = ZF(p)

tada kaZemo da su polja Y i Z F-povezana.

Propozicija 3.30 Neka je F : M — N glatko preslikavanje, Y € T(M), Z € T(N), Polja Y i Z su
F-povezana ako i samo ako za svaku funkciju f € C°(V), V je otvoren skup u N, vrijedi

Y(foF)=(Zf)oF.

Dokaz. Neka je p € M, f glatka funkcija oko F'(p). Tada je
Y(foF)(p) =Yp(f o F) = (F.Y)p)f,

(Zf) o F(p) = (Zf)(F(p)) = Zrp) /-
O
Primjer 1. Neka je I/ : R — R2, F(t) = (cost,sint), I je glatko preslikavanje. Na R. je zadano glatko

vektorsko polje Y = %, a na R? polje Z = xa— — ya— Tada su polja Y i Z F-povezana.
Y z
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Propozicija 3.31 Neka je F': M — N difeomorfizam. Tada za svaki Y € T (M) postoji jedinstveno glatko
vektorsko polje na N koje je F-povezano s'Y .

To se polje zove push-forward vektorskog polja Y.
Dokaz. Kako je F' difeomorfizam, definiramo

Zy = Fu(Ypr1(y).

Neka su V, W glatka vektorska polja na M. Opcenito f — VW f nije vektorsko polje.

Definicija 3.32 Lie-jeva zagrada glatkih vektorskih polja V,W na M je linearni operator [V,W]: C>®°(M) —
C=(M)
V.Wf = VW[ - WV.

Propozicija 3.33 Lie-jeva zagrada para glatkih vektorskih polja je glatko vektorsko polje.

Dokaz. Po propoziciji 3.26, dovoljno je pokazati da je [V, W] derivacija na C*°(M).
Neka su f,g € C*°(M). Tada je

V,W](fg) =V(W(fg) —W(V(fg) =V(fWg+gW[f)-W(fVg+gV[)
=VIWg+ fVWg+VgWf+gVWf—W[fVg— fWVg—WgVf—gWVFf
= fVWg+gVW [ — fWVg—gWVf=fIV,W]|g+ g[V,W]f.

Vrijednost vektorskog polja [V, W] u tocki p

[‘/7 W]p(f) = Vp(Wf) - Wp(vf)-

Propozicija 3.34 Neka su V,W glatka vektorska polja na M,V = V? 8?& LW =W 8(?52' njithovi koordinatni

prikazi s obzirom na lokalne koordinate (U, (x%)) od M. Tada [V, W] ima sljedeéi koordinatni prikaz

) J ) J
Vo) = <V28W _W28V> )

ozt oxt ) Oz’
ili 5
V,W]= VW’ - WVJ’)T.

I
.. . 0 0 0 0 0 . . .

Primjer. Nekaje V=0—+ — 4+ 2z(y+1)=—, W = — 4+ y—. Odredite koordinatni prikaz od [V, W]

or 0Oy 0z Ox 0z
koristeéi definiciju i prethodnu propoziciju.
Primjer. Vrijedi

g 0
[ax“ 83:3]

Svojstva Liejeve zagrade.
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1° Bilinearnost u prvom i drugom faktoru: [aV + bW, X]| = a[V, X]| + bW, X], a,b e R, VW, X € T(M)
2° Antisimetri¢nost: [V, W] = —[W, V]

3° Jacobijev identitet: [V, [W, X]] + [W,[X,V]] + [X,[V,W]] =0

1° Za f,g € C=(M) vrijedi [fV,gW] = fglV, W] + (FVg)W — (gW )V

Propozicija 3.35 Neka je F': M — N difeomorfizam, V,\W € T(M). Tada je Fi[V,W] = [F.V, F,W].

Klasi¢na diferencijalna geometrija

Vektorsko polje na otvorenom skupu U C R" je pridruzivanje vektora svakoj tocki iz U.

Primjer.
(z,y) = (1,0), (z,y) — (z,y),
T Y
(x,y) = (_yax)a (x,y) = (\/JEQ T y2a \/113‘2 i y2)
Pisemo 9 9 9
V=— V=o—4+y—
Ox’ Ox yay’
v 0 x 0 Y 0
=x = — —_
oy Yor T Rt gor g0y
z NN R L A s NN ANy
A R R S i PR \§§§§*: ;L*;;;;/i
A R I I I 0 A B Y NN YIXXXN M AL A A A A 7
. IR S N A N P S O R SNXAN ] YRR N ML A A A -
A N N NN EEEREVAPAV AP 4> & i A A A A NN \\\\ \\\\\\\ /4/4////'/
~— v v R e / P A A A NN LRI ‘\y\w\\\‘\\ /4/4 S
~——— . I A A A (T ) X A A A
of ==~ — - e R R R trt A »
- - - e 'R rrp A D C P TARSES S S
D A NN NN P NN R P AR
. A A AN B RN NN NN N 17\\\\\ \\\\\ ///// 17//////* *\\\\\\7
VYRR RS NN NN - - //// //////y ‘\\\\\\
22 Y R 222 N
/ AR AR \\\—-»»/// / \ -
: ‘ I R N S D St AR Y I DY
Slika 2: Vektorska polja na R?
. . ,0 0 B s
Primjer. Neka je V =y?— —ao—, W = —, f(z,y) = 2y, g(x,y) = 3°. Izracunajte:
Ox oy oy

VI, V., Vg, V(fg), V(VS), VIWF),V(W(f9), fV(Wg)+gV(WJ).

Integralna krivulja vektorskog polja X na U C R" je parametrizirana krivulja ¢ : I — R” takva da je
c(l)ycUieé= X(c(t)).

Primjer. Neka je V = xaay - y% Trazimo krivulju ¢ : I — R2, ¢(t) = (z(t),y(t)), ¢ = (2(t),9(t)) =
0

0 .
x(t )855 +y(t )8y' Dobiva se sustav ODJ
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RjeSenje sustava je za a,b € R
xz(t) = acost—bsint
y(t) = asint+ bsint.

Napomena. Hairy Ball Theorem (Cesljanje jeza): Na sferi S? ne postoji neprekidno vektorsko (tangenci-
jalno) polje koje nigdje ne is¢ezava. (1912. Brouwer). Zbog toga, S? nije paralelizabilna.

Moze se pokazati da postoji glatko vektorsko polje na S? koje is¢ezava u tocéno jednoj tocki (stereografskom
projekcijom).

Zadaci

1. Pokazite da je tangencijalni svezanj T'S' od S' mnogostrukost difeomorfna s S* x R.
2. Pokazite da je mnogostrukost S' paralelizabilna.
3. Pokazite da je mnogostrukost 7" = S* x ... x S! paralelizabilna.

4. Pokazite da postoji glatko vektorsko polje na S? koje iSéezava u toéno jednoj tocki (stereografskom
projekcijom).

5. Na R* zadana su vektorska polja

0 0 0 0
.2 Y 1Y 4 ¥ 3 Y
Xio= ozt Tt 0x? T ox3 v ozt

0 0 0 0
_ 3 4 1 2
Xo = T Vet T g T g

0 0 0 0
_ 49 3 0 o 0 1 9
X3 = —@ orl Tt Ox? v Ox3 Tt ozxt’

Pokazite da postoje vektorska polja Vi, Va, V3 na S3 koja su i-povezana s X1, Xo, X3, gdje je i : S3 — R*
inkluzija. Pomoéu toga pokazite da je mnogostrukost S° paralelizabilna.

6. Izracunajte Lie-jeve zagrade [X;, X;] za polja iz prethodnog zadatka.
7. Pokazite da je Lie-jeva zagrada [V, W] linearni operator : C*°(M) — C*°(M).

8. Izracunajte Lie-jevu zagradu [V, W] za vektorska polja V = :zy2(;9 + y(.f, W = 288 na R3.
€T Y Y
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4 KOTANGENCIJALNI SVEZANJ

Motivacija: Tangencijalni vektori omoguéuju bez-koordinatnu interpretaciju derivacije krivulje, tangenci-
jalni kovektori omogucéuju bez-koordinatnu interpretaciju derivacije realne funkcije na mnogostrukosti.

4.1 Dualni vektorski prostor

Neka je V' (realni) vektorski prostor, dimV < oo, V* dualni prostor od V, tj. prostor svih linearnih
funkcionala na V'
V*={f:V — R| f linearan}.

V* je vektorski prostor uz uobicajene operacije zbrajanja funkcija i mnozenja funkcija skalarom. Njegove
elemente zovemo kovektorsi.

Dualna baza za V*: neka je (e1,...,e,) baza za V, definiramo kovektore (ej,...,e}) djelovanjem na bazi
¢ (ej) = dij-

Kovektori (ef,...,e}) ¢ine bazu od V* koju nazivamo dualnom bazom baze (ey,...,e,). Odatle slijedi

dimV* =dimV < oo. PiSemo e} = €.

Primjer. Dualna baza na R". Neka je (e1,...,e,) standardna baza za R™. Oznac¢imo sa (e!,...,e")
dualnu bazu (standardna baza za V*). Za vektor v € R", v = v'e;, vrijedi

el(v) = v'.
Matri¢ni prikaz kovektora (= linearnih operatora : V' — R) je (1,n) matrica (matrica redak). Pisemo

¢ =(0...010...0).

Opéenito, ako je V vektorski prostor, (E;) baza za V, (¢/) dualna baza, X € V, X = X'E}, tada je
(X)) =X,
Ako je w € V* po volji odabrani kovektor, w = wjej, tada je
w; = w(Ej).
Odavde .
w(X) = w; X7.
Neka su V, W vektorski prostori, A : V' — W linearni operator. Definiramo preslikavanje
AW =V
A (w)(X) =w(4X), weW*, XeV.

Preslikavanje A* je linearni operator kojeg nazivamo dualni (transponirani) operator.

Dualni operator ima sljede¢a svojstva:
1° (Ao B)* = B* o A*

2° (Idy)* : V* — V* je identiteta na V*.
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Drugi dual V** := (V*)* = V| itd. Postoji prirodni izomorfizam vektorskih prostora V i V**: vektoru
X € V pridruzen je linearni funkcional {(X) : V* — R ({(X) € V**) definiran sa

EX)(w) =w(X), weV*". (4.2)
Propozicija 4.1 Ako je dimV < oo, tada je preslikavanje € : V. — V** izomorfizam.

Definiramo sparivanje vektora i kovektora kao djelovanje forme na vektoru
(w, X) = w(X),
odnosno zbog (4.2) kao djelovanje kovektora £(X) (kojeg identificiramo s X)) na formi,
(w, X) = &(X)(w).

Oznaka (w, X) ili (X,w) u tom smislu nudi ”simetri¢nu notaciju”.

4.2 Tangencijalni kovektori na mnogostrukosti

Neka je M glatka mnogostrukost, T),M tangencijalni prostor u p € M. Kotangencijalni prostor u p € M
T,M = (T,M)".

Elementi od Ty M nazivaju se tangencijalni kovektori ili kotangencijalni vektori u p.

Koordinatni prikaz tangencijalnih kovektora

. 0

Neka je (U, (z")) koordinatna karta na M, (W‘p) standardna baza za tangencijalni prostor. Oznac¢imo
: C oz

dualnu bazu (X'|p). Za w € Ty M, w = w;\'|, vrijedi

0
el

w; = w(

Promjena koordinata. Neka su (27) druge lokalne koordinate oko tocke p, (X’]p) dualna baza za (88552‘73)

Odredimo koordinate kovektora w s obzirom na obje baze.

Za tangencijalne vektore vrijedi (lancano pravilo)

o, oW, 0

921 P = g7 Pzl (4.3)
Za kovektor w vrijedi ' N
w = w@-)\1|p = (,Nt)j)\j ’p,
te je ‘ ‘
0 ox? 0 oxl , | .
w; = w(@’p) =w <8xi (P)affﬂp) = @(p)“}j'
Transformacija koordinata tangencijalnih vektora
~ . 97 .
= —(p)X* 4.4
e (p) (44)



Transformacija koordinata tangencijalnih kovektora

ozl
wi = = (D)3 (4.5)

Transformacija (4.3) direktno slijedi iz lan¢anog pravila, te se smatra fundamentalnom. Uoé¢imo transfor-
macije (4.4) 1 (4.5).

Tangencijalne kovektore nazivamo kovarijantnima jer se njihove komponente transformiraju na isti nacin
kao u transformaciji (4.3) (mnozenjem Jacobijeve matrice s "novim koordinatama” da bi se dobilo "stare
koordinate”). Tangencijalne vektore nazivamo kontravarijantnima.

Kotangencijalni svezanj kao glatka mnogostrukost i vektorski svezanj

Disjunktna unija
* _ *
M =[] T;M
peEM
naziva se kotangencijalni sveZanj od M. Prirodna projekcija 7 : T*M — M preslikava w € T;M up € M.

Za glatke lokalne koordinate (U, (")), baza od T M dualna bazi (% lp) je (\|,). Definirana su preslikavanja
AL A" U — T*M koja se nazivaju koordinatna kovektorska polja.

Propozicija 4.2 Neka je M glatka mnogostrukost, T*M kotangencijalni sveZanj od M. Uz standardnu
projekciju i prirodnu strukturu vektorskog prostora na svakom vlaknu, T M ima jedinstvenu strukturu glatke
mnogostrukosti uz koju postaje vektorski sveZanj nad M za koji su sva koordinatna kovektorska polja glatki
lokalni prerezi.

Dokaz. Neka je (U, ) glatka koordinatna karta na M, p(p) = (x'(p),...,2"(p)). Koordinatnu kartu na
T*M definiramo kao (7~1(U), ), gdje je ¢ : 7~ 1(U) — R?*"

PwiXlp) = (&' (p), ..., 2" (p), w1, .., wn)-

Te se koordinate nazivaju se standardnim lokalnim koordinatama na T* M.

Funkcija prijelaza: Neka su (U, @) i (V, 1) dvije glatke karte za M, (7=1(U), @), (= (V) ¥) odgovarajuée
karte od T*M. Tada je

g o~ ~ _ e 0TI o7 _
Qo HTh, ..., T Dy, p) = <ar1(a;),...,3: (a:),&rl(m)wj,...,w(m)wj)

glatko preslikavanje.

Lokalna trivijalizacija: ® : 7= }(U) — U x R"
D(wiNi]y) = (b, (@1 wn):
Preslikavanje ® je oc¢ito linearno na vlaknima i vrijedi 71 o ® = 7. Uoc¢imo da je kompozicija
7 HU) - U xR" — o(U) x R"

jednaka koordinatnom preslikavanju . O

Definicija 4.3 Prerez sveznja T*M naziva se kovektorskim poljem ili diferencijalnom I1-formom.

32



Neka je w kovektorsko polje. Pisemo w, = w(p).

U lokalnim koordinatama na U C M, kovektorsko polje w ima prikaz preko koordinatnih kovektorskih polja
(A kao w = w; A%, gdje su w; : U — R koordinatne (komponentne) funkcije. Za njih vrijedi

o) = ()

Propozicija 4.4 (Kriterij za glatka kovektorska polja) Neka je M glatka mnogostrukost, w : M —
T*M kovektorsko polje.

1° Ako je w = w;\' u nekoj glatkoj koordinatnoj karti od M, tada je w glatko polje ako i samo ako je su
njegove koordinatne funkcije w; glatke.

2° w je glatko ako i samo ako je za svako glatko vektorsko polje X na otvorenom podskupu U C M,
funkcija (w, X) definirana sa
(w, X)(p) = (wp, Xp) = wp(Xp)

je glatka.

Lokalni koreper je uredena n-torka (¢!, ..., €") kovektorskih polja definiranih na nekom otvorenom podskupu
U C M takvih da (e[,) ¢ine bazu za Ty M, p € M. Ako je U = M, tada govorimo o globalnom koreperu.

Ako je (E;) lokalni reper za TM nad U, tada je jedinstveno odreden lokalni koreper (¢') koji zadovoljava

Taj se koreper naziva dualnim koreperom danog repera. Dualni reper je glatki koreper, ako je (E;) glatki
reper (slijedi iz drugog dijela propozicije).

Primjerice, u danoj koordinatnoj karti, koordinatna kovektorska polja (\?) ¢ine glatki lokalni koreper, nazi-
vamo ga standardnim koreperom.

Oznacimo sa 7*M skup svih glatkih kovektorskih polja na M. Uz uobicajene operacije, 7*M je realan
vektorski prostor.

Kovektorska polja mozemo i mnoziti glatkim realnim funkcijama: za f € C*°(M) i w € T*M kovektorsko
polje fw definirano je s

(fw)p = f(P)wp-
Time 7*M postaje modul nad C*°(M).

4.3 Diferencijal funkcije

Primjer. Neka je f : R?2 — R, f(z,y) = 22 Ako bismo grad f definirali kao vektorsko polje X =
of o

grad f = >, i 2x—, onda ovakva definicija gradijenta ne bi bila neovisna o koordinatama — u

ox

polarnim koordinatama (7, ) na R?, X ne bi bilo jednako ”vektoru parcijalnih derivacija” ¢iji bi prikaz u
bazi odgovarajuc¢ih tangencijalnih vektora glasio

oro oo
ordor  dpdp’

Pokazuje se ¢e se "koordinatni prikaz od parcijalnih derivacija” dobro ponasSati pri zamjeni koordinata, ako
je to prikaz kovektora, a ne vektora. Stoga gradijent realne funkcije definiramo kao diferencijal funkcije:
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Definicija 4.5 Neka je f glatka realna funkcija na glatkoj mnogostrukosti M. Kovektorsko polje df defini-
rano $
dfp(Xp) = Xp(f), Xp € T,M

naziva se diferencijalom funkcije f.

Propozicija 4.6 Diferencijal glatke funkcije je glatko kovektorsko polje.

Dokaz. Ocito df,(X,) ovisi linearno o X,,.
Nadalje, koriste¢i Propoziciju 4.4 zaklju¢ujemo da je df glatko polje, jer je funkcija

(df, X) = Xf

glatka. O

Koordinatni prikaz diferencijala funkcije. Neka su (U, (2%)) glatke koordinate na M, (A\*) koordinatni
dualni koreper. Tada je

dfp = Al(p))\l‘lh
gdje su A; : U — R funkcije za koje vrijedi

0 0 0
Aip) = dly i) = o = 2L (o),

odakle je

0 .
&y = LN,

Koordinatne funkcije od df s obzirom na po volji odabranu koordinatnu kartu su parcijalne derivacije od f
s obzirom na koordinate. Zbog toga, df smatramo analogonom klasi¢nog gradijenta.

Koordinatni prikaz diferencijala funkcije 2/. Primijenimo prethodno na koordinatne funkcije a7,
2zt ... 2") =27, j =1,...,n. Dobivamo
de’/ :U - R

Oxl
oz’

dxj‘p = (p)/\i|p = )‘j’p'
Zakljuéak: Koordinatni dualni koreper je (da7).

Prema tome

of i
dfy = @(P)dx ’p
odnosno 5
df = 5 :f da’.

Primjer. Diferencijal funkcije f(z,y) : R? — R, f(z,y) = 22y cosz dan je s

df = (2zycosz — xysinx)dx + 2% cos zdy.
Propozicija 4.7 (Svojstva diferencijala) Neka je M glatka mnogostrukost, f,g € C*°(M). Tada je
1° d(af + bg) = adf +bdg, a,beR
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2° d(fg) = fdg+ gdf

3° d(f/g) = (gdf — fdg)/g*, g#0

4° d(ho f) = (K o f)df, gdje je h: J — R, Imf C J
5° Ako je f konstantna funkcija, tada je df = 0.

Propozicija 4.8 Neka je M glatka mnogostrukost, f € C>°(M). Tada je df = 0 ako i samo ako je f
konstantna na svakoj komponenti povezanosti od M.

Interpretacija. Linearni funkcional df, je najbolja aproksimacija od A f oko p, gdje je A f = f(p+v)—f(p).

Zaista
= ol Py = ozt

Af (p)dz'|p(v) = dfp(v).

Propozicija 4.9 Neka je M glatka mnogostrukost, ¢ : I — M glatka krivulja, f € C°°(M). Derivacija
glatke funkcije foc: I — R je dana s
(foc)(t) = dfer(c(t)).

Dokaz.
d

d
Beteo (€ (10)) = ¢ (10)] = (s lio)f = o (f 0€) = (F 0. (o).
Napomena. Za f: M — R definirali smo linearna preslikavanja

fo: LM — TR

df : T,M — R.

Njihovi matri¢ni prikazi u standardnim bazama su matrice retci parcijalnih derivacija funkcije f.

4.4 Povlak

Neka je F': M — N glatko preslikavanje, p € M, push-forward od F

Fi: TyM — TN,
Povlak (pullback) je dualno preslikavanje

(F)" : TpgyN — Ty M.
Pisemo
F* = (F,)".

Djelovanje: w € TF*’(p)N7 Xel,M

(F*w)(X) = w(FX).

Dakle, povlak kotangencijalnom vektoru na N pridruzuje kotangencijalni vektor na M.

Definirajmo sad povlak kovektorskih polja. Neka je G : M — N glatko preslikavanje, w glatko kovektorsko
polje na N. Definiramo G*w na M kao

(GTw)p = G*(wa(p))-

Uocimo da je, za razliku od vektorskih polja, povlak kovektorskog polja uvijek dobro definiran. Treba
dokazati da je na taj na¢in definirano glatko kovektorsko polje (Propozicija 4.11).
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Lema 4.10 Neka je G : M — N glatko preslikavanje, f € C*°(N), w € T*(N). Tada je
G df = d(f o G),

G'(fw)=(f o G)G*w.

Propozicija 4.11 Neka je G : M — N glatko preslikavange, w € T*(N). Tada je G*w glatko kovektorsko
polje na M.

Dokaz. Nekajep € M, (2') glatke koordinate u okolini p, () glatke koordinate u okolini G(p). Koordinatni
zapis kovektorskog polja w ‘
w = wjidy’.

Koristeéi lemu dvaput dobivamo
G*w = G*(wjdy’) = (wj 0o G)G*dy = (w; 0o G)d(y o G).

Odavde slijedi tvrdnja. O

Racunanje povlaka u koordinatama:
G'w = G (wydy’) = (w0 G)G (3 0 G) = (w; 0 G)(CY),
gdje je G7 j-ta koordinatna funkcija od G' u danim koordinatama.
Primjer. G : R?® — R? G(z,y,2) = (2%y,ysinz) = (u,v), w € T*(R?)
w = udv + vdu.

Povlak od w po G dan je sa
G'w=(uo@)d(voG)+ (voG)d(uoQG)

= 2xy? sin zdz + 222y sin zdy + x2y? cos zdz.

4.5 Krivuljni integral

Primjer. Krivuljni integral kovektorskog polja w na [a,b] C R
Neka je w = f(t)dt, gdje je t standardna koordinata na R, f : [a,b] — R glatka funkcija. Definiramo

/[a,b] w= /ab f(t)dt.

Propozicija 4.12 Neka je w glatko kovektorsko polje na [a,b] C R, ¢ : [¢,d] — [a,b] rastuéi difeomorfizam.

Tada je
/ Yrw :/ w.
[c,d] [a,b]

36



Dokaz. Neka je s standardna koordinata na [c, d], tada je koordinatni prikaz povlaka ¢*w jednak (p*w)s =
fe(s))¢'(s) (koristiti Lemu 4.10). Sada koristiti formulu za zamjenu varijabli u obi¢nom integralu. 0

Neka je ¢ : [a,b] — M glatka krivulja (smooth curve segment — ima glatko prosirenje na otvoreni interval
koji sadrzi [a,b]), w glatko kovektorsko polje na glatkoj mnogostrukosti M. Krivuljni integral od w duz ¢

definiramo kao realan broj
/ w= / cfw.
c [a,b]

Definicija se moze generalizirati i na po dijelovima glatku krivulju ¢ : [a,b] — M, tj. krivulju za koju postoji
subdivizija a = ap < a1 < --- < ap = b od [a, ] takva da je restrikcija c|ja;, a;11] glatka za svaki i.

Propozicija 4.13 Neka je c: [a,b] — M (po dijelovima) glatka krivulja. Tada je

lwzliﬂmdmwt

Primjer. Neka je M = R?\ {0},
_ zdy —ydx

z? 4+ y?
Neka je c: [0,27] — M krivulja
c(t) = (cost,sint).

/w _ / cos t(cos tdtQ) — sin tz(— sin tdt) _ /27r o
. [0,27] sin“t 4 cos“ ¢ 0

Teorem 4.14 (Fundamentalni teorem za linijske integrale) Neka je M glatka mnogostrukost, f :
M — R glatka funkcija, ¢ : [a,b] — M (po dijelovima) glatka krivulja. Tada je

Tada je

/w:fwwwwwm»

Definicija 4.15 Glatko kovektorsko polje w je egzaktno na M ako postoji funkcija f € C*°(M) takva da je
w = df. Funkcija f naziva se potencijalom od w.

Glatko kovektorsko polje w je konzervativno ako je linijski integral od w po bilo kojoj zatvorenoj po dijelovima
glatkoj krivulji jednak 0.

Teorem 4.16 Glatko kovektorsko polje je konzervativno ako i samo ako je egzaktno.

Primjer. Kovektorsko polje na M = R?\ {0}

xdy — ydz
o242

nije egzaktno jer nije konzervativno.

Neka je f potencijal kovektorskog polja w (dakle, w je egzaktno), (U, (x')) koordinatna karta na M. Za

glatku funkciju f vrijedi
0% f B 0 f

Oxidxd  Oxidxt’
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. 0
Ako pisemo w = w;dx’, tada uvjet w = df povlaéi w; = —f te iz prethodnog slijedi

oxt’
8CL)j 8wi
or'  Oad’ (4.6)

Definicija 4.17 Glatko kovektorsko polje w je zatvoreno na M ako komponente od w u svakoj glatkoj karti
zadovoljavagu (4.6).

Lema 4.18 Svako egzaktno kovektorsko polje je zatvoreno.

Uoc¢imo: Uvjet (4.6) nije potrebno provjeriti u svakoj koordinatnoj karti, nego za familiju karata koje
pokrivaju M:

Propozicija 4.19 Neka je w glatko kovektorsko polje. Ako w zadovoljava (4.6) u nekoj koordinatnoj karti
oko svake tocke, tada je w zatvoreno polje.

Propozicija 4.20 Neka je G : M — N lokalni difeomoerfizam. Tada poviak G* : T*(N) — T*(M)
preslikava zatvorena kovektorska polja u zatvorena kovektorska polja, egzaktna kovektorska polja u egzaktna
kovektorska polja.

Primjer. Kovektorsko polje
w = ycos xydx + x cos xydy

je zatvoreno. Ono je egzaktno, jer w = d(sinzy).

Kovektorsko polje
w = x cos xydx + y cos xydy

nije zatvoreno, pa nije ni egzaktno.

Za podskup U C R"™ kazemo da je zvjezdast, ako postoji tocka ¢ € U takva da je za svaku tocku x € U
duzina od ¢ do z cijela sadrzana u U.

Primjer. Pokazali smo da je kovektorsko polje

xdy — ydz
- I‘Q + y2

zatvoreno, ali da nije egzaktno na R?\ {0}.

Ako se restringiramo na desnu poluravninu U = {(z,y) € R? : > 0}, tada vrijedi

w= d(arctg%).

Propozicija 4.21 Ako je U zvjezdasti otvoren podskup od R, tada je svako zatvoreno kovektorsko polje na
U egzaktno.

Korolar 4.22 Neka je w zatvoreno kovektorsko polje na glatkoj mnogostrukosti M. Tada za svaki p € M
postoji okolina na kojoj je w egzaktno.

Napomena. Uoc¢imo da ¢injenica je li zadano zatvoreno kovektorsko polje egzaktno, ovisi o obliku podrucja
na kojem je polje zadano. De Rhamova kohomologija povezuje glatku strukturu mnogostrukosti i njenu
topologiju.
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Zadaci

1. Dokazite Propoziciju 4.1: Ako je dimV < oo, tada je preslikavanje £ : V' — V** izomorfizam.

2. Veza polarnih i Kartezijevih koordinata na R? dana je s z = 7 cos g, y = rsin .

(i) Odredite, koristeéi (4.3), vezu izmedu tangencijalnih vektora 6%’ 8% sa %, %.

(ii) Odredite vezu izmedu kotangencijalnih vektora dx, dy i dr, de.

Neka je f: R? = R, f(z,y) = 2%

(iii) Definirajmo X = %% %8% = 2:68%. Pokazite da je tada u polarnim koordinatama X =
of 8 of &

2r cos? go% — 2sin pcos go%. Usporedite sa 3 5- ER
(iv) Nekajew =df = g—ﬁd:p = 2zdx. Odredite w u polarnim koordinatama i uspredite sa %dr—i— %dgp.
3. Dokazite Lemu 4.10.
4. Izrecite i dokazite analogon Propozicije 4.12 uz zamjenu ”padajuéi difeomorfizam”.
5. Na R? zadano je kovektorsko polje
w = ydx + (zcos(yz) + x)dy + y cos(yz)dz.

Pokazite da je w zatvoreno. Je li w egzaktno? Ako je, odredite njegov potencijal. (Uputa. Uzastopnom
integracijom, drzeéi neku varijablu fiksnom, dobivamo w = df, f = zy + sin(yz).)
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5 PODMNOGOSTRUKOSTI

5.1 Preslikavanja konstantnog ranga

Cilj: Istraziti uvjete pod kojima je podskup glatke mnogostrukosti i sam glatka mnogostrukost.

Najpoznatiji primjeri mnogostrukosti javljaju se kao podskupovi mnogostrukosti, primjerice S™, T — dakle,
kao podmnogostrukosti.

Opisat éemo ih na dva osnovna nacina:

1° kao slike injektivnih imerzija (smjestenja),

2° kao nivo—skupove submerzija.

Razlikovat ¢emo: SmjeStene podmnogostrukosti, imerzirane podmnogostrukosti.

Koristit ¢emo Teorem o inverznoj funkciji koji opisuje lokalno ponaSanje glatkog preslikavanja preko njegovog
push—forwarda.

Definicija 5.1 Neka je F : M — N glatko preslikavanje izmedu glatkih mnogostrukosti M, N dimenzija
m, n redom. Rang od F' u tocki p € M je rang linearnog operatora Fy : TyM — Tpy,)N. Ako F ima isti
rang k u svim tockama od M, tada F nazivamo preslikavanjem konstantnog ranga @ pisemo rg F' = k.

Definicija 5.2 Imerzija je glatko preslikavanje F : M — N takvo da je Fy injektivno u svakoj tocki od
M.

Submerzija je glatko preslikavanje F': M — N takvo da je Fy surjektivno u svakoj tocki od M.

(Glatko) smjestenje je injektivna imerzija F : M — N koja je takoder i topolosko smjestenje, tj. homeo-
morfizam na sliku F(M) C N u (relativnog) induciranoj topologiji.

Uoc¢imo: F': M — N je

1° imerzija ako i samo ako je rg F' = dim M,

2° submerzija ako i samo ako je rg F' = dim N.

Primjer 1. Klasiéna diferencijalna geometrija krivulja i ploha

Glatka krivulja ¢ : I — R3, I C R otvoren interval, je regularna ako je ¢/(t) # 0, t € I. To znaéi da je c,
injektivno (jer nije 0-operator) tj. ¢ je imerzija.

Kod definicije ploha, glatka (lokalna) parametrizacija ¢ : U — R3, U C R? otvoren i povezan, je regularna
ako su 1, @9 linearno nezavisni, te je ¢ opet imerzija.

Primjerice, glatko preslikavanje X : R?> — R3?

X(p,1) = ((2+ cos ) cos ), (2 + cos ) sin 1, sin p)

je imerzija s R? u R? kojemu je slika rotacijski torus u R? (nastao rotacijom kruznice (y — 2)? + 22 = 1
oko z-osi. To preslikavanje inducira smjestenje od T? = S! x S' u R3 (preslikavanje (¢,v) — (€%, e™¥) je
natkrivajuce preslikavanje).

Primjer 2. Projekcija 7 : R*™* — R™ na prvih n koordinata je submerzija. Opéenitije, projekcija
w: My x -+ X My — M; je submerzija.
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Primjer 3. Inkluzija i : R® — R"**

je smjestenje. Opcenitije, inkluzija ¢ : M; <— My X --- X M}, je smjeStenje.
Primjer 4. Lokalni difeomorfizam F' : M — N je i imerzija i submerzija.
Primjer 5. Projekcija vektorskog sveznja m : E — M je submerzija.
Primjer 6. Injektivna imerzija koja nije smjestenje — osmica (Lissajous-ova krivulja)
c:(—m/2,31/2) — R?
c(t) = (sin 2t, cost).

Njena slika se podudara sa skupom {(z,y) € R? : 22 = 4y*(1 — y?)}. Preslikavanje c je injektivna imerzija

jer ¢’ nikad ne iscezava. Nije topolosko smjeStenje, jer je njena slika kompaktan skup u relativnoj topologiji,
dok njena domena to nije.

Propozicija 5.3 Neka je F': M — N je injektivna imerzija. Ako vrijedi neki od uvjeta:

1° F je zatvoreno preslikavanje (preslikava zatvorene skupove u zatvorene)
2° F je pravo (proper) preslikavangje (praslika svakog kompaktnog skupa je kompakt)
3° M je kompakt,

tada je F' smjestenje sa zatvorenom slikom.

Primjer. Pokazali smo da je inkluzija i : S™ < R"! glatko preslikavanje. Kako je i, takoder injekcija u
svakoj tocki, to je ¢ injektivna imerzija. Propozicija 5.3 povlac¢i da je ¢ glatko smjestenje.

Teorem 5.4 (Teorem o inverznom preslikavanju na R"™) Neka su U, V' otvoreni podskupovi od R",
F : U — V glatko preslikavange. Ako je DF(p) regularan operator u nekoj tockip € U, tada postoje povezane
okoline Uy CU odp i Vo CV od F(p) takve da je Fly, : Uy — Vo difeomorfizam.

Vazna posljedica je sljedeéi teorem — nelinearna verzija odgovarajuceg teorema za linearne operatore: za
T :V — W linearni operator ranga r, postoje baze za V i W za koje je matri¢ni prikaz operatora 1" jednak

(50),
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Teorem 5.5 (Teorem o rangu) Neka su U C R™, V. C R" otvoreni podskupovi, F : U — V glatko

preslikavanje konstantnog ranga k. Tada za svaku tocku p € U postoji glatka koordinatna karta (Uy, @) od
R™ oko p, o(p) =0, i glatka koordinatna karta (Vo,v) od R™, Uy C U, F(Uy) C Vo C V, tako da vrijedi

—1/.1 ko k+1 _ 1 k
YoFop “(xz,...,z% " . 2™ = (zF,...,2%0,...,0).
Iduc¢a vazna posljedica Teorema o inverznom preslikavanju je sljedeéi teorem:

Teorem 5.6 (Teorem o implicitnom preslikavanju) Neka je U C R™ x RF otvoren,
($7y):(xl""7$n7y17""yk)'
Neka je @ : U — RF glatko preslikavanje, (a,b) € U, ¢ = ®(a,b). Ako je matrica

9¢’
(57

(a,b)) € Mi(R)

reqularna, tada postoji okolina Vo C R™ od a i okolina Wy C RF od b i glatko preslikavanje F : Vo — Wy
takvo da je ®~1(c) N Vo x Wy graf od F, tj. ®(x,y) = ¢ za (x,y) € Vo x Wy ako i samo ako je y = F(z).

Teorem 5.7 (Teorem o inverznom preslikavanju za mnogostrukosti) Neka su M, N glatke mnogo-
strukosti, p € M, F': M — N glatko preslikavanje za koje je Fi : T,M — T, N bijekcija (tj. izomorfizam,
reqularni operator). Tada postoje povezane okoline Uy oko p i Vi oko F(p) takve da je Fly, : Uy — Vp
difeomorfizam.

Dokaz. Kako je F, bijekcija, to M i N imaju iste dimenzije. Sada primijenimo euklidski rezultat na
koordinatni prikaz od F'. O

Korolar 5.8 Neka su M, N glatke mnogostrukosti iste dimenzije, F' : M — N imerzija ili submerzija.
Tada je F' lokalni difeomorfizam. Ako je F bijekcija, tada je F difeomorfizam.

Dokaz. Da je F lokalni difeomorfizam, slijedi iz Teorema o inverznom preslikavanju. Da je F' uz dani uvjet
difeomorfizam, vidi poglavlje o glatkim preslikavanjima (Propozicija 2.10). O

Primjer. Sferne koordinate

Sferne koordinate (p, ¢, 6) na R? definirane su sa

x = psingpcosf
y = psinpsind
z = pcosp.

Ako definiramo F(p, ¢,0) = (psin g cosf, psin psinf, pcos ), tada je F glatko preslikavanje sa R? u R3.
Jacobijan od F' je

sinpcosf pcospcos —psinpsind
Jp=det | sinpsinf pcosesing psinycosl = p?sine.
COs —psinp 0

Neka je U C R? otvoren skup

U={(p,p,0) eR?:p>0,0<p <}
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Na U je otito J; # 0. Iz Korolara 5.8 slijedi da je F : U — R? lokalni difeomorfizam. Stavimo Vy = F(Up),
gdje je Up C U otvoren skup na kojem je F' injektivno. Tada je inverzno preslikavanje (F|y,)~! : Vo — Up
glatko. Ovakva je argumentacija mnogo jednostavnija nego eksplicitno odredivanje inverza od F'. Za skupove
Up, Vo mogli smo, primjerice, uzeti

Us={(p,p,0) eR?>:p>0, 0<p<m, 0<86<2n},

Vo={(z,y,2) e R?:y #0 ili = <O0}.

Teorem 5.9 (Teorem o rangu za mnogostrukosti) Neka su M, N glatke mnogostrukosti dimenzija m
i n redom, te neka je F' : M — N glatko preslikavanje konstantnog ranga k. Tada za svaki p € M postoje
glatke koordinate (x',... ™) centrirane u p i glatke koordinate (vl ... v™) centrirane u F(p) s obzirom na
koje F' ima sljedeci koordinatni prikaz

Dokaz. Uzmimo U C M, V C N za koordinatne domene oko p i F(p), te koordinatni prikaz od F. Tada
tvrdnja slijedi iz euklidskog slucaja. O

Korolar 5.10 Neka je F': M — N glatko preslikavanje na glatkoj povezanoj mnogostrukosti M. Tada su
sljedece tvrdnje ekvivalentne:

1° Za svaku tocku p € M postoje glatke karte oko p i F(p) s obzirom na koje je koordinatni prikaz od F
linearan.

2° I je konstantnog ranga.

Dokaz. Pokazimo najprije da 1° povlaci 2°. Neka F' ima linearni koordinatni prikaz. Kako je svaki linearni
operator konstantnog ranga, slijedi da je rang od F' konstantan u okolini svake tocke, te zbog povezanosti
od M konstantan i na M.

Obratno, ako F' ima konstantni rang, tada Teorem o rangu povlac¢i da je njegov prikaz linearan u okolini
proizvoljne tocke. O

Teorem 5.11 Neka je F': M — N glatko preslikavanje konstantnog ranga.

1° Ako je F' surjektivno, tada je F' submerzija.
2° Ako je F injektivno, tada je F imerzija.

3° Ako je F bijektivno, tada je F difeomorfizam.

Dokaz. Uoc¢imo da je 3° posljedica 1° (F submerzija) i 2° (F imerzija), stoga M i N imaju jednake
dimenzije. Sada Korolar 5.8 povlaci da je F' difeomorfizam.

Da dokazemo 2°, stavimo m = dim M, n = dim N, k = rg F'. Pretpostavimo da F' nije imerzija. Tada je
k < m. Po Teoremu o rangu, u okolini po volji odabrane tocke, postoji koordinatna karta u kojoj F' ima
koordinatni prikaz

F(zt, ... 2% = (2, ... 2% 0,...,0).
Sada slijedi F'(0,...,0,¢) = (0,...,0,0), za bilo koji dovoljno mali €. Stoga F' nije injekcija.

Za dokaz tvrdnje 3°, koristimo rezultate o skupovima mjere 0 na mnogostrukosti. O
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5.2 Podmnogostrukosti
Motivacija. Linearni slucaj: L je k-dimenzionalni potprostor od R". Tada L mozemo dobiti kao
1° jezgru surjektivnog preslikavanja L : R® — R"%,

2° sliku injektivnog preslikavanja L : R¥ — R".

Definicija 5.12 Neka je U otvoren podskup u R™. Podskup od U oblika

S ={(zt, ... 2k ) e Ut = L et = )

+1

gdje su ¢t ... ¢ konstante, nazivamo k-slojem od U.

Definicija 5.13 Neka je M glatka mnogostrukost, (U, ) koordinatna karta na M. Podskup S od U za koji
je p(S) k-sloj od p(U) nazivamo k-slojem od U. Tada koordinate (U, ) nazivamo koordinatama sloja.

Podskup N C M nazivamo smjestenom podmnogostrukoséu (regularnom podmmnogostrukoséu) dimenzije k
ako za svaku tocku p € N postoji koordinatna karta (U, ) od M takva da jep € U i UNN je k-sloj od U.

Ragzliku dim M — dim N nazivamo kodimenzijom od N u M. Primjerice, smjeStene hiperplohe su smjestene
podmnogostrukosti kodimenzije 1, otvorene podmnogostrukosti su smjestene podmnogostrukosti kodimen-
zije 0.

Lema 5.14 (Lokalna priroda smjestenih podmnogostrukosti) Neka je M glatka mnogostrukost i N
podskup od M. Neka svaka tockap € N ima okolinu U C M takvu da je UNN smjestena k-podmmnogostrukost.
Tada je N smjestena k-podmmnogostrukost.

Primjer 1. Standardno smjestenje R* u R”

(b, ... 2% = (b, .. 2k,0,...,0)

Primjer 2. Graf glatke funkcije
Neka je F : U — R*, U C R" glatka funkcija. Njen graf

I(F)={(z,y) e R"xRF: 2 € U, y=F(z)}
je smjestena n-dimenzionalna podmnogostrukost mnogostrukosti R+,

Definiramo preslikavanje ¢ : U x R¥ — U x R*

o(z,y) = (z,y — F(z)).

Preslikavanje ¢ je difeomorfizam s inverzom ¢~ (u,v) = (u,v + F(u)), a o(T'(F)) je sloj {(u,v) : v =0} od
U x R

Primjer 3. Sfera S? je smjestena podmnogostrukost u R3.

Neka je U = D x R, D = {(z,y) : 22 + 4% < 1)} otvoren podskup od R3.

Definiramo preslikavanje ¢ : U — U, ¢(z,y,2) = (z,y,z — m) Gornja polusfera je sloj
¢(S3) = {(u,v,w) € U : w = 0}.

Oko svake tocke sfere mozemo konstruirati kartu sloja.

Analogno bismo dokazali da je sfera S™ je smjestena podmnogostrukost u R"*1.

Drugadcije, u sfernim koordinatama (r, ¢, ) imamo r = 1.
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Teorem 5.15 Neka je N C M smjestena k-podmnogostrukost w M. S relativnom topologijom, N je
topoloska mnogostrukost dimenzije k © ima jedinstvenu glatku strukturu tako da je inkluzija N — M glatko
smjeStenje.

Dokaz. [Skica]
Osnovna ideja: Ako su (z',...,2") koordinate sloja za N u M, tada koristimo (!, ... ,azk) kao koordinate
za N.

1. N je Hausdorffov i zadovoljava 2. aksiom prebrojivosti, jer ta svojstva nasljeduju podskupovi.

2. Neka je (U, ¢) koordinatna karta sloja, 7 : R” — RF projekcija. Tada
V=UNNCM, V=mnop(V)CRF, p=mog|ly:V =V,

definira atlas na N, te je N topoloska k-mnogostrukost i inkluzija ¢ : N — M je topolosko smjestenje.
3. N je glatka mnogostrukost: provjeriti jesu li konstruirane karte glatko povezane.

4. Jedinstvenost glatke strukture s danim svojstvima: neka je A neka druga glatka struktura sa svojstvom
da je inkluzija glatko smjestenje. Dovoljno je pokazati da je svaka karta konstruiranog atlasa (V, ¢) povezana
sa svakom kartom od .A. O

Teorem 5.16 Slika glatkog smjestenja je smjestena podmnogostrukost.

Dokaz. Neka je F': N — M glatko smjestenje. Treba pokazati da svaka tocka od F(IN) ima koordinatnu
okolinu U C M tako da je F(N)NU sloj u U.

Neka je p € N. Preslikavanje F' je preslikavanje konstantnog ranga, te Teorem o rangu povlac¢i da postoje
koordinatne karte (U, ) (centrirana u p), (V,1) (centrirana u F(p)) s obzirom na koje koordinatni prikaz
od F glasi

To povlaci da je F'(U) sloj u V.

Kako je smjestenje homeomorfizam na sliku u relativnoj topologiji, (U) otvoren u F(N) znaci da postoji
otvoren skup W C M takav da je F'(U) = WNF(N). Stavimo V = VNW, te dobivamo kartu sloja (V,¥|)
koja sadrzi F(p) i za koju vrijedi da je VN F(N) =V NF(U) sloj za V. 0

Korolar 5.17 Smjestene podmogostrukosti su upravo slike glatkih smjestenja.

Dokaz. Iz prethodna dva teorema. Neka je N C M smjestena podmnogostrukost. Tada je N = i(N), gdje
je i: N — M smjestenje (Teorem 5.15).

Obratno, ako je F': M — M smjestenje, tada je F(N) C M smjestena podmnogostrukost (Teorem 5.16).
U

Tangencijalni prostor smjestene podmogostrukosti

Tangencijalni prostor smjestene podmogostrukosti moé¢i ¢emo, uz odgovarajue identifikacije, promatrati
kao potprostor tangencijalnog prostora mogostrukosti.
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Neka je N smjestena podmnogostrukost u M, M glatka mnogostrukost. Kako je preslikavanje i : N — M
smjestenje (posebno, imerzija), u tocki p € N preslikavanje i, : T,N — T,M je injektivno. Tangencijalni
prostor smjestene podmogostrukosti identificiramo sa slikom tog preslikavanja, pa T, N shvacamo kao pod-
skup od T, M. Pritom derivaciju (tangencijalni vektor) X € T, N identificiramo sa i,X € T,M koji djeluje
na f € C*°(M) kao

Xf=X)f=X(foi)=X(f[n)

Propozicija 5.18 Kao potprostor od T),M, tangencijalni prostor T,N dan je sa

T,N={XeT,M:Xf=0za fecC®M), fln=0}

5.3 Nivo-skupovi

Neka je F': M — N preslikavanje, ¢ € N. Skup
Fle)={xeM:F(z) =c}

nazivamo nivo-skupom od F'.

Primjerice, jedini¢na sfera S? je nivo-skup F~!(1) funkcije F : R® — R, F(z,y,2) = 2% + y? + 22

Teorem 5.19 (Preslikavanja konstantnog ranga) Neka su M, N glatke mnogostrukosti, F : M — N
glatko preslikavangje konstantnog ranga k. Svaki nivo-skup od F' je zatvorena smjestena podmmnogostrukost od
M kodimenzije k.

Dokaz. Neka je ¢ € N i neka S oznacava nivo-skup F~1(¢) C M. Ogito je zbog neprekidnosti S zatvoren
u M. Trebamo pokazati da za svaku tocku iz p € S postoje koordinate sloja za S u M oko p. Iz Teorema
o rangu, postoje glatke koordinatne karte (U, ) centrirane u p (p(p) = 0) i (V,9) centrirane u ¢ = F(p)
(¥ (F(p) = 0) u kojima F' ima koordinatni prikaz

Stoga je SN U sloj

O

Teorem 5.20 (Submerzije) Neka su M, N glatke mnogostrukosti, F' : M — N submerzija. Svaki nivo-
skup od F' je zatvorena smjestena podmnogostrukost od M kodimenzije jednake dimenziji od N.

Dokaz. Submerzija je preslikavanje konstantnog ranga jednakog dim N. O

Definicija 5.21 Neka je F' : M — N glatko preslikavanje. Tocka p € M naziva se reqularnom tockom
preslikavanja F' ako je preslikavanje Fy : Ty,M — Tp N surjektivno, inace kriticnom tockom. Tocka ¢ € N
naziva se regularnom vrijednoséu od F, ako je svaka tocka nivo-skupa F~'(c) regularna, inace kriticnom
vrijednoiéu. Posebno, ako je F~1(c) = 0, tada je c regularna vrijednost.

Ako je c reqularna vrijednost, tada se nivo-skup F~1(c) naziva reqularnim.

Uoc¢imo: Ako je dim M < dim N, svaka je to¢ka kriti¢na.

Regularan nivo-skup je nivo-skup koji se sastoji od regularnih tocaka.
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Slika 3: Nivo-skupovi

Teorem 5.22 (Regularni nivo-skupovi) Svaki reqularni nivo-skup glatkog preslikavanja je zatvorena smje-
stena podmmnogostrukost od M kodimenzije jednake dimenziji slike.

Dokaz. Neka je F': M — N glatko preslikavanje i ¢ € N regularna vrijednost preslikavanja F' takva da je
F~Y(c) # 0. Preslikavanje F, ima rang jednak dim N u svakoj tocki skupa F~!(c). Jos treba pokazati da je
skup tocaka U C M za koje je rgF =dim N otvoren u M, jer je tada F|y : U — N submerzija, te mozemo
primijeniti prethodni teorem na U (uo¢imo da je smjestena podmnogostrukost od U je takoder smjestena
podmnogostrukost od M).

Pokazimo da je U otvoren. Stavimo m = dim M, n = dim N i neka je p € U. Uzmimo koordinatne okoline
oko p i F'(p) i promotrimo koordinatni prikaz preslikavanja Fi, rg Fx = n. S obzirom na odgovarajuce baze,
njegov matri¢ni prikaz (matrica tipa (n,m)) ima n X n-minoru koja je regularna (determinanta joj je razlicita
od 0). Zbog neprekidnosti, determinanta ¢e biti razli¢ita od 0 i u nekoj okolini od p, §to povlaci da je F
ranga n u toj okolini. Zbog proizvoljnosti od p, U mozemo pokriti otvorenim skupovima. 0

Napomena. Ako je f : M — R glatko preslikavanje, tada je p € M regularna tocka ako i samo ako je
df, # 0.

Primjer 1. Sfera S™ je smjeitena podmnogostrukost kao regularni nivo-skup funkcije f : R**! — R,
f(z) = |z|? (diferencijal df =23 ", 2'dx" i§€ezava samo u ishodistu.)

Propozicija 5.23 Podskup S glatke n-mnogostrukosti M je smjestena k-podmmnogostrukost od M ako i samo
ako svaka tocka p € S ima okolinu U u M tako da je UN S nivo-skup submerzije F : U — R*F,

Dokaz. Neka je S smjestena k-podmnogostrukost. Ako su (x!,...,2") koordinate sloja za S na otvorenom

skupu U C M, tada preslikavanje F : U — R" % u koordinatama dano s F(z) = (zFT1 ... 2") je
submerzija za koju je jedan od nivo-skupova S NU.

Obratno, pretpostavimo da oko svake tocke p € S postoji okolina U i submerzija F : U — R* ¥ takva da
je SNU = F~Y(c), za neki ¢ € R"*. Koristedi teorem za nivo-skupove submerzija, dobivamo da je S N U
smjestena podmnogostrukost od U. Sada Lema 5.14 povlaci da je S smjeStena podmnogostrukost. O

Napomena. Funkcija F': M — N koja odreduje podmnogostrukost S (U N S) kao regularni nivo-skup
naziva se (lokalno) definirajuéa funkcija.

Propozicija 5.24 Neka je S smjestena podmnogostrukost. Ako je F: U — N lokalno definirajuca funkcija
za S, tada je T,S = KerF,, pe U.
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Primjer 4. Vektorski prostor matrica reda n, M, (R), je glatka mnogostrukost dimenzije n%. Opéa linearna

grupa Gl(n,R) (regularnih matrica) je otvorena podmnogostrukost dimenzije n?.

Primjer 5. Ortogonalna grupa O(n,R)

Matrica A je ortogonalna ako vrijedi A- A™ = A - A = I, gdje je I jedini¢na matrica reda n. Pokazimo da
je O(n,R) smjestena podmnogostrukost od Gi(n,R).

Oznacimo sa S(n, R) prostor simetriénih matrica i promotrimo preslikavanje
F:Gl(n,R) — S(n,R)
F(A)=AA".
Pokazat ¢emo da je I regularna vrijednost preslikavanja F, te je skup F'~1(I) = O(n, R) smjestena podmno-

n(n+1)

gostrukost kodimenzije , odnosno dimenzije

n(n—l).
2

Promotrimo push-forward

F. : TaGl(n,R) — Tp4S(n, R)
preslikavanja F' u tocki A € O(n,R) C Gl(n,R). Dobivamo
F(X)=AXT+ XA,
gdje je X € M,(R) (identificiramo T4Gl(n, R) sa M,(R) = R™, S(n,R) sa S(n,R)).
Zaista, neka je ¢ : I — M, (R) krivulja ¢(t) = A+ tB, ¢(0) = A, ¢(0) = B. Sada je

d
F.B = F.d(0) = (Fo0)'(0) = —[i=F(A+1B)
d
= %|t:0(14 +tB)(A+tB)" = AB™ + BA".

1
Ako je Y € §(n, R) proizvoljan, tada se §YA preslika u Y,
FUYAJ2) = A(YA/2) + (YA/2)A™ =Y,

pa smo pokazali da je F surjektivno preslikavanje (za svaki Y € S(n,R), posebno za I).

Primjer 6. Specijalna linearna grupa Si(n, R)
Si(n,R) ={A € M,(R) : det A = 1}.

Pokazimo da je 1 regularna vrijednost preslikavanja det : GI(n,R) — R, Sl(n,R) = det™!(1). U tu svrhu
pokazat ¢emo da je det submerzija.

Neka je A € Gl(n,R) po volji odabrana matrica. Za diferencijal od det, d(det) 4 : T4(Gl(n,R)) — R, vrijedi
d(det) 4(B) = (det(A))tr(A™'B), B € My(R).
Ako stavimo B = A, tada imamo
d(det) 4(A) = (det(A))tr(A™1A) = (det A) - n # 0.

Dakle, diferencijal d det ne iS¢ezava niti u jednoj tocki od Gl(n,R), pa je det submerzija. Time je pokazano
da je Sl(n,R) smjestena podmnogostrukost dimenzije n? — 1.
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5.4 TImerzirane podmnogostrukosti

Imerzirane podmnogostrukosti su slike injektivnih imerzija (ne nuzno smjestenja). Precizirajmo:

Definicija 5.25 Neka je M glatka mnogostrukost. Imerzirana podmnogostrukost dimenzije k od M je pod-
skup N C M snabdjeven strukturom k-mmnogostrukosti (ne nuzno s relativnom topologijom) i glatkom struk-
turom tako da je inkluzija i : N — M glatka tmerzija.

Dobivamo ih najéesée na sljedeéi nacin: neka je F': N — M injektivna imerzija, skup F(N) snabdijemo
topologijom u kojoj je skup U C F(N) otvoren ako i samo ako je F~(U) otvoren u N. Uz tu je topologiju
F(N) topoloska k-mnogostrukost homeomorfna sa N. Nadalje, F'(IN) ima jedinstvenu glatku strukturu za
koju je preslikavanje F' : N — F(N) difeomorfizam. Koordinatna preslikavanja na F(N) su ¢ o F~1 gdje
su ¢ koordinatna preslikavanja na N. Sada je preslikavanje i : F(N) < M sigurno glatka imerzija jer je
kompozicija difeomorfizma i imerzije

F(N)— N — M.

Propozicija 5.26 Imerzirane podmnogostrukosti su upravo slike injektivnih imerzija.

Dokaz. Ako je N C M imerzirana podmnogostrukost, tada je ¢ : N — M injektivna imerzija po definiciji.

Obratno, slika injektivne imerzije ima jedinstvenu topologiju i glatku strukturu tako da postaje imerzirana
podmnogostrukost za koju je dana imerzija difeomorfizam na sliku. O

Primjer. Krivulja osmica je imerzirana, ali ne i smjestena podmnogostrukost.

Uocimo: imerzirana podmnogostrukost je smjeStena podmnogostrukost ako i samo ako ima relativnu topologiju
tj. ako i samo ako je imerzija smjestenje.

Propozicija 5.27 Neka je F' : N — M imerzija. Tada je F lokalno smjestenje: za svaku tocku p € N
postoji okolina U od p uw N takva da je F|y : U — M smjestenje.

Definicija 5.28 Neka je S C M imerzirana k-podmnogostrukost. Lokalna parametrizacija od S je (glatko)
smjestenje X : U — M, U C RF otvoren, kojemu je slika otvoren podskup od S i koje je glatko kao
preslikavanje u S.

Uocimo, ako je S = M, tada je lokalna parametrizacija od M inverz koordinatnog preslikavanja.
Propozicija 5.29 Neka je S C M imerzirana podmnogostrukost. Tada je svaka tocka p € S u slici lokalne

parametrizacije od S. Ako je X : U — M lokalna parametrizacija, tada postoji jedinstvena glatka koordinatna
karta (V, ) za S takva da je X =io oY, gdje jei: S — M inkluzija.

Primjer. Preslikavanje F : B> — R3, B? je otvoren krug u R3, dano s

F(u,v) = (u,v, V1 —u? —v?)

je glatka lokalna parametrizacija od S? kojoj je slika gornja otvorena polusfera.

Primjer. Preslikavanje c : (—7/2,7/2) — R2, c(t) = (sin2t,cost) je glatka lokalna parametrizacija imerzi-
rane osmice kojoj je slika dio krivulje u otvorenoj gornjoj poluravnini.

Napomena. Koje se mnogostrukosti mogu smjestiti u euklidski prostor? Odgovor je: sve. Time se
objasnjava navika vizualizacije podmnogostrukosti kao podskupova od R™, za neki m.
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Teorem 5.30 (Whitneyev teorem o smjestenju, 1936.) Svaka glatka n-mnogostrukost dopusta smgje-
stenje u R*™ kao zatvorena podmnogostrukost.

Teorem 5.31 (Whitneyev teorem o imerziji) Svaka glatka n-mnogostrukost dopusta imerziju u R*™.

Teorem 5.32 (Nashov teorem o izometri¢nom smjestenju, 1956.) Svaka Riemannova n-mnogostru-
kost dopusta izometricno smjestenje u R™, za neki m.

Zadaci

1. Zadana je f : R® — R, f(z,y,2) = 2%y? + 2222 + y?2% — 4ayz. Za koje realne brojeve c je nivo-skup
f~1(c) smjestena podmnogostrukost?

2. Zadana je f : R> —» R, f(z,y) = 22 — y%. Za koje realne brojeve c je nivo-skup f~!(c) smjestena
podmnogostrukost?

3. Neka je S rotacijski torus u R? dobiven rotacijom kruznice (y —2)? + 22 = 1 oko z-osi. Pokazite da je
S dan kao regularan nivo-skup f71(0), gdje je f: R3 = R, f(z,y,2) = (Va2 +y? —2)2 + 22 - 1.

4. Pokazite da za diferencijal od det, d(det)4 : Ta(Gl(n,R)) — R, vrijedi
d(det) 4(B) = (det(A))tr(A™'B), B € My(R).

(Uputa: Ako su A = A(t) regularne matrice, pokazite
d
- det A(t) = det A(t)tr(A7T A/ (1)),

gdje je A’(t) matrica s elementima da% /dt. Koristite Laplaceov razvoj determinante i formulu za

inverz A~1 = 1 Adj(A).)

5. Dokazite Propoziciju 5.24: Neka je S smjestena podmnogostrukost. Ako je F' : U — N lokalno
definirajuca funkcija za S, tada je T),S = KerF,, p € U. Koristeci taj rezultat, opisite tangencijalnu
ravninu sfere. (Uputa: Neka je ¢ : I — S krivulja na S, tada je (F o ¢)(t) = ¢ = const. Dakle
(Foc)(t) = Fu(d(t)) =0, tj. tangencijalni vektor od ¢ je u KerFy.)

6. Pokazite da je specijalna ortogonalna grupa SO(n,R) = {A € O(n,R) : det A = 1} smjeStena
podmnogostrukost od M, (R). Koje dimenzije? (Uputa. SO(n,R) je otvorena podmnogostrukost u
O(n,R) matrica pozitivne determinante, dakle njezina dimenzija je @)

7. Hopfova fibracija je preslikavanje h : S — S? koje mozemo zapisati i na sljedeéi na¢in: uzmemo
S3  C2, 82 ¢ R x C i definiramo

h(z,y) = (|2]* — |y|*,227), =,y € C.

Pokazite da je h surjektivno preslikavanje i da je njegov push-forward h;; : T,5% — Th(p)52 surjektivan
za svaku tocku p € S3. Je li tada proizvoljna tocka ¢ € S? regularna vrijednost? Jesu li nivo-skupovi
h~'(c) smjestene podmnogostrukosti? Koje (ko)dimenzije?

Uvjerite se da se kruznica (cost,sint,0,0) C S% Hopfovim preslikavanje preslika u to¢ku (1,0, 0) € S2.
Vrijedi i opéenito — nivo-skupovi h~!(¢) su zapravo velike kruznice (Hopfovo preslikavanje kruznice S*
u S3 preslikava u tocke u S2.)
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6 TENZORI

6.1 Tenzori na vektorskim prostorima

Neka je V realan vektorski prostor dimenzije n, V* njegov dual.

Kovaryantni k-tenzor na V je multilinearno preslikavanje

F:Vx...xV —=R.
———
k

Broj k nazivamo rangom tenzora. O0-tenzor je realan broj. Prostor svih kovarijantnih k-tenzora na V'
oznacavamo s T*(V).

Primjer. Linearno preslikavanje w : V' — R je kovarijantni 1-tenzor. Kovarijantni 2-tenzor je realna
bilinearna funkcija koja djeluje na dva vektora, naziva se bilinearnom formom (primjerice, skalarni produkt).
Determinanta, promatrana kao funkcija od n vektora, je kovarijantni n-tenzor.

Kontravarijantni [-tenzor na V' je multilinearno preslikavanje

F:V*x.---xV*—=R.
| ——
l

Prostor svih kontravarijantnih /-tenzora na V' oznacavamo s (V).

MjesSoviti tenzor tj. tenzor tipa (lf) ((k,1) — tenzor) ili k-kovarijantni, l-kontravarijantni tenzor na V je

multilinearno preslikavanje
F:V'x . xV*xVx.--xV —R.

-~

l k

Prostor svih (k,[)-tenzora na V oznacavamo s T (V).

Identifikacije (izomorfizmi):
1°TE(V) =THV), TXV) = Ty(V),
20 THV)=V*, T(V)=V* =V, T(V) = R,
(kovarijantni 1-tenzori su linearni funkcionali, kontravarijantni 1-tenzori su vektori),

3° T1(V) = End(V),
(mjesoviti (1, 1)—tenzori su linearni operatori : V' — V). Posljednja tvrdnja se realizira izomorfizmom
@ : End(V) — THV), ®(A)(w, X) = w(AX).

Tenzorski produkt tenzora F € TF(V), G € T¥ (V) je tenzor F @ G € ﬂif]p(V) definiran s
F® G(wl, o ,wl+q,X1, RN Xk’—‘,—p)
= F(wl, cee ,wl,Xl, ey Xk)G(lerl, ce ,lerq,Xk_H, ce an—i-p)'
Operacija tenzorskog produkta je bilinearna i asocijativna.

Primjer. Ako suw,w 1-kovektori, tadajew®w : VxV — R, w®w(v,v) = w(v)w(v) kovarijantni 2-tenzor.

Propozicija 6.1 Neka je V n-dimenzionalan vektorski prostor, (E;) baza za V., (€') dualna baza. Skup svih

tenzora oblika
B={"® ---®@€*, 1<iy,...,ix <n}

je baza za T*(V). Prostor T*(V) je dimenzije n*.
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Dokaz. B je skup izvodnica:

Za bilo kojih k indeksa iy, . .., iy, definirajmo realne brojeve T3, ;, = T(E;,, ..., E;, ). Proizvoljan se tenzor
T € T*(V) moze prikazati kao T' = T, iy, €1 ®---@e*. Jednakost lijeve i desne strane utvrduje se djelovanjem
na proizvoljnih k vektora Ej ..., Ej, baze od V (kako je T multilinearan, djelovanje tenzora dovoljno je

provjeriti na vektorima baze).

B je linearno nezavisan skup: Iz
Til...ikfil R eik(Ejlv SRR Ejk) =0

slijedi T3, .. ;, = 0. 0

Posebno:
1° dimTH(V) = n,

2° dimT?(V) = n?, gdje je T?(V) prostor svih bilinearnih formi na V. Proizvoljna bilinearna forma
zadana je kvadratnom matricom n-tog reda (7j;), tj.

T="Tjexd=

The' @€ + .. 4+ Tine' @™+ ...+ T Qe + ...+ Thpe™ @ ™.

Neka je (E1,...,Ey) baza za V| €1,..., €, dualna baza za V*. Baza za leV je dana tenzorima oblika
Ej1®“‘®Ejl®€il QR €,
gdje su iy, jq € {1,...,n}, koji djeluju na elemente baze

Ej,@ - QFE; @€ @ - k(... % By, By) = 050 53160 - 61k

Ji°T1

Proizvoljan tenzor F' € le(V) moze se napisati kao linearna kombinacija elemenata baze

F:Fj1~"lejl®...®Ejl®ei1®---®6ik,

i1t
gdje je o , ,
Fiviit— Pt By, .. Ey).

i1

Trag (kontrakcija) snizuje rang tenzora za 2: U specijalnom slucaju tr : T} (V) — R je trag od F kao
linearnog operatora sa V u V.

Opéenito definiramo

.kt k
troTyyy — T

tako da je tr(F)(w!,...,w!, Vi,..., V) trag endomorfizma F(w!,... ! - Vi, ..., Vi,) € TH(V).
Apstraktni tenzorski produkt vektorskih prostora
Cilj: Uvesti T%(V) kao apstraktnu strukturu

T*FV)=V"® - V*,
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gdje izraz na desnoj strani zamisljamo kao skup svih linearnih kombinacija tenzorskih produkata eleme-
nata od V* (motivacija: svaki se kovarijantni k-tenzor moze napisati kao linearna kombinacija tenzorskog
produkta kovektora).

Neka je S skup. Slobodan vektorski prostor nad S, RS, je skup svih kona¢nih formalnih linearnih kombinacija
elemenata iz S sa koeficijentima iz R. Konaé¢na formalna linearna kombinacija je funkcija F : S — R takva
da je F(s) = 0, za sve osim za kona¢no mnogo s. Uz operacije zbrajanja i mnozenja skalarom definirane po
tockama, R.S postaje vektorski prostor. Elemente od S identificiramo s elementima od R.S tako da elementu
x € S odgovara funkcija F € RS takva da je F(z) = 1, inace 0. Svaki se element iz RS moze na jedinstven
nacin napisati kao suma F = >, a;z;, gdje su x1, ..., T, elementi od S za koje je F(xz;) # 01 a; = F(x;).
Baza za RS je skup S (prema tome, RS je kona¢nodimenzionalan ako je S konacan).

Propozicija 6.2 (Karakteristi¢no svojstvo slobodnih vektorskih prostora) Neka je S skup i W vek-
torski prostor. Tada svako preslikavanje F' : S — W ima jedinstveno prosirenje do linearnog preslikavangja
F:RS—W.

Neka su V, W konacnodimenzionalni realni vektorski prostori i neka je R potprostor slobodnog vektorskog
prostora R(V x W) razapet s elementima

a(v,w) — (av,w)

a(v,w) — (v, aw)
(v,w) + (v, w) — (v + v, w)
(v,w) + (v,w') — (v,w +w).
Tenzorski produkt od Vi W, V @ W, je kvocijentni prostor R(V x W)/R. Klasa ekvivalencije elementa

(v,w) oznacava se sa v ® w 1 naziva tenzorskim produktom od v i w. Svaki element od V ® W moze se
napisati kao linearna kombinacija elemenata oblika v ® w, no svaki element nije oblika v ® w.

Propozicija 6.3 (Karakteristi¢no svojstvo tenzorskog produkta) Neka su V, W konacénodimenzi-
onalni realni vektorski prostori, A : V. x W — X bilinearno preslikavanje u vektorski prostor X. Tada
postoji jedinstveno linearno preslikavanje A :' V@ W — X tako da sljedeéi dijagram komutira (w(v,w) =
vRw)

VxW

VoW

Propozicija 6.4 Neka su V, W, X konacnodimenzionalni realni vektorski prostori.

1° Tada je V* QW™ kanonski izomorfan s vektorskim prostorom B(V, W) svih bilinearnih formi sa V-x W
u R.

2° Ako je (E;) baza za V, (F;) baza za W, tada je skup svih elemenata oblika E; @ F; baza za V @ W.
Stoga je dim(V @ W) = (dimV)(dimW).
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3° Postoji jedinstveni izomorfizam sa V@(W®X) — (VW)®X koji preslikava v®@(w®@x) u (v@w)Rx.

Dokaz. 1° Definiramo
OV x W* — B(V, W)
P(w,n)(v, w) = w(v)n(w).
Lako se pokaze da je ® bilinearno preslikavanje, pa se po Karakteristicnom svojstvu faktorizira do jedin-

stvenog linearnog preslikavanja ® : V* @ W* — B(V, W). Provjerimo da je ® izomorfizam (konstruirat éemo
njegov inverz).

Neka su (E;) i (Fj) baze za V i W, (¢%), (¢7) njihove dualne baze. Prostor V* ® W* razapet je elementima
oblika w ®n, w € V* n € W*, stoga se svaki element 7 € V* ® W* moze napisati u obliku 7 = Tijﬁi ® ¢J
(zapis nije nuzno jedinstven).

Sada definiramo preslikavanje ¥ : B(V, W) — V* @ W*
U(b) = b(Ey, F)e* @ ¢
Treba pokazati da je ¥ inverz od ® i obratno. O

Korolar 6.5 Neka je V konacnodimenzionalan realni vektorski prostor. Tada je prostor T*(V') svih kova-
rijantnih k-tenzora na V' kanonski izomorfan sa V@ --- @ V*.

6.2 Tenzori na mnogostrukostima

Neka je M glatka mnogostrukost, tenzore konstruiramo na vektorskom prostoru 7,M. Oznaka za prostor
tenzora tipa (k, 1) u tocki p € M je T}(T,M). Vektorski svezanj tenzora tipa (k,1) je

1¥(M) = [] T (T, M).
peEM

Proizvoljan tenzor F € T}(T,M) moze se lokalno napisati kao

— Ji--d

Tenzorsko polje je glatki prerez nekog tenzorskog sveznja le(M ).

Oznake: T*, T;, T* za glatke prereze sveznjeva T%(M), T)(M), TF(M) redom.

Povlak

Neka je F' : M — N glatko preslikavanje. Za svaki & > 01 p € M definiramo preslikavanje F* :
Tk (TpEpN) — Tk (T, M), kojeg nazivamo povlak kovarijantnog k-tenzora

F*(8)(X1,...X}) = S(F.X1,..., F.X)).

Uocite svojstva povlaka tenzora (vidi zadatke).

Kao i glatka kovektorska polja, definicija povlaka se prosiruje na glatka kovarijantna tenzorska polja —
oni mogu se povuci pomocu glatkih preslikavanja. Neka je F' : M — N glatko preslikavanje, o glatko
kovarijantno k-tenzorsko polje na N. Definiramo k-tenzorsko polje F*o na M pomocu

(F"0)p = F*(0p@p)),
tj.
(F*U)p(Xl, ceey Xk) = O'F(p)(F*Xl, e ,F*Xk)
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6.3 Simetricni tenzori, simetrizacija i simetri¢ni produkt

Simetri¢ni (ili kovarijantni ili kontravarijantni) tenzori su oni ¢ija se vrijednost ne mijenja zamjenom argu-
menata.

Neka je V kona¢nodimenzionalan realan vektorski prostor. Kovarijantni k-tenzor je simetrican ako je
T(Xl,...,XZ',...,Xj,...,Xk) :T(Xl,...,Xj,...,Xi,...,Xk), 1<i<3< k.

Skup svih simetri¢nih kovarijantnih k-tenzora na V oznacavamo sa X¥(V'). To je potprostor od T#(V).
Projekcija Sym: T#(V) — £*(V) naziva se simetrizacijom i definira na sljede¢i naéin.

Neka je Sy simetriéna grupa od k elemenata, o € Si, T € T*(V). Definiramo najprije tenzor
TT(( X1y, Xi) = T(Xo)s - Xoi))-

Uocimo da vrijedi 7(°7T") =7 T. Sada definiramo

SwnTE:%iEZUT.

oESk
Propozicija 6.6 (Svojstva simetrizacije)

1° Za svaki kovarijantni tenzor T', Sym'T je simetric¢an tenzor.

2° Tenzor T je simetrican ako i samo ako je SymT =T.
Za simetri¢ne tenzore S, T na V tenzorski produkt S ® T nije opéenito simetrican tenzor.
Za simetricne tenzore S € X¥(V), T € ${(V) definiramo simetri¢an produkt kao (k + I)-tenzor ST
ST =Sym(S®T).

Ili eksplicitno

1
(k+1)!

ST(X1,...,Xku) = D S(Xo)s s X)) T Koty - - Xo(err))-

GES}C+1

Propozicija 6.7 (Svojstva simetriénog produkta)
1° Operacija simetriénog produkta je simetricna i bilinearna, tj. vrijedi
ST =TS, (aR+bS)T = aRT + bST

2° Ako su w i n kovektori, tada

1
wi = (w1 +1nQw).

Simetriéni tenzori na mnogostrukosti. Neka je M glatka manogostrukost. Simetri¢ne tenzore defini-
ramo na vektorskom prostoru T, M. Simetricno tenzorsko polje je kovarijantno tenzorsko polje kojemu je u
svakoj tocki p pridruzen simetri¢ni tenzor. Riemannova metrika na M je glatko, simetri¢no (kovarijantno)
2-tenzorsko polje koje je pozitivno definitno u svakoj tocki.
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6.4 Alternirajuci tenzori, alternirajuca projekcija i vanjski produkt

Alternirajuéi tenzori su oni tenzori koji mijenjaju predznak svaki put kad se zamijene dva argumenta.

Primjer. Determinanta kao funkcija od n-vektora (redaka ili stupaca matrice) je alternirajuéi n-tenzor.

Neka je V kona¢nodimenzionalan realan vektorski prostor. Kovarijantni k-tenzor nazivamo alternirajucim
ako je
T(Xl,...,Xi,...,Xj,...,Xk) = —T(Xl,...,Xj,...,Xi,...,Xk), 1<i<y < k.

Skup svih alternirajuéih k-tenzora oznacavamo sa A*(V). Njegove elemente takoder nazivamo k-kovektorima
ili vangskim k-formama.

Propozicija 6.8 Neka je Q k-tenzor za koji vrijedi Q(X1,...,X;) = 0, za linearno zavisne Xi,...X.
Tada je Q) alternirajuci tenzor i obratno.

Dokaz. Neka su Xj,... X} linearno zavisni i Q(Xy,...,X;) = 0. Tada je, posebno, 2 = 0 ako su dva
vektora jednaka. Iz toga slijedi

0=0(X1,.... Xi+Xj,... . Xi +X;,...,Xp) =
QXX X X)X, XX X))+
QX1 L X, X LX) QXL XL X X)) =
0+*+x+0.
Odavde slijedi da je €2 alternirajudi.

Dokazimo obrat. Uo¢imo najprije da ako je € alternirajuéi tenzor, tada je
QUX1,. ., Xy, Xy, Xg) =0,

Ako su X7i,... X linearno zavisni, tada se jedan od vektora moze izraziti kao linearna kombinacija drugih,
odakle slijedi tvrdnja. O

1z prethodnog slijedi da ne postoje ne-nul alternirajuéi k-tenzori na V za koje je k > dimV'.
Svaki 0-tenzor (realni broj), 1-tenzor (kovektor) je alternirajué¢i (nema argumenata koji se zamjenjuju).
Alternirajuéi 2-tenzor je antisimetri¢na bilinearna forma na V. Svaki se 2-tenzor (za tenzore viseg reda ne
vrijedi) moze napisati kao suma alternirajuéeg i simetri¢nog tenzora

1

T(X,Y) = 5 (I(X.Y) = T(Y, X)) % (T(X,Y) +T(Y, X)).

€A2(V) ex2(V)
Projekcija Alt: T*(V) — A¥(V) naziva se alternirajucom projekcijom i definira na sljedeéi nacin

1 g
AT = o > (sgno)(°T).
ocESE

Primjer. Ako je T 2-tenzor, tada je

ART(X,Y) = = (T(X,Y) - T(Y, X)) .

N | =

Ako je T 3-tenzor, tada je
ART(X,Y, Z) = é (T(X,Y,Z) +T(Y, Z,X) +T(Z X,Y)—

T(Y,X,2)-T(X,2,Y) - T(Z,Y, X)) .

56



Propozicija 6.9 (Svojstva alternirajuée projekcije)
1° Za svaki kovarijantni tenzor T, AltT je alternirajuci tenzor.

2° Tenzor T je alternirajuci ako i samo ako je AltT =T.

Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor, (e!,...,e") baza za V*. Za svaki multi-indeks I = (iq,..., i)
duljine k, 1 < iq,...,i; < n, definiramo kovarijantni k-tenzor e’
Eil (Xl) e €i1 (Xk)
e (X1,...,X};) = det : : -
€tr (Xl) - GZ’“(X]C)
X X))
det : :
XX

Ocito je kovarijantni k-tenzor €/ alternirajuéi tenzor (iz svojstava determinante). Nazivamo ga elementarnim
alternirajucim tenzorom.

Primjer. Na (R?)* za dualnu bazu (e!,e?, e3) standardne baze (e1,ez,e3) imamo sljedeée (netrivijalne)

elementarne alternirajuée tenzore (zadane djelovanjem na vektore oblika X = X'e;)
(X)) =X, (X)) =X2% &(X)= X3,
(X, Y)=XW2-viX? B(X,Y) =XV -YIX3, B(X,Y) = X2Y3 - y2X3,
(XY, Z) = det(X,Y, Z).

Tenzori kojima se ponavlja indeks su trivijalni.

Propozicija 6.10 Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor, (') baza za V*. Tada je za svaki k < n
skup vektora {€'}, gdje je I rastuci multi-indeks duljine k, baza za A*(V). Stoga je

dim AF(V) = (”)
k
Ako je k > n, tada je dim A¥(V) = 0.
Za alternirajuce tenzore definira se bilinearni, asocijativni i antikomutativan produkt, tzv. wedge (vanjski)

produkt. Ako suw € A¥(V), n € A{(V), tada je w A n alternirajuéi (k + [)-tenzor

(k +1)!

WAN= T

Alt(w ®n).

Napomena. Koeficijent u definiciji A-produkta ispred Alt u literaturi se zna i ispustiti. Navedena definicija
omogucuje jednostavnost svojstva 4 u sljede¢oj propoziciji:

Propozicija 6.11 (Svojstva vanjskog produkta)
1° bilinearnost,

2° asocijativnost,
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3° antikomutativnost — za w € A*(V), n € AYV), vrijedi

wAn=(-1)"nrw,

4° e Nl =€l gdje je 1T = (i1, ... ik, j1,-- -, J1) multiindeks dobiven konkatenacijom I i J,
5° ako je (e',... €") baza za V* i I = (i1, ..., i) multiindeks, tada je
ETA LN ER :el,

k

6° za kovektore w',... ,w* i vektore X1,..., X} imamo

WA AR (X, X)) = det((WF) X)) = det(W(X)).

Kona¢no, za vektorski prostor V' definiramo prostor A*(V') kao direktnu sumu
n
A (V) = AR,
k=0

Vrijedi dim A*(V') = 2™ (slijedi iz Propozicije 6.10).

Zajedno s operacijom vanjskog produkta, A*(V') je asocijativna (nekomutativna) algebra. Nazivamo je
vanjska (Grassmannova) algebra od V.

Stovise, A*(V) je:
e antikomutativna algebra, jer vrijedi w An = (=1)Fn Aw i

e graduirana algebra, ((A*(V))(AY(V)) C AM(V)).

6.5 Alternirajudi tenzori na glatkoj mnogostrukosti — diferencijalne k-forme i vanjska
derivacija

Neka je M glatka mnogostrukost. Podskup od T%(M) svih alternirajuéih tenzora definiramo kao

AFM = TT A¥(T,M).
peEM

Kao i prije moze se pokazati da je A¥M je glatki vektorski svezanj nad M ranga (Z) Prerez sveznja A¥M
naziva se diferencijalnom k-formom. Broj k naziva se stupnjem forme. Vektorski prostor glatkih prereza od
AR M oznacavamo sa A¥(M).

U glatkoj koordinatnoj karti, k-formu mozemo zapisati kao

w = Z "wrdr™ A -+ A dx = Z /QJ[dI'I,
I I

gdje ' oznacava sumaciju samo po rastu¢im multi-indeksima 1 < i1 < ... < i < n.

Primjer. Primjer diferencijalnih k-formi na R3:

1° O-forma je neprekidna realna funkcija,
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2° 1-forma je oblika fdx + gdy + hdz, gdje su f, g, h neprekidne funkcije,
3° 2-forma je oblika fdx A dy + gdx A dz + hdy A dz, gdje su f, g, h neprekidne funkcije, primjerice
w = (sinzy)dz A dy,
n=dxANdy+dxANdz+dy Ndz.

4° 3-forma je oblika fdx A dy A dz.

Primjer. Odredite vanjski produkt 1-formi (kovektora) w = zdx — ydy i n = zdz + xdz.

Imamo
wAn=zide Adz + yzdx A dy — zydy A dz.

Nadalje, definiramo
n
A*(M) = P AF ().
k=0
Uz vanjski produkt A, A*(M) postaje asocijativna, antikomutativna graduirana algebra.

Vanjska derivacija. Neka je M glatka mnogostrukost. Pokazat ¢emo da postoji diferencijalni operator
d: A¥(M) — A¥+1(M) (generalizacija diferencijala realne funkcije) koji zadovoljava

d(d(w)) = 0.

Operator d bit ¢e definiran u koordinatama

d (Z 'wjdx‘]> = Z "dwy A da?, (6.7)

J J
gdje je dwy diferencijal funkcije w.

Sjetimo se i da nisu sve diferencijalne 1-forme (tj. prerezi sveznja T*M = A'M) diferencijali funkcija
(tj. egzaktne forme): vrijedi da je w = df ako i samo ako w je zatvorena forma, dakle, u koordinatama
zadovoljava
aw]' 6(4}1'
oxt  Oxd

Ako definiramo 2-formu (uociti antisimetri¢nost u 4, j u prethodnoj formuli, usporediti s (6.7))

= 0. (6.8)

&,dj awi i ;
dw = Z(a:ﬂ = B Ydx' A da?

1<j

slijedi da je w zatvorena forma ako i samo ako je dw = 0.

Teorem 6.12 (Vanjska derivacija) Postoje jedinstvena linearna preslikavanja d : A¥(M) — AFY(M),
k >0, koja zadovoljavaju:

1° Ako je f realna, glatka funkcija (0-forma), tada je df diferencijal funkcije f

df(X) = X f.
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2° Ako je w € A¥(M), n € A(M), tada je
dwAn) =dwAn+(=1)*w Adn.
3° dod=0.
Taj operator ima i sljedeca svojstva:

1° U svakoj glatkoj koordinatnoj karti preslikavanje d je dano sa (6.7).

2° Preslikavanje d je lokalne prirode: ako je w = w' na otvorenom skupu U C M, tada je dw = dw' na U.

Primjer. Neka je w 1-forma na R?
w = Pdx 4+ Qdy + Rd=z

za neke glatke funkcije P, @, R. Tada je dw sljedeta 2-forma

_(0Q 0P OR OP oR 0Q
dw_((‘):c 8y)dx/\dy+<ax 8z>dm/\dz+<8y 8Z)oly/\dz.

Neka je w 2-forma na R?
w=adx Ndy + Bdx ANdz + vdy N dz.
Tada je dw sljedeca 3-forma

—+>d:c/\dy/\dz.
X

Napomena. Sjetimo se da je kovektorsko polje w na M egzaktno ako postoji funkcija f € C*°(M) takva
da je w = df i zatvoreno ako zadovoljava (6.8). Pokazali smo da je 1-forma

xdy — ydz
z2 4+ y?

zatvorena, ali nije egzaktna na R2\ {0} (egzaktna je, primjerice, na otvorenoj desnoj poluravnini, ”lokalno
je egzaktna”). Uocili smo da ¢injenica je li zadano zatvoreno kovektorsko polje egzaktno, ovisi o obliku
podru¢ja na kojem je polje zadano (zvjezdasti skupovil!).

Prosirujuéi tu definiciju na k-forme, kazemo da je glatka diferencijalna forma w € AF(M) egzaktna ako
postoji (k — 1)-forma n na M takva da je w = dn, a zatvorena ako je dw = 0. Zbog d o d = 0, svaka je
egzaktna forma zatvorena. Pitamo se vrijedi li obrat? Opdcenito ne, kako pokazuje gornji primjer.

Instrument za proucavanja egzaktnih i zatvorenih k-formi su invarijante glatkih mnogostrukosti definirane
kao grupe De Rhamove kohomologije - one povezuje glatku strukturu mnogostrukosti i njenu topologiju.

Definiramo ih na sljedeé¢i nacin. Kako je d : A¥(M) — A¥T1(M) linearni operator, definiramo potprostore
ZP(M) = Ker(d : AP(M) — APT1(M))
BP(M) = Im(d : AP~ (M) — AP(M)).
Prostor ZP(M) je prostor zatvorenih p-formi na M, BP(M) egzaktnih. Vrijedi BP(M) C ZP(M).
p-ta grupa de Rhamove kohomologije je kvocijentni vektorski prostor
_ 2
Br(M)

HP (M)

Propozicija 6.13 Difeomorfne mnogostrukosti imaju izomorfne grupe de Rhamove kohomologije.
Teorem 6.14 (Poincaré-ova lema) Ako je U zvjezdasti podskup od R", tada je HP(U) =0, za p > 1.
Teorem 6.15 (Prva grupa kohomologije) Ako je M jednostavno povezana glatka mnogostrukost, tada

je HY(M) = 0.
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6.6 Orijentacija

Neka je V n-dimenzionalan vektorski prostor. Orijentacija od V je klasa ekvivalencije na skupu svih
uredenih baza od V', pri ¢emu je relacija ekvivalencije definirana na sljedeé¢i nacin: za dvije baze kazemo da
su konzistentno orijentirane, ako matrica prijelaza iz jedne baze u drugu ima pozitivnu determinantu. (Ta
je relacija jedna relacija ekvivalencije i ima to¢no dvije klase.)

Vektorski prostor s izborom orijentacije (primjerice, klase s predstavnikom (Ei,..., E,)) nazivamo ori-
jentiranim prostorom. Svaka baza koja je u klasi s (E1,..., E,) naziva se pozitivno orijentiranom, inace
negativnom.

Primjer. Na R" postoji standardna orijentacija odredena kanonskom bazom (eq, ..., e,).

Sljedeca tvrdnja opisuje vezu izmedu orijentacije od V' i alternirajuéih tenzora na V.

Propozicija 6.16 Neka je V n-dimenzionalan vektorski prostor, n > 1. Neka je Q € A™(V), Q # 0. Skup
uredenih baza (E1, ..., Ey,) za koje je Q(En, ..., Ey,) > 0 je orijentacija za V.

Dokaz. Treba pokazati da taj skup definira totnu jednu klasu ekvivalencije. Ako su (E1,...,Ey),
(En, ..., Ey) dvije uredene baze povezane matricom A, E; = A;EZ-, tada je

Q(EL,...,E,) = det(A)QEy, ..., Ey).

Prema tome, (E;), (E;) su konzistentno orijentirane (det(A) > 0) ako i samo ako vrijednosti Q(E1, ..., E,)
i Q(E,..., E,) imaju isti predznak.

Neka je V orijentirani vektorski prostor, 2 n-kovektor koja definira orijentaciju. Kazemo da je Q (pozitivno)
orijentirani n-kovektor.

Primjer. el A...Ae" je pozitivno orijentirani n-kovektor, gdje je (e!) dualna baza od standardne baze (e;)
od R".

Neka je M glatka mnogostrukost. Orijentacija po tockama na M je izbor orijentacije na svakom tangenci-
jalnom prostoru. Lokalni reper (E;) za M je (pozitivno) orijentiran ako je (E;|,) (pozitivno) orijentirana
baza za svaki T, M.

Orijentacija po tockama je neprekidna ako je svaka tocka od M u domeni neke orijentiranog lokalnog
repera. Orijentacija od M je neprekidna orijentacija po tockama. Orijentirana mnogostrukost je glatka
mnogostrukost s izborom orijentacije. Orijentabilna mnogostrukost je mnogostrukost za koju postoji ori-
jentacija.

Glatka koordinatna karta je (pozitivno) orijentirana ako je koordinatni reper ( aii) pozitivno orijentiran.
Kolekcija glatkih koordinatnih karata {(Uy, v )} je konzistentno orijentirana ako je ako za svaki a, 3 funkcija
prijelaza @g o ¢ ! ima pozitivan Jacobijan na ¢, (Uy N Up).

Propozicija 6.17 Neka je {(Uy, pa)} otvoren pokrivaé od M s konzistentno orijentiranim glatkim koordi-
natnim kartama. Tada postoji jedinstvena orijentacija od M takva da je svaka karta orijentirana. Obratno,

ako je M orijentirana, tada je kolekcija svih orijentiranih glatkih karata konzistentno orijentirani pokrivac
za M.
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Dokaz. Neka je {(Ua,pq)} otvoren pokriva¢ od M s konzistentno orijentiranim glatkim koordinatnim
kartama. To znac¢i da matrica prijelaza izmedu takve dvije karte ima pozitivhu determinantu. Time koor-
dinatne baze za dane karte odreduju istu orijentaciju na 7, M, Sto odreduje orijentaciju po tockama na M.
Svaka tocka od M je u domeni barem jedne takve karte, odgovarajuéi koordinatni reper je orijentiran po
definiciji, te je orijentacija po tockama neprekidna.

Obrat sli¢no. O

Propozicija 6.18 Proizvoljna neiséezavajuca n-forma  na M definira jedinstvenu orijentaciju na M za
koju je § pozitivno orijentirana u svakoj tocki. Obratno, ako je ma M dana orijentacija, tada postoji
nei§cezavajuca glatka n-forma pozitivno orijentirana u svakoj tocki.

Neiscezavajuéu n-formu €2 nazivamo orijentacijskom formom.

Orijentacija hiperploha.

Neka je M glatka mnogostrukost, S C M podmnogostrukost dimenzije n — 1. Vektorsko polje duz S
je neprekidno preslikavanje N : S — TM takvo da je N, € T,M, p € S. Vektor N, € T,M u tocki
p € S naziva se transverzalnim na S ako je T, M razapeto s N, i T),S. Vektorsko polje N duz S naziva se
transverzalnim na S ako je N, transverzalan na S u svakoj tocki p € S.

Unutrasnje mnoZenje ili kontrakcija je linearno preslikavanje ix : A¥(V) — A¥=1(V) , V je konaénodimen-
zionalan vektorski prostor, definirano sa

’in(Yl, s 7Yk—1) = W(X7Y17 s 7Yk—1)'

Oznaka ixw = X Jw.

Hiperploha S je (imerzirana ili smjestena) podmnogostrukost kodimenzije 1. Pomoéu orijentacije na M i
transverzalnog polja duz S uvodimo orijentaciju na S na sljede¢i nacin:

Propozicija 6.19 Neka je M orijentirana glatka n-mnogostrukost, S imerzirana hiperploha v M, N trans-
verzalno vektorsko polje duz S. Tada S ima jedinstvenu orijentaciju takvu da je za svakop € S, (Eq, ..., En—1)
orijentirana baza za T,S ako i samo ako je (Np, E1, ..., E,_1) orijentirana baza za T,M . Ako je Q2 orijentaci-
jska forma za M, tada je (N 1) orijentacijska forma za S s obzirom na tu orijentaciju.

Zadaci

1. Odredite kriterij/e da tenzorsko polje bude glatko. (Uputa: Postupite analogno kao za vektorska i
kovektorska polja.)

2. Neka su F: M — N, G : N — P glatka preslikavanja, p € M, S € Tk(TF(p)N), T e TZ(TF(p)N).
Pokazite da za povlak vrijedi

(i

(ii

(iii

) F (TF(p) ~) — T*(T,p) je linearno preslikavanje,
) F*(S ®T)=F*S®FT

) (Go F)* =F*oG¥,

(iv) (IdyS=5.

3. Ako je w = wjdz? 1-forma, pokazite da je dw = Zz‘<j(?9¢;z g:; Ydxt A da? .
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. Izracunajte:

(i) d(ydx — xdy),
(i) d(d(ydz — zdy)),
(iii) d(e™) A (e*dy — e¥dx)

. Neka je w 1-forma, X,Y glatka vektorska polja. Pokazite da vrijedi
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) — w([X,Y]).
(Uputa. dw je 2-forma, za w je dovoljno uzeti udv i provjeriti jednakost obiju strana.)

. Ako je V n-dimenzionalni vektorski prostor, A:V — V, w € A™(V). Pokazite da vrijedi

w(AXl,. . ,AXn) = detAw(Xl,...,Xn), Xi,..., X, eV

1-em

(Uputa. Usporedite djelovanje w i ae' ™", a = const.)

. Pokazite da je svaka paralelizabilna mnogostrukost orijentabilna. (Uputa. Postoji globalni glatki
reper. Orijentacija po tockama se definira tako da je baza za svaki 7},5 pozitivno orijentirana. Tako
dobivena orijentacija je neprekidna.)

0

5.7 J€ jedno transverzalno polje duz S™)

. Pokazite da su sve sfere S™ orijentabilne. (Uputa: N = z°

. Neka je M orijentirana glatka mnogostrukost, S C M regularan nivo-skup definiran glatkom funkcijom
f M — R. Pokazite da je S orijentabilna mnogostrukost.
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7 RIEMANNOVE MNOGOSTRUKOSTI

7.1 Riemannova metrika

Neka je M glatka mnogostrukost dimenzije n. Riemannova metrika na M je (glatko) kovarijantno 2-
tenzorsko polje g € T2(M) koje je

1° simetri¢no tj. g(X,Y) = g(Y, X),
2° pozitivno definitno tj. g(X, X) > 0, za X # 0.

Dakle, Riemannovom metrikom je na svakom tangencijalnom prostoru 7, M odreden skalarni produkt. Mno-
gostrukost sa Riemannovom metrikom, (M, g), naziva se Riemannova mnogostrukost.

Riemannova geometrija je proucavanje svojstava Riemannovih mnogostrukosti. Geometrijska svojstva od
M koja ovise samo o g nazivaju se intrinzi¢nim, unutrasnjim ili metrickim svojstvima.

Cesto pisemo
gP(X>Y) = <Xa Y>g7

za X,Y € T,M.

Neka su (z%) glatke lokalne koordinate na M. Tada Riemannovu metriku mozemo zapisati kao

g = gijda’ ® da?,
gdje je (gij) simetri¢na, pozitivno definitna matrica glatkih funkcija, g;; = g( a(zi’ %). Koristedi simetricéni
produkt za tenzore, g mozemo pisati kao

4 1 . . . .
g = gijdx' ® da’ = §(gijdazz ® da? + gjjdx’ ® da’)

1 . 4 . 4 o
= i(gijdﬂﬁz ®@ dx? + gijda’ ® dx') = gijda’da’.

Primjer. Euklidska metrika g na R"™ u standardnim koordinatama definirana je kao
g = 6;jdr'dx’.

Drugacije zapisano

g = (dz")? + - + (da™)?
ili

(i) = | : o
00 ... 1
Primijenimo li g na vektore v,w € T,R" dobivamo

n
gp(v,w) = 0jv'w! = E v'w' = v - w.
i=1

Primjer — promjena koordinata. Odredimo koordinatni zapis euklidske metrike na R?, g = da? + dy?,
u polarnim koordinatama (r,¢). Znamo x = rcos ¢, y = rsin . Imamo

g = dz* 4 dy? = d(r cos p)* + d(rsin p)?
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= (cos pdr — rsin pdyp)? + (sin @dr 4  cos pdyp)?
= dr? + r2dy?.

(10
g_OrZ'

Propozicija 7.1 Na svakoj se glatkoj mnogostrukosti moze definirati Riemannova metrika.

Dakle

Dokaz. Neka je {Ua,@n} otvoren pokriva¢ za M koordinatnim kartama i neka je 1, glatka particija
jedinica podredena tom pokrivac¢u. Definirajmo na U,

(i i)
9o\ 5k o

g = Z Yaga-

Kako je prethodna suma konacna u okolini svake tocke, prethodnim je izrazom dobro definirano glatko
kovarijatno tenzorsko polje. Ono je oc¢ito simetri¢no, a pozitivna definitnost izlazi iz sljedeteg: neka je
XeT,M, X #0,

= 0.

Sada je na M Riemannova metrika

gp(Xa X)= Z¢a(p)ga‘p(Xa X)>0

jer je svaki ¢lan sume nenegativan (1, # 0), no sigurno je i strogo vece od 0, jer postoji 1, za koju je
a(p) > 0 (te funkcije u zbroju u tocki imaju vrijednost 1). Kako je i go|p(X, X) > 0, to je gp(X,X) > 0
za X # 0. O

Uvodenjem Riemannove metrike, u moguénosti smo odredivati duljinu (normu) tangencijalnog vektora i kut
izmedu dva tangencijalna vektora. Neka je X € T, M, tada je duljina (norma) od X

[Xg = 9(X, X)V2 = (X, X);/2.
Neka su X,Y € T,M, tada je mjera kuta izmedu njih jedinstveni 6 € [0, 7| takav da je

(X, Y)g

cosf = ———=.
[ X gV

Za dva vektora X,Y € T, M kazemo da su ortogonalni ako je (X,Y), = 0.

Primjer — Riemannova podmnogostrukost

Neka je (M,g) Riemannova mnogostrukost, S C M imerzirana podmnogostrukost. Definiramo glatko,
simetri¢no 2-kovarijantno tenzorsko polje g|g na S kao g|s = i*g, gdje je i : S — M inkluzija. Po definiciji
to znaci

9ls(X,Y) = i"g(X,Y) = g(in X, i.Y) = g(X,Y).

Dakle g|s je upravo restrikcija od ¢g na tangencijalne vektore od S. Kako je restrikcija skalarnog produkta na
vektore iz T),S opet pozitivno definitna, to g|g definira Riemannovu metriku na S — nazivamo ju induciranom
metrikom. S tom metrikom, podmnogostrukost S nazivamo Riemannovom podmnogostrukoScu.

Neka je (M, g) Riemannova mnogostrukost, S C M Riemannova podmnogostrukost. Za vektor N € T,M
kazemo da je normalan na S ako je N ortogonalan na 7,S s obzirom na g. Skup N,S C T,M svih
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normalnih vektora na S u p je potprostor od T,M. Naziva se normalnim prostorom od S u p. Normalni
svezanj definiramo kao

NS =]] NS

peES

Primjer — Sfera S™

o
Induciranu metriku metrike g na sferi S” < R"™*!, oznac¢avamo 9,

o —
9= glsn
i nazivamo okruglom metrikom.
Primjer — Riemannova metrika podmnogostrukosti preko parametrizacije
Neka je U C R™ otvoren skup i M C R"*! graf glatke funkcije f : U — R. Tada je preslikavanje
X:U—-R"™ X! ... u") = (... u" f(u)

glatka globalna parametrizacija od M. Odredimo induciranu metriku od M (kao podmnogostrukosti u
R"™*1) u tim koordinatama

X°g = X*((dr")? - (de™)?) = (dul ) 4 (du™)? + df.

Specijalno, metrika gornje polusfere S? parametrizirane s
dana je s

Sferu 512% radijusa R mozemo parametrizirati i na sljedeéi naéin:

X:U—R3 U=(0,27) x (—7/2,7/2)

X(p,0) = R(cospcosf,sinpcosb,sinb).
Tada je

9= d(R cos ¢ cos 0)? + d(Rsin ¢ cos 0)% 4 d(Rsin 0)?
= R%cos? 0(dyp)? + R*(dh)>.

Primjer — Prva fundamentalna forma za plohe u R3. Neka je X : U — S lokalna parametrizacija plohe
S, X = X(u,v). Tada su X,, X, tangencijalni vektori plohe. Uvodimo

E=X,-X,, F=X,-X,, G=X,-X,.

Pisemo

g = (ds)? = B(du)?® + 2Fdudv + G(dv)?

=(7 &)
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Primjer — Produktna metrika

Neka su (M7, g1), (M2, g2) dvije Riemannove mnogostrukosti. Tada produkt M; x M ima prirodno definiranu
Riemannovu metriku g = g1 ® g9

g(X1 + X2, Y1 + Y2) = g1(X1, Y1) + g2(X2, Y2),

gdje su X;,Y; € T, M;, uz identifikaciju Ty, p,) (M1 x Mz) = T,,, My & T, M.

U lokalnim koordinatama (z!,...,2") za M i (2"}, ..., 2""™) za My, prikaz od g je g = g;jdx'da?, gdje je

(9i5) = < (gg)ij (gg)ij >

Specijalno, za torus 72 = S' x S! produktna metrika glasi
g = (de)* + (dF)*,

§to je euklidska metrika u koordinatama (¢, 0).

Pritom je metrika na S' ¢ R? inducirana metrika g = d?.

Pseudo-Riemannova metrika

Kovarijantni 2-tenzor g na n-dimenzionalnom vektorskom prostoru V nazivamo nedegeneriranim ako je
9(X,Y) =0zasvaki Y € V ako i samo ako je X = 0.

Odgovarajué¢im izborom baze za V', nedegenerirani simetri¢ni 2-tenzor ima za matriéni prikaz dijagonalnu
regularnu matricu (ako zamjenu baza vrsimo ne nuzno s ortogonalnom matricom, nego opéenitije s reg-
ularnom matricom, tada mozemo dobiti dijagonalni prikaz kojemu su elementi dijagonale —1,1). Broj
pozitivnih i negativnih elemenata dijagonale (na dijagonali nema 0!) ne ovisi o izboru baze (Sylvesterov teo-
rem o inerciji). Signatura od g je par (p,n — p) pozitivnih i negativnih predznaka u bilo kojem matri¢nom
prikazu.

Pseudo-Riemannova metrika na M je glatko simetri¢no kovarijantno 2-tenzorsko polje g koje je nedegener-
irano u svakoj tocki. Pseudo-Riemannova metrika sa signaturom (n —1,1) (ponekad: (—1,1,...1)) naziva
se Lorentzovom (Minkowski — Lorentzovom) metrikom.

Opéenito, glatka mnogostrukost ne mora dopustati postojanje Lorentzove metrike.

Primjer: Na R"*! nedegeneriran simetri¢ni 2-tenzor (pseudo-skalarni produkt) je

m(X,X) = (2 + ...+ (@")? - (a2

Izometrije

Neka su (M, g) i (M, §) Riemannove mnogostrukosti. Glatko preslikavanje F' : M — M naziva se izometrijom
ako je difeomorfizam za koji vrijedi

F*g=g.
Ako postoji izometrija izmedu M i M, kazemo da su mnogostrukosti M i M izometriéne.

Opcenitije, F' nazivamo lokalnom izometrijom, ako svaka tocka p € M ima okolinu takvu da je F |y izometrija
sa U na otvoren podskup od M.

Riemannovu metriku nazivamo plosnatom, ako svaka tocka p € M ima okolinu U C M takvu da je (U, g|v)
izometri¢no sa otvorenim podskupom od R” s euklidskom metrikom.

Riemannova geometrija je proucavanje svojstava Riemannovih mnogostrukosti invarijantnih na izometrije.
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Neka je F': M — M izometrija. Kompozicija izometrija od M i inverz izometrije je ponovno izometrija,
stoga skup svih izometrija od M ¢ini grupu koju nazivamo grupom izometrija (simetrija) od M.

Riemannova mnogostrukost kao metricki prostor

Neka je ¢ : I — M dopustiva krivulja (po dijelovima regularna krivulja). Duljinu luka krivulje ¢ definiramo
kao

1) = [ leto

Definiramo Riemannovu udaljenost d(p,q) na M kao infimum duljina svih dopustivih krivulja od p do gq.
Na povezanoj Riemannovoj mnogostrukosti, d predstavlja metriku i vrijedi da je topologija inducirana tom
metrikom jednaka topologiji mnogostrukosti M.

Volumna forma

Propozicija 7.2 Na orijentiranoj Riemannovoj n-mnogostrukosti (M, g) postoji jedinstvena n-forma dV
koja zadovoljava

AV(Ey,...,E,) =1

gdje je (E1, ..., Ey) orijentirana ortonormirana baza tangencijalnog prostora T,M .
n-formu dV nazivamo Riemannova volumna forma. Moze se pokazati da je u koordinatama dana s

dV = y/det(gij) " Ao A Q"

gdje je gij = 9(Ei, E;), {¢'} dualna baza za (E, ..., Ep).

7.2 Prostorne forme

Euklidski prostor

Vektorski prostor R™ s euklidskim skalarnim produktom
n . .
IXY)=> XYV
i=1
Ako je V neki unitarni n-dimenzionalni prostor (sa skalarnim produktom ( , )), (Fi,...,E,) ONB za V,
X =YY" X'E;. Preslikavanje (X',...,X") — > I | X'E;, je izometrija izmedu (R",5) i (V,g), gdje je

g(X,Y)=(X,Y), X,Y €T,V = V.

Sfera
Sfera S% je Riemannova mnogostrukost s okruglom metrikom 5 g radijusa R.

Ortogonalna grupa O(n+ 1, R) ¢uva sferu i euklidsku metriku, stoga restrikcija na S} djeluje izometrijama.

Propozicija 7.3 Ako su dane dvije tocke p,q € S§ i ortonormirane baze {E;} 2a T,S%, {Ez} za Ty S, tada
postoji ¢ € O(n + 1,R) takav da je p(p) = q i . F; = E;.
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Dokaz. Dovoljno pokazati da za danu tocku p € S}, i ONB {E;} za T,S%, postoji ortogonalan operator
koji preslikava ”sjeverni pol” N = (0,...,0, R) u tocku p i standardnu bazu u zadanu bazu {E;}.

ox?
Neka je p € R™"! norme R, p = p/R odgovarajuéi normirani vektor. Vektori {Ej, ..., E,,p} ¢ine ONB za
R""!. Neka je A € M,,1(R) matrica kojoj su stupci koordinate tih vektora. Tada je A € O(n + 1,R) i
djelovanjem A na vektore kanonske baze od R"™! dobivamo {E,..., E,,p}. Posebno, A(0,...0,R) = p.
Nadalje, kako A djeluje linearno na R™*!, matri¢ni prikaz push-forward-a od A u paru odgovarajuéih baza

je ponovo A, dakle

A*aii—Ei, i=1,...,n.

Kazemo da O(n + 1) djeluje tranzitivno na ortonormirane baze na Sp.

Napomena. Djelovanje grupe G na mnogostrukost je preslikavanje sa G x M u M, (g,p) — g - p, koje
zadovoljava

91 (92-p) = (9192) " P, 91,92 € G, p€ M,
e-p=p, pe M.
Djelovanje je tranzitivno ako za svake dvije tocke p,q € M postoji g € G takav da je g-p =gq.

Riemannovu mnogostrukost nazivamo homogenom ako dopusta djelovanje Liejeve grupe (izometrijama) koje
je glatko i tranzitivno; izotropnom ako podgrupa izotropije G, = {g € G : g - p = p} djeluje tranzitivno
(tj. djeluje g«) na skup jedini¢nih vektora u T, M.

Prethodnom propozicijom je dokazano da je sfera S7 homogena i izotropna Riemannova mnogostrukost.

Za metrike g1, g2 na mnogostrukosti M kazemo da su konformne ako postoji pozitivna funkcija f € C°°(M)
tako da vrijedi

g2 = fo1.

Dvije Riemannove mnogostrukosti (M, g), (M ,§) su konformno ekvivalentne ako postoji difeomorfizam
@ : M — M takav da je ¢*g konformno sa g.

Vrijedi da su dvije metrike konformne ako i samo ako definiraju jednake kutove (ne nuzno i jednake duljine).

Pokazimo da je postoji konformna ekvivalencija izmedu R" i sfere S% bez jedne tocke. Ostvaruje se stere-
ografskom projekcijom (iz sjevernog pola N)

o:SE\{N} - R",

gdje je o(P) tocka prostora R" (hiperravnine u R"*1) u kojoj pravac N P presijeca hiperravninu R™. Ako
je P= (&Y., 1) = (& 7), tada je

o(P)=U = (ul,...,u",0) = (u,0),

a hiperravnina R" je zadana s 7 = 0 u R""!'. Prema tome, U je odredena kao ]Vﬁ = A]V]_ﬁ, za neki .

Dobivamo

ul = ¢,
—R=\T1—-R).
Eliminacijom A iz druge jednadzbe, dobivamo
R¢
o(&,7) =u= T
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Ocito je o glatko preslikavanje na S% \ {IV}. Da bismo pokazali da je difeomorfizam, odredimo mu inverz

Ei = f, T = R%.
Kako tocka inverza lezi na sferi, to vrijedi |¢|? + 72 = R?
|Z|22 L )\21)2 = R?,
odakle je
A= |“Z;2R2.
Sada je

2R%y lul? — R?
-1 - o
o (U) - (EaT) - <‘U|2 +R2’ "LL|2 +R2> ’

odakle je vidljivo da je o difeomorfizam.

Propozicija 7.4 Stereografska projekcija je konformna ekvivalencija izmedu Sp, \ {N} i R™.

Dokaz. Pomocu lokalne parametrizacije o=! : R" — S\ {N}, odredimo povlak metrike g r- Neka je
ge R", V e T;R". Tada po definiciji okrugle metrike vrijedi
(071)" 9 (V.V) =9r (0, 'V.02'V) = g(o, V.0 'V),
gdje je g euklidska metrika na R" 1.
Ako pisemo V = V-2, o 1(u) = (£(u), 7(u)), tada je

out’

_ 067 0 0T 0
1V - v =y v Pl
o V=V uiae TV uiar
.0 0
=V&_——+Vr—
e Vo
Nadalje je ' ' ‘
Ve = v 2R%*u) - 2R?VI AR (V,u)
lul2+ R?" |ul?2+ R%* (Ju]?>+ R%)?’
Ve V(R’uP - Rz) _ 2R(V,u) 2R(Jul? — R%){(V,u) _ 4R3(V, u)
lul?+ R%?"  |u]?> + R? (Jul* + R%)? (Jul? + R2)2’

gdje smo oznaéili V(|u|?) =23, VFuF = 2(V, u).
Prema tome,
(1) 9p= AR 7
(lul* + R?)*™
gdje je g euklidska metrika na R". O
Odavde vidimo da je sfera lokalno konformno plosnata.

Hiperbolicki prostor

Za svaki R > 0 u iducoj propoziciji definiramo hiperbolicki prostor radijusa R, oznaka HY. Ako je R =1,
pripadni prostor nazivamo hiperbolickim prostorom, oznaka H".
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Propozicija 7.5 Za zadani R > O sljedece su Riemannove mnogostrukosti izometricne:

1° (Hiperbolicki model) HY}, je gornja ploha (T > 0) dvoplosnog hiperboloida uw R, danog u koordi-
natama (&%, ...,&", 1) jednadzbom |7|? — |£]? = R? s metrikom

hl = i*m,
gdje je i : H — R" ™ inkluzija, a m metrika Minkowskog m = (dé')? + - - - (d€™)? — (dr)?.

2° (Poincaré-ov model kugle) Neka je B}, (otvorena) kugla uw R™ s metrikom danom u koordinatama

(ul,...,u")
dut)? + - + (du™)?
wy = artd
X (R2 = TuP)?
3° (Poincaré-ov model gornjeg poluprostora) Neka je Up gornji poluprostor u R™ definiran u ko-
ordinatama (z', ..., 2" 1 y) kao y > 0 i s metrikom
B3 — R2 (dz')? 4 - 4 (dz"71)% + (dy)?
y? ’

Dokaz. Difeomorfizam

m:Hp — Bj
je izomorfizam izmedu metrika iz prvog i drugog dijela tvrdnje definiran na sljede¢i nacin: Neka je S =
(0,...,0,—R). Za svaku tocku P = (¢!,...,¢&", 1) definiramo 7(P) = u, gdje je U = (u,0) tocka u kojoj
pravac S P presijeca hiperravninu 7 = 0. Preslikavanje m nazivamo hiperbolickom stereografskom projekcijom.
Kao i kod stereografske projekcije sfere, dobivamo

R
w67) = o,

2R%u R? + |u\2)
&~

7 (u) = (
Treba pokazati (7~ 1)*h}, = h%,.
Uocimo da odavde takoder slijedi da je h}% pozitivno definitno.

Sada definiramo difeomorfizam
k:BR — Up

() = (2,9) = 2R%u R% — |u|? — v?
YT WP 0= R P+ (0= R
.y 2R’z |z|? + |y|* — R?
K (:'U’ y) = 2 27 2 2 )
>+ (y+ R [z + (y+ R)
gdje je (u,v) = (u',...,u" 1, v). Treba pokazati (K~ 1)*h% = h,. 0

Uoc¢imo: hiperbolicka metrika je lokalno konformno plosnata.

Napomena — Simetrije od H%. Oznac¢imo sa O(n,1) grupu linearnih operatora na R"*! koja ¢uva
metriku Minkowskog. Grupa O(n, 1) naziva se Lorentzovom grupom. Svaki element grupe O(n, 1) ¢uva i
dvoplogni hiperboloid {72 — |¢|?> = R?}, a sa Oy (n, 1) oznac¢ujemo podgrupu koja ¢uva gornju plohu 7 > 0.
Stoga O4(n, 1) cuva HY, i m, te djeluje na HY, kao izometrije.

Propozicija 7.6 O (n,1) djeluje tranzitivno na skup ortonormiranih baza na Hp. Stoga je Hp homogena
i izotropna Riemannova mmnogostrukost.
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7.3 Koneksija

Cilj: ”Povezati” razliCite tangencijalne prostore mmnogostrukosti kako bi se racunala usmjerena derivacija
vektorskih polja.

Neka je m : E — M vektorski svezanj na M, £(M) prostor glatkih prereza od E. Koneksija od E je
preslikavanje
V:T(M)xEM)— EM),

pisemo (X,Y) — VxY, koje zadovoljava

(a) VxY je linearno nad C*°(M) u X,

(b) VxY je linearno nad R uY,

(b) Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y.
VxY se cita kovarijantna derivacija od Y u smjeru X.

Ako je E tangencijalni svezanj T'M, pripadnu koneksiju nazivamo linearnom koneksijom.

8 -
ox?

Neka je {F;} lokalni reper za T M na otvorenom skupu U C M (primjerice koordinatni reper +%; ). Mozemo

pisati
Vi, Ej =T}Ey.

n? funkcija Ffj nazivaju se Christoffelovi simboli od V u danom reperu.

Propozicija 7.7 Neka je V linearna koneksija, X,Y € T(U), X = X'E;, Y = Y'E;. Tada je

VxY = (XY* 4+ X'YITY) By, (7.9)
Primjer. Euklidska koneksija
_ ) ;!
in. — XY‘] - .
V(Yo 5) = (XY7) o

Drugim rije¢ima, VxY je vektorsko polje kojemu su komponente usmjerene derivacije koordinata od Y u
smjeru X. Svi su Christoffelovi simboli jednaki 0.

Propozicija 7.8 Svaka mnogostrukost dopusta linearnu koneksiju.

Dokaz. Neka je {Ua,@n} otvoren pokriva¢ za M koordinatnim kartama i neka je 1, glatka particija
jedinice podredena tom pokrivacu.

Na U, konstruiramo V¢ zadavanjem Christoffelovih simbola za koordinatni reper % i koristenjem formule

(7.9). Jos trebamo "polijepiti” definirane V*. Koristimo particiju jedinice i definiramo

VxY =) VY.

Ovako definirano preslikavanje je glatko, linearno nad R u Y i linearno nad C*° (M) u X. Trebamo provjeriti
produktno pravilo (paziti! za dane linearne koneksije V! i V? niti %Vl, niti V! + V2 ne zadovoljavaju
produktno pravilo). Vrijedi

x(fY) = 1% V%(fY)
=Y (XY + fVXY)

= (XHY + £ vaVEY = (Xf)Y + fVxY.
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8 RIEMANNOVA KONEKSIJA, ZAKRIVLJENOSTII RIEMANNOVE
PODMNOGOSTRUKOSTI

8.1 Vektorska polja duz krivulje

Neka je ¢ : I — M krivulja (glatko preslikavanje : I — M, I C R otvoren interval). Vektorsko polje duz ¢
je glatko preslikavanje V' : I — T'M takvo da je V(t) € Ty M, t € 1.
Primjer:

e Vektorsko polje brzine ¢(t) := c.(d/dt), c(t)f = L(f oc)(t).

e Akoje c: I — R?, tada definiramo N (t) = Jé(t), gdje je J pozitivna rotacija za 7/2. Polje n se naziva
normalno polje krivulje c.

e Akoje V e T(M), za t € I definiramo V (t) = f/c(t).

Za vektorsko polje V' duz ¢ kazemo da se moZe prosiriti (engl. extendible), ako postoji vektorsko polje V u
okolini slike od ¢ za koje vrijedi V (t) = V).

Oznac¢imo sad sa 7 (c¢) skup svih vektorskih polja duz c¢. Uz uobi¢ajeno definirane operacije 7 (c) je realan
vektorski prostor.

Propozicija 8.1 Neka je V linearna koneksija na M. Tada za svaku krivulju ¢ : I — M, V definira
jedinstveno preslikavanje
Dy :T(c) — T(c)

koji zadovoljava sljedeéa svojstva:

1° Linearnost nad R,

2° Produktno pravilo Dy(fV) = fV + fD,V, f € C>°(I),

3° Ako se V moze prosiriti, tada za bilo koje prosirenje V vrijedi

DV (t) = Vyp)V.
Linearni operator D;V naziva se kovarijantna derivacija od V duz c.
Dokaz. [Skica.] U koordinatnoj okolini tocke c(tp) mozemo pisati
V(t) = VI(t)o;.

Kako se polja d; mogu prosiriti, to vrijedi

DiV(to) = Vi(to)d; + VI(to) Ve

= (VH(00) + VI(t0) ()T (e(t0))) Ok (510

Time je pokazana jedinstvenost.

Egzistencija. Ako je krivulja ¢ sadrzana u jednoj karti, tada se D,V definira formulom (8.10) (pokazati da
zadovoljava trazena svojstva). Ako je potrebno c¢(I) pokriti s vise koordinatnih karata, u svakoj se karti
definira D,V , a jedinstvenost povla¢i da se njihove definicije podudaraju na presjeku karata. O

Napomena. Linearna koneksija inducira koneksiju i na svakom tenzorskom sveznju nad M. Specijalno na
M
Vxf=Xf.
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8.2 Geodetske krivulje i paralelni pomak

Motivacija. Generalizirati svojstva (koja?) pravca iz R"™. Geodetske krivulje éemo definirati kao krivulje
akceleracije jednake 0. Mogu se opisati i kao krivulje koje (lokalno) minimiziraju udaljenost - tehnicki
zahtjevnije. Ili kao krivulje (geodetske) zakrivljenosti 0.

Neka je M mnogostrukost s linearnom koneksijom V i neka je ¢ krivulja u M. Akceleracija od c je vektorsko
polje D;¢ duz c. Krivulja se naziva geodetskom s obzirom na V ako je

Dté =0.

Teorem 8.2 (Egzistencija i jedinstvenost geodetskih krivulja) Neka je M mnogostrukost s linear-
nom koneksijom V. Za svaku tocku p € M, tangencijalni vektor V- € T,M ity € R, postoji otvoreni interval
I C R, ty € I, i geodetska krivulja ¢ : I — M koja zadovoljava c(tg) = p, ¢(tg) = V. Svake dvije takve
geodetske krivulje poklapaju se na presjeku domena.

Dokaz. Neka su () koordinate u okolini U od p. Koristeéi (8.10) vidimo da je krivulja

geodetska ako i samo ako vrijedi ' A
i* () + i (t)d (t)FZ(:L‘(t)) =0.

Dobili smo sustav obiénih diferencijalnih jednadzbi drugog reda za funkcije 2*(t). Uvodenjem varijabli
(1) = v* (1),

K j j k

07 (t) = =o' (t)o? ()T (x (1))
dobivamo ekvivalentni sustav diferencijalnih jednadzbi prvog reda. Egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja tog
sustava garantira teorija. 0

Maksimalna geodetska krivulja je geodetska krivulja koja se ne moze progiriti na veéi interval. Naziva se i
geodetskom krivuljom s pocetnom tockom p i pocetnim vektorom brzine V.

Neka je M mnogostrukost s linearnom koneksijom V. Vektorsko polje V' duz ¢ je paralelno duz c s obzirom
na V ako vrijedi
DtV =0.

Za vektorsko polje na M kazemo da je paralelno ako je paralelno duz svake krivulje. To vrijedi ako i samo
ako VV = 0 (totalna kovarijantna derivacija).

Sljedeca tvrdnja kaze da se svaki tangencijalni vektor u nekoj tocki krivulje moze jedinstveno prosiriti do
paralelnog vektorskog polja duz cijele krivulje:

Teorem 8.3 (Paralelni pomak) Neka je ¢ : I — M krivulja, to € I, Vo € Ty4)M. Tada postoji jedin-
stveno paralelno vektorsko polje V- duz ¢ takvo da je V(tg) = Vp.

Vektorsko polje iz teorema naziva se paralelni pomak od Vo duz c.
Dokaz. [Skica.] Ako je ¢(I) sadrzano u jednoj koordinatnoj karti, tada je V' paraleno duz c ako i samo ako

Je

VEt) = =VI)E 0T (c(t), k=1,...n.

74



To je sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi za (V1(t),...,V"(t)). Teorem egzistencije i jedinstvenosti
garantira postojanje rjesenja za svaki ¢t € I za bilo koji pocetni uvjet V' (tg) = Vb. O

Ako je ¢: I — M krivulja, t,,t1 € I, tada paralelni pomak definira operator
Pity + Topo) M — Te )M

-th()h‘/[) - V(tl)a

gdje je V paralelni pomak od Vj duz c. Za operator P;,, moze se provjeriti da je linearni izomorfizam.
Osim toga vrijedi

Plvt) - Vit
DV (ty) = lim —tot (t) — Vito)
t—to t—1o

8.3 Riemannova koneksija

Motivacija. Riemannove podmnogostrukosti — akceleracija geodetske krivulje ima trivijalnu projekciju na
tangencijalni potprostor podmnogostrukosti. Preciznije, neka je M C R", V vektorsko polje na M kojeg
(pomocu particije jedinice) mozemo prosiriti do vektorskog polja na R™. Definiramo preslikavanje

VT T(M)xT(M)— T(M)
VY =a"(VxY),
gdje je 77 je ortogonalna projekcija, ' : T,R" — T,M.
Propozicija 8.4 Operator V' je koneksija na M.

Linearna koneksija V' se naziva tangencijalna koneksija na M.

Euklidska koneksija na R™ (sa Riemannovom metrikom (, )) ima svojstvo
Vx(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, VxZ).

Isto svojstvo ima i tangencijalna koneksija.

Svojstvo se moze poopciti na Riemannove (pseudo)-mnogostrukosti. Neka je g Riemannova (ili pseudo-
Riemannova mnogostrukost) na M. Za linearnu koneksiju V kazemo da je uskladena (kompatibilna) s g ako
zadovoljava

Vx (Y, 2) = (VxY, 2) + (Y, VxZ). (8.11)
Propozicija 8.5 Sljedeca svojstva linearne koneksije V na Riemannovoj mnogostrukosti su ekvivalentna:

1° V je uskladena s g,
2° Vg=0,
3° Ako su V,W wektorska polja duz krivulje c, tada

d

4° Ako su V,W paralelna vektorska polja duz krivulje c, tada je (V,W) konstantno,

5° Paralelni prijenos Pygt, @ Teg)M — Ty )M je izometrija za svaki to, 1.
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Za linearnu koneksiju kazemo da je simetricna ako njena torzija, tj. (2,1)-tenzor 7: TM x TM — TM
7(X,Y)=VxY — Vy X — [X,Y]
iS¢ezava, tj. vrijedi

VxY —VyX = [X,Y].

Teorem 8.6 (Fundamentalni teorem Riemannove geometrije) Neka je (M, g) Riemannova (ili pseudo-
Riemannova) mnogostrukost. Tada postoji jedinstvena linearna koneksija V na M koja je simetriéna i
uskladena s g.

Ta se koneksija naziva Riemannovom ili Levi-Civita koneksijom od g.

Dokaz. Dokazimo najprije jedinstvenost. Neka je V koneksija sa trazenim svojstvima i neka su X,Y, Z €
7T (M) vektorska polja. Tada uvjet uskladenosti (8.11) (ciklicki) napisan za polja X,Y, Z daje

XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ)
< ) <VyZ,X> + <Z, VyX>
< ’ > = (VZX, Y> + <X7 sz>
Koristenjem simetri¢nosti koneksije dobivamo
XY, Z) =(VxY,Z) + (Y, VzX) + (Y, [X, Z])
Y(Z,X) =(VyZ,X) + (2, VxY) +(Z,[Y, X])
Zbrojimo li prve dvije jednadzbe i oduzmemo treé¢u, dobivamo

Odavde slijedi
(VxY,Z) = % (XY, 2) +Y(2,X) = Z(X,)Y) = (Y, [X, Z]) = (Z, [\, X]) + (X, [Z,Y])) .

Prethodna relacija se naziva Koszulova formula.
Pretpostavimo sada da su V!, V2 dvije koneksije koje su simetri¢ne i uskladene s g. Kako desna strana
Koszulove formule ne ovisi o koneksiji, slijedi

(VLY — V%Y, Z) =0,

za sve X,Y, Z. To vrijedi ako i samo ako je V}(Y = V Y za sve X,Y, odakle slijedi V! = V2.

Dokazimo sada egzistenciju. Dovoljno je pokazati da postoji trazena koneksija u koordinatnoj karti, jer ¢e
tada po jedinstvenosti slijediti da se koneksije konstruirane za razli¢ite karte podudaraju na presjeku karata.

Neka je (U, (z')) koordinatna karta i neka su (9; := %) koordinatna vektorska polja lokalnog repera. Kako
je njihova Liejeva zagrada jednaka 0, to iz Koszulove formule slijedi

(Vo,05,0) = 5 (0:(05,01) + 0j(01, 0;) — 91(0s, 05)) -

| =

Imali smo

gij:<8i,8j), Vda —F 6
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Koristenjem prethodnih formula, dobivamo

1
= (0igji + 0590 — 019i5) - (8.12)

F;?gml = 9

MnoZenjem obje strane s inverznom matricom (g**) matrice (9i5), Gmi g'* = oF | slijedi

1
Il = 59" (Digin + 090 — Dugiy) -

Ovom je formulom u karti definirana koneksija (sjetimo se da koneksiju odreduju Christoffelovi simboli!) i

oc¢ito vrijedi Ffj = I‘?Z- iz ¢ega slijedi simetri¢nost koneksije. Jos treba provjeriti uskladenost s metrikom. U

tu svrhu provjeravamo Vg = 0. Komponente od Vg s obzirom na lokalne koordinate su
Gijk = Okgis — Thigiy — g
Sada koristec¢i (8.12) dobivamo
1 1
Thigi + Thjgin = 5 (Okgij + Oigj — Ojgki) + 5 (Okgji + Ojgki — Oigrj) = Orgij

Sto povlaci
9ijk = 0.
O

Na Riemannovoj mnogostrukosti standardno uzimamo Riemannovu koneksiju i s obzirom na nju proma-
tramo, primjerice, geodetske krivulje.

Propozicija 8.7 (Riemannove) geodetske krivulje su krivulje konstantne brzine.

Dokaz. Neka je ¢ geodetska krivulja. Kako je ¢ paralelno duz ¢, to je |¢| = (¢, ¢)Y/? konstantno. 0

Propozicija 8.8 Neka je ¢ : (M, g) — (]\7,@) izometrija. Tada ¢ preslikava:
1° Riemannovu koneksiju V v Riemannovu koneksiju %;

2° geodetske krivulje u geodetske.

Primjer: Geodetske krivulje prostornih formi

1° Euklidski prostor (R"™,g). Znamo da su Christoffelovi simboli jednaki 0, Riemannova koneksija je
euklidska koneksija. Geodetske krivulje su pravci. Paralelna vektorska polja su polja s konstantnim
koeficijentima.

2° Sfera ( }%,5). Geodetske krivulje su velike (glavne) kruznice (presjeci 2-ravninama kroz ishodiste) s
parametrizacijom konstantne brzine.

3° Hiperbolic¢ki prostor
(a) (HR, hL). Geodetske krivulje su "velike hiperbole” tj. presjeci H 2-ravninama kroz ishodiste s

parametrizacijom konstantne brzine.

(b) (HR, h%). Geodetske krivulje su duzine kroz ishodiste i kruzni lukovi unutar kruga koji ortogo-
nalno sijeku rub kruga s parametrizacijom konstantne brzine.

(c) (HE, h?}’%). Geodetske krivulje su vertikalni polupravci i polukruznice sa sredistem u hiperravnini
y = 0 s parametrizacijom konstantne brzine.
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8.4 Zakrivljenost

Neka je M Riemannova mnogostrukost. Riemannov endomorfizam zakrivljenosti je preslikavanje R : T (M) X
T(M)xT(M)— T (M) definiran s

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ —VixyZ.

Riemannov endomorfizam zakrivljenosti je jedno (3, 1)-tenzorsko polje (pokazati multilinearnost).

Tenzor R mozemo zapisati preko lokalnog repera (uz dogovor da ¢ée zadnji indeks biti kontravarijantan)
R = Rjde' @ da! @ d* ® 0.
Pritom su koeficijenti Rﬁ ik definirani na sljedeéi nacin

R(9;,0;)0k = RL;.01.

Riemannov tenzor zakrivljenosti Rm je kovarijantni 4-tenzor koji se dobiva od endomorfizma R ” spustanjem

mndeksa”
Rm(X,Y,Z, W) =(R(X,Y)Z,W).

Zapis Riemannovog tenzora zakrivljenosti pomocu lokalnih koordinata glasi
Rm = Ryjpda’ @ da? @ d* @ da!,
gdje je
Rijki = gim Ry,
Moze se pokazati da vrijedi

81“% B orm
ox' oxJ

Rijki = gim ( + (s — FM}Z)) :

Propozicija 8.9 Riemannov endomorfizam zakrivijenosti R © Riemannov tenzor zakrivljenosti Rm su in-
varijante lokalne izometrije.

Sjetimo se da smo plosnatu mnogostrukost definirali kao mnogostrukost koja je lokalno izometri¢na s euk-
lidskim prostorom.

Teorem 8.10 Riemannova mnogostrukost je plosnata ako i samo ako njen tenzor zakrivljenosti is¢ezava.

Uvjet za ”plosnatost”:
VxVyZ —=VyVxZ =V xyZ.

Ricci-jeva zakrivljenost Rc je kovarijantan 2-tenzor definiran kao trag Riemannovog endomorfizma zakriv-
ljenosti u prvom i zadnjem indeksu. Komponente od Rc oznacavaju se sa I;; i za njih vrijedi

Rij = R@-j = ¢"" Reijm.
Skalarna zakrivljenost je funkcija S definirana kao trag Riccijeve zakrivljenosti

S =tryRc = R. = g R;;.
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8.5 Riemannove podmnogostrukosti

Neka je (M ,g) Riemannova mnogostrukost dimenzije m, M mnogostrukost dimenzije n, i : M < M
imerzija. Ako mnogostrukost M snabdijemo induciranom Riemannovom metrikom ¢ := ¢*g, tada imerziju ¢
nazivamo izometrickom imerzijom. Ako je uz to preslikavanje i injektivno (ili smjestenje), tada M postaje
imerzirana (ili smjestena) podmnogostrukost od M , tzv. Riemannova podmogostrukost. U toj se situaciji
M naziva ambijentnom mmnogostrukosti od M.

Neka je, dakle, ¢ imerzija. Kako su svi racuni lokalne prirode i kako je imerzija lokalno smjestenje, mozemo
pretpostaviti da je M smjestena Riemannova podmnogostrukost.

Skup
TMy = ] T,M
peEM
je glatki vektorski svezanj nad M s lokalnom trivijalizacijom odredenom vektorskim poljima 01, ...,0p s

obzirom na kartu od M. Svezanj T M |ar naziva se ambijentnim tangencijalnim sveznjem nad M.

Svako se glatko vektorsko polje na M moze restringirati na glatkl prerez od ™ |ar 1 obratno, svaki se glatki
prerez od T™ |ar moze prosiriti do glatkog vektorskog polja od M (koristedi particiju jedinice).

U svakoj tocki p € M ambijentni tangencijalni prostor 7, pM ima rastav na ortogonalnu direktnu sumu
T,M = T,M & N, M,
gdje je NpM := (T,M)*. Svezanj NM = [penr NpM naziva se normalnim sveznjem od M.

Druga fundamentalna forma podmnogostrukosti.

Neka su X,Y vektorska polja na 7(M). Mozemo ih prosiriti do vektorskih polja na M , primijeniti V i
napraviti rastav

VxY = (VxY)" + (VxY)™ .
Druga fundamentalna forma od M je preslikavanje IT : T (M) x T (M) — N (M)
II(X,Y) = (VxY)*

pri cemu su X, Y prosireni do polja na M. Kako 7t preslikava glatke prereze u glatke, to je II1(X,Y") glatki
prerez od NM.

Propozicija 8.11 (Svojstva druge fundamentalne forme) Druga fundamentalna forma je
1° neovisna o prosirenjima X,Y,
2° bilinearna nad C*(M),

3° simetricna u X,Y .

Teorem 8.12 (Gaussova formula) Neka su X,Y € TM i prosireni do vektorskih polja na M, tada na
M vrijedi B
VxY = ny—i-II(X,Y).

Teorem 8.13 (Weingartenova jednadzba) Neka su X, Y € TM i N € N(M). Ako su X,Y, N prosireni
na M, tada vrijedi B
(VxN,Y)=—(N,II(X,Y)).
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Teorem 8.14 (Gaussova jednadzba) Za X,Y,Z, W € T,M wvrijedi sljedeca jednadzba

Rm(X,Y, Z,W) = Rm(X,Y, Z,W) — (II(X,W),II(Y, Z)) + (II(X, Z), II(Y,W)).

Hiperplohe u euklidskom prostoru

Neka je M hiperploha u (R"*!,§) s induciranom metrikom. U svakoj tocki od M postoje toéno dvije
jedini¢ne normale. Izborom jedne od njih, tj. izborom glatkog prereza od N M, hiperploha M postaje
orijentirana.

Skalarna druga fundamentalna forma je simetrican kovarijantan 2-tenzor h definiran s

WX,Y) = (II(X,Y),N).

Operator oblika plohe je tenzorsko polje s € 7;}(M) definirano s
(X,sY)=h(X)Y), X, Y €eT(M).
Kako je forma h simetri¢na, to je operator s simetri¢an

(sX,Y) = (X,sY).
Specijalizacijom Teorema 8.12, 8.13, 8.14 dobivamo:

e Gaussova formula B
VxY =VxY + h(X, Y)N,

e Weingartenova jednadzba
(VxN,Y) = —h(X,Y) = —(sX,Y),

ili
VxN = —sX,

¢ Gaussova jednadzba

Rm(X,Y, Z,W) = h(X,W)(Y, Z) — h(X, Z)h(Y, V).

Glavne zakrivljenosti su svojstvene vrijednosti operatora oblika plohe. Gaussova zakrivljenost definirana je
sa

K = det s,
a srednja zakrivljenost sa
1
H = —trs.
n

Teorem 8.15 (Gaussov Theorema Egregium) Neka je M C R? 2-dimenzionalna podmnogostrukost i g
inducirana metrika na M. Tada je za svaku tockup € M i svaku bazu (X,Y') od T, M, Gaussova zakrivljenost

dana s
Rm(X,Y)Y, X)

K = .
X~ (X.7)?

(8.13)

Prema tome, Gaussova zakrivljenost je izometricka invarijanta od (M, g).
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Motivirani time, za apstraktne Riemannove 2-mnogostrukosti (M, g) definiramo Gaussovu zakrivljenost
formulom (8.13), gdje je (X,Y") bilo koji lokalni reper.

Propozicija 8.16 Gaussova zakrivijenost Riemannove 2-mmnogostrukosti povezana je s tenzorom zakrivije-
nosti, Riccijevim tenzorom i skalarnom zakrivljenoséu sljedeéim formulama

RM(X,Y,Z,W) =K (X, W)Y, Z) — (X, Z)(Y,W)),
Re(X,Y) = K(X,Y),
S =2K.
Gaussova zakrivljenost K ne ovisi o izboru lokalnog repera i u potpunosti odreduje tenzor zakrivljenosti.
Sekcijska zakrivljenost. Neka je M Riemannova n-dimenzionalna mnogostrukost. Intuitivno, ravninski
presjek St od M je 2-dimenzionalna podmnogostrukost od M koju ¢ine geodetske krivulje od M kroz
neku tocku p € M kojima pocetni tangencijalni vektori leze u odabranoj 2-dimenzionalnoj ravnini II u

T, M. Sekcijska zakrivljenost K (II) od M s obzirom na II je Gaussova zakrivljenost 2-mnogostrukosti St s
obzirom na induciranu metriku. Ako je (X,Y’) baza za II, tada pisemo i K(X,Y) umjesto K (II).

Propozicija 8.17 Vrijed:

Rm(X,Y,Y, X)
K(X.Y) = .
XY) = XpvE = Xy

Sekcijska zakrivljenost u potpunosti odreduje tenzor zakrivljenosti:

Lema 8.18 Neka su Ri, Ro dva kovarijantna 4-tenzora na unitarnom prostoru V' koji imaju svojstva
(simetrije) kao tenzor zakrivljenosti. Ako za bilo koja dva nezavisna vektora X,Y €V wrijedi

RI(X7Y7Y7X) _ RQ(X7Y7Y7X)
(XPYP—(XY)? (XY - (X,Y)>

tada je R1 = Rao.

Sliéno se moze pokazati da je Riccijev tenzor Re(V, V') jednak zbroju svih sekcijskih zakrivljenosti odredenim
ravninama razapetim s V i jo§ jednim vektorom tangencijalne ravnine s kojim ¢ini ONB:

Re(V,V) = Ru = Rjyy = > Rm(Ey, By, By, E) = Y K(Ey, By).
k=1 k=2

Skalarna zakrivljenost jednaka je zbroju svih sekcijskih zakrivljenosti odredenim s ravninama koje su raza-
pete s ONB:

S=RI =Y Re(Ej;,E,j)= Y _ Rm(E,E;, E;, E) =Y K(Ej, Ey).
j=1

jk=1 j#k

Primjer. Sekcijska zakrivljenost prostornih formi:
1° Od R" jednaka je 0;
2° Od S} jednaka je %;
3° Od H}, jednaka je — 5.
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Zadaci

1. Neka je ¢ : I — M krivulja na Riemannovoj mnogostrukosti (M, g). Duljina luka krivulje ¢ definira se

kao realan broj
/ /()] gt

Pokazite da duljina luka krivulje ¢ ne ovisi o (re)parametrizaciji od c.

2. Neka je B% Poincaré-ov krug (otvoren krug radijus R u R? s hiperbolickom metrikom). Neka je
c:[0,1) — B%, c(t) = t(cosp,singp), gdje je p € [0,27) zadan, krivulja u B%. Pokazite da ¢ ima
beskonaénu duljinu.

3. Riemannova metrika na torusu 72 moze se realizirati kao Rimennova metrika produktne mnogostrukosti
T? = S' x S' i kao Riemannove podmnogostrukosti u R3. Pokazite da te Riemannove mnogostrukosti
nisu izometricne.

4. Pokazite da je na vektorskom prostoru matrica M,,,(R) sa (A, B) = tr(A”B) definiran skalarni pro-
dukt. Time M,,,(R) postaje Riemannova mnogostrukost, a GL(n,R), SL(n,R), O(n,R), SO(n,R)
Riemannove podmnogostrukosti.

5. Pokazite da je na Riemannovoj mnogostrukosti (M, g) na sljedeéi nac¢in dobro definirano jedno vek-
torsko polje (nazivamo ga gradijent realne funkcije f na M, oznaka gradf):

glgradf, X) = df(X) = Xf, X € T(M).
(i) Pokazite da u lokalnim koordinatama (z°) gradf ima prikaz

4 0f 0
g Ozt OxI’

gradf =

gdje je (g¥) inverzna matrica od matrice Riemannove metrike (g;;).
(ii) Izvedite prikaz of gradf na R™ u standardnim koordinatama.

(iii) Izvedite prikaz of gradf na R? u polarnim koordinatama.
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