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1. Uvod

Hrvatska je tijekom svih stolje¢a bila pomorska zemlja. Hrvatski pomorci stalno su se
bavili pomorskim problemima, koji su na razne nacine bili povezani s matematikom. U
17. stoljecu ta se povezanost moze uociti u dva vida: u odredivanju volumena broda i u
pomorskoj nastavi. Problem odredivanja volumena broda postojao je od davnina, no u
17. stoljecu dobiva sve naglaSeniji teoretski znacaj, a pomorska obuka, koja se obavljala
prenosenjem pomorskih znanja, postaje sve organiziranija. Dubrov¢ani su gradili dobre
brodove 1 sigurno im je bilo vaZzno odrediti njihov volumen. Da je bilo tako, pokazuje rad
pomorskog stru¢njaka Petra Damjana Ohmucevi¢a u Dubrovniku sredinom 17. stoljeca.

Petar Damjan Ohmucevi¢ rodio se u uglednoj pomorskoj i brodovlasnickoj obitelji u
Slanom kraj Dubrovnika. Tijekom vise stoljeca pripadnici ove obitelji bili su vrsni
pomorci, a sluzili su i izvan Dubrovnika, posebno u pomorskoj sluzbi Spanjolske. Godina
rodenja i smrti tog dubrovackog pomorskog pisca 1 matematicara nije poznata, ali se zna
da je u sluzbu Dubrovacke Republike stupio 1644. godine kao uditelj aritmetike. Pripadao
je uglednom dubrovackom bratstvu Antunina. U Dubrovniku je sluzbovao oko 12 godina,
a zatim je 1656. godine napustio Dubrovnik i otiSao u Napul;.

Napisao je na talijanskom dva djela iz podruc¢ja matematike, koja su ostala u rukopisu, a
nalaze se pohranjena u Toledu u Spanjolskoj. To su: Succinto discorso di geometria
pratica (Kratak razgovor o prakticnoj geometriji) 1 Trattato generale dei numeri rotti e
del mododi estrarre la radice quadrata e la radice cuba, con vera regola di archiare e
misurare le navi (Opca rasprava o razlomcima i o nacinu vadenja drugog i treceg
korijena s ispravnim pravilom za proracunavanje i mjerenje brodova). Budu¢i da je Petar
Damjan Ohmucevi¢ bio viSe godina nastavnik matematike u Dubrovniku, gotovo je
sigurno da je ta djela pisao kao neku vrstu Skolskih priru¢nika. Prvo od njih odnosilo se
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na prakti¢nu geometriju, a drugo je imalo za sadrzaj razlomke 1 vadenje drugog i tre¢eg
korijena. Drugo djelo sadrZavalo je 1 pomorsku problematiku koja je bila jako povezana s
matematikom. Tu je izloZeno jedno pravilo za izra¢unavanje volumena broda. Izvadak o
tom pravilu sacuvao se u dubrovackom Historijskom arhivu pod naslovom Del modo di
mesurare, o arciare le navi di qualsivoglia genere e forma, e riduli con detto
archiamento alla giusta portata di tanti carra di tomola trentasei ['uno (O nacinu
mjerenja ili proracunavanja volumena broda bilo koje vrste i oblika, i o odredivanju
tocnog iznosa u kolima od po 36 tomola na temelju ovog proracunavanja volumena). Taj
problem nije se slu¢ajno nasao u sklopu tog aritmeti¢kog djela buduci da se Cesto
dovodio u vezu s vadenjem tre¢eg korijena, osobito u nekim starijim postupcima koje
Petar Damjan Ohmucevi¢ opisuje. To je djelo najvjerojatnije vecim dijelom napisano za
Ohmuceviceva boravka u Dubrovniku, gdje se bavio nautickim problemima, a dovrsio ga
je u Napulju 1661. godne.

2. Kako se racunao volumen broda do Ohmuceviéeva vremena?

Odredivanje volumena broda u brodogradnji od davnina je bio vrlo tezak problem.
Matematicki ispravno nije ga nitko ni pokusavao rijesiti buduci da je brod omeden
brodskom oplatom koja je zakrivljena, a kod razlic¢itih tipova brodova i razli¢itog oblika.
Upravo zbog te kompliciranosti problema koristili su se mnogi aproksimativni postupci.
Te su aproksimacije bile katkada bolje, a katkada losije, ali ¢esto vrlo nepouzdane pa i
pogresne u svom temelju.

Upravo te stare postupke odredivanja volumena broda Ohmucevi¢ opisuje na pocetku
navedenog poglavlja. Tim postupcima on nije bio zadovoljan. U ranije doba, kada su
oblici brodova bili vrlo sli¢ni, a linija 1 oblik brodova nisu se mnogo mijenjali, jedna je
aproksimacija mogla zadovoljiti gotovo sve brodove koji su se gradili. U svojoj raspravi
Ohmucevi¢ navodi dva tada postoje¢a nac¢ina izraCunavanja volumena broda.

Prvi je postupak, kako on kaZze, bio: "PomnoZi se najprije duZina sa Sirinom, a zatim taj
umnozak s visinom. Od rezultata se odbije jedna trec¢ina da se dobije stvarni volumen
broda. Od toga opet pet posto radi neiskoriStenih prostora na pramcu i krmi." Govoreci o
tom postupku, Ohmucevi¢ kaze: "Tim se nainom sluzi Arsenal u Veneciji, cijeli
Jadranski zaljev i1 Levant, kao 1 Mediteran do Barcelone." Ovim su se postupkom do tada
sluzili 1 brodograditelji u Dubrovniku. Ohmucevi¢ nastavlja: "A buduci da se stvarno taj
nacin racunanja volumena broda temelji na kubnom korijenu i na ostalim zapaZanjima
praktic¢ara, mogli bismo re¢i da bi to bio pravi nacin za mjerenje volumena broda i
savrSeno ispravno pravilo kad bi poslovode gradili brodove na starinski nacin; ali s
obzirom da se s vremenom ne mijenjaju samo stari uzori u izgradnji nava i galeona, nego
1 sve ostale stvari 1 sve se viSe usavrsavaju u ljepoti, skladu i brzini jedrenjaka, pravilo
navedenog mjerenja postaje netocno 1 mnogo se udaljuje od pravilnog. Ne mozemo ta]
nedostatak pripisivati navedenom pravilu ili onome koji ga je u ono vrijeme postavio, jer
je onda bilo savrSeno 1 njegovoga pronalazaca moZzemo samo pohvaliti."
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Drugi nacin sastojao se u tome da se najprije duzina i Sirina broda zbroje i taj zbroj
pomnozi s visinom. Ohmucevi¢ napominje: "Dosta je zamisliti koliku vezu to ima s
kubatorom." Nikakvu, jer se dobiva umnozak od samo dviju vrijednosti. On stoga kaze:
"Drugi nac¢in mjerenja upotrebljavaju neki u Napuljskom Kraljevstvu. Za njih bez
zamjerke moramo primijetiti da nijesu vjesti ni u pomorskom znanju ni u umijecu
mjerenja brodova; to mjerenje oni vrse na palme ili canne, bez osnove u nekom
geometrijskom pravilu, osim ako nije napipano u zraku, jer ne vodi ra¢una o ¢injenici da
je volumen tijela proporcionalan koliko s duzinom 1 Sirinom, toliko i s visinom tijela."

Ovo je dobro mjesto da se upoznamo s mjernim jedinicama koristenim u 17. stoljecu.
Petar Damjan Ohmucevi¢ sluzio se mjerama koje tada nisu bile posvuda jedinstvene. Kao
mjeru za duljinu primjenjuje stopu, koja je u Veneciji iznosila 0.347735 m, au
Dubrovniku 0.3423 m. Uvodi 1 kubi¢nu stopu. Salma je bila mjera za volumen zita, a
upotrebljavala se 1 za prorac¢unavanje volumena broda. Kola ili kar (carro) bila je u
mediteranskim zemljama mjera za volumen broda (za Zitarice, vino itd.). Tomolo je bila
mjera za volumen Zzitarica, a pedalj stara duzinska mjera primjenjivana kod gradnje
brodova. Napuljski pedalj iznosio je 0.264 m, a dubrovacki 0.256 m.

3. Koji postupak rac¢unanja volumena predlaze Ohmucevié¢?

Iz kriticke primjedbe na dotadasnje metode racunanja volumena broda, vidljivo je da je
Ohmucevi¢ imao jasan stav o ispravnom nacelu proratunavanja. Realno 1 s puno
iskustva, gledajuc¢i na teoriju, on ispravno kaze: "U svakoj znanosti i umijecu trazi se
praksa za savrSeno djelovanje u njoj. lako imam malo znanja u geometriji kao 1 u
mjerenju bilo koje vrste broda, lada 1 galija, uz neprekidnu praksu kroz 13 godina, koju
sam imao u svojoj domovini, uvjeren sam da znam savrseno naci prave racune imajuci
narocito naklonost 1 zadovoljstvo radec¢i i trazeci istinu." Kako se brodovi medusobno
razlikuju po obliku, a oblik je pojedinog broda nemoguée obuhvatiti jednom formulom,
Ohmucevi¢ predlaze da se brod podijeli okomito na spojnicu pramca i krme na nekoliko
dijelova, najceSc¢e na tri, ali po mogucénosti da se uzme i vise podjela. Tada za svaki od tih
dijelova Ohmucevi¢ uzima duZinu, Sirinu 1 visinu na pocetku i na kraju odsjecka. Za
svaku od tih dimenzija uzima aritmeticku sredinu i tako dobivene srednje duljine, Sirine 1
visine medusobno mnozi. Konac¢no jos§ uzima i jednu korekciju zbog zaobljenosti tih
dijelova. Nakon toga nalazi 1 zbroj svih dijelova broda koje je uzeo na pocetku.
Ohmucevi¢ smatra da ¢e uz veci broj podjela to¢nost rezultata biti veca. Ako njegov
postupak usporedimo s ranijima, vidi se da je Ohmucevicev znatno bolji. On je ispravno
kritizirao prijasnje i njihove nedostatke izbjegavao u svom postupku. Ohmucevi¢ ne Zeli
da se njegov postupak temelji samo na empiriji, kao Sto su se temeljili drugi postupci,
nego da se zasniva na jasnim geometrijskim temeljima. Najvrednija njegova misao sastoji
se u tvrdnji da ¢e volumen biti to tocnije odreden Sto se uzme vise podjela.

Petar Damjan Ohmucevi¢ prikazao je svoj prora¢un volumena broda na brodu galijun

(galeon) koji se u 16. 1 17. stoljecu gradio u Dubrovniku jer je bio prikladan za oceansku
plovidbu. Dubrovnik je ve¢ potkraj 15. stolje¢a, a mozda 1 prije, bio s Engleskom u
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pomorskoj trgovini.

Jubrovacki (-}ﬂﬁjll"

Slika 1. Dubrovacki galijun

Ohmucevicevi prijedlozi nisu puno zaostajali za radom nekih, kasnije svjetski poznatih,
matematicara 17. stoljeca koji su se bavili vrlo sliénim problemom - odredivanjem
volumena bacve. U prvoj polovici 17. stolje¢a mnogi su matematicari prihvatili nedjeljive
dijelove geometrijskih objekata. Podrzavao ih je i Johannes Kepler (1571.-1630.), koji je
u djelu Nova stereometria doliorum vinariorum (Nova stereometrija vinskih bacava),
objavljenome 1615. godine u Linzu, rijesio tezak problem odredivanja volumena vinske
bacve. Taj je problem uspio rijesiti zahvaljujuci tome Sto je ba¢vu promatrao kao da je
sastavljena od nedjeljivih tankih listova, odnosno njezin je volumen shvatio kao zbroj tih
nedjeljivih dijelova. Upravo to je do kraja razraden Ohmucevicev prijedlog o $to ve¢em
broju podjela. Kepler opéenito govori o volumenima kao da su sastavljeni od
infinitezimalnih elemenata iste dimenzije, a katkad 1h naziva indivizibilima. Sli¢an stav
zastupali su 1 Galileo Galilei (1564.-1642.) 1 njegov ucenik i prijatelj Bonaventura
Cavalieri (1598.-1647.), koji stavlja nedjeljive dijelove u temelj svojih matematickih
istrazivanja. U knjizi Geometria indivisibilibus continorum (Geometrija o indivizibilima
kontinuuma), objavljenoj 1635. godine, Cavalieri uvodi dosljedno izraz indivizibil, kojim
oznacuje infinitezimalne elemente. Njegovim pouccima bavili su se mnogi matematicari
u 17. stoljecu, a njihov rad preteca je infinitezimalnom racunu.

4. Pojam integrala

Kratko smo se upoznali s idejama matematicara 17. stoljeca o ra¢unanju volumena. Na
istoj ideji zasniva se moderna definicija Riemannovog (odredenog) integrala, koju ¢emo
sada izloziti. Za podskup skupa realnih brojeva S € E kazemo da je ogranicen ako
postoje m, M € E takvi da je m = x < M, za svaki x € S. Broj m zovemo donjom medom,
a M gornjom medom skupa S.
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Za brojm £ B kazemo da je infimum skupa S C R ako vrijedi:
e mje donja meda od S, tj. m = x za svaki x € S;
e m je najveca donja meda od S, tj. ako je m' € E i m'> m, onda
postoji barem jedan x £ S takav da je m' > x.

Ako postoji, infimum skupa S oznaavamo inf S.

Na analogan nacin definiramo supremum (sup S) kao najmanju gornju medu skupa S.
Jedno od osnovnih svojstava skupa realnih brojeva jest da svaki njegov ogranicen
podskup ima infimum i supremum (to je tzv. aksiom potpunosti).

Za funkciju f: [a,b] — B kaZzemo da je ogranicena ako je njezina slika { f(x) | a = x = b}
ograni¢en skup. Infimum i supremum tog skupa zvat ¢emo infimumom 1 supremumom
funkcije f na [a,b]. Zelimo odrediti povr$inu skupa 7 to¢aka ravnine koji je omeden
grafom ograni¢ene funkcije f, pravcima x = a 1 x = b 1 segmentom [a,b] na x-osi. Skup T
nazivamo krivocrtnim trapezom ili pseudotrapezom.

Slika 2. Krivocrtni trapez

Podijelimo segment [a,b] toCkama a = Xg <X <. <X

i infimum, a M , supremum funkcije fna segmentu [xk_l, xk]

<x = b na n dijelova, jednakih
ili ne. Neka je m . Promotrimo

sljedece sume:

S:ka[xk _xk—1)> S:ZMk(xk_xk—l)'
k=1 &=l
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Broj s naziva se donjom, a broj S gornjom Darbouxovom sumom. PovrS§ina pseudotrapeza
veca je od donje, a manja od gornje Darbouxove sume. Jasno je da vrijedi m(b - a) £ s
< S=M(b - a), gdje je m infimum, a M supremum funkcije fna [a,b].

X0 A1 Az 3 x4 A5 X6 A7 Az A0 30 AL Az 3 *4

Slika 3. Donja 1 gornja Darbouxova suma

Neka je 4 skup svih donjih, a B skup svih gornjih Darbouxovih suma funkcije . One se
dobivaju tako da se prirodni broj n i toc¢ke x ' uzimaju na sve moguce nacine. Iz prethodne

nejednakosti vidimo da su 4 1 B ograni¢eni skupovi pa imaju supremum 1 infimum.
Supremum skupa 4 nazivamo donjim Riemannovim integralom, a infimum skupa B
gornjim Riemannovim integralom funkcije f. Pokazuje se da uvijek vrijedi sup 4 < inf B.

Za ograni¢enu funkciju f: [a,b] — R kazemo da je integrabilna u
Riemannovom smislu ako je njezin donji Riemannov integral jednak
gornjem Riemannovom integralu. Tada taj broj zovemo Riemannovim
ili odredenim integralom funkcije f na segmentu [a,b] i oznaCavamo

| ) dx.

a

Ako je f(x) = 0 za svaki x £ [a,b], povrSina pseudotrapeza P(7T) jednaka je odredenom
integralu funkcije fna [a,b]. To je zapravo definicija pojma povrsine. U modernoj
definiciji ne spominju se infinitezimalne (beskonacno male) veli€ine, ali je moZemo
opravdati 1 na taj nacin, blizi shvacanjima 17. stolje¢a. Zamislimo da je pseudotrapez
podijeljen prugama beskonac¢no male Sirine dx. PovrSinu jednog dijela nazivamo
diferencijalom povrsine 1 oznaCavamo dP. PovrSinu svakog dijela mozemo aproksimirati
povrsinom pravokutnika kojemu je jedna stranica dx, a druga f(x): dP = f(x)dx. Ukupnu
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povrsinu dobit ¢emo zbrajajuéi (integrirajuci) diferencijale povrsSine:

b
P(D)=| fiw) d.

5. Kako danas ra¢unamo volumen broda?

Evo §to o raCunanju volumena broda pise u digitalnom udzbeniku Geometrija broda [ GR]
profesora Izvora Grubisi¢a s Fakulteta strojarstva i brodogradnje SveuciliSta u Zagrebu:
"Odredivanje volumena osniva se na integriranju diferencijalnih volumena. Diferencijalni
volumeni mogu se formirati na razne nacine. Osnovna tri na¢ina su integriranje
diferencijalnih volumena po rebrima, po vodnim linijama i po uzduznicama."

§

:z X ::;dx::
=2
B
g M

Slika 4. Integriranje diferencijalnih volumena po rebrima, po vodnim linijjama i po
uzduznicama

Metoda rebara najsli¢nija je Ohmucevi¢evom prijedlogu podjele broda popre¢nim
ravninama, okomitim na spojnicu pramca 1 krme. Diferencijalni volumen omeden je
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dvama infinitezimalno udaljenim presjecima poprecnim ravninama. Pretpostavljamo da
znamo odrediti povrSinu poprecnog presjeka 4 S(x) za svaku koordinatu x. Tada su

diferencijalni volumeni slojeva jednaki dV = 4 S(x) dx. Ukupan volumen dobivamo
zbrajajuci te doprinose, odnosno integrirajuci diferencijalne volumene po duzini broda:
L
V= J AS(x) dxa
0

gdje su 01 L koordinate krme 1 pramca. U podjeli na Sto veci broj diferencijalnih
volumena prepoznajemo Ohmucevicev prijedlog raCunanja volumena broda.
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