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1 Uvod

O vaznosti teorije kona¢nih modela za teorijsko ra¢unarstvo nije potrebno
trositi previse rije¢i. Jedno od podruéja te teorije koje se razvilo u toku
posljednih 30-ak godina obi¢no se kratko naziva imenom 0-1 zakoni, a
tice se proucavanja jednog zanimljivog koncepta svojstvenog konacnosti —
vjerojatnosti da neka kona¢na struktura predstavlja model dane recenice.
0-1 zakoni govore o asimptotskom ponasanju te vjerojatnosti koje pod
odredenim uvjetima biva iznenadujuée pravilno. Povijesno gledano, os-
novna pitanja i specifi¢cni odgovori za neke konkretne sluc¢ajeve konaénih
struktura (osobito grafove) bili su dani znatno ranije pocetkom 60-ih godina
radovima Erdosa i Rényja u podru¢ju kombinatorike i teorije grafova,
no, unifikacija u sklopu logike i teorije kona¢nih modela ostvarila se tek
sredinom 70-ih godina. Cilj ovog seminara ukratko je rezimirati osnovne
ostvarene rezultate vezane uz 0-1 zakone na kona¢nim modelima.

Kao uvodni primjer uzmimo klasu neusmjerenih grafova, te neko svojstvo
7 takvih grafova (npr. m moze predstavljati svojstvo povezanosti). Jedno
od osnovnih pitanja koja se tom prilikom mogu postaviti jest koliki udio
grafova s n vrhova zadovoljava dano svojstvo 7?7 Ono §to ¢emo pokazati
jest da za veéinu “prirodnih” svojstava w kada n tezi prema oo ovaj udio
tezi prema 0 ili 1. Primjerice, moze se pokazati da su gotovo svi grafovi
povezani, Hamiltonovi, ali nisu 3-obojivi, rigidni, itd.

Pri tome moramo malo bolje precizirati Sto to¢no znaci “udio grafova s n
vrhova koji imaju svojstvo n”. Pokazuje se da ima smisla promatrati dva
slucaja — labelirani i nelabelirani (u oba slu¢aja pretpostavlja se da je 7
svojstvo o¢uvano na izomorfizam).

Labelirani slu¢aj: Oznacimo s L,(m) broj grafova na {1,...,n} sa svo-
jstvom 7. Tada je udio grafova na {1,...,n} koji imaju svojstvo =
jednak:

L L
ln(ﬂ') = n(ﬂ-) _ n(ﬂ-)

2(3)  Ln(r)’

gdje je 7 trivijalno svojstvo kojeg svaki graf posjeduje.

Nelabelirani slu¢aj: Oznac¢imo s U,(w) broj tipova izomorfizma grafova
s n vrhova koji imaju svojstvo w. Tada je odgovarajuéi udio definiran

S Un (7-‘-)

Up () 1= ()’

gdje je U, (7) ukupan broj tipova izomorfizma grafova s n vrhova.

Kazemo da svojstvo 7 zadovoljava labelirani, odnosno nelabelirani 0-1 zakon
ukoliko I,,(7), odnosno uy(7) tezi k 0 ili 1 kad n tezi k oco.



Pokazuje se da svako svojstvo grafova m definabilno u logici prvog reda
zadovoljava 0-1 zakon (I,,(7) i u,(7) su zapravo asimptotski ekvivalentnil,
tako da je konceptualno dovoljno govoriti o 0-1 zakonu bez naglaska
na (ne)labeliranost). Zapravo, u ovom seminaru dokazat ¢emo znatno
jacu tvrdnju: svaka recenica infinitarne logike LY 5 nad relacijskom sig-
naturom zadovoljava 0-1 zakon. L¥  logika obuhvaca logiku prvog reda,

pa specijalno svaka recenica logike prvog reda takoder zadovoljava 0-1 zakon.

Povijesno gledajuéi, 0-1 zakon prvotno je bio dokazan samo za logiku prvog
reda (Glebsky i ostali 1969. godine ([3]) i nezavisno Fagin 1976. godine
([2])). Nedugo nakon toga krenulo se u istrazivanje mogu li se dokazati
0-1 zakoni i u nekim logikama veée izrazajne moéi od logike prvog reda
(poznato je da mnoga prirodna svojstva (npr. svojstvo povezanosti u
grafovima) nisu izraziva u logici prvog reda). 1981. godine Talanov je
dokazao 0-1 zakon za logiku prvog reda prosirenu operatorom tranzitivnog
zatvorenja. 1985. godine Blass, Gurevich i Kozen dokazali su 0-1 zakon
za fixed-point logiku. Finalan rezultat ostvaren je 1991. godine kada su
Kolaitis i Vardi dokazali 0-1 zakon za infinitarnu logiku L, .

Paralelno s pojavom pozitivnih rezultata, dokazani su i negativni rezultate
za neke “jace” logike. Lagano je vidjeti da logika drugog reda ne zadovoljava
0-1 zakon, no, Kaufmann i Shelah dokazali su kako 0-1 zakon pada i u
slu¢aju monadske logike drugog reda (Kaufmann je kasnije rezultat dodatno
popravio dokazavsi kako 0-1 zakon ne vrijedi niti samo za egzistencijalnu
monadsku logiku drugog reda). S druge strane, za neke fragmente egzisten-
cijalne logike drugog reda pokazuje se da 0-1 zakon ipak vrijedi.

Tekst ovog seminara svojim dobrim dijelom slijedi sadrzaj knjige [1],
gdje izneseni dokaz 0-1 zakona za L% logiku zapravo predstavlja malo
“proc¢iséenu” varijantu originalnog Kolaitis-Vardijevog dokaza (pri tome,
osnovnu ideju o tome kako povezati aksiome proSirenja i teoriju random
struktura s kona¢nim strukturama dao je ve¢ Fagin u svom znatno ranijem
radu), dok su argumenti kod dokaza rezultata za fragmente logike drugog
reda istovjetni onima iznesenim u izvornim radovima. Kao vrijednu refer-
encu svakako jo$ valja istaknuti Gurevichev pregledni ¢lanak ([5]), te dijelove
Spencerove knjige ([11]) u kojoj su obradeni kombinatorni i vjerojatnosni as-
pekti slucajnih grafova i pripadnih 0-1 zakona.

Kasnije éemo pokazati da je asimptotska ekvivalencija I, (7) i un (7) zapravo posljedica
tzv. svojstva rigidnosti.



2 Pripremni materijali

U ovoj sekciji ponovit ¢emo definicije infinitarnih logika, te fragmenata in-
finitarne logike i logike prvog reda s kona¢no mnogo varijabli. Nadalje, pod-
sjetit ¢emo se osnovnih rezultata o kona¢nim i beskona¢nim Ehrenfeucht-
Fraisséovim igrama, te varijanti tih igara prilagodenoj logikama s konacno
mnogo varijabli — igrama s kamenci¢ima.

2.1 Logike Lo, i Ly,u

Definicija 2.1 (Lo, logika) Klasa svih Loow-formula nad signaturom T
dana je slijedecom induktivnom definicijom:

e sve atomarne formule logike prvog reda nad T su formule logike Loy ;
e ako je p formula, tada je i = formula;
e ako je ¢ formula, a x varijabla, tada je i Jxp formula;

e ako je U proizvoljan skup formula, tada je i \/ ¥ formula.

Definicija 2.2 (L, logika) Za definiciju klase svih L, -formula nad
stgnaturom 7T posljednju klauzulu u prethodnoj definiciji potrebno je zami-
jeniti s:

e ako je U prebrojiv skup formula, tada je i \/ ¥ formula.

Semantika logika Lo, i Ly, direktno je prosirenje semantike logike prvog
reda, pri ¢emu se \/ ¥ interpretira kao disjunkcija nad svim formulama u ¥,
tj.

AkF\/ T akko zaneki € ¥ je AE .

Nadalje, uvedemo li oznaku AV := =\/{—-¢ |y € ¥}, AV se intepretira
kao konjunkcija nad svim formulama u V.

2.2 Logike FO®, L} , i L%,

oow

Neka je s > 1 fiksiran. S FO®, odnosno L, oznacavamo fragmente logike
prvog reda, odnosno logike L., koje sadrze samo one formule c¢ije se
slobodne i vezane varijable nalaze medu vy, ..., vs.

Nadalje, logiku LY definiramo kao:

w o S
L%, = |J Li.
s>1

Moze se pokazati da vrijedi slijede¢a napomena.



Napomena 2.3 Vrijede slijedeéi odnosi:
e FO = Uszl FO?;

o LY  CLuw
(npr. ukoliko s ¢—p, oznacimo recenicu prvog reda kojom je izraZeno
svojstvo da je nosaé kardinaliteta n, formula \/ {p=n | n > 1} se nalazi
U Loow, ali ne i u LY ).

2.3 O Ehrenfeucht-Fraisséovim igrama

Za dane strukture 2 i B s G, (A, a,B,b) oznacavat ¢emo Ehrenfeucht-
Fraisséovu igru od m poteza izmedu Spoilera i Duplikatora, pri ¢emu se
pretpostavlja da su na pocetku igre elementi @ € || 2 i b € |B| veé odabrani.

Klasi¢éni teorem A. Ehrenfeuchta dovodi u vezu pitanje Duplikatorove pob-
jede u igri G,,(2,a,B,b) s time jesu li u 2, odnosno B zadovoljeni isti
skupovi formula logike prvog reda s ograni¢enjem na broj kvantifikatora.

Teorem 2.4 (Ehrenfeuchtov teorem) Za strukture 2 i B, a € ||, b €
IB|, te m > 0 slijedeée tvrdnje su ekvivalentne:

1. Duplikator pobjeduje u igri G, (A, a,B,b).

2. @ i b zadovoljavaju istovjetan skup formula prvog reda kvantifikatorskog
ranga < m u A, odnosno B, tj. za sve formule logike prvog reda
kvantifikatorskog ranga < m vrijedi % F pla] akko B F o[b]. 3

Ponekad je korisno imati na raspolaganju nesSto “algebarskiji” opis
Ehrenfeucht-Fraisséove igre G, (2, a,B,b), s ¢ime je u vezi pojam m-
izomorfnosti. Pokazuje se da je pitanje Duplikatorove pobjede u igri
Gm(2U,a,B,b) ekvivalentno m-izomorfnosti struktura 2 i 8.

Definicija 2.5 KaZemo da su strukture A ¢ B m-izomorfne ukoliko pos-
togi niz (Ij)j<m nepraznih skupova parcijalnih izomorfizama s A u B sa
slijedecim svojstvima:

(m-back) Za svaki j < m, p € Ij11 i b € |'B| postoji q € I takav da q 2 p i
b e Im(q).

V)

(m-forth) Za svaki j < m, p € Ij11 i a € || postoji q € I takav da q
a € Dom(q).

p i

%S T oznacavamo uredenu k-torku (z1,...,zx), pri ¢emu nam vrijednost dimenzije k
nije od vaznosti. Cinjenicu da je (1, ...,2zx) € X* kratko nepreciznije pisemo kao Z € X.

30vdje presutno pretpostavljamo da je kardinalitet skupa slobodnih varijabli formule
¢ jednak dimenziji elemenata @ i b.



Ukoliko (I;)j<m ima svojstva (m-back) ¢ (m-forth) pisemo (I;)j<m : A =p,
B i kaZemo da su strukture A i B m-izomorfne preko (I)j<m.

Teorem 2.6 Za strukture A i B, a € |A|, b € |B|, te m > 0 slijedece
tvrdnje su ekvivalentne:

1. Duplikator pobjeduge u igri G, (2, a,B,b).
2. Postoji skup (I;)j<m takav da je @b € Ly * i (I;)j<m : % 2y B.

Korolar 2.7 (Fraisséov teorem) Za strukture 2 i B, te m > 0 slijedece
tvrdnje su ekvivalentne:

1. A=, *B.
2. A =, B.

Neka su 24 i B strukture, te a € |2| i b € |B|. Ehrenfeucht-Fraisséova igra
od beskonaéno mnogo poteza Goo (2, a, %,l_)) definira se jednako kao i igra
Gm(U,a,B,b), uz razliku §to sada svaki igra¢ mora odigrati beskonaéno
mnogo poteza. Dakle, u toku igre Go(2,a,B,b) odabrani su elementi
e1,e,... 1z |A| 1 fi, fo,... iz |B|. U igri pobjeduje Duplikator ukoliko za
sve i vrijedi da je preslikavanje ae;...e; — bfi...f; ® parcijalni izomor-
fizam izmedu struktura 20 i B. Igru, pak, dobiva Spoiler ukoliko za neki i
preslikavanje aej . ..e; — bfi ... f; nije parcijalni izomorfizam izmedu 2A i 8.

Definicija 2.8 KaZemo da su strukture 2 i B parcijalno izomorfne uko-
liko postoji neprazan skup I parcijalnih izomorfizama s A u B sa slijedeéim
svojstvima: ©

(back) Za svakip € I ib € |B| postoji q € I takav da g D p i b€ Im(q).
(forth) Za svakip € I i a € || postoji q € I takav da g 2 p i a € Dom(q).

Ukoliko skup I ima svojstva (back) i (forth) pisemo I : 2 =5 B.
Analogon Ehrenfeuchtovog teorema u slu¢aju beskonac¢nih igara glasi ovako:

Teorem 2.9 Za strukture 2 i B, te a € |A| i b € |B| slijedeée tvrdnje su
ekvivalentne:

1. Duplikator pobjeduje u igri Goo (2, a, B, b).

4S 7 +— 7 oznacavamo parcijalni izomorfizam koji svakom ; pridruzuje y;.

Za k-torku & = (z1,...,xx) i l-torku § = (y1,...,y) s ZJ oznacavamo (k + I)-torku
(ml,. ey Ty Y1,y . .,yl).

5Uocimo kako svojstvo da su 2 i B parcijalno izomorfne ne znaéi da izmedu 2 i B
postoji parcijalni izomorfizam.



2. Postoji skup I s @+ b takav da I : 2 Shart B

3. @ i b zadovoljavaju istovjetan skup Loy -formula u A, odnosno B, tj.

za sve formule logike Loy, vrijedi A E pla] akko B E p[b].
Kao direktnu posljedicu prethodnog teorema imamo ovaj korolar.

Korolar 2.10 Za strukture 2 i B slijedeée tvrdnje su ekvivalentne:
1. A =5 B
2. A=y, °B.

U slu¢aju prebrojivih struktura parcijalna izomorfnost struktura implicira
izomorfnost, o ¢emu nam govori slijedec¢a lema (lema se dokazuje direktno
primjenom svojstava (back) i (forth)).

Lema 2.11 Neka su A ¢ B prebrojive strukture. Tada vrijedi:
1. Ako je A Zpar B, tada je A=B.

2. Ako I : A=, B i py € I, tada py moZe biti prosiren do izomorfizma
s A na B.

Istaknimo kao posljedicu slijedeéi korolar.

Korolar 2.12 Ako su 2 i B prebrojive i Ly, -ekvivalentne, onda su one i
1zomorfne.

2.4 Igre s kamenci¢ima

Rezultati o Ehrenfeucht-Fraisséovim igrama Goo (2, a@,B,b) i G (U, a,*B, b)
govorili su nam o karakterizaciji relacija =, i =,,, odnosno =y, i =1, -
Da bismo na slican na¢in mogli karakterizirati odgovarajuce relacije u
logikama FO® i LS, potrebno je uvesti modifikaciju osnovnih Ehrenfeucht-
Fraisséovih igara koja je poznata pod nazivom “igre s kamenci¢ima”.

Neka * predstavlja element koji ne pripada nosa¢u niti jedne od struk-
tura A 1 B. Za a = (a1,...,as) € |A] U {*} koji predstavlja polozaj ka-
mencica u igri oznac¢imo sa supp(a) := {i | a; # *} nosa¢ od a (skup svih
kamencic¢a koji sudjeluju u igri). Nadalje, za a € || neka a; oznatava
(a1y...,6i—1,a,a;11,...,as) (postavljanje i-tog kamenci¢a na element a).

Definicija 2.13 Za elemente a € || U {*} i b € |B| U {*} kazemo da je
preslikavanje @ — b s-parcijalni izomorfizam s A u B ukoliko za pripadne
nosace elemenata vrijedi supp(a) = supp(b), te je preslikavanje @ s b’
parcijalni izomorfizam s A u B, gdje su @ i b podnizovi od @ i b sastavljeni

od onih elemenata ¢iji indeksi pripadaju nosacu.



Neka su 2 i B strukture, te neka su a € |A| U {*} i b € |B| U {*} takvi da
je supp(a) = supp(b). U igri s kamenci¢ima od m poteza G3,(2,a,B,b)
imamo na raspolaganju s kamencic¢a «q, . .., o, za strukturu 2 i s kamencica
B1,...,0s za strukturu B. Inicijalno, «; je stavljen na a; ako je a; € |2,
odnosno sa strane ukoliko je a; = * (pri tome kazemo da i-ti kamencié¢ ne

sudjeluje u igri). Analogni dogovor vrijedi i za (3.

U svom j-tom potezu Spoiler odabire strukturu, 2 ili B, te kamencié¢ za
tu strukturu. Ukoliko je odabrao 24 i oy, stavlja «; na neki elemet od |2,
a potom Duplikator stavlja 3; na neki element od 9B. Ukoliko je Spoiler
odabrao B i (3;, stavlja §; na element strukture 9B, a Duplikator potom
stavlja «; na neki elemet od |2|. Duplikator pobjeduje u igri ukoliko je za
svaki j < m funkcija definirana s € — f s-parcijalni izomorfizam, pri ¢emu

€ = (e1,...,es) predstavlja elemente oznacene s ai,...,as nakon j-tog
poteza (e; = * u slucaju kada je a; sa strane), odnosno f = (fi,...,fs)
odgovarajuée elemente dane s 31, ..., Gs.

Igra s kamenci¢ima od beskonacno mnogo poteza G2 (2, a,B,b) definira se
analogno, uz razliku $to u tom slucaju svaki igra¢ mora odigrati beskonac¢no
mnogo poteza.

Analogon Ehrenfeuchtovog teorema za Ehrenfeucht-Fraisséove u igre u
slucaju igara s kamenci¢ima glasi ovako:

Teorem 2.14 Za strukture 2 i B, te elemente a € [A|U {x} ib€ |BlU{*}
s nosacima za koje je supp(a) = supp(b) vrijede slijedeée tvrdnje:

1. Duplikator pobjeduje u igri G5, (U, a,B,b) akko a i b zadovoljavaju
istovjetan skup FO?-formula kvantifikatorskog ranga < m u 2, odnosno
B, tj. za sve formule logike FO® vrijedi A & o[a] akko B E [b]. 7

2. Duplikator pobjeduje u igri G5,(U,a,B,b) akko a i b zadovoljavaju
istovjetan skup LS, -formula w2, odnosno B, tj. za sve formule logike

LS., vrijedi A F ¢la] akko B E ¢[b].

oW

Analogno pojmovima m-izomorfnosti i parcijalne izomorfnosti definiramo
pojmove s-m-izomorfnosti i s-parcijalne izomorfnosti.

Definicija 2.15 KaZemo da su strukture 2 i 8 s-m-izomorfne ukoliko pos-
togi niz (1) j<m nepraznih skupova s-parcijalnih izomorfizama s A u B sa
slijedecim svojstvima:
(s-m-back) Za svaki j < m, a belit,1<i<sibe |B| postojia € |
takav da je EL% — b? € 1.

"Za @ € || U {*} prilikom pisanja 2 F [a] presutno pretpostavljamo da slobodne
varijable formule ¢ imaju indekse medu supp(a).



(s-m-forth) Za svaki j < m, @+ b € Ijx1, 1 <i < s ia € || postoji b € |B|
takav da je &% — l_)% € 1.
Ukoliko (I;)j<m tma svojstva (s-m-back) i (s-m-forth) pisemo (I;)j<m :
A=5 B.

Definicija 2.16 Strukture A i B su s-parcijalno izomorfne ukoliko postoji
neprazan skup I s-parcijalnih izomorfizama s A v B t.d. vrijede slijedeéa
svojstva: 8
(s-back) Za svakiav— b e I, 1 <i<sib& |B| postoji a € |A| takav da je
ZL% — I_)% el.
(s-forth) Za svakiav— b e I, 1 <i
EL% — l;lg el

IA

s i a € || postoji b € |B| takav da je

Ukoliko skup I ima svojstva (s-back) i (s-forth) pisemo I : A= B.

Vezu izmedu pitanja Duplikatorove pobjede u igrama Gs.(A,a,B,b),
odnosno G2 (2, a,B,b) i s-m-izomorfnosti, odnosno s-izomorfnosti struk-
tura A i B daje slijedeéi teorem.

Teorem 2.17 Neka su dane strukture 2 i B, tea € |A|U{*} i b € |B|U{x}

takvi da je supp(a) = supp(b).
o Slijedece turdnje su ekvivalentne:
1. Duplikator pobjeduje u igri G5,(, a,B,b).
2. Postoji (Ij)j<m 8 @+ b€ I, t.d. vrijedi I : A =5 B.
e Slijedece tvrdnje su ekvivalentne:

1. Duplikator pobjeduje u igri G5 (2, a,*B,b).
2. Postoji I sa b eI takav da I : 2 Spart B-

Istaknimo kao posljedicu slijedeci direktni korolar.

Korolar 2.18 (Barwise-Immermannov teorem) Neka su dane struk-
ture A i °B.

o Slijedece tvrdnje su ekvivalentne:
1. A5 B,
2. A =7 ‘B.

e Slijedece tvrdnje su ekvivalentne:

TADE=:3
2. A=; B

8Uocimo kako svojstvo da su 2 i B s-parcijalno izomorfne ne znaéi da izmedu 2 i B
postoji s-parcijalni izomorfizam.



3 Aksiomi prosirenja

Zamislimo slijedeé¢i pokus kojim ¢emo konstruirati beskona¢nu strukturu
nad skupom pozitivnih cijelih brojeva {1,2,3,...} u kojoj ¢e interpretacije
svakog relacijskog simbola neke relacijske signature biti slu¢ajno odabrane.
Za svaki relacijski simbol R arnosti m iz dane relacijske signature i
svaku m-torku prirodnih brojeva 4i,...,4,;,, bacamo simetrican novci¢
kako bismo odlucili da li je Ri;...i4,, istinit. Dobiveni ishod jednog
takvog pokusa rezultira beskona¢nom strukturom na nosacu {1,2,3,...} sa
slu¢ajno odabranim interpretacijama svih relacijskih simbola. Ono sto je
iznenadujuce jest da je struktura dobivena ovakvim pokusom (bez obzira na
ishode bacanja nové¢ica) zapravo jedinstveno odredena do na izomorfizam
(tj. svaka dva ishoda pokusa su medusobno izomorfna). *

Opisano svojstvo pokazat ¢e se kao kljucéno u kasnijim dokazima 0-1 zakona,
a da bismo ga dokazali konstruirat ¢emo prvo tzv. random teoriju kojoj ée
na prethodni na¢in opisana random struktura biti model. Osnovni gradevni
elementi random teorije bit ¢e recenice (tzv. aksiomi prosirenja) koje Ce
(intuitivno) govoriti da za svako r postoji barem r razlicitih elemenata
u strukturi, te da se svaka podstruktura od r elemenata moze prosiriti
dodatnim elementom na sve moguée nacine.

Neka je 7 relacijska signatura. Za r > 1 definiramo skup A,;1 na slijedeéi
nacin:

—

Ari1i={e(x1,...,2) | ¢ je atomarna formula oblika RZ, gdje je R € T

Urg1 €421, 2k} CS{vr, .o U, V41 )

Primjer 3.1 Ukoliko se 7 sastoji samo od jednog binarnog predikata P,
tada je

A1 = {Pvry1Vr41, PU1vpy1, ..o, PUpvpg1, Popgivg, ..oy Popgqon ).

Za podskup ® C A, definiramo re¢enicu

Xo = Y1 ... Yo ( /\ v; # vj — Fopg( /\ Vi F Vpgr1 A /\ @A /\ —¥)),
1<i<j<r 1<i<r ped pede
gdje je @°:= A, 41\ ®. Recenica x¢ naziva se aksiom (r + 1)-prosirenja.

Ozna¢imo s Tyang skup svih aksioma prosirenja. Tyanq se obi¢no naziva teorija
random struktura. Za tako definiranu teoriju oc¢ito vrijedi slijedeé¢a lema.

9Uo¢imo da ukoliko opisani pokus provedemo za grafove, dobivamo beskonaéni graf sa
slu¢ajno odabranim bridovima.
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Lema 3.2 Svaki model od Tyang je nuzno beskonacan.

Kao iduéi korak Zzeljeli bismo pokazati da su svaka dva modela od Tiang
parcijalno izomorfna. No, prije toga uvedimo jednu pomoénu oznaku koju
¢emo Cesto koristiti u daljnjem tekstu.

Definicija 3.3 Neka je dana struktura 2. Za a = (a1,...,as) € |,
v = (v1,...,vs) definiramo formulu 90%@(111, ..., Vs) na slijedeéi nacin:

cpgl’a(ﬁ) = /\ {¢(v) | ¢ je atomarna ili negacija atomarne , A E plal}.

Intuitivno, formula gpg[ & opisuje tip izomorfnosti podstrukture generirane s
a u strukturi 2 (sjetimo se da smo se ogranicili samo na relacijske signature).

Napomena 3.4 Lagano se vidi da je skup
{¢(0) | ¢ je atomarna ili negacija atomarne , A = plal}
konacan, pa je ng[,a(ﬁ) formula logike prvog reda.
Lema 3.5 Za bilo koja dva modela 2 i B od Trang skup
Ii={ablac ), be Bl Wiy = ;)
ima svojstva (back) i (forth), tj. I : A =5, B.

Dokaz:  Uoc¢imo prvo da je I sigurno neprazan jer je prazni parcijalni
izomorfizam () u I. Neka je a — b parcijalni izomorfizam iz skupa I,

pri cemu je @ = (a1,...,a,), a b = (b1,...,b.). Pokazimo primjerice
da vrijedi svojstvo (forth) (svojstvo (back) dokazuje se analogno). Neka
je ary1 element iz A\ {a1,...,a,}. Odaberimo ® C A,;; definiran s

O = {p(vi,...,vp41) | p € Ary1, AE plaar41]}. Bududi je B model od
Trand specijalno je B F xo, pa postoji element b,1 € B takav da je
BE (Apea ¥ N Npeae ~0)bbr41], 8. Pogb,, = Poaa,y,- Lo znaci da
parcijalni izomorfizam aa,1 +— bb,41 lezi u skupu I. Dakle, vrijedi svojstvo
(forth), odakle zakljucujemo da je I : A =p,p B. O

Napomena 3.6 Prethodno svojstvo moZe se dokazati i eliminacijom kvan-
tifikatora. Dokaz je dan u [4).

Prema korolaru 2.10 slijedi da su svaka dva modela od Tiand Loow-
ekvivalentna, tj. Tianq je potpuna teorija (za Log,-recenice), pa stoga vrijedi
slijedeCa propozicija.

Propozicija 3.7 Za svaku Lo, -recenicu ¢ vrijedi:

Trand = 2 il Trand = P
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Pokazimo sada da teorija random struktura ima prebrojiv model.
Lema 3.8 T,.nq ma prebrojiv model.

Dokaz: Neka je (an)n>0 enumeracija svih parova oblika (m,x), gdje je
m r-torka medusobno razli¢itih prirodnih brojeva, a x aksiom (r + 1)-
prosirenja. Dakle, (ap)n>0 enumerira sve aksiome prosirenja zajedno sa
svim pripadajué¢im medusobno razli¢itim r-torkama prirodnih brojeva. Pret-
postavimo dodatno da su za pojedini «,, = (m,x) sve komponente od m
manje od n. Induktivno definiramo strukture 2,,, n € N takve da je

|an|:{0,...,n} imog% QQLQQ
s ciljem da njihova unija 2 := Un20 2A,, bude model od T}ang:

e Definiramo 2y := (|%o|, (0)rer) (svaki relacijski simbol interpretiran
je praznim skupom).

e Pretpostavimo da je struktura 2, ve¢ definirana za n € N. Neka je
an = (m1,...,my, x) gdje je x = xa, za neki ® C A, ;4. Definiramo
2,41 s nosacem |2A,11| tako da je A, C 2A,,11, te da za svaki p € A4
vrijedi

Apt1 F olmi,...,my,n+1] akko pe®
(uo¢imo kako se wv,41 javlja u svakoj od formula u A,;;, pa je
prethodna definicija korektna). Ovime smo o¢ito osigurali da je 2,41
model za xg.

Definiramo li sada A := UnZO A,, lako se vidi da je 2 model za sve
X € Trand, pa smo time dobili trazeni prebrojiv model za T;anq- O

Dakle, buduéi T;4,q ima prebrojiv model, on je prema korolaru 2.12 jedin-
stveno odreden (do na izomorfizam). Jedinstveni prebrojiv model od Tyang
oznacavamo s R i nazivamo beskonaéna random struktura. 10

* ok %

Svaki aksiom proSirenja je recenica logike prvog reda, te smo pokazali
kako je svaka Lo,-reCenica ili njena negacija logicka posljedica unije svih
aksioma progirenja. Da bismo dobili odgovarajuéi rezultat za logiku FO?®,
odnosno LI, moramo ograniciti broj koriStenih varijabli.

Za s > 1 oznacimo s €5 konjunkciju kona¢no mnogo aksioma r-prosirenja,
gdje je r < s. Ocito je e, € FO®. Na isti nacin kao i u slucaju teorije Tiand
moze se pokazati da vrijede analogna svojstva:

1076 je upravo struktura dobivena primjenom beskonaénog pokusa opisanog u uvodu
ove sekcije.
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1. Svaki model od €5 ima najmanje s elemenata.

2. Svaka dva modela od 2 i B od €, su s-parcijalno izomorfna.

Prema korolaru 2.18 slijedi da su svaka dva modela od €, L  -ekvivalentna,
pa stoga dobivamo slijede¢u propoziciju.

Propozicija 3.9 Za svaku LS -recenicu ¢ vrijedi:

€sFE @ il es F .

4 Labelirani 0-1 zakon za logike FO i L¥

Za klasu 7-struktura K oznacimo s L, (K) broj struktura u K s nosacem

{1,...,n}:
L,(K) :=card{A e K| |A ={1,...,n}}.

Strukture s nosa¢em {1,...,n} nazivaju se labelirane strukture buduéi je
svaki element takve strukture labeliran prirodnim brojem. Dakle, L, (K)
jest broj labeliranih struktura u K kardinaliteta n. Posebno, ukoliko je K
klasa svih (kona¢nih) modela recenice ¢, odnosno klasa svih (konaé¢nih)
T-struktura koristimo oznake L, (y), odnosno L, (7).

Oznagimo s [,,(K) udio svih labeliranih 7-struktura koje se nalaze u K:

Ln(K)
L(K) =
U slucaju kada postoji, limes {(K) := limy—o 1, (K) se naziva labelirana

asimptotska vjerojatnost od K. Analogno, l,(¢) oznacava l,,(Mod(¢)), dok
l(p) stoji za [(Mod(y)). Ukoliko je I(¢) = 1 kazemo da ¢ vrijedi u gotovo
svim konacnim strukturama, odnosno da ¢ vrijedi gotovo sigurno.

Definicija 4.1 Klasa T-recenica ¥V zadovoljava labelirani 0-1 zakon ukoliko
za sve @ € U vrijeds

W) =1 ili U(p)=0,

odnosno, ekvivalentno izreceno, ukoliko za sve ¢ € W ili ¢ ili ~¢ vrijeds
gotovo sigurno.

Primjer 4.2 Neka je 7 = {E}, gdje je E binarni relacijski simbol. Neusm-
jereni graf je T-struktura & = (|®|, E®) koja zadovoljava slijedeca svojstva:

1. za sve a € |®|: nije E®aa;

2. za sve a,b € |B|: ako je E®ab, onda je i E®ba.
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Oznacimo s Gy, skup svih grafova na {1,...,n}. Uocimo kako je tada |G,| =
9). Irraz za labeliranu asimptotsku vjerojatnost recenice ¢ koja opisuje
odredeno svojstvo grafova u tom ce slucaju glasiti:

l((p) — lim {@ € g, \ & ima svojstvo gp}

n—00 ‘gn’

(a) Neka je p recenica koja govori da “u grafu postoji izolirani vrh”. Izoli-
rani vrh oc¢ito moze biti odabran na n nacina, dok preostali vrhovi mogu
formirati ostatak grafa na proizvoljan nacin. Stoga vrijedi:

z()<”'2(n;1)— n_nmeo
ST T e |

pa je () = 0.

(b) Neka recenica ¢ govori da je “graf povezan”. Pokazimo da u tom
sluc¢aju vrigedi l(p) = 1. Recenica ¢ nije izraziva u logici prvog reda,
pa stoga gledamo slijedecu recenicu:

Y = VaVy(r # y — Jz(Ezz A Eyz)).

Recenica v povlaci svojstvo povezanosti, pa je stoga dovoljno pokazati
da vrijedi l(v)) = 1. Pokazat é¢emo da je [(—)p) = 0. Potrebno je uociti
koliko ima parova vrhova {x,y} takvih da se u kombinaciji sa svakim
od preostalih vrhova z dogodi jedan od slijedeéa tri slucaja:

o ~Fxz A\ Fyz,

e FxzN\-Fyz,

o ~ExzN-Fyz.

Jednostavnim prebrojavanjem slijedi:
(2)-2-2("7) . 3n-2 <n> <3>"—2 noc
o = — —_— 0’
2(2)

pa je stoga l(—p) = 0, odnosno 1(¢p) = 1.

ln(ﬁqzb)

IN

(¢) U “graf sadrzi trokut”) = 1.
(d) I( “graf je aciklican”) = 0.
(e) I( “graf je 2-obojiv”) = 0.

(e) I( “broj vrhova u grafu je paran”) ne postoji, buduéi pripadna vjerojat-
nost 1, oscilira izmedu 0 7 1.
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Primjer 4.3 Neka je 7 = {P,c}, gdje je P unarni relacijski simbol.
Uocimo da za svaku T-strukturu (|2, P%,c®) ocito vrijedi

(2], P2, c¢*) E Pe  akko (|2, P, c®) ¥ —Pe.

Odavle slijedi da je l,,(Pc) = %, pa je stoga i [(Pc) = 5.
Ovaj primjer pokazuje kako labelirani 0-1 zakon za logiku prvog reda nad
stgnaturom koja sadrzi konstanske simbole opcenito nece vrijediti.

Primjer 4.4 Za signaturu ™ = {f}, gdje je f unarni funkcijski simbol, pro-
motrimo recenicu prvog reda Yz f(x) # x koja izraZava svojstvo da funkcija
f nema fiksnu tocku. Uocimo kako ée to svojstvo biti osigurano akko za svaki
ie{l,...,n} f(i) poprima jednu od n — 1 moguéih vrijednosti razlicitih od
1. Stoga vrijedi:

n n

nttef@) £a) = () ==
Odatle slijedi da je [(Vxf(z) # x) = e L.

Ovaj primjer pokazuje kako labelirani 0-1 zakon za logiku prvog reda mad
signaturom koja sadrzi funkcijske simbole opéenito neée vrijediti. 1

Dakle, primjeri 4.3 i 4.4 pokazuju kako labelirani 0-1 zakon mozemo
ocekivati samo za logiku prvog reda nad relacijskom signaturom. U
daljnjem tekstu pokazat ¢emo kako u tom sluc¢aju labelirani 0-1 zakon za
logiku prvog reda doista i vrijedi.

Veé¢ smo ranije dokazali da je svaka recenica ¢ ili njena negacija —¢ logicka
posljedica aksioma prosirenja. Osnovni korak kojeg je jo§ potrebno napraviti
da bismo dokazali labelirani 0-1 zakon jest da svi aksiomi prosirenja vrijede
gotovo sigurno. O tome nam govori iduc¢a lema.

Lema 4.5 Svaki aksiom prosirenja vrijedi u gotovo svim konacnim struktu-
rama.

Dokaz: Moramo pokazati da za svaki podskup ® C A, labelirana asimp-
totska vjerojatnost I(xg) iznosi 1. Pokazimo da vrijedi I(—xs) = 0. Za
svaku r-torku (a1, ..., a,) razlicitih elemenata iz strukture 2 neka je a € ||
element razli¢it od (ay,...,a,). Neka su (za odabrane (ay,...,a,) i a) is-
tinitosne vrijednosti od Rb za sve R € 71 b € {ai,...,ar,a} koji sadrze

"Tynch je pokazao ([9]) kako za logiku prvog reda nad signaturom koja sadrzi unarne
funkcijske simbole vrijedi tzv. zakon konvergencije koji govori da za sve recenice ¢ labeli-
rana asimptotska vjerojatnost [(¢) postoji i poprima vrijednosti izmedu 0 i 1.
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a odabrane slucajno. Neka je § vjerojatnost da odabrana (r + 1)-torka
(a1,...,ar,a)zadovoljava {¢ | p € ®}U{—~¢ | ¢ € ¢}. Ukoliko s ¢ oznac¢imo
broj podskupova od A, 41 o¢ito je vierojatnost ¢ jednaka %, pa je specijalno
9 > 0. Uo¢imo da r-torku (aq,...,a,) mozemo odabrati na n™ nac¢ina, te da
vjerojatnost da (ai,...,a,,a) ne zadovoljava {p | p € ®} U {—p | p € ®°}
iznosi 1 — %, odakle slijedi:

ln(=xa) = 1 (Fvy ... Fu( /\ v; # ;A

1<i<j<r
Vory1( \/ Vi = Up41 V \/ eV \/ ©)))
1<i<r ped pEPC
rfC— 1 " r n—r
=n =n"(1-0)""".
c

Odavle slijedi da je [(—xa) = lim, 00 ln(—xa) = 0, pa je onda I(xe) = 1. O
Kao posljedicu dobivamo slijedeéi korolar.
Korolar 4.6 Neka je ¢ recenica prvog reda. Tada vrijedi:
1. Ako je Tyanda F ¢, tada je l(p) = 1.
2. Ako je Tiana E —p, tada je l(p) = 0.
Dokaz:

1. Ako je Tiand F ¢, tada prema teoremu kompaktnosti postoji kona¢an
podskup Ty C Tiang takav da Ty F ¢. Buduéi je Ty konacan skup
aksioma prosirenja prema prethodnoj lemi slijedi (A Tp) = 1. Stoga

jel(p) = 1.
2. Ako je pak Tiyana E —¢, tada prema prvom dijelu korolara slijedi
[(=¢) =1, pa je onda I(¢) = 0. O

Podsjetimo se da smo za s > 1 s €5 oznacili konjunkciju kona¢no mnogo
aksioma r-prosirenja, gdje je r < s. Iz leme 4.5 slijedi da za svaki e, vrijedi
svojstvo l(e;) = 1. Odatle dobivamo naredni korolar.

Korolar 4.7 Neka je ¢ LY -recenica. Tada vrijedi:
1. Ako je es E ¢, tada je l(p) = 1.

2. Ako je es E —p, tada je l(p) = 0.

Izrecimo na kraju teorem koji govori o labeliranom 0-1 zakonu u logici prvog
reda i LY  logici.

16



Teorem 4.8 Neka je T relacijska signatura. Tada logika prvog reda + LY,
logika nad signaturom T zadovoljavaju labelirani 0-1 zakon.

Dokaz: Sjetimo se da prema propoziciji 3.7 za sve re¢enice prvog reda
vrijedi:
Trana F 2 ili Trana F P,

te, takoder, prema propoziciji 3.9 za sve recenice ¢ € L5 vrijedi:
esFo ili e F .

Tvrdnja teorema onda direktno slijedi iz prethodna dva korolara. O

5 Parametarske klase

Uoc¢imo kako osnovnim teoremom o 0-1 zakonu za logiku prvog reda i
L¥ ., logiku zapravo joS uvijek nismo dokazali davno najavljenu tvrdnju
o tome kako se svako svojstvo grafova definabilno u logici prvog reda
(odnosno LY | logici) podvrgava 0-1 zakonu. Da bismo takva pitanja mogli
precizno tretirati koristimo pojam uvjetne vjerojatnosti i odgovarajuc¢om
prilagodbom argumenata iznesenih u prethodnoj sekciji pokazujemo da 0-1
zakon vrijedi i za uvjetne vjerojatnosti u odnosu na klasu struktura koje
su aksiomatizabilne tzv. “parametarskim” aksiomima (klasa grafova ima to
SVOjstvo).

Neka su K i ‘H klase 7-struktura. Labeliranu vjerojatnost I, (K | H) defini-
ramo kao:

L,(KNH)

Ln(H) ~
pri ¢emu je razlomak definiran u slu¢aju kada H sadrzi barem jednu struk-
turu kardinaliteta n. Ukoliko postoji, limes [(K | H) := lim,— 00 I, (K | H) se
naziva labelirana asimptotska vjerojatnost od K obzirom na H. Na analogan
nacin definiraju se I, (¢ | H) i [,(K | 7), odnosno (¢ | H) i I(K | 7). Uo¢imo
kako po definiciji slijedi da je 1,(K | 7) = [,,(K), odnosno I(K | 7) = I(K).

(K| H):=

Primjer 5.1 Oznac¢imo s GRAPH klasu svih konacnih neusmgerenih
grafova, a s CONN klasu svih konaénih povezanih grafova. Tada l,,(CONN |
GRAPH) predstavlja udio povezanih grafova s vrhovima iz {1,...,n} medu
svim grafovima s vrhovima iz {1,...,n}.

Obzirom da ¢e nam u daljnjem tekstu ¢esto biti potrebna, uvodimo slijede¢u
pokratu:

Viwy ... x50 =
Vay.. Ves((rr #xo ANz A 23 N .. ANTs—1 # T5) — V).
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Definicija 5.2 Neka je T relacijska signatura. Recenica prvog reda o naziva
se parametarskom ukoliko je ona konjunkcija recenica oblika Vixy ... x5,
gdje je s > 1, a ¥ je logicka kombinacija atomarnih formula oblika
Ryi ... yn, odnosno =Ry ...yn, gdje je R € T i {y1,...,yn} = {z1,...,2s}.
Za klasu struktura KC kaZemo da je parametarska ukoliko je K = Mod(yp),
za neku parametarsku recenicu .

Pogledajmo neke primjere parametarskih recenica.

Primjer 5.3 1. Va—Exx A Vixy(Exy — FEyx), odnosno Vr—Exx
su parametarske recenice koje aksiomatiziraju klasu mneusmjerenih,
odnosno usmgerenih grafova.

2. Klasa turnira aksiomatizirana je parametarskom recenicom Vr #
Exx NVxy(Exy < —~Exy).

3. Uocimo kako Vxyz((Exy A\ Eyz) — Exz) nije parametarska recenica
(npr. {z,y} # {z,y,2}). Zapravo, iz analize koja slijedi postat ce
jasno da, primjerice, klase tranzitivnih relacija, relacija ekvivalencije,
parcijalnih uredaja, linearnih uredaja nisu parametarske, pri cemu je
tranzitivnost zapravo jedina prepreka koja to onemogucava.

4. Za relacijski simbol R arnosti k, Vix1 ...z (Rxy ... x5 ARz ... 2))
je parametarska recenica koja je ocito istinita u svim strukturama kar-
dinaliteta < k, ali nema model kardinaliteta > k.

Ozna¢imo s k maksimum arnosti relacijskih simbola u 7. Parametarska
recenica (i njoj pripadna klasa modela) naziva se netrivijalnom ukoliko ima
modele kardinaliteta > k.

Lema 5.4 Svaka netrivijalna parametarska recenica ima po wvolji velike
modele.

Dokaz: Neka je @ netrivijalna parametarska recenica. Za dani neprazan
skup B slijede¢om procedurom generirat ¢emo model za ¢y s nosacem B.
Neka je s k oznacen maksimum arnosti relacijskih simbola. Za proizvoljan
s < kimedusobno razli¢ite b1, . .., bs € B odabiremo proizvoljan model 2 od
©o kardinaliteta > s (takav o¢ito postoji jer je g netrivijalna parametarska
reCenica) 1 medusobno razlicite aq,...,as € |2|. Za sve R € 7 definiramo
“fby,...,bs}-dio od RB” kao odgovarajuéu kopiju “{ay,...,as}-dijela od
RI™” na slijedeéi nacin. Za @(vq,...,vs) = Ry ...y, gdje za skupove vari-
jabli vrijedi {y1,...,yn} = {v1,...,vs} definiramo “{b,...,bs}-dio od RB”
relacijom:

(B, (RP)per) E @[b1,...,bs] akko AE @lay,...,as).
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Na ovaj se nacin svaka s-torka razlicitih elemenata iz (B, (RP)gre,) ponasa
kao s-torka iz nekog modela od ¢g. Kako je ¢y parametarska recenica,
(B, (RP)ge,) doista predstavlja model od ¢q. O

Neka je o netrivijalna parametarska recenica. Tada aksiom (r + 1)-
prosirenja

V;ﬁvl...vrﬂvrﬂ( /\ Vi 75 Vpg1 A /\ e A /\ _‘(P))

1<i<r ped pede

nazivamo kompatibilnim s ¢ ukoliko je skup formula

{@o} U{Fv1 ... 30, 3v,41( /\ v; £ vj A /\ © A /\ —p))}

1<i<j<r+1 pED pEDC
ispunjiv.
Ozna¢imo s Trand(¢o) skup recenica koji se sastoji od ¢p i svih aksioma
prosirenja kompatibilnih s ¢g. Analogno kao u dokazu leme 3.5 da su svaka
dva modela od T;.nq parcijalno izomorfna, pokazalo bi se da su i svaka

dva modela od Tyand(@o) parcijalno izomorfna, pa stoga i Loe,-ekvivalentna.
Odatle slijedi propozicija:

Propozicija 5.5 Za sve Ly, -recenice ¥ vrijedi:

Trand((PO) = @0 ili Trand(SOO) = ﬂﬁ-

Takoder, na slican nac¢in kao u dokazu leme 3.8 pokazalo bi se da vrijedi
lema:

Lema 5.6 T and(po0) ima (do na izomorfizam) jedinstven prebrojiv model
R(po)-

Za s > 1 oznacimo s ¢ konjunkciju ¢o s svim aksiomima r-proSirenja za
koje je r < s i koji su kompatibilni s pg. Slicnom argumentacijom kao ranije
dobili bismo da su svaka dva modela od ¢{) s-parcijalno izomorfna, pa stoga
i LZ -ekvivalentna. Odatle slijedi:
Propozicija 5.7 Za sve L -recenice v vrijedi:

o B ili i E .

Napokon, imamo slijede¢u propoziciju.

Propozicija 5.8 Ako je 1) aksiom prosirenja kompatibilan s pg tada je 1(1) |
SOO) =1.
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Dokaz (skica): Dokaz tvrdnje propozicije moZe se provesti u potpunosti
analogno kao dokaz leme 4.5, jedino $to se sada u ovom slu¢aju moramo
restringirati samo na modele od ¢g. Pritom ¢e se konstanta ¢ uzeti kao broj
svih podskupova ® od A,;; koji odgovaraju aksiomima (r + 1)-prosirenja
kompatibilnim s . U

Neka je ‘H klasa struktura, te neka je ¥ klasa reCenica. Kazemo da H
zadovoljava labelirani 0-1 zakon za ¥ ako za sve ¥ € U vrijedi:

(| |H)=1 ili (v ]|H)=0.
Spajanjem prethodnih propozicija dobivamo kao zakljucak slijedeéi teorem.

Teorem 5.9 Neka je 'H netrivijalna parametarska klasa. Tada 'H zadovol-

java labelirani 0-1 zakon za logiku LY, ,, a stoga i za logiku prvog reda.

6 Nelabelirani 0-1 zakon

U ovoj sekciji za klasu struktura K proucit éemo tzv. nelabeliranu
vjerojatnost u,(K) koja predstavlja udio tipova izomorfizma struktura
kardinaliteta n u klasi K. Nelabelirana uvjetna vjerojatnost definirana je
analogno. Kao §to ¢emo vidjeti u tekstu koji slijedi, pokazat ¢e se da se
labelirane i nelabelirane asimptotske vjerojatnosti podudaraju u slucaju
kada gotovo sve strukture u pripadajué¢im klasama imaju svojstvo rigidnosti.

Za klasu struktura K neka U, (K) predstavlja broj tipova izomorfizma struk-
tura kardinaliteta n u X, odnosno, ekvivalentno:

U, (K) := broj tipova izomorfizma struktura u K s nosa¢em {1,...,n}.

Oznake U,(7) 1 U,(p) stoje za U,(K), gdje K predstavlja klasu svih
T-struktura, odnosno klasu svih modela od ¢, respektivno.

Neka je dana klasa struktura K. Definirajmo

_ Un(K)
te oznac¢imo (u slucaju kada limes postoji) s u(K) = lim, s un(K)

nelabeliranu asimptotsku vjerojatnost od K.

Za klase struktura K i H, izraz

un (K | H) :==
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nazivamo nelabelirana vjerojatnost od X u odnosu na H, a
uw(K | H) == lim u,(K | H)
n—oo
nelabelirana asimptotska vjerojatnost od X u odnosu na H.

Primjer 6.1 Nelabelirana vjerojatnost u,(CONN | GRAPH) predstavija
udio tipova izomorfizma povezanih grafova s n vrhova medu ukupnim brojem
tipova izomorfizma svih grafova s n vrhova.

U proucavanju odnosa izmedu labeliranih i nelabeliranih vjerojatnosti is-
taknutu ulogu igra klasa RIG rigidnih struktura.

Definicija 6.2 Struktura 2 naziva se rigidnom ukoliko je identiteta na ||
jedini automorfizam od 2.

Pogledajmo sada neka svojstva implicirana (ne)rigidnoscéu.

Lema 6.3 1. L,(K) < U,(K)-n!
2. Ako je K C RIG tada je L, (K) = U,(K) - n!
3. Ako je K C RIG tada je L,(K) < Un(K) - %

Dokaz: Buduéi vrijedi L,(K) = L,(K NRIG) + L, (K N RIG®), odnosno
Un(K) = U, (K NRIG) + U, (K NRIG®), dovoljno je dokazati tvrdnje 2. i 3.
Neka je 2 struktura s nosacem {1,...,n}. Znamo da postoji n! permutacija
od {1,...,n}. Svaka permutacija 7 daje strukturu 2, s nosacem {1,...,n}
takvu da je m @ A = A; (7 je izomorfizam izmedu A i A;). Ocito, za
permutacije 7 i p od {1,...,n} onda imamo:

A =2, akko T lop: A=A,

Stoga, ukoliko je 2 rigidna, identiteta je jedini izomorfizam s 2 na 2, pa
vrijedi:
A=A, akko 7 =np.

Dakle, permutiranjem rigidne strukture dobivamo n! razli¢itih struktura na
{1,...,n}, tj. L,(K) =U,(K) -n!.

Ukoliko 2 nije rigidna i p je neki netrivijalni automorfizam od %, onda
vrijedi:

Qlw = Ql7r0pa
za bilo koju permutaciju 7. Stoga permutiranjem nerigidne strukture dobi-
vamo najvise % razlicitih struktura na {1,...,n}, paje L, (K) < Un(K)- %.
O
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Lema 6.4 Za sve klase struktura H vrijedi:
un(RIG | H) < 1, (RIG | H).
Posebno, w(RIG | H) = 1 povlaci [(RIG | H) = 1.

Dokaz:

U,(RIGNH) - n!
Un(RIGNH) - n! + U, (RIG°N'H) - n!
< L,(RIGNH)

— L, (RIGNH) + L,(RIG*NH)
=1, (RIG | H).

un(RIG | H) =

O

Lema 6.3 nam ukazuje kako ¢e gotovo sve strukture u klasi H biti rigidne
akko vrijedi Ly, (H) =~ U, (H) - n!. Preciznije o tome govori slijedeéa propozi-
cija.
Propozicija 6.5 Neka je H klasa struktura. Tada vrijedi:
. Lu(H)
Dokaz: Bududi je
L,(H)  L,(RIGNH) N L,(RIG°N'H)
Us(H)-n! Un(H)-n! Un(H) - n!
L,(RIG°NH)
Up(H) -n!

= u,(RIG | H) +

odakle je ocCito
Lyn(H)

Un(H) -n!’
koriste¢i 3. tvrdnju iz leme 6.3 dobivamo:

L,(H) <
Un(H)-n! =

un(RIG | ) + Ly (RIGE | H) = 1 — g (RIGE | H).

un (RIG | H) <

u,(RIG | H) <

Dakle, ukoliko vrijedi u(RIG | H) = 1 slijedi limy, o0 5-y7ny = 1, dok
n(H)

s druge strane limn oo -ty = 1, povlaci u(RIG® | H) = 0, odakle je
w(RIG | H) = 1. O

Naredni teorem predstavlja osnovni korak za prosirivanje 0-1 zakona s la-
beliranog na nelabelirani slucaj.
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Teorem 6.6 Neka je 'H klasa struktura. Ukoliko su gotovo sve strukture
u H rigidne, tj. ukoliko vrijedi u(RIG | H) = 1, onda se za svaku klasu
struktura IC labelirane i nelabelirane asimptotske vjerojatnosti obzirom na 'H
podudaraju, tj. vrijedi: 12

(K| H) = u(K | H).

Dokaz: Prema pretpostavci teorema je u(RIG | H) = 1, pa je stoga i [(RIG |
H) = 1. Bududi su gotovo sve strukture u H rigidne, lako se moze pokazati
da vrijedi:

IIK|H)=U(K|RIGNH) i wK]|H)=ulK]|RIGNH).
Nadalje, vrijedi:

Ln(K N RIG N'H)
L.(RIG N H)
Un(K N RIG NH) - n!

= U.(RIGNH) 7! = u,(K | RIG N H).

I.(K | RIG NH) =

Dakle, dobivamo da je [(K | RIGNH) = u(K | RIG NH), pa odatle slijedi i
tvrdnja teorema (K | H) = u(K | H). O

Neka je H = Mod(ypg) parametarska klasa odredena parametarskom
reCenicom ¢qg. Kazemo da je ‘H slobodna ako za neki m > 2 postoji relacijski
simbol R arnosti r i surjekcija i: {1,...,r} — {1,...,m} takvi da su for-
mule

wo AJxy ... Tz /\ T # 1 A Rryy . m())

1<k<I<m

wo AJxy ... Tz, /\ rg # 1 A 2Ry - 'xi(r))
1<k<i<m

ispunjive. Intuitivno, parametarska klasa H je slobodna ukoliko za neki
r > 2 postoji moguénost izbora prilikom fiksiranja dijelova relacije koje
odgovaraju r-torkama razli¢itih elemenata.

Primjer 6.7 1. Klasa GRAPH je netrivijalna slobodna parametarska
klasa.

2. Klasa svih T-struktura, gdje se T sastoji od barem jednog relacijskog
simbola arnosti > 2 je netrivijalna slobodna parametarska klasa.

Bez dokaza navodimo slijedeé¢u propoziciju.

2Uo¢imo kako limy,— o In (K | H) = limp— 00 un (K | H) oznacava da oba limesa istovre-
meno konvergiraju k istom broju ili oba limesa divergiraju.
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Propozicija 6.8 Neka je H netrivijalna slobodna parametarska klasa. Tada
su gotovo sve strukture u H rigidne, tj. w(RIG | H) = 1.

Odatle odmah slijedi.

Korolar 6.9 Neka je 'H netrivijalna slobodna parametarska klasa. Tada se
labelirane i nelabelirane asimptotske vjerojatnosti obzirom na H podudaraju.

Dokaz: Tvrdnja korolara slijedi direktno iz teorema 6.6 i propozicije 6.8. [

Tvrdnja korolara moze se prosiriti i na proizvoljne netrivijalne parametarske
klase.

Propozicija 6.10 Neka je H proizvoljna netrivijalna parametarska klasa.
Tada se labelirane i nelabelirane asimptotske vjerojatnosti obzirom na H
podudaraju.

Kazemo da klasa ‘H zadovoljava nelabelirani 0-1 zakon za skup recenica ®
ako za sve ¢ € ® vrijedi:

ule|H)=1 ii u(p|H)=0.

Kao posljedicu labeliranog 0-1 zakona za logiku LY i logiku prvog reda na
kraju dobivamo slijede¢i teorem.

Teorem 6.11 Neka je H netrivijalna parametarska klasa. Tada H zadovol-

java nelabelirani 0-1 zakon za logiku LY, ,, a stoga i za logiku prvog reda.

7 Neke posljedice

Podsjetimo se kako smo za netrivijalnu parametarsku reCenicu g s
Trand(p0) oznacili teoriju koja se sastoji od recenice g i svih aksioma
proSirenja kompatibilnih s ¢g. Prema rezultatima iz ranije sekcije, teorija
Trand(0) ima jedinstveno odreden prebrojiv model R(gp), tzv. random
model od .

Neka je ¢ recenica logike LY, . Istaknimo ukratko kao zakljuc¢ak prethodnih
sekcija ekvivalenciju slijedeé¢ih tvrdnji:

L4 Trand(SOO) = 2
e R(po) Fo
o l(p]wo)=1

e u(p|wo) = 1.
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Pogledajmo prvo kakva svojstva imaju kona¢ni modeli netrivijalne param-
etarske recenice .

Propozicija 7.1  (a) Neka je B konacni model od pg. Tada gotovo svi
konacni modeli od ¢y sadrie podstrukturu izomorfnu B.

(b) Neka je B konacni model od ¢y, te neka je A podstruktura od B. Neka
je mo smjestenge strukture A u R(po). Tada g moze biti prosireno do
smjestenja od B u R(po).

Dokaz:

(a) Pretpostavimo da se B sastoji od s elemenata, te neka je ¢f kon-
junkcija ¢ s aksiomima r-prosirenja iz Tyand(@o) za koje je r < s.
Ocito svaki model od ¢} sadrzi podstrukturu izomorfnu s B (jer je
svaki model za ¢{ ujedno i model za ¢g). Bududi vrijedi I(¢f | o) =1
(propozicija 5.8), slijedi da gotovo svi konac¢ni modeli od ¢y sadrze
podstrukturu izomorfnu s B.

(b) Neka su dane strukture 2 i 98 takve da je 2 C B, te pretpostavimo
da je || = {a} '3, a |B| = {a@,b}. Uocimo kako vrijedi @%}a = goo%@,
pa je stoga recenica

VE(QO%’(—Z(@) - 311)300%7@(_,(67 w))

logicka posljedica aksioma prosirenja iz Tranq(¢o), odakle slijedi da je
R(po) njen model. Bududi je A F cpgl,a[d] i @%@ je otvorena formula,
slijedi R(po) E gpgw[wo (a)] (mo je smjestenje strukture A u R(pg), pa je
ujedno i jaki homomorfizam). To znaéi da postoje d u R(pg) takvi da
je R(po) F cpo%@g[wo(d),d]. Dakle, ab — my(a)d je trazeno smjestenje
strukture B u R(po). O

Iduéa propozicija govori o svojstvu random modela R(pg).

Propozicija 7.2 Ako su B i € konacne izomorfne podstrukture od R(pp),
tada postoji automorfizam od R(po) koji B preslikava na €.

Dokaz: Ozna¢imo nosa¢ od R(po) s {ao,a1,as,...}, te neka je m izomor-
fizam izmedu struktura B i €. Neka je B konac¢na podstruktura od
R(po) takva da je [Bjl = |B| U {ap}. Prema tvrdnji (b) prethodne
propozicije postoji izomorfizam 7(, : B{ = € za odgovarajuéu podstruk-
turu €, C PR(po) koji prosiruje w. Na isti nac¢in dobivamo izomorfizam
o By = & pri cemu je & C R(pp) takva da je |€o| = |€| U {ao},
By C R(po), pa je 1, C m. Uotimo kako smo se ovime osigurali da

13U ovom paragrafu ovisno o kontekstu Z oznacava k-torku (z1, ..., xx) ili niz z1, . .., z.
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je ap € Dom(mp) N Im(mp). Nastavljajuéi opisanu konstrukeciju dobivamo
rastudi niz izomorfizama my C m; C w9 C ... na odgovarajué¢im podstruktu-
rama sa svojstvom da je a; € Dom(m;) N Im(m;). Time ¢ée onda svi elementi
strukture () biti obuhvaceni u domeni i slici od 7 := J,~ 7, pa je dakle
7 automorfizam od R(pg). - O

8 Primjeri s grafovima

U ovoj sekciji cilj nam je pokazati kako se iz ranije dokazanih rezultata i
primjenom (-1 zakona mogu dobiti neke zanimljive tvrdnje o grafovima.

Propozicija 8.1 Gotovo svi konacéni grafovi nisu planarni.

Dokaz: Dobro je poznata Cinjenica da graf ne moze biti planaran ukoliko
sadrzi podgraf K5, kliku od 5 elemenata (Kuratowski i Pontrjagin, 1930.).
Buduéi je kliku od 5 elemenata moguce jednostavno definirati u logici prvog
reda netrivijalnom parametarskom recenicom, tvrdnja ove propozicije slijedi
direktno iz tvrdnje (a) propozicije 7.1. O

Propozicija 8.2 Gotovo svi konacéni grafovi nisu 3-obojivi.

Dokaz: Dokaz je u potpunosti analogan kao i dokaz prethodne propozicije,
pri ¢emu je prethodno potrebno uociti kako svaki graf koji sadrzi kliku od
4 elementa R4 ne moze biti 3-obojiv. U

Oznac¢imo u daljnjem tekstu s g parametarsku re¢enicu koja aksiomatizira
klasu grafova GRAPH. Vrijedi slijedeé¢a propozicija.

Propozicija 8.3 Gotovo svi konaéni grafovi G su povezani s dijametrom
D(G) := max{d(a,b) | a,b € G} koji iznosi 2.

Dokaz: Uocimo kako smo nesto slabiju tvrdnju zapravo ve¢ dokazali u prim-
jeru 4.2 (b), no, sada pokazujemo na koji nacin svojstvo iz propozicije slijedi
iz prethodno obradene teorije. Oznac¢imo s v rec¢enicu

¢ = JrxIy—FEzy A VaVyIz(Ezz A Eyz).

Uocimo kako je 1 logicka posljedica aksioma prosirenja teorije Trana(vq),
pa su, dakle, gotovo svi konaé¢ni grafovi modeli od 1. No, svaki graf G koji
zadovoljava ovu recenicu je povezan s dijametrom D(G) = 2, pa je time
tvrdnja propozicije dokazana.

Uoc¢imo takoder kako recenica ¢ implicira svojstvo povezanosti, pa speci-
jalno slijedi da su gotovo svi grafovi povezani (primjer 4.2). O

Sa svojstvom rigidnosti situacija je drugacija, $to pokazuje iduca propozicija.
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Propozicija 8.4 (a) Gotovo svi grafovi su rigidni.
(b) Struktura R(pq) nije rigidna.

¢) Ne postoji svojstvo gotovo svih grafova definabilno u LY,  koje implicira
oow
svojstvo rigidnosti.

Dokaz:

(a) Cinjenica da su gotovo svi grafovi rigidni slijedi direktno iz leme 6.4 i
propozicije 6.8 (GRAPH je netrivijalna slobodna parametarska klasa).

(b) Da struktura PR(¢q) nije rigidna vidi se kao direktna posljedica
propozicije 7.2. Naime, kao strukture 8 i € mogu se odabrati dvije ra-
zli¢ite podstrukture od R(p) kardinaliteta 1 (one su ocito izomorfne).

(c) Prisjetimo se da svako L% -definabilno svojstvo kojeg zadovoljavaju
gotovo svi grafovi nuzno vrijedi u R(pg). Obzirom da prema tvrdnji
(b) struktura PR(pg) nije rigidna slijedi da ne moze postojati svojstvo
gotovo svih grafova definabilno L, -re¢enicom koje implicira svojstvo
rigidnosti, jer bi onda moralo vrijediti da je i R(¢q) rigidna, Sto je
nemoguce. O

8.1 Random grafovi

Podsjetimo se da random struktura R(pq) zapravo predstavlja graf koji
je dobiven ponavljanjem beskona¢nog pokusa opisanog ranijeg u tekstu
u kojem je svaki brid grafa odabran sluc¢ajno (s jednakom vjerojatnoséu)
bacanjem simetricnog novéi¢a. Postavlja se pitanje sto se dogada ukoliko
poopéimo parametre ovog slucajnog pokusa. Naime, umjesto da bridove
grafa biramo s vjerojatnoséu 1/2, svaki brid mozemo birati s vjerojatnoséu
p, gdje p openito ne mora biti fiksno zadan broj, ve¢ moze varirati u
ovisnosti o n. Neusmjeren graf s n vrhova kod kojeg su svi bridovi odabrani
s vjerojatnoséu p(n) (tj. za sve vrhove i i j je Pr[E(i,7)] = p(n)) nazivamo
random grafom G(n,p).

Osnovno pitanje koje se sada namece jest mozemo li za na ovaj nacin
konstruirane random grafove izre¢i neku varijantu 0-1 zakona. Uoc¢imo da
nas pri tome zapravo zanima zadovoljavaju li random grafovi 0-1 zakon u
ovisnosti o odabranom nizu vjerojatnosti p(n).

Kazemo da niz vjerojatnosti p(n) zadovoljava 0-1 zakon za logiku prvog reda
ukoliko za svaku recenicu prvog reda ¢ vrijedi:

lim Pr[G(n,p) E] =1 ili lim Pr[G(n,p) F ¢] = 0.

n—oo n—oo
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Pokazuje se da se osnovni 0-1 zakon za logiku prvog reda za slucaj kon-
stantne funkcije p(n) = 1/2 moze relativno jednostavno generalizirati na
slucaj proizvoljne konstantne funkcije p(n) = p € (0,1). Znatno opéenitiji
(i daleko tezi) rezultat dokazali su Shelah i Spencer 1988. godine ([10], [11])
kojeg iskazujemo slijede¢im teoremom.

Teorem 8.5 Neka je a iracionalan broj takav da je 0 < a < 1. Tada
p(n) =n~% zadovoljava 0-1 zakon.

9 Rezultati za fragmente logike drugog reda

Pogledajmo sada koji se osnovni rezultati o (ne)vazenju 0-1 zakona mogu
dobiti za neke fragmente logike drugog reda.

9.1 Pozitivan rezultat za SO fragment Y1 (3*v*)

Tako, kao Sto smo to ve¢ komentirali ranije u tekstu, svojstvo povezanosti
grafa nije izrazivo u logici prvog reda, ono moze biti izrazeno pomoéu I1i-
recenice, na primjer ovako:

©conN = VX (VeXz V Ve-Xz V Jody(Xz A =Xy A Exy))

(izmedu svake dvije netrivijalne particije skupa vrhova postoji brid).
Svojstvo nerigidnosti grafa izrazivo je pomoc¢u primjerice:

erIG = AXVaVyVuVvIz IzoFw (X z1x A Xzzg A = XwwA
(Xzy A Xww) — ((r =u < y =v) A (Ezu < Eyv)))).

Ovakva recenica spada u klasu tzv. %1(V*3*)-recenica, u kojoj se, dakle,
nalaze recenice oblika:

34Xy ... 3XVyr .. Yy dzr .. 32,

gdje su s, miliz N, a ¢ je otvorena formula.
Sliéno, Y1 (3*V*)-recenice su oblika:

X1 ... 3X Ty .. Fym Ve .. V20,
gdje je ¢ otvorena formula.

Propozicija 9.1 Neka je dana netrivijalna parametarska recenica ¢g.

(a) Neka je p I}-recenica. Ako je R(po) F ¢, tada postoji reéenica prvog
reda v takva da vrijedi:

u(@ o) =1 1 Ftp—o.
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(b) Neka je ¢ $1(3*V*)-recenica. Ako je R(po) F ¢, tada postoji recenica

prvog reda ¢ takva da vrijedi:

u( o) =1 i Fpuh— .

Dokaz:

(a)

Pretpostavimo da vrijedi R(po) F ¢ za II} recenicu ¢ = VX ... VXX,
gdje x ne sadrzi kvantifikatore drugog reda. Pokazimo da tada
skup Trand(wo) U {—x} u kojem se nalaze 7 U {Xy,..., X;}-recenice
nema model. Pretpostavimo li suprotno, tada bi prema Léwenheim-
Skolemovom teoremu nadolje postojao prebrojiv model od Tyanq (o) U
{—=x} ¢ji bi T-redukt bio izomorfan jedinstvenom prebrojivom modelu
R(po) od Trand(¢0). No, tada bi vrijedilo R(pg) F IX7 ... X, Sto
je suprotno pretpostavei R(pg) F VX7 ... VXsx.

Dakle, skup Trand(®0) U {=x} nema model, pa prema teoremu kom-
paktnosti postoji konac¢an podskup Tp od Tyang(vo) takav da ToU{—x}
nije ispunjiv. Oznac¢imo li s ¢ konjunkciju recenica u Ty odmah vidimo
da vrijedi u(v | ¢o) = 1. Kako ¥ A =x nije ispunjiva, nuzno vrijedi
F ¢ — x. Odatle pak slijedi F ¢ — VX, ... VXsx, tj. F¢¥ — .

Pretpostavimo da za 3 (3*V*)-recenicu
p=3X1...3XITVyy,

gdje je x otvorena formula, vrijedi R(po) F ¢. Neka je, odredenosti
radi, (R(po), X1,...,Xs) F FzVyyx. Odaberimo a iz |R(po)| takav da
je

(m(§00)7X17 ey XS) F ng[aL

te ozna¢imo s 2 podstrukturu od MR(pp) s nosacem {a}. Buduéi je
formula Ela’:goglﬁ(i) istinita u R(po) (A F cpgl@[d]), postoji ¢ koji je
konjunkcija g s kona¢no mnogo aksioma proSirenja kompatibilnih s
¢o takav da je E ¢ — 3z¢d (%). Ocito vrijedi u(y | ¢o) = 1, pa
preostaje jos pokazati da je lZ{cin v — .

Neka je B neki konac¢an model od 1. Tada je na ‘B istinita formula
El:igog(’&(:i‘), pa odaberimo d iz |B| takav da je B = goglﬁ[d]. Tada d — @
predstavlja smjestenje podstrukture od 8 s nosacem {J} u R(po).
Prema tvrdnji (b) propozicije 7.1 postoji prosirenje m od d — a koje
je smjestenje strukture B u R(pp). Oznacimo s B’ podstrukturu od
R(po) takvu da je B = B’. Dovoljno je pokazati da je B’ model za
¢. Bududi je Vyx[a] univerzalna formula, o¢uvana je za podstrukture,
pa vrijedi

(B X N [YB,..., XN [PB|) E Vixlal.

Odatle slijedi (B, X7 N |B'|,..., Xs N [B'|) E IzVyx, pa je B’ E
34X, ...3X,3zVyx, odnosno B’ E . O
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Uoc¢imo kako tvrdnja (a) prethodne propozicije u stvari generalizira ranije
navedenu ¢injenicu da je svojstvo povezanosti implicirano rec¢enicom prvog
reda koja vrijedi u gotovo svim grafovima. Tvrdnja (b) pak pokazuje kako
svojstvo nerigidnosti ne moze biti izrazeno 1 (3*V*)-re¢enicom, jer bi u pro-
tivnom gotovo svi grafovi imali svojstvo nerigidnosti.

Teorem 9.2 Neka je pg netrivijalna parametarska recenica, te neka je ¢
1 (3*V*)-recenica.

(a) Ako je R(po) E ¢, onda vrijedi u(p | pgo) = 1.
(b) Ako je R(po) ¥ , onda vrijedi u(p | po) = 0.

Dokaz:

(a) Ako je R(po) F ¢, tada prema tvrdnji (b) prethodne propozicije pos-
toji reGenica prvog reda ¢ takva da je u(v | ¢o) = 11 Fan ¥ — .
Posebno je onda u(y | ¢o) = 1.

(b) Pretpostavimo da je R(pp) ¥ ¢. Buduéi je —p logicki ekvivalentna
nekoj ITi-recenici, prema tvrdnji (a) prethodne propozicije postoji
reCenica prvog reda 1 takva da je u(¢ | ¢o) = 11F ¢» — —p. Stoga
vrijedi u(—¢ | po) = 1, a onda je u(y | o) = 0.

O
Kao zakljucak dobivamo slijedeéi korolar.

Korolar 9.3 Logika ¥1(3*V*) zadovoljava labelirani i nelabelirani 0-1 zakon
obzirom na netrivijalne parametarske klase.

Napomena 9.4 Jos davne 1928. godine Bernays i Sconfinkel pokazali su
da je problem zadovoljivosti za F*V*-recenice logike prvog reda odluciv, a
upravo smo vidjeli kako ¥1(3*V*) logika zadovoljava 0-1 zakon. To je zapravo
specijalni slucaj opcéenitog fenomena: Problem zadovoljivosti za prefiks klasu
recenica ® logike prvog reda je odluciv upravo u sluéaju kada L}H(®) :=
{3R¢ | ¢ € ®} zadovoljava 0-1 zakon.

9.2 Neki rezultati za SO fragmente oblika 3{(II)

Kvantifikatorski prefiksi (uredeni prirodnom inkluzijom) ¢ine dobro par-
cijalno ureden skup ([6]). Oznac¢imo s FT kolekciju fragmenata logike
Y1(II) odredenu tipovima kvantifikatorskih prefiksa II koji zadovoljavaju
0-1 zakon. Analogno, s F™ ozna¢imo kolekciju fragmenata logike ¥1(II)
koji se ne podvrgavaju 0-1 zakonu.

Tip prefiksa II nazivamo specijalnim ukoliko sadrzi sve kvantifikatorske
prefikse ili je pak predstavljen rjecju alfabeta sastavljenog od simbola V,
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3, V* i 3*. Moze se pokazati da je najveéi element od FT oblika X1(TI),
za prefiks II koji je dobiven kao unija konacne kolekcije specijalnih tipova
prefiksa (tocnije, maksimalnih specijalnih podtipova od II). Odgovarajuéi
Yi-fragmenti su onda maksimalni specijalni ¢lanovi od F+ (Xi-fragment se
naziva specijalnim ukoliko je njegov tip prefiksa specijalan).'*

Maksimalni specijalni ¢lanovi od F'*, kao i minimalni specijalni ¢lanovi od
F~ su poznati i o tome nam govori slijede¢i teorem za kojeg navodimo samo
iskaz.

Teorem 9.5
e Maksimalni specijalni clanovi od F+ su X1 (3*V*) i £1(F*vI*).

e Minimalni specijalni ¢lanovi od F~ su ¥1(v3V) i X1(v?3).

9.3 Negativan rezultat za monadsku SO logiku

Primjer 9.6 Neka je K klasa T-struktura parnog kardinaliteta. Tada vri-
Jedi:

| 1, ako jen paran
In(K) = { 0, ako je n neparan ’

pa stoga [(KC) ne postoji. Dakle, 1(¢) ne postoji za recenicu drugog reda ¢
koja izraZava “postojangje binarne relacije koja je relacija ekvivalencije i cije
pripadne klase ekvivalencije sadrze po tocno dva elementa”.

Ovaj primjer ukazuje kako (labelirane ili nelabelirane) asimptotske vjerojat-
nosti za recenice drugog reda opéenito nece postojati. U ovoj sekciji nam
je cilj pokazati kako asimptotske vjerojatnosti ne postoje ¢ak niti samo za
monadske Yi-recenice, tj. za recenice oblika

X1 ... X0,
gdje su X1,...,X,, unarne relacijske varijable, a v je formula prvog reda.

Lema 9.7 Postoji formula prvog reda k(x,y, X, Y, Z,U), gdje su X,Y,Z, U
unarne relacijske varijable, takva da za recenicu

¢ :=3X3IYIZAU(“k(-,-, X,Y, Z,U) tvori uredaj na nosacu”)

labelirana asimptotska vjerojatnost (¢ | ¢o) iznosi 1 (pri éemu je @q bilo
koja netrivijalna slobodna parametarska recenica). U

14Sve ovo je zapravo posljedica jednog znatno opéenitijeg rezultata o svrstivosti prefiks-
vokabular klasa. O tome je moguce ¢itati u knjizi od Borgera, Gréadela i Gurevicha The
Classical Decision Problem.
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Teorem 9.8 Neka je g netrivijalna slobodna parametarska recenica nad
relacijskom signaturom 79. Tada postoji monadska Y1-recenica ¢ nad o
takva da labelirana asimptotska vjerojatnost (¢ | wo) ne postoji.

Dokaz: Neka je pg netrivijalna slobodna parametarska re¢enica, te H pri-
padna klasa njenih kona¢nih modela. Tada prema prethodnoj lemi slijedi
da postoji formula prvog reda x(z,y, X,Y, Z,U) s unarnim relacijskim var-
ijablama X,Y, Z, U takva da

3X3Y3IZIU(“k(-,-, X,Y, Z,U) tvori uredaj na nosacu”)

gotovo sigurno vrijedi u H. Definirajmo recenicu ¢ (u kojoj je V unarna
relacijska varijabla) na slijedeéi nacin:

¢ :=3X3IYIZIUIV(“k(-,-, X,Y, Z,U) tvori uredaj na nosacu

¢iji prvi element pripada V' i ¢iji posljednji element ne pripada V)
A VaVy(“ako je y k-sljedbenik od x tada (Va < —=Vy)”).

Tada je ¢ gotovo sigurno istinita na strukturama iz ‘H parnog kardinaliteta,
te je gotovo sigurno neistitnita na strukturama iz H neparnog kardinaliteta.
Odatle slijedi da ¢ nema labeliranu asimptotsku vjerojatnost (podsjetimo
se da je ¢p netrivijalna, pa prema tome ima modele svih kardinaliteta). [

Bududi je klasa svih konacnih 7-struktura netrivijalna parametarska klasa u
slucaju kada 7 sadrzi barem jedan binarni relacijski simbol odmah dobivamo
slijedeéi korolar.

Korolar 9.9 Neka je 7 signatura koja sadrzi barem jedan binarni relacijski
simbol. Tada postoji monadska ¥1-recenica nad signaturom T koja nema
labeliranu asimptotsku vjerojatnost.
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