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2 Uvod

Pretpostavimo da zrakoplovna kompanija ima bazu podataka koja sadrzi imena
ve¢ih gradova u svijetu, te uredene parove gradova (a, b) kojima se oznacava da
postoji direktan let izmedu gradova a i b. Na ovakvu bazu podataka mozemo
gledati kao na strukturu prvog reda — usmjereni graf G = (G, EY), gdje G
predstavlja skup gradova, a E€ab oznacava da postoji direktan let izmedu a i
b. Logika prvog reda sada se moze upotrijebiti kao jezik za postavljanje upita.
Primjerice, neka je:

o(z,y) := Exy VvV Iz(Exz A Ezy).

Odgovor na upit postavljen s ¢ je skup svih uredenih parova gradova (a,b)
takvih da se iz @ moze sti¢i do b s najvise jednim presjedanjem.

Ipak, postoje razumni upiti koji nisu izrazivi logikom prvog reda, npr. “Da li
je moguce sti¢i iz grada = u grad y?”. Gledano sa stanovista izra¢unavanja,
nalazenje odgovora na ovakav upit bit ¢ée slozenije od odgovaranja na upit
postavljen s .



Deskriptivna teorija slozenosti bavi se odredivanjem slozenosti upita koji su
definabilni u nekoj logici, a kao osnovno pitanje postavlja se: Postoji li za danu
klasu slozenosti C logika £ takva da upiti definabilni u £ su upravo upiti iz C.
Ukoliko je odgovor na ovo pitanje potvrdan, na danu logiku se u tom slucaju
moze gledati kao na svojevrsni visi programski jezik za C.

3 Neka prosirenja logike prvog reda

Neka je M # @ konacan. Funkcija F: P(M) — P(M) inducira niz:
0, F(0), F(F()),...Ozna¢imo njegove clanove s (F,)p: Fo = 01 Fypq1 = F(Fy).
Pretpostavimo da postoji ng > 0 takav da Fj,,+1 = Fp,. Uvodimo oznaku
Fy = F,, i kazemo da fiksna tocka Fi, od F' postoji. U slucaju kada fiksna
totka F, ne postoji dogovorno stavljamo Fi, := ().

Funkcija F' naziva se inflacijskom (engl. inflationary) ako za sve X C M vrijedi
X C F(X).

Lema 3.1 1. Niz (F,)n>0 je periodicki, tj. preciznije: postoje m < 2MI
1 > 1 takvi da vrijedi Fy, = Fjyy, za sve k > m.

2. Ako F, postoji, tada je Foo = Fon)_q.

3. Ako je F inflacijska, tada Fu postoji i vrijedi Foo = Fjpp).
Napomena 3.2 (Oznake i terminologija) Pretpostavljamo da je rjeénik T
sastavljen od relacijskih (P,Q, R, ...) i konstantskih simbola (c,d,...).
S FO[r] oznacavamo skup svih formula logike prvog reda nad rjeénikom 7.
Za recenicu ¢ iz FO[T] s Mod(p) oznacavamo klasu svih konaénih modela od .
Za {<} C 19 C {<,S,min, max} (gdje je S binarni relacijski simbol koji repre-
zentira relaciju sljedbenika) i rjeénik T takav da je 19 C 7 s O[r] oznacavamo
klasu konacénih uredenih T-struktura.
(Kazemo da je konacéna T-struktura A uredena ukoliko je redukt Al., uredaj.)
Za redenicu ¢ riecénika T s ordMod(v)) oznadavamo klasu svih konaénih uredenih
modela od v, tj. ordMod(1) = Mod(¢ A o), gdje je 1o konjunkcija uredajnih
aksioma za Tjecnik 7.

Neka je p(x1, ...,k U, X,Y) formula rjecnika 7, pri é¢emu je X arnosti k; neka
je A T-struktura, b = a4 i S = Y. Definiramo operaciju F¥: P(A*) — P(AF):
F?(R) := {(al, cooap) | AEpla, ... ag,b, R,E]} .

Primjer 3.3 Neka je G = (G, E®) graf i
vo(z,y,X) := Exy V 32(Xzz A Ezy).

Tada je:
o= 0
Ff° = F* () =E“
Ff* = F*(EY) =E°U{(a,b)|3c€ G t.d ESaciE%b}.



Indukcijom se lako pokazuje da vrijedi:
Efe = {(a,b) | postoji put duljine <n iz a u b},

pa je stoga:
Ef2° = {(a,b) | postoji put iz a u b}.

Napomena 3.4 Uoc¢imo kako je za prethodno opisanu funkciju ¢ funkcija
FXZV¢ (gdje je T = x1 ... 1) inflacijska.
3.1 Logike FO(IFP) i FO(PFP)

Inflacijska fized-point logika FO(IFP) nastaje zatvaranjem logike prvog reda
FO na fiksne tocke definabilnih inflacijskih operacija.

Parcijalna fized-point logika FO(PFP) nastaje zatvaranjem logike prvog reda
FO na fiksne tocke proizvoljnih definabilnih operacija.

Za rjecnik 7 klasa FO(IFP)[7] formula logike FO(IFP) nad rje¢nikom 7 dana je
slijede¢im racunom:

gdje je ¢ atomarna formula drugog reda na 7.

¢
o P Y
@7 (eVY) T Jze
« Y
[[FPz x|t

gdje su duljine od T i ¢ jednake i podudaraju se s arnoséu od X.
U logici FO(PFP) posljednje pravilo zamijenjeno je s:

«
[PFPz x|t
gdje su duljine od T i £ jednake i podudaraju se s arnoséu od X.

Skup slobodnih varijabli u formulama definira se na standardan nacin, uz do-
datak:
free([IFPz x o] t) := free(t) U (free(p) \ {7, X }),

free([PFPz x| t) := free(t) U (free(p) \ {z, X }).

Semantika je definirana induktivno obzirom na prethodni ra¢un, pri ¢emu:
[[FPz x|t oznacava daje € Fa®v%,

[PFPz x|t oznacava daje t€ FZ.



Preciznije: ukoliko je X arnosti k i varijable slobodne u [IFPz x¢] ¢, odnosno
[PFPz x|t sumeduuiY, te je b= atriS = VA, tada:
A= [IFPz x| [b, 5] akko (t1[b],...,tx[b]) € F™V%,

A= [PFPs x¢]E[5,5] akko (t4[B],... . t[B]) € F2.

Definicija 3.5 Neka je K klasa T-struktura i L logika. KaZemo da je K aksi-
omatizabilna u L ako postoji recenica ¢ logike L nad rjecnikom 1 takva da je
K = Mod(y).

Primjer 3.6 U jeziku grafova formula
Po(x,y) := [IFPgy x (Ezy V 32(Xxz A Ezy))| zy

logike FO(IFP) izrazava da su x iy povezani putem. Dakle, klasa svih povezanih
grafova aksiomatizabilna je uw FO(IFP) recenicom VaVy(—x =y — o(x,y)) (i
aksiomima grafova).

(Moze se dokazati da klasa povezanih grafova nije aksiomatizabilna u logici FO.)

Definicija 3.7 Neka su L1 i Lo logike.

1. L1 < Ly (L4 je izraZajna najvise koliko i Ls) ako za svaki T i svaku
recenicu ¢ € L41[T] postoji recenica ¢ € Lofr] takva da je Mod(p) =
Mod(1)).

2. L1 =Ly (L1 1 Ly imaju istu izraZajnu moé) ako L1 < Lo 1 Lo < L.
8. L1 < Ly ako L1 < Ly i nije Lo < L.
Teorem 3.8 FO(IFP) < FO(PFP).
Dokaz. Potrebno je samo uociti da je [IFPzx¢|t ekvivalentno

[PFP; x (X7 V ¢)] 1. 0

Ponekad je prilikom dovodenja u vezu logika i klasa slozenosti korisno restrin-
girati se na dovoljno velike strukture. Time se ne utjece na pitanja aksiomati-
zabilnosti. Za klasu struktura /C i m > 1 ozna¢imo s IC,, slijedec¢u potklasu od

K:
Km:={A| A€, |Al >m}.

Buduéi za svaku kona¢nu strukturu A postoji recenica ¢ 4 logike FO koja ka-
rakterizira A do na izomorfizam:

VB (BlEpa akko B A),
slijedi da za svaku logiku £ takvu da je FO < £ vrijedi:
K je aksiomatizabilna u £ akko K, je aksiomatizabilna u L.
Ukoliko stavimo ¢, ==V {pa | A € K, |A| < m} imamo:
K =Mod(y) povlaci K, =Mod(p A —¢m),
Km = Mod(yp) povlaci K = Mod(¥V oun,).



4 Turingovi strojevi i klase slozenosti

Karakteristike modela Turingovog stroja kojeg ¢emo koristiti u daljnjem tekstu:
e Simboli u éelijama na traci uzimaju se iz konacnog alfabeta A.

e U svakom trenutku Turingov stroj M nalazi se u jednom od stanja
konacnog skupa stanja State(M). Pretpostavljamo da skup State(M)
sadrzi tri specijalna stanja:

— pocetno stanje s,
— prihvacajucée stanje s,

— odbacujuce stanje s_.

e Skup instrukcija Instr(M) sadrzi instrukcije oblika:
sa — s'bh
gdje je:
— s, 8 € State(M), s # s+, s £ s_,
— a,b € AU{a,blank} i (a = a akko b = «),
— he{-1,0,1},1iako a = « tada h # —1.

Neka je u = ay ...a, € A*. Kazemo da je M pokrenut s u ukoliko M zapocinje
izra¢unavanje u stanju sg kao u situaciji na slici 1.

glava

}

a a

a blank

Slika 1:

Izracunavanje se nastavlja korak po korak, pri ¢emu svaki korak odgovara
izvrsavanju jedne instrukcije iz Instr(M). Stroj staje ukoliko se nade u stanju
s u kojem viSe ne moze primijeniti odgovarajucéu instrukciju iz Instr(M).
Ukoliko je s = s4 govorimo o prihvac¢aju¢em izvrsavanju, a za s = s_ o odba-
cujutem izvrsavanju. M prihvaca u ukoliko postoji barem jedno prihvaéajuce
izvrsavanje zapoceto s u, a M odbacuje u ukoliko sva izvrSavanja zapoceta s u
su kona¢na i odbacujuca.

Stroj M prihvaéa jezik L C At ukoliko za sve u € AT:

M prihvaca v akko wu € L.



M odlucuje L ukoliko dodatno vrijedi:
M odbacuje u akko wu ¢ L.

Za funkciju f: N — N kazemo da je stroj M f vremenski omeden ako za sve
u € AT koje prihva¢a M postoji prihva¢ujuée izvrsavanje od M zapoceto s u
koje ima duljinu najvise f(|u|) (pri ¢emu |u| oznacava duljinu rijeci u).
M je f prostorno omeden ukoliko za sve u € A" koje prihvaéa M postoji
prihvacajuée izvrsavanje od M koje koristi najvise f(|ul|) ¢elija na traci.

Jezik L C AT je u klasi PTIME odnosno PSPACE ukoliko ga prihvaéa deter-
ministicki stroj koji je p vremenski omeden, odnosno p prostorno omeden, za
neki polinom p € N[z]. Klase NPTIME i NPSPACE definiraju se istovjetno,
dozvoljavajuéi i nedeterministicke strojeve.

Napomena 4.1 Vrijede slijedeéi odnosi medu ovim osnovnim klasama
sloZenosti:
PTIME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE.

Napomena 4.2 Ponekad je prikladno odvojiti ulazne podatke od radnih poda-
taka, pa se u tu svrhu wvodi Turingov stroj s zasebnim trakama za ulazne podatke
1 radnim trakama. Definicija klasa sloZenosti ne ovisi o broju koristenih traka,
kao niti o njihovim osobitostima (da li je pojedina traka ulazna ili radna, da li
je neomedena s obje strane ili samo s jedne i slicno).

4.1 Strukture kao ulazni podaci

Opcenito, strukture su apstraktni objekti, kao i njihovi elementi, pa ne postoji
neki kanonski nacin za reprezentaciju struktura pomoéu nizova znakova. Zeljeli
bismo posti¢i da ukoliko neka struktura ima razli¢ite reprezentacije, stroj daje
jednake rezultate na svim reprezentacijama. Da bismo to mogli nekako postié¢i
najprije se moramo ograniciti samo na uredene strukture.

Neka je A € OJr] uredena struktura takva da je kardinalitet nosaca |A| = n.
Prelazenjem na izomorfnu kopiju mozemo pretpostaviti da je A = {0,...,n — 1}
i da je <# prirodan uredaj na tom skupu, tj. identificiramo oznaku najmanjeg
elementa obzirom na < s 0, njegovog sljedbenika s 1, itd.

Pretpostavimo neka je rjeénik 7 oblika 7 = 7oUr, gdje je {<} C 79 C
{<,S,min,max} i 7 = {Ry,...,Rg,c1,...,¢}. Turingov stroj za 7-strukture
imat ée 1 + k + [ ulaznih traka i m radnih traka za neki m > 1. Sve trake bit
¢e ogranicene s lijeva i neogranicene s desna, a njihove ¢elije numerirane su kao
na slici 2.

Celija numerirana s —1 uvijek ¢e sadrzavati oznaku «. Sve ulazne trake
sadrzavat ¢e ulaznu rije¢ terminiranu oznakom w koja ukazuje na kraj ulazne
rije¢i. Svaka traka ima svoju glavu, i svaka glava moze se kretati nezavisno od
preostalih. Glave na ulaznim trakama su read-only glave, dok su one na radnim



-1 0 1 2 3 4

Slika 2:

trakama read-and-write glave. Alfabet sadrzi samo simbol “1”, dok se simbol
“0” identificira s oznakom blank.

Uredena 7-struktura A reprezentirana je na slijedeé¢i nac¢in na 1 + k + [ ulaznih
traka (numeriranih od 0 do k +[):

e O-ta traka (“traka za nosa¢”) sadrzi niz “1”-ica duljine n := |A|. (slika 3)

Slika 3:

e Zal <i<k,i-taulazna traka sadrzi informacije o R := R; kodirane kako
slijedi. Pretpostavimo da je R arnosti r, tj. R* C {0,...,n — 1}". Tada
za j < n' j-ta Celija Ce sadrzavati “1” samo u slucaju kada j-ta r-torka u
leksikografskom uredenju od {0,...,n —1}" je u R.

Preciznije: Za j < n" neka |j|,. predstavlja j-tu r-torku u leksikografskom
uredenju od {0,...,n —1}", tj. pogledajmo jedinstvenu n-adsku repre-
zentaciju od j:

j=don" g n T+t e+ G, 0<j; <,

i stavimo |j|, := (j1,...,7r). Tada i-ta ulazna traka ima sadrzaj kao na
slici 4, gdje
a;j =1 akko RA[j|,.

a a, a, a, . a ., | o
-1 0 1 2 n-1 n'
Slika 4:

e Za 1 < i <l (k+1i)-ta ulazna traka sadrzi binarnu reprezentaciju od cg“
bez vodeéih nula.



Kazemo da je Turingov stroj M pokrenut s A ukoliko ulazne trake sadrze in-
formacije o A na prethodno opisani nacin, sve radne trake su prazne a svaka
glava nalazi se na ¢eliji numeriranoj s 0. Uz M je vezan konacni skup stanja
State(M) (koji sadrzi pocetno stanje sg, prihvacajuée stanje s; i odbacujude
stanje s_), a instrukcije iz skupa Instr(M) sada su oblika:

V) /
sby...bgyic1...cm — S'cy . e ho . Rktiam.

Pri tome je s, s’ € State(M), by, ..., bkt € {0,1,,w}, c1,.. . Cm, ChyennsC
{Oa 1, Oé} i h07 BERE) hk+l+m €-1,0,1, te Vrijedi:

e ako b; = a tada h; # —1,

€

/
m

e ako b; = w tada h; # 1,
e ako cj =« tada hk+l+j 7é —11 c; = q,
e ako ¢; € {0,1} tada c; € {0, 1},

e sFsiLis#s .

Neka je K klasa uredenih 7-struktura. Stroj M prihvaca K ako M prihvaca
to¢no one uredene T-strukture koje se nalaze u IC. Klase slozenosti za strukture
definiraju se na oc¢igledan na¢in — npr. klasa X je u PTIME akko postoji deter-
ministicki stroj M i polinom p € Nz] takav da M prihvada K i M je p vremenski
omeden. Analogno se definiraju i klase slozenosti PSPACE i NPTIME.

Napomena 4.3 Pokazali smo da za klasu K uredenih struktura i m > 1 klasa
Km={A| A€K, |A| > m} je aksiomatizabilna u logici L akko je K aksioma-
tizabilna u L.

Analogno, za sve dosad uvedene klase sloZenosti C vrijedi:

KelC akko K, €C.

Primjer 4.4 Pretpostavimo da je K primjerice w PSPACE. Tada je i Ko u
PSPACE, recimo neka ju prihvaca stroj M koji je q prostorno omeden, gdje je
q(7) = asx®+. ..+ a1 +ag. Za dovolino veliki d vrijedi g(n) < n? za sven > 2.
Stoga je M x¢ prostorno omeden.

Na ovaj nacin dovoljno nam je ograniciti se na monome p(z) = ¢ kada radimo

s PSPACE, odnosno PTIME ¢ NPTIME klasama.

5 Logicki opis izracunavanja

Neka je K klasa uredenih 7-struktura,  C O[r]. Dogovorno ¢emo pisati K €
IFP ukoliko je K aksiomatizabilna u FO(IFP) i analogno za ostale logike.
Osnovni cilj nam je pokazati:
K € PTIME akko K € IFP,
K € NPTIME  akko K€ ¥,
K € PSPACE akko K € PFP.



(2} oznacava fragment logike drugog reda koji se sastoji od recenica oblika
3X; ... 33X, gdje je ¢ prvog reda).

Prvo ¢emo dokazati nuznost (=).

Osnovna ideja:

Neka je C neka od prethodnih klasa slozenosti i £ logika asocirana klasi C prema
prethodnim ekvivalencijama. Pretpostavimo da je K € C i neka je M Turingov
stroj koji svjedoci da je K € C. Opisat ¢emo ponasSanje stroja M pomocu
formule ¢j; € £ na naéin da za svaku uredenu strukturu A vrijedi:

AE om akko M prihvada A,

iz Cega slijedi:

K = ordMod(par).
Dokazi koje éemo provesti bit ¢e u velikoj mjeri analogni dokazima iz klasi¢ne
teorije izracunljivosti kojima se dokazuje p-rekurzivnost Turing-izracunljivih
funkcija.
Posredstvom relacije uredaja moéi ¢emo opisati tranzicije iz jedne konfiguracije
u drugu koristeéi “jednostavnu” logiku (uglavnom FO). Dodatna ekspresivnost
dobivena pomoc¢u primjerice operatora IFP bit ¢e koristena kako bi se odredilo
da li izraCunavanje staje, odnosno dobio njegov rezultat.

U narednom tekstu fiksiramo rjeénik 7 = 7oUry, gdje radi jednostavnosti pret-
postavljamo da je 79 = {<, S, min, max}, a 7 je relacijski, 71 = {R1,..., Rk},
gdje je R; arnosti ;. Radi lakSe kasnije notacije stavljamo rg = 1.

Turingov stroj M za 7-strukture ima 14k ulaznih traka i odreden broj m radnih
traka. Kako bismo opisali izracunavanje od M uvodimo pojam konfiguracije
koja sadrzi sve relevantne podatke u pojedinom trenutku izracunavanja. Ti
podaci su:

e trenutno stanje,
e trenutni sadrzaj radnih traka,
e trenutne pozicije glava na ulaznim i radnim trakama.

Prihvacajuc¢a konfiguracija je konfiguracija sa stanjem s;. Za konfiguraciju
CONF’ kaze se da je sljedbenik konfiguracije CONF ukoliko instrukcija stroja
M dopusta prelazak iz CONF u CONF’ u jednom koraku.

Neka je M Turingov stroj za 7-strukture koji je z¢ prostorno omeden. Mozemo
pretpostaviti da je r; < d za sve i = 1,..., k. Buduéi se prema prethodnim na-
pomenama mozemo ograni¢iti na dovoljno velike strukture, neka je A struktura
takva da za n := |A| vrijedi n > k 4+ m i n > State(M). Pretpostavljamo da je
skup State(M) predstavljen inicijalnim segmentom skupa prirodnih brojeva, te
da je sp = 0 pocetno stanje.



Neka je CONF konfiguracija u kojoj je najvise prvih n? éelija radnih traka
neprazno, a glave se nalaze na nekoj od ¢elija. Prvi pokusaj kodiranja sadrzaja
¢elija mogao bi se sastojati u podjeli nepraznog dijela svake radne trake u

roi= 1;:;” blokova duljine logn i ¢itanja svakog bloka kao prirodnog broja
< n zapisanog u binarnom prikazu. Ovakav pristup bi zahtjevao r varijabli
Z1,...,T, za svaku radnu traku, ¢ime bi formula koja nosi informacije o

konfiguracijama ovisila o kardinalitetu n nosaca. Ovu tesko¢u ¢emo nadvladati
koristenjem relacijskih na mjesto individualnih varijabli.

Kako bismo kodirali podatke iz CONF uvodimo relaciju stanja STCONF7 relacije
zavrSetka trake E?ONF, relacije glave H?ONF, te relacije zapisa IEJONF (pri ¢emu
su one uvedene samo za radne trake) na slijede¢i nacin:

o STYONF .— f51 odje je s stanje od CONF;

e 7za 0 < j < k + m unarna relacija

{0}, ako se j-ta glava nalazi iznad «
E?ONF =< {n—1}, ako se j-ta glava nalazi iznad w
0, inace;

e za 0 < j < k relacija arnosti r;
HgONF := {le|r, | 0 < e, j-ta glava nalazi se iznad e-te ¢elije i ona ne sadrzi w} ;
za k+1 < j < k+ m relacija arnosti d
HEONF :={lela | 0 < e, j-ta glava nalazi se iznad e-te ¢elije};

e za k+1<j<k+ m relacija arnosti d

IEONF = {lela| 0 < e <n'ieta celija j-te radne trake sadrzi simbol 1} .

Pocetna konfiguracija CONF( dana je s:
STYONFo = {0}, EFONFo = 9, HYONFo = {(0,...,0)}, i ITONFo =g,

Radi tehnickog olaksavanja enkodirat ¢emo CONF u jedinstvenu (d + 2)-arnu

relaciju CCONF C {0,...,n — 1}d+2 spajanjem prethodnih relacija kako slijedi:
COONF = {(0,0)} x {0} x STCONF

U U {@)} x {0} x EONF
0<j<k+m

U U {@4)} x {0} x H§ONF
0<j<k+m

U U B4} <IN
k1<) <k+m
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Lema 5.1 Neka je M Turingov stroj koji je xz¢ prostorno omeden. Postoji
formula prvog reda psiart(T) i formule prvog reda psuce(T, X) @ Ysuce(X,Y) (za-
pravo, formule drugog reda bez kvantifikatora drugog reda) takve da za sve do-
voljne velike A € O[r] i a € A2 vrijedi:

1. @start(T) opisuje pocetnu konfiguraciju: Ako Cy predstavlja pocetnu konfi-
guraciju od M pokrenutog s A tada:

A ): Pstart [6} akko @€ Co.

2. Ysuce(T, X) opisuje sljedbenika od X : Ako je M deterministicki i C' pred-
stavlja n®-omedenu konfiguraciju od M (gdje je n := |A|) tada:

A E Ooueel@, O] akko C ima n-omedenog sljedbenika C' i@ e C'.

3. Vsuee(X,Y) izrazava da je Y sljedbenik od X: Ako je Cy n®-omedena
konfiguracija od M i Cy (d 4 2)-arna relacija na A tada:

A E Ysuec[C1, C2] akko Cy je n*-omedena konfiguracija od M
koja je sljedbenik od C1.

Teorem 5.2 Neka je KK C O[7] klasa uredenih struktura. Ako je K u PSPACE,
tada je IC aksiomatizabilna u FO(PFP).

Dokaz. Neka je M deterministicki stroj koji svjedoc¢i da je K € PSPACE, te
neka je d takav da je M z? prostorno omeden. Definirajmo:

(p(f, X) = (‘E@Xﬂ N Pstart (f)) \ (E@X@ A @succ(f7 X)),

gdje su Qgtart 1 Psuce formule pridruzene M prema lemi 5.1. Neka je A uredena
struktura i n := |A|. Prema lemi 5.1, Fy, FY, FY, ... je niz 0,Co, C4,... gdje
vrijedi:

e () je pocetna konfiguracija

e ukoliko je C; n%-omedena konfiguracija od M s n%-omedenim sljedbenikom
C, tada je C;+1 = C. Posebno, ako je C; prihvacajuéa tada je C; = C;j11 =
Ci+2 =...

e ukoliko je C; n%-omedena konfiguracija bez sljedbenika ili sa sljedbenikom
koji nije n%-omeden, tada je C;y1 = 0, Ciyo = Co, Cip3 = C1,. .., tj. dani
niz nema fiksnu tocku.

Ukratko, imamo:

M prihvaéa A akko F? je prihvadajuca konfiguracija

akko F? je konfiguracija sa stanjem s .
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Cinjenicu da je F¢ konfiguracija sa stanjem s; mozemo izraziti formulom (ko-
ristimo STYONF dio od CCONF).

Jy(“ y je s4-ti element od < ” A [PFPz x¢] min minminy).

Oznagimo li ovu formulu skraéeno s [PFPz x¢] min min min s} vrijedi:

Aek akko M prihvaéa A
akko A= [PFPz x| min minmin sy,

odnosno, K = ordMod([PFPz, x ¢| min min min sy ). O

Pokazimo sada da u klasi PTIME mozemo napraviti bolje. Dok prihvacajuca
izvrsavanja polinomno prostorno omedenih strojeva mogu imati eksponenci-
jalnu duljinu, u ovom sluc¢aju moramo uzeti u obzir samo izvrsavanja polinomne
duljine. Cjelokupno izvrsavanje kodirat ¢emo jedinstvenom relacijom koja se
moze dobiti kao fiksna tocka inflacijskog procesa.

Pogledajmo (konacéno ili beskonacno) izvrsavanje Cp,Ci,... x% vremenski
omedenog (a stoga i prostorno omedenog) deterministickog stroja pokrenutog
sa strukturom kardinaliteta n. Ukoliko je izvrSavanje prihvatilo danu struk-
turu, onda je C,,a_; prihvac¢ajuéa konfiguracija. Stoga ¢e prethodno naznaceni
inflacijski proces biti dan formulom (7, Z, Z) za koju je:

2= Almlah x Cn,
m <1
C,, definiran
Fé@znvw) - U {Im|a} x Cpm,
m < n

C,, definiran

dakle, koristimo prvih d koordinata kao vremenske oznake.

Teorem 5.3 Neka je K C O[] klasa uredenih struktura. Ako je K u PTIME,
tada je K aksiomatizabilna v FO(IFP).

Dokaz. Neka je M deterministicki stroj koji svjedoci da je K € PTIME, te neka
je d takav da je M x® vremenski omeden. Za T = v ...vg_1 definiramo:

(T, F,Z) := (T = min A pgare (T)) V IT(SUT A pouee(T, ZT-)),
pri cemu v = min stoji kao oznaka za vy = minA... A vg_; = min, S%uv

oznacava “U je sljedbenik od @ obzirom na leksikografski uredaj”, a @suce (T, 27 -)
je dobivena iz Ygyec (T, X) zamjenom svake potformule Xt s Zut.
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Za A € O[r] s n := |A| imamo:

Aek akko M prihvaéa A
akko (n? — 1)-ta konfiguracija od M pokrenutog s A
je definirana i sadrzi stanje s
akko A |= [IFPyz 4] max min min min s,

odnosno, K = ordMod(IFP3z, 7] max min min min s ). O

Teorem 5.4 Neka je K C O|7] klasa uredenih struktura. Ako je K uw NPTIME,
tada je K aksiomatizabilna v SO ¥} recenicom.

Dokaz. Neka je M stroj koji svijedoci da je € NPTIME, te neka je d takav da
je M 2% vremenski omeden. Tada za A € O[r] s n := |A| imamo:

Aek akko postoji izvrsavanje od M pokrenutog s A
duljine < n? koje prihvaéa A
akko postoji niz Cy, ..., C,a_; n%-omedenih konfiguracija od M
pokrenutog s A, takav da je Cy pocetna konfiguracija,
Cit1 je sljedbenik od C, a s je stanje od Cpa_y
akko A=,

gdje je ¢ slijededa recenica (s intencijom da znacenje varijable drugog reda Z
bude U, cpa {Ima} x Cr):

¢ = 3AZ(VE(ZmInT — spart(T))
AVTYT(SUT — Vguee(ZT -, ZT -))

AZmax min min min s ).

6 Slozenost relacije ispunjivosti

Pretpostavimo da je klasa K uredenih struktura aksiomatizabilna nekom
FO(IFP) recenicom ¢, tj. K = {A € O[r] | A= ¢}. Da bismo pokazali da je
K € PTIME, za fiksirani ¢ dokazat éemo da je relacija ispunjivosti A E ¢
odlué¢iva u polinomnom vremenu, tj. ¢ ima polinomni model-checker.

Kako bismo pojednostavili odgovarajuée algoritme, uvodimo slijedece
moguénosti manipulacije algoritmima (koje neée narusiti njihovo pripadanje po-
jedinoj klasi slozenosti):

e Pomocu dodatne trake W’ u svakom trenutku izracunavanja moguce je
pomaknuti glavu pojedine radne trake na najdesniju do tog trenutka
obradenu ¢eliju.
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e U svakom trenutku izracunavanja moguce je obrisati sadrzaj celija radne
trake; posebno, moguée je izmijeniti program stroja tako da su sve radne
trake prazne kad god program zavrsi.

e Sadrzaj radne trake W moguce je kopirati na praznu traku Wj.

Osnovna ideja:

Neka je £ neka od logika razmatrana u prethodnoj sekciji i C odgovarajuca klasa
slozenosti. Zelimo pokazati da za svaku reGenicu od £ njena klasa uredenih
modela K je u C. Cak éemo pokazati da postoji stroj M koji strogo sviedoéi da
je K ecC,tj:

e M prihvaéa K;

e za svaki A € O[r], svako izvrsavanje od M pokrenuto s A staje u sy ili
s_; posebno, ako je M deterministicki, onda M odlucuje K;

e za svaki A € O[r], svako izvrsavanje od M zadovoljava vremenske, od-
nosno prostorne ograde karakteristi¢ne za C.

Dokaz da je klasa uredenih modela recenice ¢ od £ u C vrsit ¢e se indukcijom
po ¢, pa ¢emo se dakle morati baviti i formulama. U tu svrhu za formulu
p(z1,..., 21, Y7,...,Y,) uvodimo slijedeéu oznaku:

ordMod(y) := {(A,a1,...,a;, Pr,...,P,) | A€ O[r], A o[a, Pl},

tj.  promatramo uredene modele od ¢(c1,...,c, Pr,...,P.), recenice iz
prosirenog rje¢nika nastalog dodavanjem novih konstantskih simbola.

Teorem 6.1 Neka je K C O] klasa uredenih struktura.
1. Ako je K € IFP, tada je K € PTIME.
2. Ako je K € PFP, tada je K € PSPACE.

Dokaz. Indukcijom po formuli ¢ koja aksiomatizira klasu K dokazujemo da
je K € PTIME | PSPACE. Promotrimo prvo slu¢ajeve koje mozemo tretirati
simultano.

e Pretpostavimo da je ¢ atomarna, radi jednostavnosti neka je ¢ = Rzy.
Pokazujemo da postoji stroj M koji strogo svjedoci da je

{(A,i,j) | A€ O[r],R*ij} € PTIME | PSPACE.

Neka je zadan A € O[r U{c,d}] s A ={0,1,...,n—1}. Uoimo kako se
informacija vrijedi i R“ij nalazi na (i-n -+ j)-toj ¢eliji ulazne trake koja
odgovara R, a (binarne reprezentacije) ¢ i j nalaze se na ulaznim ¢elijama
koje odgovaraju c i d. Na temelju toga lako se konstruira stroj koji strogo
svjedoéi da je ordMod(Rzy) € PTIME | PSPACE.
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e o = —): Po pretpostavci indukcije postoji stroj M koji strogo svjedoci da
je ordMod(¢)) € PTIME |PSPACE. Za ¢ potrebno je samo medusobno
zamijeniti uloge od sy i s_ u M.

e © =1 Vx: Prema pretpostavci indukcije postoje odgovarajuci strojevi My
za 1), odnosno M, za x. Neka je M stroj koji prvo provodi izracunavanje
od My, a potom od M,, prihvac¢ajuéi ulaz u sluc¢aju kada ga barem jedan
od My ili M, prihvaéa, a odbacujuéi inace. (Nakon izracunavanja od
My, sadrzaje radnih traka potrebno je obrisati, §to je moguce obzirom na
prethodne napomene).

o o(x1,...,27) = Jzp(ay,..., 2, x): Po pretpostavei indukceije postoji od-
govarajuéi stroj My za ¥(xy1,...,x;,2). Stroj M za ¢ radi na sli-
jedeéi nacin: Pretpostavimo da je M pokrenut s uredenom strukturom
(A,a1,...,q;), gdje je A = {0,...,n—1}. Tada za i = 0,...,n — 1,
M zapisuje ¢ na radnu traku i provjerava, koristeéi My da li je A =
Yla,...,a;i]. Ukoliko je barem jednom odgovor pozitivan, M staje u
stanju sy, inace u s_.

1. Pretpostavimo da je ¢ = [IFPz x¢(T, X)|t, gdje je X arnosti r, a My je
stroj koji strogo svjedoci da je

{(A,@ R) | A€ O[r], A= ¢[a,R]} € PTIME

(radi jednostavnosti pretpostavljamo da se slobodne varijable od 1 nalaze
medu T, X). Stroj M kojeg trazimo sadrzavat ¢e potprogram koji koristi
radne trake Wi W’. Kada je pokrenut s rijeci duljine n” na traci W (kdd
r-arne relacije R) i praznom trakom W', potprogram pozivajuéi stroj My
ispisuje kod od:

R :={a| Ak (XTVy)a R]}

na traku W’ bez mijenjanja sadrzaja trake W.

Stroj M za ¢ radi na slijededi nacin: Na pocetku postavlja R := ) i koristi
potprogram za izracunavanje R’. Ako je R = R’ provjerava vrijedi i Rt
ili ne i respektivno prihvaéa, odnosno odbacuje. Inace, postavlja R := R’,
brise sadrzaj trake W’ i ponovo starta potprogram. Uocimo kako ée se
R = R’ postiéi nakon najvise n? poziva potprograma (prema lemi 3.1).

2. Pretpostavimo da je ¢ = [PFPz x¢(T, X)| ¢, gdje je X arnosti r, a My je
stroj koji strogo svjedoci da je

{(A,a,R) | A € O[r], A E ¢[a, R]} € PSPACE.
Za danu strukturu A operacija F¥ asocirana s v zadovoljava F;bnr_l =
FJ. (i taj skup predstavlja fiksnu tocku F2) ili F% = 0 (prema lemi
3.1). Stroj M za ¢ zapocinje svoje izracunavanje za A stavljajuéi broja¢
na 2" —1 (zapisujuéi pritom taj broj u binarnom obliku kao rije¢ 1...1
sastavljenu od n" jedinica zapisanih na radnoj traci). Postupak se dalje
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nastavlja analogno kao i u IFP-sluc¢aju, jedino koriste¢i sada broja¢ kako
bi se osiguralo da je potprogram koji evaluira

R = {a| Ak vfa R}

pozvan najvise on" 1 puta. Kada broja¢ postane negativan, stroj pro-
vjerava vrijedi li R = R’ i da li je Rt. Ukoliko su oba pitanja odgovorena
potvrdno stroj prihvaca, inace odbacuje.

O

Teorem 6.2 Neka je K C Olr] klasa uredenih struktura. Ako je K € X1, tada
je K € NPTIME.

Dokaz. Neka je K = Mod(y), gdje je ¢ = 3X1... X, ¥ je prvog reda, i
arnost od X; je r;. Prema dokazu prethodnog teorema postoji stroj My koji
strogo svjedoc¢i da je Mod(¢)(X7y,...,X;)) u PTIME. Stroj M za ¢ pokrenut

s A € O[r] nedeterministicki zapisuje rijec¢i nad {0,1} duljine n™,...,n™ na
razli¢ite radne trake, koje ¢e predstavljati kodove interpretacija Pi,..., P, od
X1,...,X;. Tada koriste¢i stroj My provjerava vrijedi li A = ¢[Py,...,P] ili
ne, te staje u prihvac¢ajuéem, odnosno odbacuju¢em stanju, respektivno. O

7 Osnovni teorem i neke posljedice

Definicija 7.1 Kazemo da je klasa sloZenosti C uhvaéena logikom L ako za sve
T takve da je <€ 7 i K C O[7] vrijedi:

K el akko K je aksiomatizabilna u L.

Teorem 7.2 (Osnovni teorem)
1. PTIME je uhvadena FO(IFP) logikom.
2. NPTIME je uhvaéena X1 logikom.
3. PSPACE je uhvaéena FO(PFP) logikom.
4. LOGSPACE je uhvadena FO(DTC) logikom.
5. NLOGSPACE je uhvaéena FO(TC) logikom.
Korolar 7.3 1. FO(IFP) = FO(PFP) akko PTIME = PSPACE.

2. FO(IFP) = %} akko PTIME = NPTIME.

Napomena 7.4 Postavlja se pitanje postoji li klasa sloZenosti koja je uhvaéena
logikom prvog reda FO?

Pokazuje se da FO logika hvata vrlo nisku klasu sloZenosti — klasu alternirajucih
krugova ACP.
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Napomena 7.5 Za proizvoljnu klasu struktura K wvodimo klasu K. njenih
uredenih reprezentacija:

Ke ={(A <) | A€, < jeuredaj na A}.

Definicija 7.6 Kazemo da je klasa sloZenosti C jako uhvacena logikom L ako
za svaku klasu KC (ne nuzno uredenih) struktura vrijedi:

K< eC akko K je aksiomatizabilna u L.

Definicija 7.7 Neka je L logika, a C klasa sloZenosti. KaZemo da je C efektivno
jako uhvaéena s L ako vrijedi:

e C je jako uhvaclena s L
e za svaki rjecnik T vrijedi:

— skup L[7]o svih L-redenica nad rjecnikom T je odluciv;

— postoji efektivna procedura koja svakoj recenici ¢ € L[t]o pridruZuje
par (M, f), gdje je M Turingov stroj koji prihvaéa Mod(p)<, a f je
kod funkcije koja svjedoci omedenost stroja M unutar klase C.

Napomena 7.8 (Otvoreni problem) Postoji li logika kojom ¢ée klasa
PTIME biti efektivno jako uhvacéena?

Teorem 7.9 Ukoliko je odgovor na prethodno pitanje “ne”; tada je PTIME #
NPTIME.
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