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2 Opis VRP problema

VRP (Vehicle Routing Problem) svoje ishodiste nalazi u problemima distri-
bucije robe zadanim skupom vozila izmedu skladista i korisnika povezanih
mrezom cesta.

Mreza cesta opisuje se grafom ¢iji lukovi predstavljaju dijelove cesta, a vrhovi
rakrséa i lokacije korisnika, odnosno skladista. Svakom luku pridruzen je neki
oblik cijene: npr. duljina ceste, vrijeme potrebno za prolazak i sl.

Karakteristike korisnika:
e vrh grafa u kojem je lociran
e zahtjevi na koli¢inu robe (demand) koju je potrebno dostaviti
e periodi dana (time windows) kada je moguée prihvatiti robu

e vremena potrebna za istovarivanje i utovarivanje robe (unloading iloading
times)

poskup skupa vozila koja ga mogu opsluziti



Karakteristike vozila:
e skladiste iz kojeg krece (home depot)
e kapacitet (capacity)
e podskup skupa lukova grafa kojima vozilo moze prolaziti
e troskovi koristenja (costs)
Tipic¢ni ciljevi:
e minimizacija ukupnih troskova transporta
e minimizacija broja vozila

e balansiranje ruta (obzirom na vremensko trajanje i optereéenost vozila)

2.1 Klase VRP problema
e CVRP (Capacitated VRP)
e DCVRP (Distance-Constrained VRP)
e VRPTW (VRP with Time Windows)
e VRPB (VRP with Backhauls)
e VRPPD (VRP with Pickup and Delivery)

2.2 Koliko je tezak VRP?

Podaci iz 2002. godine:
e Najveca rijeSena instanca VRP problema: F-n135-k7
e Najmanja nerijeSena instanca VRP problema: B-n50-k8
e Najveca rijeSena instanca TSP problema: usal3509

e Vrijeme potrebno za rjesavanje B-n50-k8 kao Multiple TSP problema: ma-
njeod 1s

Vecina standardnih pristupa tretira VRP problem na slican nacin kao sto se
tretira TSP (u smislu poliedarskih nejednakosti, branching strategija i sl.).
VRP je u svojoj osnovi zapravo presjek dva NP-teska problema:

e TSP (Traveling Salesman Problem)

e BPP (Bin Packing Problem)

Postoji mnogo tehnika za tretiranje VRP-a kao routing problema, no, jako malo
ih je poznato koje tretiraju packing aspekt.
(packing, a ne routing je ono $to VRP problem ¢ini teskim).



3 Matematicki modeli CVRP problema

3.1 Matematicki opis CVRP problema kao problema kom-
binatorne optimizacije

Neka je zadan potpun (ne)usmjereni graf G(V,FE) sa skupom vrhova V =
{0,...,n}, gdje vrhovi 1,...,n odgovaraju korisnicima, a vrh 0 odgovara
skladistu. Svakom luku (7,7) € E pridruzena je nenegativna cijena c;; koja
predstavlja troskove putovanja iz vrha i u vrh j.

e ACVRP (asymmetric CVRP) < matrica cijena [c;;] asimetricna
e SCVRP (symmetric CVRP) < matrica cijena [c;;] simetri¢na

Svakom korisniku ¢ € {1,...,n} pridruZen je nenegativni broj d; koji pred-
stavlja zahtjev na koli¢inu robe koju mu treba dostaviti (skladiste ima fiktivni
zahtjev dg = 0). Za skup S C V sa d(S) = >_..od; oznacit éemo ukupan
zahtjev skupa S.

€S

Skup od K identi¢nih vozila, svako kapaciteta C, dostupno je za polazak iz
skladista (pretpostavljamo da je d; < C za sve i € {1,...,n}). Svako vozilo
moze izvrsiti tocno jednu rutu.

CVRP problem sastoji se od nalazenja K jednostavnih ciklusa u grafu mini-
malne cijene takvih da vrijedi:

1. svaki ciklus obilazi vrh 0 (skladiste),
2. svaki vrh koji predstavlja korisnika je obiden to¢no jednim ciklusom,

3. zbroj zahtjeva vrhova na pojedinom ciklusu ne premasuje zadani kapacitet

C.

Dopustiva rjeSenja za CVRP (koja ¢emo nazivati K-rutama) se, dakle, sastoje
od:

e particije {R1,..., Rk} skupa vrhova V' \ {0} t.d. >°. p d; < C, za sve
ie{l,...,K}.

e permutacije skupa R; U{0} koja specificira redoslijed obilazenja korisnika
na ¢-toj ruti.

Pretpostavljamo da broj vozila K nije manji od nekog Knin, gdje Kmin
predstavlja minimalni broj vozila potreban za obilazenje svih korisnika.

Vrijednost od Ky, moguce je odrediti rjeSavanjem odgovarajuceg Bin Packing
problema (BPP) u kojem je potrebno odrediti minimalni broj posuda kapaciteta
C potrebnih za pakiranje n predmeta od kojih je svaki tezine d;, i € {1,...,n}.



Za skup S C V \ {0} ozna¢imo s r(S) minimalni broj vozila potrebnih za
obilazenje svih korisnika u S. tj. optimalno rjesenje BPP problema asociranog
skupu predmeta S (uocimo 7(V \ {0}) = Kpin). Cesto se 7(S) zamjenjuje
trivijalnom donjom ogradom [d(S)/C].

Specijalni slucajevi CVRP-a:
e TSP: C>d(V)i K =1
e Multiple TSP: C > d(V)
e BPP:¢;; =0

3.2 IP formulacija CVRP problema

Dat ¢emo pregled tzv. wvehicle flow modela.

Definicija 3.1 (ACVRP, dvoindeksna formulacija)

min Z Z CijTij
eV jev

s.t. Za:,»jzl, Vi e v\ {0} (A)
eV
Sz =1, VieV\{0} (A2)
Jjev

(VRP1) S K o

eV
> w0 =K (O2)
JEV
SN w=0(8), YSCVA{0}, S#£0 ()
i¢S jES
zij €{0,1}, Vi, jeV

Jednakosti (A1) i (As) predstavljaju ograni¢enja na ulazne i izlazne stupnjeve
vrhova u grafu (tzv. indegree i outdegree constraints). Analogno, jednakosti
(1) i (O2) daju uvjete na stupanj vrha 0 (skladiste).

Nejednakosti (&) nazivaju se capacity-cut constraints (CCC) i one uvjetuju
povezanost rjeSenja i ispunjenje zahtjeva na kapacitet vozila — svaki rez
(V'\ S,S) definiran skupom korisnika S mora sadrzati barem 7(S) lukova
(pri ¢emu se r(S) cesto zamjenjuje s nekom donjom ogradom koja je laksa za
izracunati).



Zbog ogranic¢enja na ulazne i izlazne stupnjeva vrhova vrijedi:

SS 2 =Y wy ¥SCV\{0}, S#0,

i¢S jes i€S j¢s

pa nejednakosti () mozemo zapisati i ovako:

o> miy=r(V\S), VSCV,0€S.

i¢S jes

Cesto se umjesto CCC ogranicenja (&) koriste tzv. generalized subtour elimi-
nation constraints (GSEC) nejednakosti:

YD wy <IS|=r(S) VSCVA{0}, S#0, ()

igS jES
koje uvjetuju da barem r(S) lukova izlazi iz svakog skupa korisnika S.

Uotimo kako kardinalitet obje familije nejednakosti (&) i () raste eksponen-
cijalno s n, pa je prakticki nemoguce direktno rijesiti LP relaksaciju problema.

ACVRP model moze se adaptirati za simetri¢ni VRP problem na slijedeé¢i nacin:

Definicija 3.2 (SCVRP, dvoindeksna formulacija)

min E E CijTij

i€V \{n} j>i

s.t. Z.’Ehi + Zl’ij = 2, VieV \ {0}

h<i i>i
(VRP2) > oy =2K

JEV\{0}

i€S h<i,h¢S 1€S j>i,j¢S

zij €{0,1}, Vi, j € V\{0}, i<j
Toj 6{07172}7 VJEV\{O}

Simetricni VRP problem cesce se zadaje koristeéi varijable indeksirane jednos-
trukim indeksom e € E:



Definicija 3.3 (SCVRP, jednoindeksna formulacija)

min E Cele

ecE

s.t. Z ze =2, VieV\{0}

e€d(i)
(VRP3) > we=2K
e€d(0)

> we=2r(S), VSCV\{0}, S#0

e€d(S)
z. € {0,1}, Ve ¢ 6(0)
z. €{0,1,2}, Vee€§(0),

gdje §(S) predstavlja skup svih bridova e € E koji imaju toéno jedan kraj u S.

Analogno kao i u slucéaju za ACVRP, umjesto CCC nejednakosti mogu se upo-
trijebiti GSEC nejednakosti:

Z:CPS|S|7T(S) VSQV\{O}7S7£®

eeS

4 Poliedarske nejednakosti

Branch-and-cut algoritmi vrlo su uspjeSna metoda za egzaktno rjesavanje
problema kombinatorne optimizacije, no, ipak performanse mogu biti
razocaravajuce ukoliko su neke od komponenata preslabe:

1. nemamo dobar algoritam za separaciju

2. broj iteracija u cutting-planes fazi je prevelik

3. linearni program postaje nerjesiv zbog svoje veli¢ine

4. stablo generirano procedurom grananja postaje preveliko

Centralni problem branch-and-cut algoritama predstavlja 4. problem, kojeg je
moguée ublaziti jedino ojacavanjem linearne relaksacije IP-a, tj. uvodenjem
”dobrih” facet-defining nejednakosti. Stoga ¢emo prouciti razne klase poliedar-
skih nejednakosti za VRP koje su u vecoj ili manjoj mjeri facet-defining.

Uvedimo slijedece oznake:
e za F' C E i vektor z € R oznacimo z(F) = ) cp Te,

eza SCV, TCV,SNT = oznac¢imo s (S : T) skup svih bridova s
jednim krajem u S a drugim krajem u T,



ezaSCV, TCV,SNT =0 oznacimo s §(S) = (S : V' \ ),
ezaSCV, TCV,SNT =0 oznacimo s E(S) = (S : S).

Definicija 4.1 (IP formulacija SCVRP problema)

min E Cee

eck
st. z(0(@) =2, VieV\{0}
. 2(5(0)) = 2K
cvRe ﬂ&sn>2{“), VS CV\ {0}, S#0

4.1 Capacity Constraints (CC)

CC nejednakosti za CVRP politop igraju slicnu ulogu kao tzv. subtour elimi-
nation constraints nejednakosti kod TSP politopa — ima ih eksponencijalno
mnogo i nuzne su za definiciju IPoyrp problema. No, ipak, nisu sve CC
nejednakosti facet-defining.

Sve CC nejednakosti imaju jednake lijeve strane, a razlikuju se jedino po desnoj
strani:
veca desna strana — jaca nejednakost — tezi separacijski problem.

Najslabije CC nejednakosti su tzv. fractional capacity nejednakosti:
(s
w(6(5) 2223 s cviqo), 520
Separacijski problem za ove nejednakosti je rjesiv u polinomnom vremenu

(redukcijom na network flow problem), no, one su rijetko facet-defining. (IP
formulacija VRP-a i s takvim nejednakostima ostaje valjana).

U definiciji problema I Poyrp upotrebljene su tzv. rounded capacity nejedna-

kosti:
z(6(S)) > 2 {d(CS)—‘ , VSCV\{0}, S#0

Asocirani separacijski problem je znatno tezi, makar je i dalje prihvatljiv jer
postoji polinomni algoritam za rjeSavanje problema separacije s preciznoséu do
na zadani €. I u ovom slucaju nejednakosti nisu nuzno facet-defining.



Jo§ jaca donja ograda na lijevu stranu CC nejednakosti dobiva se upotrebom
optimalnog rjesenja r(S) BPP problema asociranog skupu S (weak capacity
nejednakosti):

2(8(S)) = 2r(S), VS CV\{0}, S#£0

Bududéi je BPP NP-tezak, separacijski problem za ove nejednakosti nije rjesiv
u polinomnom vremenu.

Ocito, u slucaju kada je [@—‘ = r(S) pripadna rounded capacity nejednakost
nije facet-defining. No, niti weak capacity nejednakosti opéenito nisu facet-
defining.

Oznacimo s P skup svih dopustivih K-particija od V' \ {0}. Za neprazni S C Vp
i K-particiju P = {S1,...,Sk} (d(S;) < C, i =1,...,K) definiramo:

B(P,S) =[{i| SinS#0}|
Funkcija R: 2V \M% — Z, definirana s

R(S) = win 5(P, 5)

oc¢ito daje minimalni broj vozila potreban za opsluzivanje zahtjeva korisnika iz
skupa S unutar dopustive K-particije.

Na ovaj nac¢in dobivamo capacity nejednakosti koje su po definiciji facet-defining,
ali s najtezim problemom separacije:

z(6(5)) = 2R(5), VS CV\{0}, S#0

Primjer:
Pogledajmo slijedeéi primjer u kojem je K =4, C =7,d = {2,5,3,3,3,4,4,4}
i u kojem vrijede stroge nejednakosti izmedu pojedinih desnih strana CC nejed-
nakosti:

d(s)

R(S)=4>r(S)=3> [Tw =2

G @ o
& s

Slika 1: Primjer za CC nejednakosti



4.2 Generalized Capacity Constraints (GCC)

Neka je dan skup § = Si,...,S5: t > 1 disjunktnih podskupova od V \ {0}.
Zbrajanjem t capacity nejednakosti dobivamo:

t

wa(si)) > 2 ZR(Si)-

i=1 i=1

Moze se desiti da niti jedna dopustiva K-particija na kojoj R(S;) =
minpep B(P,S;) (za neki j) poprima minimum nije ona na kojoj se poprimaju
minimumi za preostalih ¢ — 1 skupova.

Najveca vrijednost desne strane dana je s:

=1

t
2R(S) = 2min {Zﬂ(P, S| Pe 7?}
Rezultantna nejednakost:

x(6(S;)) > 2R(S)

i=1
zove se generalized capacity nejednakost.

Buduéi je pripadni problem separacije s funkcijom R(:) izrazito tezak, pogle-
dajmo oslabljenu varijantu GCC nejednakosti.

Neka je H C V \ {0} t.d. sadrzi sve podskupove iz S, te pretpostavimo da
d(S;) < C vrijedi za sve i € {1,...,t}. Definirajmo r(H | Si,...,S:) kao
rjesenje slijede¢eg BPP problema:

e posude imaju kapacitet C,
e predmeti su veli¢ine:
— d(u) za svaki vth u € H \ szl Si, te
— d(S) za svaki S € S.
Za H =V \ {0} definiramo weak generalized capacity nejednakost (WGCC):

t

2(6(V\{0}) + > x(8(Si)) = 2t +2r(V \ {0} | S1,...,Sh),

i=1

odnosno, buduéi vrijedi z(6(V '\ {0})) = 2K ekvivalentno:

2(8(S:)) = 2t +2(r(V \ {0} | Su,...,5) — K).

i=1



4.3 Framed Capacity Constraints (FCC)

Neka je H C V' \ {0} koji sadrzi sve podskupove S;, i € {1,...,t}. Stavlja-
njem H umjesto V' \ {0} u WGCC nejednakosti dobivamo tzv. framed capacity
nejednakosti:

2(8(H)) + Y x(5(S;) = 2t +2r(H | Sy,...,S).

i=1

(2 @
D
56
s
N H

Slika 2: Primjer za framed capacity nejednakosti

Primjer:

Pogledajmo primjer u kojem je t = 4, skupovi S7, S2, S3 1 Sy imaju po 8, 7,
7 1 7 klijenata jedini¢nih zahtjeva, skup H \ Ule S; ima samo dva klijenta s
zahtjevima 5 i 6, te je C' = 10. Vrijedi da je:

T(H | 51752753754) = 67

pa stoga imamo nejednakost:

4.4 Nejednakosti iz TSP problema

Nejednakosti iz prethodnih sekcija bavile su se samo packing dijelom VRP
problema, dok se nejednakosti koje dolaze iz TSP problema bave routing
dijelom VRP-a.

Za primjer pogledajmo klasu tzv. comb nejednakosti. Comb je definiran skupom
H (koji se naziva handle) i neparnim brojem skupova 71, . .., T; (koji se nazivaju



/// 1 \\\
VAN
/ AN, AL N

gt <L / P
WV an —wa SR
A /{\ /hw/ )
AR Ay e - /
s LS T i
i S L o
/ ® T P
S 43
P

Slika 3: Comb

teeth) koji zadovoljavaju slijedeée uvjete:

HT,. ... T,CV,
T;\H#0) V1<j<t,
T;NH#0 VI<j<t,
TNT, =0 Vi<i<yj<t,

t > 3, neparan.

Comb nejednakost tada je dana s:

ili ekvivalentno: .

w(O(H)) = (t+1) = Y (2(8(Ty)) - 2).

i=1

Ideja dokaza za comb nejednakosti:
Neka je I' Hamiltonov ciklus, zatvorena Setnja ili K-ruta takva da vrijedi |I' N
0(T;)| = 2, zasve i € {1,...,t}. Buduéi mora postojati barem po jedan brid
ul iz (T;\ H : T; N H) (za sve T;) slijedi da vrijedi [T N6(H)| > ¢t. Jer je t
neparan, a I' nuzno sije¢e §( H) u parnom broju bridova, mora vrijediti:

IDNS(H)| >t +1.

Odavde slijedi:
2(6(H)) + > 2(6(T;)) = x(6(H)) + 2t >t + 1+ 2t = 3t + 1.
Moze se pokazati da u slucaju kada je |[T' N 6(T;)| = 2+ 2s; (s; > 0, 4 €

{1,...,t}) minimalni broj bridova u TN&( H) nije reduciran za vise od 23 ¢_ s;,
pa nejednakost i dalje vrijedi.
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Slika 4: Slika uz dokaz comb nejednakosti

O

Comb se moze definirati i opcenitije handle-om H i neparnim brojem teeth-ova
Tv,.... 0, Trq1, ..., T koji zadovoljavaju:

HT,.. T,CV,
T;\H#0 vV1<j<t,
T;,NH#D V1<j<t,

T,NT, =0 Vi<i<j<r,
T,NT; ={0} Vr+1<i<j<t,

t > 3, neparan.

Odgovarajuc¢a comb nejednakost glasi:

2(6(H)) + > 2(6(T3)) > t+1+2r + 2K (t — 7).
=1

4.5 Nejednakosti koje kombiniraju TSP i BPP

Cilj je ovakvim nejednakostima kombinirati istovremeno routing i packing
aspekt VRP problema. Pokazat ¢emo tzv. path-bin nejednakosti koje su
generalizacija framed capacity nejednakosti i comb nejednakosti.

Nosaé za path-bin definiran je skupom H (handle), skupovima Ti,...,T; (te-

eth) i skupovima Si,...,Ss (spots). Radi pojednostavljenja oznaka skupove
S; ponekad ¢emo oznacavati Tyy,. Skupovi H, T; i S; zadovoljavaju slijedece

12



nejednakosti:

H,Ty,....,Ty1s CV\{0},
d(T;) <C V1<j<t+s,
S;CH V1<j<s
T;NH#AD V1<j<t,
T,\NH#0 V1<j<t,
TiNT; =0 Vi<i<j<t+s,
t+s>1.

Slika 5: Primjer path-bin nosaca

Definiramo path-bin potproblem kao BPP problem sa slijedeé¢im dodatnim uvje-
tima. Oznacimo s I skup predmeta:

e Svakiskup T};,1 < j <ti85;,1<j < s definira po jedan predmet veli¢ine
d(T};), odnosno d(S;).
e Svaki vth v e H\ (Uzisl T;) definira po jedan predmet velicine d,,.

Veli¢ina posude neka je kapacitet vozila C.

Tada s v'(H | T1,...,Ttys) oznatavamo minimalni broj posuda potrebnih
za pakiranje skupa predmeta I s dodatnim ograni¢enjem da posuda smije
sadrzavati predmete kojima su asocirani najvise dva skupa 7}.

Kako bi se povezao path-bin potproblem s rjesenjima VRP problema definiramo

H-put od K-rute kao presjek jedne od ruta s F(H). Svrha path-bin potpro-
blema je izracunati minimalni broj H-puteva na skupu svih K-ruta VRP-a

13



pod uvjetom da zahtjevi tooth-a ili spot-a moraju biti opsluzeni samo jednim
vozilom (dakle, iz tooth-a ili spot-a izlaze samo dva brida koja pripadaju K-ruti).

Slika 6: Primjer H-puteva

Mogucée je dokazati da za svaki path-bin nosac¢ (H, Ty, ..., Ty, S1,...,Ss) vrijede
tzv. path-bin nejednakosti:

t+s
2(6(H)) > 2" (H | Ty, ..., Toys) — Y _(x(5(T)) - 2)
j=1
4.6 Ostale nejednakosti
o Multistar nejednakosti
e Hypotour nejednakosti

e Odd-hole nejednakosti

e (lique tree nejednakosti

5 O procedurama za separaciju

Dobri separacijski algoritmi predstavljaju kljuéni element da bi branch-and-cut
algoritam mogao kvalitetno funkcionirati.  Nazalost, vecina separacijskih
problema za VRP su NP-teski, pa uglavnom nije moguce provesti egzaktnu
separaciju, nego se onda pribjegava upotrebi (¢esto vrlo delikatnih) heuristickih
algoritama.

14



Poznati su egzaktni polinomni algoritmi za separaciju slijede¢ih nejednakosti:
e fractional capacity nejednakosti,
e rounded capacity nejednakosti,
e multistar capacity nejednakosti.

U literaturi je moguée pronaci opisane heuristicke algoritme za separaciju na-
rednih nejednakosti:

e rounded capacity nejednakosti,

e weak generalized capacity nejednakosti,
e framed capacity nejednakosti,

e hypotour nejednakosti,

e comb nejednakosti.

6 Branching strategije

6.1 Branching obzirom na bridove

Odabere se brid e* za kojeg je korespodentna varijabla (ZTe«) u trenutnom op-
timalnom rjesenju LP relaksacije problema necjelobrojna, te se skup rjesenja
razdvoji na dva dijela u kojima je:

e z.+ =1 (brid e* je upotrijebljen)
e z.+ =0 (brid e* nije upotrijebljen)

Osnovni problem jest kako odabrati varijablu obzirom na koju ¢e se izvrsiti
grananje. Uoc¢imo kako je problem biranja varijable asimetrican:

e Stavljanje varijable na vrijednost 1 odgovara biranju jednog od n + K
bridova K-rute.

e Stavljanje varijable na vrijednost 0 odgovara izbacivanju jednog od O(n?)
bridova iz K-rute.

Praksa pokazuje da je dobro odabrati skup od nekoliko potencijalnih kandi-
data obzirom na koje bi se moglo izvrsiti grananje, te se onda najbolji medu
njima odredi LP testiranjem — npr. uzme se 10 varijabli s vrijednostima izmedu
0.45 i 0.65, te odabere ona za koju rjesenje pripadnog linearnog programa ima
najmanju vrijednost.
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6.2 Branching obzirom na nejednakosti

Neka je S skup vrhova za kojeg je T(§(S)) = 2t+1. Tada mozemo dekomponirati
problem u dva potproblemas:

e onaj u kojem vrijedi z(§(S)) < 2¢
e onaj u kojem vrijedi x(§(S)) > 2t + 2

Pokazuje se kako je najbolje birati skup S za kojeg je Z(4(S)) = 3 koji onda
implicira grananje obzirom na z(§(S)) = 2 i 2(6(S)) > 4 (uoc¢imo kako opet
imamo asimetri¢nost).

Eksperimentalno utvrdena pravila po kojima se bira skup S:
e 2.75 < x(4(9)) <3.01d(S) > C/2,
e S je "daleko” od skladista,
o |S| je relativno malen,

e S je sadrzan ili barem sijece neki prethodno odabran branching skup.

7 Trenutni trendovi

e Bolje iskoristavanje tzv. flow-based i node-routing formulacija

e Branch-cut-and-price algoritmi (kombinacija branch-and-cut algoritama s
Lagrangeovim i/ili Dantzig-Wolfe relaksacijama)

Primjena dynamic decomposition metoda

Razvoj dobrih heuristika za poznate klase NP-teskih nejednakosti

Implementacija inteligentnih branching strategija
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