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1 Skupovi N, Z, Q, R, Ci R"

1.1 Skupovi N, Z, QiR

Skup prirodnih brojeva oznacavamo s N, a njegovi ¢lanovi su 1,2,3,.. .,
tj. N=1{1,2,3,...}. Na skupu N mozemo usporedivati brojeve, tj. za svaka
dva razli¢ita prirodna broja znamo koji je manji a koji je veéi, tj. koji je prije
kojega u prirodnom poretku. Za svaki prirodni broj znamo koji broj dolazi
nakon njega, tj. tko mu je sljedbenik. Ako krenemo od prvog prirodnog broja,
kojeg oznacavamo s 1, i od svakog broja predemo na njegovog sljedbenika,
proci ¢emo svim prirodnim brojevima. Sada smo upravo opisali svojstva koja
¢ine Peanove! aksiome skupa N:

1. Svaki prirodni broj ima sljedbenika, tj. Vn € N, Jls(n) € N i ako je
s(n) = s(m) onda je n = m.

2. Postoji prvi element u skupu N i oznacavamo ga s 1, tj. 1 € N. To je
jedini element koji nije sljedbenik nekog prirodnog broja.

3. Vrijedi aksiom matematicke indukcije:

Neka je S C N takav da vrijedi:

1) 1e€8,
2) VneN, (neS)=(s(n) €9).
Tada je S = N.

Svaki skup za kojeg vrijede Peanovi aksiomi poistovjecujemo sa skupom
prirodnih brojeva. Naravno, postoje razlicite realizacije skupa N. Naprimjer,
jednu mozemo sagraditi od praznog skupa: N = {0, {0}, {{0}}, {{{0}}}, ...},
gdje je sljedbenik definiran sa s(a) = {a}, Va € N.

!Giuseppe Peano (Cuneo [Piemonte], 27. kolovoz 1858. — Turin, 20. travanj 1932.)
talijanski matematicar
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Pomoé¢u funkcije sljedbenik mozemo na N definirati binarnu operaciju
zbrajanja. Za n € N stavimo s(n) = n + 1. Sada stavimo

Vn,meN, n4+m=s(s(s(...s(n)...))) =s"(n).
—_———
Lako se provjeri da je ta operacija asocijativna (V n,m,k € N),n+(m+k) =
(n+m) + k, i komutativna (¥ n,m € N),n +m = m + n. Osim operacije
zbrajanja, na N mozemo definirati relaciju strogog uredaja < tako da kazemo
VYneN, n<s(n),tj. imamol <2<3<---<n<n+1<---.
Takoder, odmah imamo i uredaj < ako stavimo

(ngm)cg((n<m)\/(n:m)).

Taj uredaj je linearan ili jednostavan, tj. za svaka dva razli¢ita prirodna
broja jedan je manji od drugoga, tj. oni su usporedivi.

Kazemo da je uredaj na skupu N dobar uredaj jer ima svojstvo da svaki
neprazan podskup skupa N ima prvi (najmanji) element.

Dakle, na N imamo zadanu algebarsku strukturu i uredaj. Pitanje je
sada koliko nam je ta struktura korisna i dostatna. Ve¢ u prvim godinama
skolovanja iz matematike uci se kako razne probleme matematicki formu-
lirati i potom rjesavati. Veé¢ najjednostavniji problemi vode na rjesavanje
jednadzbe oblika a + = = b, gdje su a,b € N. Mozemo li tu jednadzbu rijesiti
u skupu N za svaki izbor brojeva a,b € N? Naravno, odgovor je negativan
ve¢ za izbor a = b = 1. Naime, u skupu N ne postoji broj x sa svojstvom da
jex+1 = 1. To slijedi iz 1. Peanovog aksioma. Kada bi takav broj postojao,
onda je iz definicije zbrajanja jasno da bi vrijedilo ¥n € N, z +n = n. Sto
mozemo sada uciniti? Uobicajen postupak kod rjesavanja slicnih algebar-
skih problema je da prosirimo (ako je moguce) skup tako da u tom veéem
skupu nasa jednadzba ima rjeSenje. Dodajmo, dakle, skupu N element koji
oznacavamo s 0 i stavimo ga ispred jedinice jer vrijedi 0+1 = 1, tj. 1 = s(0).
To je tzv. neutralni element za zbrajanje ili nula, jer pri zbrajanju s 0 svi ele-
menti ostaju nepromijenjeni. Odmah je jasno da niti u skupu {0} UN nismo
u mogucnosti rijesiti nasu jednadzbu za bilo koji izbor brojeva a,b € {0} UN.
Naime, za bilo koji n € N jednadzba n+x = 0 nema rjesenje u {0} UN.Takav
x zovemo suprotnim element od n i oznacavamo s —n. Dobro, dodajmo sada
skupu suprotne elemente za sve n € N i poredajmo ih u obratnom poretku
od njihovih originala, tj. (n,m € N) ((n < m) = (—m < —n)). Tako smo
dosli do skupa

Z=A{..,—n,...,—2,-1,0,1,2,... )n,...} = =-NU{0}UN
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kojeg nazivamo skupom cijelih brojeva. Na ¢itav skup Z mozemo takoder
prosiriti i operaciju zbrajanja. Za —m,—n € —N stavimo —n + —m =
—(n+m). Za —m € —N,n € N promatramo dva slucaja. Ako je (n >
m) = 3k € {0} UN, n = m + k, pa stavljamo —m + n = k, a u slucaju
(m>n)=3ke{0}UN, m =n+k, pa stavljamo —m +n = —k. Skup Z
sa operacijom + je algebarska struktura sa svojstvima:

1. Va,byc€Z, a+ (b+c) = (a+b)+ ¢ (asocijativnost).
2.30€Z,YVa€Z, 0+a=a+0=a (neutralni element).
3.Va€Z,3 —a€Z,a+—a=—a+a=0 (suprotni elementi).
4. Va,b€Z, a+b=>b+ a (komutativnost).

Strukturu (Z, +) koja zadovoljava svojstva 1., 2. i 3. zovemo grupa, ako jos
vrijedi i svojstvo 4., zovemo je komutativna (Abelova') grupa . To je
osnovna algebarska struktura u kojoj je uvijek rjesiva jednadzba a 4+ x = b.

Na skupu N mozemo definirati i drugu binarnu operaciju koju nazivamo
mnozenje ako za V n,m € N stavimo n-m =n+n+---+n. Tu operaciju

m

mozemo lako prosiriti i na skup Z stavljajuéi za —n, —m € =N, (—n)-(—m) =
n-m,aza—mée —-N,néeN, n-(—m)=—(n-m). Lako se pokaze da je i
ta operacija asocijativna, komutativna i u skupu Z postoji neutralni element
za mnozenje 1, tj. Vn € Z, n-1 =1-n = n. Promatrajmo sada rjesivost
jednadzbe a - x = b za a,b € Z. Ve¢ za a =n # +11 b =1 ta jednadzba
nema rjesenje u Z. Broj x za koji vrijedi nz = 1 nazivamo reciproc¢ni element
od n ili inverz od n za operaciju mnoZenje i oznacavamo s n=! = % Ako
sada prosirimo skup Z sa svim mogucim rjeSenjima jednadzbe nx = m, gdje
jen € Nim € Z dobivamo skup

Q:{%;nGNﬂnEZ}

koji zovemo skupom racionalnih brojeva. Napominjemo da je prikaz
racionalnog broja u obliku 2 jedinstven ako su brojevi m i n relativno prosti,
tj. nemaju zajednickog djelitelja razlicitog od 1 ili —1.
Operaciju mnozenje na skupu Q definiramo tako da za
m m/ m m' mm

vV —, — €Q, stavimo — - = € Q.
n n n n nn’

!Niels Henrik Abel (Nedstrand, 5. kolovoz 1802. - Froland, 6. travanj 1829.)norveski
matematicar
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Skup racionalnih brojeva bez nule, s operacijom mnozenja (Q,-) je takoder
komutativna grupa. Nula nema recipro¢nog elementa, tj. s nulom nije
moguce dijeliti.

Operaciju zbrajanje je moguce prosiriti sa skupa 7Z na skup Q na slijedeci
nacin:

m m m m  mn +mn

V—,— e€qQ, stav1mo—+—=—/€@.
n'n n' nn

Medutim, operacije zbrajanja i mnozenja su povezane svojstvom distribu-
tivnosti mnozenja prema zbrajanju, tj. Vn,m,k € Q, n(m + k) = nm + nk.
Struktura (Q, +,-) s gore navedenim svojstvima naziva se polje.

Uredaj sa skupa Z mozemo jednostavno prosiriti na skup Q tako da

m LIS Q, stavimo 2= < oo mn/ < m/n. Ta relacija ima slijedeca

n n n n
svojstva:

1. VaeQ, (a <a), (refleksivnost).

2. Va,beQ, (a<b)A(b<a)= (a=>0), (antisimetri¢nost).
3. Va,byceQ, (a<b)A((b<c)= (a<c), (tranzitivnost).
4. Va,beQ, (a<b)V(b<a), (linearnost ili totalnost).

Ako uredaj zadovoljava samo svojstva 1., 2. i 3. zovemo ga parcijalni
uredaj. Primijetimo da je linearan ili totalan uredaj moguce zadati samo sa
svojstvima 2., 3. 1 4. zato Sto 1. slijedi iz 4. za a = b.

Taj uredaj je u suglasju s operacijama zbrajanja i mnozenja. Vrijedi

1.Va,beQ, (a<b)= VeeQ (a+c<b+c)).
2. Va,beQ, (a <b)= (Vc>0 (ac < be)).
2°Va,beQ, (a>0)A(b>0)) = (ab>0).

1.1.1 Prikaz skupova Q i R na pravcu

Skup cijelih brojeva prikazujemo na pravcu tako da izaberemo ¢vrstu tocku
za ishodiste i njoj pridruzimo cijeli broj 0. Zatim izaberemo jedini¢nu duzinu
i nanosimo ju uzastopno na desnu stranu za pozitivne i na lijevu stranu za
negativne cijele brojeve, kao $to je prikazano na slijedecoj slici.

-3 -2-10 1 2 3 B
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Da bismo prikazali racionalni broj ™,
0 < m < n, na pravcu posluzimo se Ta-
lesovim teoremom o slicnim trokutima.

Kao sto se vidi na slici desno, prvo na "

pomoé¢nom pravcu nanesemo 7 jedna-

kih duzina, a zatim odredimo trazeni 1 2

broj. Na taj nac¢in je jasno da je ravna- 0

lom i Sestarom moguce na pravcu kons- 1 m 1
n n

truirati svaki racionalan broj.

Skup racionalnih brojeva Q je gust u

Sebi7 t.] \V/ q1,42 S Q7 q1 < q2, 3 q € @7
¢1 < q < g2. Naravno, to je ispunjeno
1+ Q2

veé za q = Prirodno pitanje
je da li su na taj nacin dobivene sve
tocke na pravcu, tj. da li svaka tocka
na pravcu predstavlja neki racionalan
broj. Konstruirajmo tocku koja je od 0
udaljena za duljinu dijagonale kvadrata
sa stranicama duljine 1. Iz Pitagori-
nog poucka slijedi da ta tocka odgovara

broju ¢iji kvadrat je jednak 2, tj. broju

V2. Dokazimo da v/2 € Q. Metoda ko- 0 1 \[‘2_
jom dokazujemo tu tvrdnju vrlo je ¢esta

u dokazivanju razli¢itih matematickih

tvrdnji. Jedini nacin da logicki tocnim

zakljuc¢ivanjem dobijemo neistinitu tvrdnju je da je polazna pretpostavka ne-
istinita.

Dakle, pretpostavimo da vrijedi v/2 € Q. Tada postoje relativno prosti
brojevi m,n € N (nemaju zajednickih faktora razlicitih od 1) takvi da je
no= V2, odnosno ’;3—22 = 2, a odatle dobijemo m? = 2n%. Posto je desna
strana posljednje jednakosti prirodan broj djeljiv s 2, tada je i m? djeljiv s
2. Tada je i m djeljiv s 2, tj. m = 2my za neki my € N. Naime, kada bi
bilo m = 2my + 1 slijedilo bi m? = 4m2 + 4my + 1. Sada imamo 4m32 = 2n?,
odnosno 2m2 = n?. Odatle pak zakljué¢ujemo da je i n = 2ng za neki ny € N.
Dakle, m = 2mg i n = 2ng, tj. dobili smo neistinu, odnosno kontradikciju s
pretpostavkom da su m i n relativno prosti.

Sada je jasno da sve tocke na pravcu ne predstavljaju racionalne brojeve,
ve¢ ima (puno vise) toc¢aka koje ne predstavljaju racionalne nego tzv. ira-
cionalne brojeve. Sve te tocke zajedno predstavljaju skup realnih brojeva
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koji oznacavamo s R.
Skup R je moguce konstruirati algebarski i to na vise nacina. Te kons-
trukcije nac¢inili su matematicari Weierstrass, ! Dedekind 2 i Cantor. *

1.2 Aksiomi polja R, potpunost

U ovoj tocki uvodimo aksiomatiku skupa realnih brojeva koja odreduje sva
njegova svojstva s obzirom na algebarsku strukturu i uredaj na njemu.

1.2.1 Aksiomi polja R

R je komutativna grupa s obzirom na operaciju zbrajanje + : R x R — R.

A 1. Asocijativnost zbrajanja:

Ve,y,z € R, o+ (y+2) = (x +y) + 2.

A 2. Postoji neutralni element 0 (nula):

JOeR, VxeRO+2x=2+0==x.
A 3. Svaki element iz R ima inverz za zbrajanje (suprotni):
Ve eR, 3l(—z) €eR, v+ (—z) = (—z) +2 =0.
A 4. Komutativnost zbrajanja:
Ve,yeR, v +y=y+x.

R\ {0} je komutativna grupa s obzirom na mnozenje - : R x R — R.
A 5. Asocijativnost mnozenja:

Vr,y,z € R, 2(yz) = (zy)=.

!Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Ostenfelde, 31. listopad 1815. - Berlin, 19.
veljaca 1897.) njemacki matematicar

2Julius Wilhelm Richard Dedekind (Braunschweig, 6. listopada 1831. - Braunschweig,
12. veljace 12, 1916.) njemacki matematicar

3Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor ( Saint Petersburg [Rusija), 3. ozujka 1845
- Halle [Njemackal, 6.sijecnja 1918) njemacki matematicar
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A 6. Postoji jedinstven neutralni element 1 (jedinica):

INeR1#0, VeeR1l-2=2-1=u=x.
A 7. Svaki element iz R \ {0} ima inverz za mnozenje (recipro¢ni):

1 1 1
Ve e R\ {0}, Az t=—€R, 2— = -z =1.

A 8. Komutativnost mnozenja:

Vre,y € R, xy = yx.

A 9. distributivnost mnozenja prema zbrajanju:

Vo, y,z € R, a(y + 2) = 2y + x2.

Uredenu trojku (R, +, ) nazivamo poljem.
Uvjet 1 # 0 je zahtjev netrivijalnosti, jer bi u suprotnom bilo R = {0}.

Primjer 1.1. Iz aksioma dokazimo neka poznata svojstva operacija zbraja-
nja 1 mnozenja.

1. 0 je jedinstven neutralni element za zbrajanje i 1 je jedinstven neutralni
broj za mnozenje.

Rjesenje: Kada bi postojao broj a € R, a # 0 sa svojstvo da Vx €
Ra+2z=2x4+a=2x imali bia = a+ 0 = 0, a to je kontradikcija.
Analogno, kada bi postojao broj b € R, b # 1 sa svojstvo da Vr €
R bxr = xb = x, imali bi b = bl = 1.

2. Suprotni i reciprocni brojevi su jedinstveni.

Rjesenje: Neka je a € Ric € R, ¢ # —a njegov suprotni broj, tj.
a+c=c+a=0. Tada bi vrijedilo —a = —a+0 = —a+ (a +¢) =
(—a+a)+c=0+c = ¢ sto je kontradikcija. Dokaz jedinstvenosti
reciprocnog broja je analogan.

3. Vrijedi Vo € R, —(—z) = z.

Rjesengje: Po definiciji suprotnog elementa je —z+(—(—z)) = (—(—z))+
(=) =0i—2+4+x =2+ (—x) =0. Iz jedinstvenosti elementa s danim
svojstvom za —z, slijedi x = —(—x).
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4. Pokazimo da je —0 = 0.

Rjesenge: Zasvakix € Rvrijediz+ (—0) =2+0+(-0)=2+0=2x
i—-0+2x=-04+0+2=04 2z =z, pazbog jedinstvenosti nule vrijedi
—0=0.

5. Za svako z € R vrijedi 20 = 0z = 0.

Rjesenge: Vrijedi 0z = (0 + 0)z = Oz + 0z = 2 - 0z. Kad bi bilo
O0x # 0, onda bi taj element imao inverz, pa bi slijedilo 1 = 2, a odatle
0 = 1. To se protivi zahtjevu iz AG6.

6. Vrijedi (—1)(—1) = 1.

Rjesengje: Tmamo (—1)(—1)+(—1) = (-1)(=1)+(-D)1 = (-1)((-1)+
1) = (—=1)0 = 01iisto tako (—1)+(—1)(—1) = 0. Odatle je (—1)(—1) =
—(-1)=1.

7. Pokazimo (ab = 0) < ((a =0) vV (b=0)).

Rjesenje: Neka vrijedi ab = 0. Ako je a # 0 onda a ima recipro¢ni
element, pa je b=1-b = a 'ab = a"'0 = 0. Analogno, ako je b # 0,
onda je a = 0. Obratna tvrdnja slijedi iz 5. N

Na skupu R je zadan linearan (totalan) uredaj <.

A 10. Linearnost uredaja:

Vr,y €R, (z <y)V(y <uz).

A 11. Antisimetri¢nost uredaja:

v,y €R, ((z <y)A(y <)) = (z=y)

A 12. Tranzitivnost uredaja:

Ve,y,z € R, (z<y)A(y<2z2))= (< 2).

Uredaj je u skladu s operacijama zbrajanja i mnozenja.
A 13. Uskladenost zbrajanja:

(v <y)= (Vz, (v 4+2<y+2)).
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A 14. Uskladenost mnozenja:

(= 0)A(y >0) = (zy > 0).

(R, 4+, -, <) je totalno uredeno polje.

Primjer 1.2. Vrijedi monotonost mnozenja:
(@ <y) Az 20) = (22 < y2).

Rjesenje: Imamox <y=y—z>0=(y—2)z>0=yz—22>0=
zz < yz. 0

Primjer 1.3. (Q, +, -, <) je uredeno polje.

Zadatak 1.1. Utvrdite koje aksiome od Al do A14 zadovoljavaju skupovi
N i Z s obzirom na operacije i uredaj na njima.

Cesto koristimo i strogi uredaj <. On se definira tako da vrijedi z < y
ako je x < y i x # y. Takoder, podrazumjevamo da = > y znaci y < x i
analogno x > y znaci y < x. Jasno je da u totalno uredenom polju za svaka
dva x,y vrijedi to¢no jedna od relacija x <y, x =y, x > y.

U radu sa skupom realnih brojeva vaznu ulogu igra

funkcija koju zovemo apsolutna vrijednost real- y
nog broja. Ona se definirana sa: 1
z ;x>0
|z| = 0 ;2=0, (reR). (1.1) >
—r ;<0

Iz definicije funkcije za svaki a € R slijedi nejednakost
—la] <a <fal.

Cesto je potrebno provijeriti nejednakost |z| < e, gdje je € > 0 realan
broj. Ta nejednakost je ekvivalentna s dvije nejednakosti —e < x < ¢.
Za apsolutnu vrijednost imamo slijedec¢e tvrdnje.

Propozicija 1.1. Vrijed:

(7) Ja| >0 Va € R,
(i1) Ja]=0<a=0,
(17i) |a-b| = |a| - |0] Va,beR, (1.2)

(i) |a+bl <la|+|[b] Va,beR,
(v) Jla] = 1bl] <|la—0b] Va,beR.
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Dokaz:

Ad (di1): Gledamo cetiri slucaja: i) a > 0,b > 0, ii) a > 0,b < 0,
iii) a < 0,6 >0,iv) a < 0,b < 0. U slucaju i) je |a| = a,|b] = b pa je
la||b| = ab = |ab|. U slucaju ii) je ab < 0 pa je |ab| = —(ab) = a(—b) = |a||b],
itd.

Ad (iv): 1z nejednakosti

—la| < a <lal
—[bl <b < 0]

zbrajanjem dobijemo
—(lal + o) < a+b < |a| + 0]

sto daje (iv).
Ad (v): Vrijedi

la| = [(a = b) + b < [a = b +[b] = |a] —|b] <[a—b].
Zamjenom a sa b dobijemo
b] = [(b—a) +a| <[b—a| + |a] = |a —b] + |a| = |b] — |a] < [a —b].

Dakle,
—[a —b] <a| = [b] < |a—b],

odakle slijedi nejednakost (v). 0

Zadatak 1.2. Nejednakost (1.2 (iv)) mozemo poopéiti na sumu od konaéno
realnih brojeva aq,...,a, € R:

n
<D lal.
k=1

Dokazati prethodnu nejednakost matematickom indukcijom.

Definiramo funkciju udaljenosti izmedu realnih brojeva d : R x R — R sa
d(a,b) = |a — b|, Ya,b € R. Ta funkcija ima slijedeé¢a svojstva.

Propozicija 1.2. Vrijedi

(¢) d(a,b) >0 Va € R,

(17) d(a,b) =0<a=0,

(i) d(a,b) = d(b, a) Va,beR, (1.3)
(iv) d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) Ya,bceR.
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1.2.2 Supremum i infimum skupa, potpunost

Definicija 1.1. Kazemo da je S C R, S # (), omeden odozgo u R, ako
postoji broj M € R takav da vrijedi Vx € S, x < M. Broj M zovemo gornja
meda ili majoranta skupa S.

Kazemo da je S C R, S # (), omeden odozdo u R, ako postoji broj
m € R takav da vrijedi Vx € S, m < x. Broj m zovemo donja meda ili
minoranta skupa S.

Skup S C R, S # (), je omeden u R, ako je omeden odozdo i odozgo
u R.

Jasno, ako S ima majorantu, onda on ima beskonacno mnogo majoranti.
Naime, svaki veéi broj je takoder majoranta. U tom svjetlu ima smisla sli-
jedeca definicija.

Definicija 1.2. Broj L € R koji je najmanja majoranta nepraznog odozgo
omedenog skupa S C R nazivamo supremum skupa S i pisSemo L = sup S.

L = sup S je karakteriziran slijede¢im svojstvima:
(i.) Ve € S, z < L.

(1i.) VaeR,a< L,z € S, a < x.

Cesto je prakti¢no uvijet (4i.) pisati u obliku:
(13.) Ve >0,Jx €S, L —e < x.

Supremum koji je u skupu nazivamo maksimum, tj. akoje L =sup S € S
onda je L = max S.

Sada smo u moguénosti zadati posljednji aksiom skupa R.

A 15. Aksiom potpunosti:

Svaki neprazan odozgo omeden podskup S C R ima supremum u R.

Uredeno polje koje zadovoljava i A 15. zovemo uredeno potpuno polje.
Dakle (R, +, -, <) je uredeno potpuno polje.

Teorem 1.1 (Arhimedov aksiom). U skupu R wvrijedi turdnja:

Va,beR, a>0,0>0, I3n € N, na > b.
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Dokaz: Pretpostavimo da tvrdnja teorema nije istinita, tj. neka vrijedi:
Ja,beR, a>0,b>0, Vn € N, na <.

To znadi da je skup A = {na;n € N} odozgo ogranicen skup u R. Sada po
A15. postoji ¢ = sup A, tj. Vn, na < ciVe >0, In € N, ¢ — e < na.
Sada za ¢ = a > 0 dobijemo ¢ — a < na, odnosno ¢ < (n+ 1)a € A, §to je
kontradikcija s ¢injenicom da je ¢ gornja meda od A. ]

Zadatak 1.3. Pokazite bez upotrebe A 15. da Arhimedov aksiom vrijedi u
skupu Q.

Rjesenje: Dovoljno je pokazati da Vk,m € N, dn € N, nk > m. U su-
protnom bismo imali k,m € N, Vn € N, nk < m. Tada za n = m imamo
mk < m = k = 1. No tada bi vrijedilo Vn € N, n < m, Sto nije istina ve¢
zan =m+ 1. Sada za svaki ¢ = 7, ¢ = ’z—,l € Q, m,k,m', kK € N, postoji
n € N takav da je nmk’ > m’k, odnosno ng > ¢'. N

Zadatak 1.4. Utvrdite da li postoji i ako postoji odredite supremum skupa
S={;7n €N}

Rjesenje: Skup S je odozgo ogranicen s 1, tj. Vn € N, 25 < 1. Pokazimo
da je 1 = sup S. Uzmimo bilo koji ¢ > 0. Trebamo na¢i n € N tako da
vrijedi

1—5<%(:)(1—5)(71%—1)<n<:)—n5+1—5<0(:>1<(n+1)5.
n

Iz Arhimedovog aksioma slijedi postojanje m € N, me > 1. Uzmimo sada
n =m — 1 1imamo tvrdnju. N

Primjer 1.4. Polje Q nije potpuno.

Rjesenje: Neka je S ={qe Q; 1 <q, ¢* <2}. Ocito je S odozgo omeden
s 2 € Q. Skup S nema maksimalan element. Naime, za bilo koji ¢ € S po
Arhimedovom aksiomu za brojeve 2 — ¢?> > 01i 2¢g +1 > 0 postoji n € N
tako da je n(2 — ¢?) > 2¢ + 1. Tada je n*(2 — ¢*) > n(2¢ +1) = 2ng+n >
2ng+1= (¢+ £)* < 2. Dakle, postoji ¢ =g++ €5, ¢ >q.

Pokazimo da vrijedi: a € Q, a > 0, je majoranta od S < a® > 2. Neka
je a € Q, a > 0, majoranta od S. Tada je a® # 2 (vV2 € Q). Kada bi
bilo a® < 2, onda bi a bio maksimum od S, a takvog nema. Dakle, mora
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biti a®> > 2. Obratno, ako je 0 < a i a®> > 2, onda za svaki ¢ € S imamo
¢ <2< a®>= q<a,tj. aje majoranta od S.

Pokazimo da ne postoji najmanja majoranta skupa S u Q. Neka je a
bilo koja majoranta skupa S. Tada po Arhimedovom aksiomu za brojeve
a’>—2>01i2a> 0 postoji n € N takav da vrijedi n(a® — 2) > 2a. Odatle je
2 1\’ 1\?

“« <a®—-2<a*—2+ <—) =2< <a — —) . Dakle, postoji majoranta
n n n
a':a—%EQ,a’<a. 0

Zadatak 1.5. Dokazite da je Q gust u R, tj.
Ve>0,Vex eR, (z—e,2+e)NQ #0.

Rjesenje: U suprotnom slucaju bi vrijedilo 3¢ > 0, dz € R, Vq € Q,
(g<z—e)V(r+e<gq). Nekajeq <z—ciz+e < g Uzmimo
n € N tako da vrijedi 2ne > g2 — ¢ i odredimo oy, = ¢q1 + %(qg —q) €Q
(k=0,1,...,n—1,n). Neka je 0 < kg < n najveéi od indeksa za koje je
ap < x—¢e. Zbog x+e < apyqy vrijedi B4 = g — g, > 26, Sto je
kontradikcija s izborom broja n. 0

Definicija 1.3. Broj ¢ € R koji je najve¢a minoranta nepraznog odozdo
omedenog skupa S C R nazivamo infimum skupa S i piSemo ¢ = inf S.

¢ =inf S je karakteriziran slijede¢im svojstvima:
(i.) Vx € S, L < x.
(1i.) YVaeR,a> ¢, 3x € S, z < a.
(13.) Ye>0,qr €S,z <l +e.

Infimum koji je u skupu nazivamo minimum, tj. ako je { =infS € S
onda je { = min S.

Teorem 1.2. Neka je S C R, S # 0, odozdo ogranicen skup. Tada postoji
¢=inf S € R.

Dokaz: Neka je S- = {—z; x € S}. Skup S je odozdo omeden u R, tj.
postoji m € R tako da vrijediVz € S, m < z. TadajeV—x € 5, —x < —m,
tj. skup S_ je odozgo omeden u R. Prema A 15. postoji L = supS_ € R,
tj,. V—2ze S ,—2<LiVe>0,d—xe€ S, L—¢e< —z. To mozemo
napisati i na slijede¢i nac¢in: Vx € S, —L <ziVe>0,dre S, x < —L+e.
To kazuje da je { = —L = inf S, tj. postoji infimum skupa S. ]
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Zadatak 1.6. Neka je A C B C R i B ogranicen skup. Tada je sup A <
sup B iinf A > inf B.

Rjesenje: Svaka majoranta skupa B ujedno je i majoranta skupa A. Tako
je i sup B majoranta za A. Posto je supremum od A najmanja majoranta
skupa A, to vrijedi sup A < sup B. Analogno, svaka minoranta skupa B
ujedno je i minoranta skupa A, pa je infimum od B minoranta za A. Odatle
za infimum skupa a kao najveéu minorantu od A vrijedi inf A > inf B.

Zadatak 1.7. Neka su A, B C R ograniceni skupovi. Ako vrijedi Va € A
Jb € B takav da je a < b onda je sup A < sup B, a u slucaju da vrijedi
Vb € B da € A takav da je a < b onda je inf A < inf B.

RjesSenje: Iz prvog uvjeta Va € A slijedi a < b < sup B, tj. sup B je gornja
meda skupa A. Odatle imamo sup A < sup B. Analogno, Vb € B vrijedi
b > a >inf A, iz ¢ega slijedi inf B > inf A. N

Zadatak 1.8. Neka su A, B C R odozgo ogranic¢eni neprazni skupovi. Tada
jeskup A+ B={x+y; v € A,y € B} odozgo ogranicen i vrijedi sup(A4 +
B) =sup A+ sup B.

Rjesenje: Zbog x < sup A, Vxr € A, iy <supB, Vy € B, vrijedi z +y <
supA +supB, Ve € A, Vy € B, tj. supA + sup B je gornja meda skupa
A+ B.

Neka je ¢ > 0 odabran po volji. Postoje x € A iy € B takvi da je

supA -5 <zisupB -5 <y Tadajexr+y >supA—-5+B—-35 =

sup A+ sup B — ¢, tj. sup A + sup B — ¢ nije gornja meda skupa A + B.

Zadatak 1.9. Neka su A, B C (0,400) odozgo ogranic¢eni neprazni sku-
povi. Tada je skup AB = {zy ; © € A,y € B} odozgo ogranicen i vrijedi
sup(AB) = sup Asup B.

Rjesenje: Zbog x < sup A, Vx € A, iy < supB, Yy € B, vrijedi zy <
sup Asup B, Vx € A, Vy € B, tj. sup Asup B je gornja meda skupa AB.
. 2
Neka je 0 < & < w odabran po volji i neka je 0 < gy <

SUPA;S“I’B—\/(SUPAZSUPB)Q —e¢. Postojex € Aiy € Btakvidajesup A—eg <

risupB —¢gp <y. Tada je zy > (sup A — ) (sup B — g9) = &2 — (sup A +
sup B)eg +sup Asup B > sup Asup B —e. Dakle, sup Asup B — ¢ nije gornja
meda. Zato $to je € > 0 odabran po volji, vrijedi sup(AB) = sup Asup B. ]
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Aksiom A 15. karakterizira svojstvo potpunosti koje razlikuje polje R od

Teorem 1.3. (Cantorov aksiom) Neka za svaki n € N imamo segmente
[an,b,] C R takve da vrijedi [ani1,bni1] C [an,by], Yn € N. Tada postoji
z € R takav da je x € [an, b,), Vn € N.

Dokaz: Oznatimo s A = {a,;n € N} 1 B = {b,;n € N}. Skupovi A
i B su ograniceni (odozdo s a; i odozgo s b;) pa postoje sup A i inf B.
Zelimo pokazati da vrijedi [sup A, inf B] C [an, b,], Vn € N. Zasven € N
ocigledno vrijedi a, < b,, a, < apyq 1 b1 < b,. Dokazimo da vrijedi
Vn,m € N, a, < b,,. Ako je n = m onda je to jasno. Ako je n < m, onda
n<n+l<---<m-—1<mpovlati a, < -+ < ay < by, tj. an < by
analogno vrijedi za m < n. Odatle zakljucujemo Vn € N je a, donja meda
za skup B, dakle, Vn € N, a,, < inf B. Sada je inf B gornja meda za skup A,
pa vrijedi sup A < inf B. 0

Napomena 1.1. Druga moguca aksiomatika polja R se dobije ako aksiom
A 15. zamijenimo s Arhimedovim aksiomom (teorem 1.1) i Cantorovim ak-
siomom (teorem 1.3).

1.3 Polje kompleksnih brojeva C

Neka je R x R Kartezijev produkt skupa R sa samim sobom. R x R je skup
svih uredenih parova (a,b) gdje su a,b € R. Sada na R x R definiramo
operacije zbrajanja i mnozenja.

Neka je @ : (R xR) x (R x R) — (R x R) operacija zbrajanja definiran s

V(a,b),(c,d) € R xR, (a,b) ® (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (1.4)
inekaje ®: (R xR) x (R xR) — (R x R) operacija mnozenja definiran s
V(a,b),(c,d) € R xR, (a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + bc). (1.5)

U daljnjem tekstu ¢emo umjesto oznaka ¢ i ® koristiti iste oznake kao i za
operacije u R, tj. +1i -, s tim da je uvijek jasno kada su operacije s parovima
realnih brojeva ili sa samim realnim brojevima.

Skup R x R snabdjeven operacijom zbrajanja (1.4) i mnozenja (1.5) zo-
vemo skup kompleksnih brojeva i oznacavamo s C.

Teorem 1.4. Skup kompleksnih brojeva C je polje.
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Dokaz: Pokazimo da za skup C i operacije zbrajanja (1.4) i mnozenja (1.5)
vrijede aksiomi A 1. do A 9. Aksiomi A 1. i A 4. slijede direktno iz istih
aksioma za R i definicije operacije zbrajanja. Neutralni element za zbrajanje
je par (0,0), tj. (0,0)+(a,b) = (04+a,0+b) = (a+0,b+0) = (a,b). Za bilo
koji par (a,b) suprotni par —(a,b) = (—a, —b). Vrijedi (a,b) + (—a, —b) =
(a+ (—=a),b+ (=b)) = (0,0) i (—a, =b) + (a,b) = (—a+ a,—b+b) = (0,0).
Asocijativnost i komutativnost mnozenja i distributivnost mnozenja na
zbrajanje slijede direktnim ra¢unom iz asocijativnosti i komutativnost mnozenja
i zbrajanja na R, te distributivnosti mnozenja na zbrajanje u R. Jedinica
ili neutralni element za mnozenje je par (1,0), tj. za svaki par (a,b) imamo
(a,b)(1,0) = (al—b0,a0+b1) = (a,b)i(1,0)(a,b) = (la—0b, 16+0a) = (a, b).
Za svaki (a,b) # (0,0), tj. a® + b* # 0, definiramo

1 a —b
(a,0)7" = <a2+b2’ a2+b2> ’

. a —b aa — b(=b) a(—=b) + ba
Vrijedi (a, b) (a2+b27 a2+b2) = ( P TR = (1,0).

U

Na C mozemo definirati uredaj ((a,b) = (¢,d)) = (a <c)N(b<d). Taj

uredaj je samo parcijalni uredaj, jer npr. (1,0) i(0, 1) nisu usporedivi.

Uocimo podskup R’ = {(z,0); = € R} C C. Taj skup je zatvoren na ope-
racije zbrajanja i mnozenja, tj. (a,0)+(b,0) = (a+b,0)1 (a,0)(b,0) = (ab,0).
U skupu R’ vrijede aksiomi A 1. do A 9. Stovige, restrikcija relacija parcijal-
nog uredaja na C daje na R’ linearan uredaj koji je u skladu s operacijama
zbrajanja i mnozenja. Tako je R’ uredeno potpuno polje, dakle, mozemo
ga izjednaciti s R. U tom smislu pisemo (0,0) = 0, (1,0) = 1 i opcenito
(a,0) = a.

Kompleksan broj (0, 1) zovemo imaginarna jedinica i oznacavamo ga s
i = (0, 1). Tako za svaki kompleksan broj vrijedi (a, b) = (a,0)+(b,0)(0,1) pa
pisemo (a,b) = a+bi. Tako vrijedii* = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —(1,0) = —1,
pa se operacije s kompleksnim brojevima svode na operacije s binomima. Ako
je z=a+bi € C, onda je a = Rez realni dio i b = Imz imaginarni dio od z.

Za komleksni broj z = a+bi definiramo njegov konjugirani broj Z = a—b.
Realni broj |z| = va?+ b2 = v/2Z zovemo modul kompleksnog broja z.
Vrijedi |Rez| = |a|] < Va?2 +b? = |z] 1 |Imz| = [b] < Va2 +b? = |z]. Za
z,v € Cvrijedi z4+v =Z+70, 20 = Zv i |zv| = |z||v]. Takoder, za modul
vrijedi nejednakost trokuta

|z +v| < |z| + |v], ¥V z,v € C. (1.6)
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Vrijedi
lz4+v* = (2 +0)(Z+70) = 2> + |v|* + 20+ Zv = |2> + |v|* + 2Re(27) <

< |2” + [o]* + 2[Re(20)| < [2” + [vf* + 2[20] = (|2] + [v])*.
Odatle zbog rasta funkcije /- na R slijedi (1.6). 0

1.4 Prostor R”

Skup R" = {(a,...,a);0q,...,0, € R} je n-dimenzionalni realni vektor-
ski prostor sa operacijama definiranim po komponentama, tj. za bilo koje
elemente © = (aq,...,,),y = (B1,...,0n) E R"1 A\ p € Rje \x + py =
(Ao + ppB, .. Ay, + pfB,) € R™

Na R"™ definiramo skalarni produkt (-]-) : R* x R® — R tako da za bilo
koje z = (a1, ...,ap),y = (b1, ..., Pn) € R" stavimo

(ly) = b (1.7)
K=l

Zadatak 1.10. Pokazite da vrijedi

(i) (z[x) >0 Vo e R,

(17) (z|]z)=0<2x=0=(0,...,0),

(4i1) (z+yl2) = (z]2) + (y|2) Va,y,z€R, (1.8)
() (azxly) = a(z|y) Vz,yeR" VaceR,

(v)  (zly) = (ylz) Va,y R

Skalarni produkt inducira normu ||z|| = /(z|z), V& € R". U slucaju

skalarnog produkta (1.7), za x = (o, . .., @) imamo

22 = (Z ai) : (1.9)

Zadatak 1.11. Pokazite da za normu inducirani sa skalarnim produktom
vrijedi

() ll2>0 Vz € R”,
(131) ||azx|ls = |a|||x||2 VreR" VaekR, '

() Nz +ylls <[lzllz+llylla ¥Vzyc R
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Norma inducira metriku d(z,y) = ||z — y|, Vx,y € R". Metrika ds

inducirana normom (1.9) za x = (ay, ..., ),y = (51, ..., 5,) € R™ je oblika
n 3
da(z,y) = |lz = yll2 = <Z(ak - ﬁk)g) : (1.11)
k=1
Zadatak 1.12. Pokazite da za metriku induciranu normom vrijedi
<Z> dg(l',y) ZO v=/L‘7y€:|Rn7
(1)) do(z,y) =0z =y, (1.12)
(7’”) dg(l',y) ng(y,x) vx??JERn? .
(ZU) dg(l',y) Sdg(l’,2>+d2<2,y) vx7yuz€Rn-

Zadatak 1.13. Neka je R™™™ = R"™ x R™ i neka je svaki od prostora
snabdjeven normom definiranom s (1.9). Pokazite da je tada ||(z,y)|2 =

VIzll3 + llyll3, Yo € R" i vy € R™. Takoder je [|(z,y)l2 > max{]|z[|2, [lyll2}-

1.5 Ekvipotentni skupovi, prebrojivost

Ako imamo dva skupa A i B s kona¢nim brojem elemenata, teorijski je lako
ustanoviti imaju li oni jednak broj elemenata. Naime, provodimo slijedeci
postupak: uzmimo element skupa A i element skupa B, sparimo ih. Nasta-
vimo li tako sparivati nesparene elemente skupa A s nesparenim elementima
skupa B, nakon kona¢no koraka do¢i ¢emo do jedne od slijede¢ih situacija:

1. Niti u skupu A, niti u skupu B nema nesparenih elemenata.
2. U skupu B nema nesparenih elemenata.
3. U skupu A nema nesparenih elemenata.

U slucéaju 1. konstruirali smo obostrano jednoznacno preslikavanje sa skupa
A na skup B (bijekciju) i jasno je da skupovi A i B imaju jednak broj
elemenata. U slucaju 2. konstruirali smo injekciju sa skupa B u skup A i
jasno je da skup A ima viSe elemenata od skupa B. U sluc¢aju 3. konstruirali
smo injekciju sa skupa A u skup B i jasno je da skup B ima vise elemenata
od skupa A. Ovo je motivacija za slijede¢u definiciju i u slu¢aju kada skupovi
nemaju konacan broj elemenata.

Definicija 1.4. Za skupove A i B kazemo da imaju jednak broj elemenata,
tj. da su jednakobrojni ili ekvipotentni ako postoji bijekcija f: A — B.
Tada jos kazemo da A i B imaju jednak kardinalni broj i pisemo k(A) = k(B)
ili A~ B.
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Ako postoji injekcija f : A — B onda kazemo da A ima manje ili jednako
elemenata od B, tj. k(A) < k(B).

Zadatak 1.14. Pokazite da je ekvipotentnost relacija ekvivalencije, tj. da
vrijedi

(i) A~ A,
(ii) (A~ B)= (B ~ A),
(1ii) (A~ B)AN(B~C)=(A~C).
Rjesenje:
(1) Identiteta i4 : A — A je bijekcija,
(it) f: A — B bijekcija = (f~!: B — A) bijekcija,
(1ii) f: A— BAg:B — C bijekcije = go f : A — C je bijekcija. 0
Slijede¢i teorem bitno olaksava utvrdivanje ekvipotentnosti skupova.

Teorem 1.5 (Cantor-Bernstein'). Ako postoje injekcije f : A — B i g :
B — A, onda je A ~ B.

Dokaz: Prema pretpostavci teorema postoje bijekcije f: A — f(A) C B i
g: B — g(B) C A. Zelimo pokazati da postoji bijekcija h: A — B.

Prvo pokazimo da postoji ' C A takav da je A\ T = g(B\ f(T)).
Definirajmo funkciju k : P(A) — P(A) tako da za X C A vrijedi k(X) =
A\ g(B\ f(X)). Za funkciju k i bilo koja dva podskupa X,Y C A vrijedi
(X C V) = (k(X) C k(Y)). Naime, (X C V) = (f(X) C f(¥)) =
(B\ f(X) 2 B\ f(Y)) = (@B\f(X) 2 gB\[fY)) =
(k(X) = A\g(B\ (X)) € ANg(B\ f(Y)) = k(Y)).

Neka je F = {S C A | S C k(S5)} familija podskupova od A. Jasno,
F # 0 jer je ) C k(). Neka je T' unija svih elemenata familije F. Pokazimo
da je T C A fiksna tocka preslikavanja k, tj. k(T) = T. Za svaki S € F
vrijedi S C k(S) 1 S C T, a odatle je k(S) C k(T), sto daje S C k(T'). Tada
jeiT C k(T), tj. T € F. Odatle imamo k(T") C k(k(T)), pajei k(T) € F.
To povlaci k(T') C T, iz cega slijedi k(1) = T, odnosno T'= A\ g(B\ f(T))
ili A\T = g(B\ /(T))

!Sergej Natanovi¢ Bernstein (Odessa, 5. ozujak 1880. — — Moskva, 26. listopad 1968.)
ukrajinski matematicar
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Sada konstruiramo funkciju h : A — B tako da je

| flx) za xveT
h(x)_{gl(x) za we€A\T ~

Funkcija h je trazena bijekcija. Dakle, A ~ B. ]

Napomena 1.2. Primijetimo da prethodni teorem govori o antisimetri¢nosti
uredaja medu kardinalnim brojevima, odnosno

((K(A) < k(B)) A (k(B) < k(A))) = (k(A) = k(B)).

Definicija 1.5. Kazemo da je beskonacan skup S prebrojiv ako je ekvipo-
tentan skupu prirodnih brojeva N. U suprotnom slucaju kazemo da je taj
skup neprebrojiv.

Zadatak 1.15. Pokazite da vrijedi
1. N~ 2N.
2. N~ 2N+ 1.
3. N~ Z.
4. Ya,b,c,d € R, a < b, c<d,je (a,b) ~ {(c,d)i|a,b] ~ |c,d.
5. Va,b € R, a <b, je [a,b] ~ (a,b).
6. Va,b e R, a<b, je R~ {(a,b).
7. N~NxN.
Rjesenje:
1. Preslikavanje n +— 2n, Vn € N, je bijekcija.
2. Preslikavanje n — 2n 4+ 1, Vn € N, je bijekcija.

3. Preslikavanje f : N — Z definirano s f(1) =01 f(2n) =n, f(2n+1) =
—n, ¥n € N je bijekcija.

4. f:{a,b) = (c¢,d) definirano s f(z) = =(z — a) + ¢ je bijekcija.

5. Identiteta je injekcija s (a,b) u [a,b]. Po 4. postoji bijekcija s [a, b] na
bilo koji segment u (a,b), npr. na [%, %?’b] Tada je to injekcija s
[a,b] u {(a,b). Sada po teoremu 1.5 slijedi tvrdnja.



1.5. EKVIPOTENTNI SKUPOVI, PREBROJIVOST 21

6. Tg~': R — (a,b) je bijekcija.

7. Konstruiramo preslikavanje f : N x N — "
N kako je graficki prikazano na slici desno. :
Svakom uredenom paru prirodnih brojeva -
jednoznacno je odreden poredak na putanji, W« e e .
oznacenoj na slici. Funkcija f je definirana AN
formulom: 3 o« v e e
(m +; - 1) +mn; m+mn—1neparan 2 % ‘ ‘ ‘
F((m,m)) = 1 b e
(m+2nil>+m; m + n — 1 paran
0 1 2 3 4

Propozicija 1.3. Skup racionalnih brojeva Q je prebrojiv.

Dokaz: Skup Q = {® ; n € N, m € Z,su relativno prosti}, pa postoji
injekcija sa Q u N x N. Nadalje, komponiramo tu injekciju s bijekcijom sa
N x N na N iz zadatka 1.15. i dobijemo injekciju s Q u N. S duge strane
identiteta je injekcija s N u Q, pa po teoremu 1.5. imamo Q ~ N. ]

Propozicija 1.4. Neprazan podskup prebrojivog skupa je konacan ili prebro-
Jiv.

Dokaz: Neka je A ~ N, f: A — N bijekcija, i B C A. Ako je B konacan
onda je tvrdnja ocita. Ako B nije konacan, onda je identiteta i : B — A,
i(r) = z, Vx € B, injekcija s B u A. Tada je foi : B — N injekcija.
Konstruirajmo injekciju g : N — B na slijedec¢i nacin:

Uzmimo bilo koji b € B istavimo g(1) = b. Pretpostavimo da smo za neki
n € N definirali g(k) = by, € B, 1 < k < n, gdje su svi by, ...,b, razliciti.
Posto skup B nije konacan, to postoji b,,1 € B takav da je b,.1 # by,
1 < k < n, pastavimo g(n+ 1) = b, 1. Takvim postupkom definiramo g(n),
vVn € N, a funkcija g je po konstrukciji injekcija. Po teoremu 1.5. slijedi
B ~ N. 0

Teorem 1.6. Neka su a,b € R, a < b. Segment [a,b] C R je neprebrojiv
skup.

Dokaz: Kada bi vrijedilo suprotno, tj. da je [a,b] prebrojiv, postojala bi
bijekcija f : N — [a,b] takva da je [a,b] = R(f) = {f(n);n € N}. Stavimo

a; = a,b; = b. Ako je f(1) < “ stavimo ap = 243 i by = by, au
slucaju f(1 @t stavimo as = ay i by = 2L U oba slucaja vrijedi

) >
f(1) & [ag, by] i [a2,b2] [a1, b1]. Na isti nacin, zamjenom a; <> ag i by <> b,
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nademo f(2) itd. Na taj nac¢in dobivamo segmente [a,, b,|, Vn € N, sa svoj-
stvom [ay,, bn] D [ant1,bni1] 1 f(n) & [ans1, bnsa], Vi € N. Po teoremu 1.3. o
potpunosti skupa R postoji = € [a,b] tako da je x € [a,,b,], Yn € N. Zbog
pretpostavke o bijektivnosti funkcije f : N — [a, b], postoji m € N tako da je
x = f(m). No, po konstrukeiji vrijedi f(m) & [@mi1, bms1], Sto je kontradik-
cija s izborom tocke . ]

Korolar 1.1. Skup realnih brojeva R je neprebrojiv.

Dokaz: Kada bi R bio prebrojiv, tada bi po propoziciji 1.4. i segment
la,b] C R bio prebrojiv, a to se kosi s tvrdnjom teorema 1.6. 0



2 Nizoviu R 1 C

2.1 Nizoviu R

2.1.1 Niz i podniz

Funkciju @ : N — S zovemo niz u S. U ovom slu¢aju odstupamo od
uobic¢ajenog nacina oznacavanja funkcijskih vrijednosti, pa za n € N pisemo
a(n) = a, i nazivamo n-tim clanom niza. Uobicajena oznaka za niz je (a,)nen
ili (ay)n ili samo (a,). Kodomena niza moze biti bilo koji neprazan skup.
Nas ¢e najvise zanimati slucajevi kada je taj skup R, C, ili skup realnih ili
kompleksnih funkcija.

Kao i kod drugih funkcija, monotonost je vazno svojstvo koje niz moze
zadovoljavati. Za to je neophodno da je niz u skupu na kojem je definiran
uredaj.

Definicija 2.1. Neka je (a,), u R.

Niz (ay), je rastuéi ako Vn € N, a, < a,41-

Niz

)
Niz (a,), je strogo rastuéi ako Vn € N, a,, < a,41.
an)n je padajuéi ako Vn € N, a, > a,41.

)

(
Niz (ay), je strogo padajuci ako Vn € N, a,, > a,41.

Pokazimo da je ta definicija, iako se ¢ini slabijom, ekvivalentna s defini-
cijom monotonosti niz kao funkcije. Naime, niza kao funkcija je rastuci ako
vrijedi: ¥V n,m € N, (n < m) = (a, < a,,). Jasno je da iz toga slijedi da
je niz rastuc¢i u smislu definicije 2.1. Dokazimo da vrijedi obrat. Neka su
n,m € N takvida jen <m. Tadajen<n+1<---<m—1<mpaiz
definicije 2.1. slijedi a, < api1 < - < A1 < G,y b p < -

Definicija 2.2. Za niz b : N — S kazemo da je podniz niza a : N — S, ako
postoji strogo rastuéi niz p : N — N u N takav da je b = a o p.

23
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U oznakama (b,), i (a,), za nizove pisali bismo b, = b(n) = (aop)(n) =
alp(n)] = apm) = ap,. Vazno je uociti da podniz nekog niza dobijemo tako da
izbacimo neke ¢lanove polaznog niza, a preostali ¢lanovi zadrzavaju prijasnji
medusobni poredak.

Zadatak 2.1. Neka je (p,)n strogo rastudéi niz u N. Tada vrijedi V n € N,
n < pn-

Rjesenjye: Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom. Jasno je da vri-
jedi 1 < py tako da imamo bazu indukcije. Pretpostavimo da za n € N vrijedi
n < p,. Tad je ppy1 > pp > n, tj. ppy1 > n, pa mora biti p,p1 >n+1.

2.1.2 Limes niza u R

Intuitivno poimanje konvergencije ili tezenja ¢lanova niza (ay,), u R k nekom
broju a € R sastoji se u tome da je "puno” clanova niza po volji blizu broju a,
a samo "malen” broj ¢lanova daleko. U situaciji kada radimo s beskona¢nim
(prebrojivim) skupom, onda je prihvatljivo pod ”puno” shvacati beskonaéno
mnogo ¢lanova, a pod "malo” samo kona¢no njih. U tom smislu fraza ” gotovo
svi ¢lanovi” znaci ”svi ¢lanovi osim eventualno njih kona¢no mnogo”. Dakle,
mozemo reéi da niz (a,), konvergira ili tezi broju a ako su gotovo svi ¢lanovi
po volji blizu broju a.

Prethodna definicija se realizira u skupu R tako da blizinu realnih brojeva
mjerimo pomoc¢u razdaljinske funkcije d(x,y) = |z — y|. Ako je zadan ¢ > 0,
onda brojevi x koji su od a udaljeni za manje od ¢ zadovoljavaju |z —a| < ¢,
tj. oni se nalaze u intervalu (a — €,a + €). Pojam konvergencije u R ima
slijedeci oblik:

Definicija 2.3. Niz realnih brojeva (a,,), konvergira ili tezi k realnom broju
a € R ako svaki otvoreni interval polumjera € oko tocke a sadrzi gotovo sve
¢lanove niza, tj.

(Ve > 0), (In. € N), (Vn € N), ((n > n.) = (|la, — a| < ¢)). (2.1)

Tada a zovemo grani¢na vrijednost ili limes niza (a,), i piSemo a =
lim a, ili ¢ = lim,, a,.
n—o0

a-c a a+ec

4—0—%’—0—0—.—0—0—0%—0—»

ai adydp ds as ap
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Ako niz ne konvergira onda kazemo da on divergira.

Provjeravanje da li definicija 2.3 vrijedi za neki konkretan niz i konkretan
limes sastoji se u tome da se za po volji zadani ¢ > 0 pronade ili barem dokaze
postojanje prirodnog broja n. takvog da svi ¢lanovi s indeksima ve¢im od n,
leze u intervalu (a —€,a + ¢€).

Teorem 2.1.
1. Konvergentan niz u R ima samo jednu granicnu vrijednost.
2. Konvergentan niz u R je ogranicen.

Dokaz: 1. Pretpostavimo da konvergentan niz (a,), ima dvije grani¢ne
vrijednosti a,b € R, a # b. Tada bi za € = |a — b| > 0 zbog (2.1) postojali
nq, My € N takvi da vrijedi

(n > ng) = (|an —a| < §> i (n>ny) = (Jan —b| < g).
Sada za n. = max{n,, ny} imamo
(n>n) = (|la—b| < |a—an| + |an — b| < g+§:5:|a—b|),

Sto je ocita neistina. Dakle, limes mora biti jedinstven.

2. U definiciji (2.1) uzmimo € = 1, pa postoji n. € N tako da (n > n.) =
(lan, —al < 1). Sada za n > n. imamo |a,| < |a, — a| + |a] < 1+ |a|]. Neka
je M = max{|ai|,...,|an.|, 1+ |a|}. Tada vrijedi Vn € N, |a,| < M, tj. niz
je ogranicen. 0

Primjer 2.1. Sama ogranicenost nije dovoljna za konvergenciju niza. Niz
definiran s a,, = (—1)", ¥n € N, je ocigledno ogranicen, ali niti jedan realan
broj nije mu grani¢na vrijednost. Naime, za 0 < € < % i bilo koji a € R izvan
otvorenog intervala (a — €, a + €) uvijek se nalazi beskonacno ¢lanova niza.
Dakle, taj interval ne sadrzi gotovo sve clanove niza.

Za ocekivati je da podnizovi niza nasljeduju dobra svojstva originalnog
niza.

Teorem 2.2. Svaki podniz konvergentnog niza u R i sam je konvergentan i
ima istu granicnu vrigednost kao 1 niz.

Dokaz: Neka je (a,), konvergentan niz u R, a = lim, a,, i neka je (a,, )
bilo koji njegov podniz. Uzmimo bilo koji ¢ > 0. Tada iz a = lim, a,, i (2.1)
postoji n. € N takav da (n > n.) = (la, — a|] < €). Zbog toga $to je niz
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(Pn)n strogo rastuéi niz u N i zadatka 2.1. imamo Vn € N, p, > n. Odatle
slijedi
(Vn e N), (n>n.) = (pn > ne) = (lap, —a| <e¢),

dakle, a = lim,, a,, . 0

Od interesa je naci jednostavno provjerive dovoljne uvjete za konvergen-
ciju niza.

Teorem 2.3. Svaki ogranicen i monoton niz u R je konvergentan.

Dokaz: Neka je niz (a,), rastuéi, tj. ¥n € N, a, < a,41. Ogranic¢enost
rastuceg niza znaci ogranic¢enost skupa A = {a,; n € N} odozgo, pa postoji
a =sup A € R. Iz definicije supremuma skupa A imamo:

1. vn e N, a, < a,
2.Ve>0,dn. e N,a—e <a,,.
Iz 1. 1 2. i rasta niza (a,), imamo Ve > 0, I3n. € N, Vn € N,

n>n.)=(a—ec<a, <a,<a<a+e)=(la, —a| <e).

Dakle, lim a, = sup{a,;n € N}. Analogno se za padajuéi niz pokaze
n—oo

lim a, = inf{a,; n € N}. 0

n—o0

Primjer 2.2. Monotonost nije nuzna za konvergenciju niza. Npr. niz
konvergira k 0, a nije monoton.

(="

Zadatak 2.2. Neka je A C R odozgo (odozdo) ogranicen skup. Pokazite da
postoji rastuéi (padajuéi) niz u A koji konvergira prema sup A (inf A).

Rjesenje: Neka je A C R odozgo ogranicen skup i a = sup A. Tada vrijedi:

Vn € N da,, € A, takav da je a — % < a, < a. Zaniz (ay)ney vrijedi Vn € N,

la, —al < %, odakle slijedi lim a,, = a. Za odozdo ogranic¢en niz se pokazuje
n—oo

analogno. ]

2.1.3 Operacije s konvergentnim nizovima

Za nizove u R kao funkcije s vrijednostima u R mozemo definirati sve opera-
cije po tockama. U slu¢aju nizova to znaéi da je suma (razlika) nizova (a,),
i (by), niz oblika (a, £ by)n, tj. (an)n £ (bp)n = (an £ by),. Isto tako je
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produkt nizova (ay,), 1 (by)n, niz oblika (ay, - bp)n, tj- (@n)n - (bp)n = (an - bp)n-
Specijalno, za A € R je A(ay)n = (Aay)n, pa je skup nizova vektorski prostor
(algebra). Sada ¢emo prouciti kako se limes ponasa kod navedenih operacija
s nizovima.

Teorem 2.4. Neka su (ay,)n i (by)n konvergentni nizovi u R. Tada vrijedi:

1. Niz (an £ by), je konvergentan i lim (a, £ b,) = lim a, £ lim b,.
n—00 n—00 n—00

2. Niz (ay, - by)n je konvergentan i lim (a, - b,) = lim a, - lim b,.
n—00 n—00 n—00

3. Akoje¥n € N, b, #0, ¢ lim b, # 0, onda je i niz (Z—n) konvergentan
n—oo n n
i (%) = Moo n
Pl \ B, ) T Timy,Lo by

4. Niz (|an|), je konvergentan i lim |a,| = | lim a,|.
n—oo n—oo

Dokaz: Neka su lim a, = ai lim b, = b.
n—oo n—oo

1. Za € > 0 zbog (2.1) postoje ny,ny € N takvi da vrijedi Vn € N,

(n>n1):>(|an—a|<%)i(n>n2):>(|bn—b]<g).

Sada za n. = max{n;,ny} imamo
(n>n:) = (Jan + b, — (a+b)| < |a, —a| + b, — b < ).

2. Prije svega, zbog toga Sto je konvergentan, niz (a,), je ogranicen, tj.
postoji M > 0 takav da Vn € N, |a,| < M. Sada za ¢ > 0 zbog (2.1) postoje
nyi,ne € N takvi da vrijedi Vn € N,

19
M + |b|

)i(n>ny) = (b, —b| < ).

19
> = n — <
(TL nl) (|a a| M + ’b‘

Sada za n. = max{ni, ny} imamo

(n > n.) = (lapb, — ab| < |ay||b, — b| + |an, — al|b] < €).

1 1
3. Pokazimo da vrijedi lim — = —. Za ¢ = @ > 0 imamo ng € N tako da
n—oo n
Vn € N,
b b 2
(n>ng) = (Jbn, — b < %) = (|by| > |2—|) = (m < H).
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Sada za € > 0 postoji n; € N tako da Vn € N vrijedi

elb|?
(n>ny) = (|bn, — b < %).

Uzmimo n. = max{ng, 1}, pa ¥n € N imamo

(n>n.)=(

< e).

| 1‘_ by — b 2[b, — b]

by b [ballD] 6]

Odatle pomocu 2. slijedi 3.
4. Tvrdnja slijedi jednostavno pomoc¢u nejednakosti (1.2(v)),

(n>n.) = lla,| — la|| < la, —a| <e. -

Korolar 2.1. Neka su lim a, = a1 lim b, = b. Tada je za bilo koje \, u € R

n—oo n—oo

niz (Aa, + pby)n konvergentan i lim (Aa, + ub,) = Aa + pb.
n—oo

Dokaz: Za bilo koji A € R uzmimo konstantni niz b, = A\, Vn € N. Tada

iz teorema 2.4 2. slijedi lim Aa, = Aa. Odatle i iz aditivnosti limesa imamo
n—oo

linearnost. ]

Napomena 2.1. Skup svih konvergentnih nizova u R je vektorski prostor
(algebra).

Osim operacija na skupu R imamo zadan uredaj <. Konvergencija nizova
je u skladu s tim uredajem.

Teorem 2.5 (teorem o sendvicu). Neka su (ay), i (by), konvergentni nizovi
u R.

1. AkojeVn €N, a, <b,, onda je lim a, < lim b,.

n—o0 n—oo

2. Ako je (¢n)n niz za kojeg vrijedi ¥ n € N, a, < ¢, < b, @ lim a, =

n—o0

lim b, = ¢, onda je (¢,), konvergentan i lim ¢, = c.

Dokaz: 1. Neka je niz (¢, ), konvergentan i takav da vrijedi Vn € N, ¢, > 0.

Tada je lim ¢, = ¢ > 0. Kada bi bilo ¢ < 0, onda bi u okolini (¢ — %, c+ ‘23‘)
n—oo
bili gotovo svi clanovi niza, Sto nije moguce zbog ¢ + % < 0.

Sada za ¢, = b, — a,, Vn € N, i teorema 2.4. 1. slijedi tvrdnja.
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2. Za e > 0 zbog (2.1) postoje n1,ny € N takvi da vrijedi Vn € N,
(n>n1) = (Ja, —c| <e)i(n>ny) = (b, —c| <e).
Sada za n. = max{n;,ns} imamo

m>n.)=(c—e<a,<c,<b,<c+e)= (e, — | <e). -

Zadatak 2.3. Pokazite da za bilo koji realan broj b > 1 niz (x,,), definiran

rekurzijom
1
Tpn = 3 (mn—l +

2

),VneN, (2.2)

Tn—1

uz pocetnu vrijednost zo = b > 1 konvergira k v/b.

Rjesenje: Dokazimo indukcijom da je niz (z,), padajuéi i odozdo omeden
s 1. Prvo uoc¢imo da iz (2.2) imamo

2 —b = (v, —2,.1)% (VneN), (2.3)
33%_1 - b
Tp — Tp—1 — —Tn_l, (‘v’n € N) (24)

Baza indukcije slijedi iz #; = £ (b+1) < b =0 i z1 > 1. Pretpostavimo da
vrijedi 1 < zp, < w51, k=1,...,n — 1. Sada iz (2.3) imamo x2_; — b > 0,a
onda iz (2.4) slijedi z,, — 2,1 < 0. Iz (2.2) i0 < (z,_1 —1)*+b—1,Vn € N,
slijedi z,, > 1. Dakle, postoji a = lim, ,,. Iz (2.2) imamo a = 5 (a+ %),
odakle slijedi b = a?. [

2.1.4 Limes superior i limes inferior

Lema 2.1. Svaki niz (a,), v R ima monoton podniz.

Dokaz: Neka je A,,, = {a,;n > m}. Promatramo dva slucaja:
1. 9m € N tako da skup A,, nema maksimum.
2. Vm € N skup A,, ima maksimum.

1. slucaj: Bez smanjenja opcenitosti uzmimo da je m = 1, tj. veé¢ A;
nema maksimum. To zna¢i daVn €e Ndk e N, k >nia; > a,.

Poénimo s n = 1 i medu svim £ > 1 takvim da je ap > a; uzmimo
najmanji i oznac¢imo ga s py, tj. a,, > a;. Sada promatramo skup A,,. Ovaj
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skup isto nema maksimum, jer kada bi ga imao, onda bi i prethodni A; imao.
Medu svim k£ > p; takvim da je a; > a,, uzmimo najmanji i oznac¢imo ga s
P2, tj. ap, > a,,, itd. Ovim postupkom dobivamo strogo rastuéi niz (p,), u
N takav da je ap, < ap,.,, Vn € N, tj. podniz (a,,), je strogo rastudi.

2. slucaj: Neka je by = max A;. Medu onim k € N za koje je ar = by
uzmimo najmanji i oznac¢imo ga s p1, tj. (j < p1) = (a; < a,,). Sada gle-
damo A, 41 i neka je by = max A, ;. Jasno, by < b;. Medu svim £ > p;
za koje je ar = by uzmimo najmanji i oznacimo ga s p;. Jasno je da vrijedi
ap, < ayp,, itd. Tim postupkom dobijemo strogo rastuéi niz (p,), u N takav
da je ap, > ap,.,, Vn € N, tj. podniz (a,,), je padajudi. 0

U teoremu 2.1. i primjeru 2.1. smo vidjeli da je ograni¢enost niza nuzna,
ali ne i dovoljna za konvergenciju toga niza. Slijede¢i teorem govori o tome
Sto se ipak moze zakljuciti iz ogranicenosti niza.

Teorem 2.6 (Bolzano '~ Weierstrassov teorem o nizovima). Ogranicen niz
u R tma konvergentan podniz.

Dokaz: Pomocu leme 2.1. mozemo nac¢i monoton podniz zadanog niza.
Posto je niz ogranicen, onda je i svaki njegov podniz ogranicen. Sada za taj
ograni¢en i monoton podniz iz teorema 2.3. slijedi konvergencija. 0

Definicija 2.4. Kazemo da je a € R gomiliste niza (a,,), realnih brojeva,

ako postoji podniz (a,,), niza (a,), takav da vrijedi lim a,, = a.
n—o0

Iz definicije slijedi da je o € R gomiliste niza (ay,), ako i samo ako Ve > 0
okolina (a — &, & + ¢) sadrzi beskonacno ¢lanova niza.

Primjer 2.3.
t. Svaki ograniceni niz ima barem jedno gomiliste u R.

5. Svaki konvergentan niz ima to¢no jedno gomiliste, a to je granicna
vrijednost.

iti. Niz iz primjera 2.1. ima to¢no dva gomilista jer je (—1)*" — 1 i
(=12t — —1.

1. Skupovi N i Q su ekvipotentni, tj. postoji bijektivni niz r : N — Q.
Tada je R skup svih gomilista niza (r,),, tj. svaki realan broj je limes
nekog niza racionalnih brojeva.

!Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (Prag, 5. listopad 1781.- Prag, 18. pro-
sinac 1848.), ¢eski filozof, matematicar i teolog
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v. Niz (n), nema niti jedno gomiliste u R.

Definicija 2.5. Neka je (a,), ograni¢en niz realnih brojeva i A C R skup
svih gomilista tog niza (provjerite da je A ogranic¢en skup).

Supremum skupa A zovemo limes superior niza (a,), i oznacavamo
s lim sup a,, ili lim,a,,, .

n—oo
Infimum skupa A zovemo limes inferior niza (a,), i ozna¢avamo s
lim inf a,, ili lim,a,, .

n—oo

Lema 2.2. Broj L € R je limes superior niza (a,), ako i samo ako vrijedi:
1. Ve > 0, je a, < L+ ¢ za gotovo sve ¢lanove niza.
2. Ve >0, je L — e < a, za beskonacno clanova niza.
Broj € € R je limes inferior niza (a,), ako i samo ako vrijedi:
3. Ve >0, je { — e < ay, za gotovo sve clanove niza.
4. Ve >0, je a, <+ ¢ za beskonacno ¢lanova niza.
Stovise, L je najvece, a { je najmanje gomiliste niza.

Dokaz: Pretpostavimo da je L = limsupa, i da ne vrijedi tvrdnja 1. ili
n—oo

tvrdnja 2., tj. de > 0, takav da je a,, > L + € za beskona¢no mnogo ¢lanova
niza ili 3¢ > 0, L —¢ < a,, samo za konac¢no ¢lanova niza. U prvom slucaju bi
postojalo gomiliste niza koje je vece ili jednako od L+ ¢ §to je u kontradikciji
s definicijom od L kao supremuma skupa svih gomilista niza. U drugom
slucaju bi sva gomilista niza bila manja ili jednaka od L — ¢ §to je takoder u
kontradikciji s definicijom od L.

Obratno, neke vrijede 1.1 2.. Iz 1. slijedi da Ve > 0 sva gomilista niza
su manja ili jednaka od L + ¢, a odatle slijedi da su manja ili jednaka od L.
Dakle L je gornja meda skupa svih gomilista niza. Za bilo koji ¢ > 01z 1. i
2. slijedi da je u intervalu (L — e, L + ) beskonacno ¢lanova niza, a to znaci
da je L i sam gomiliste niza, tj. L je maksimum skupa svih gomilista niza, a
tada je i supremum skupa.

Tvrdnje za ¢ = liminf a, slijede iz jednakosti ¢ = — lim sup(—ay,). ]
n—0o0 n—00

Teorem 2.7. Ogranicen niz (a,), u R je konvergentan ako i samo ako je

lim inf a,, = lim sup a,,.
n—00 n—00
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Dokaz: Ako je niz (a,), konvergentan, onda je po teoremu 2.2. svaki njegov
podniz ima istu grani¢nu vrijednost kao i niz, pa je skup svih gomilista niza
jednoclan.

Obratno, ako vrijedi gornja jednakost, onda je skup svih gomilista jednoclan
i neka je a njegov element. Tada Ve > 0, iz definicije limesa inferiora, gotovo
svi ¢lanovi niza su > a — ¢, a iz definicije limesa superiora, gotovo svi ¢lanovi
niza su < « + ¢, tj. gotovo svi ¢lanovi su u intervalu (a — e, + ¢). Dakle,

o= lim a,.
n—oo " D

Zadatak 2.4. Neka su (ay,), i (b,), ograniceni nizovi takvi da Vn € N, a,, <
b,. Pokazite da vrijedi liminf, a,, < liminf, b, i limsup,, a, < limsup,, b,.

Rjesenje:  Neka su A i B skupovi svih gomilista nizova (a,), i (bn)n
respektivno. Pokazimo da vrijedi Va € A 3b € B takavdajea <biVbe B
dJa € A takav da je a < b.

Neka je a € A, a = lim,, a,,. Niz (b,,), je ogranic¢en pa ima konvergentan
podniz (by,)n, b = lim, b,, € B. Zbog Vn € N, a,, < b,, imamo a < b.
Druga tvrdnja se dokazuje analogno. Sada iz zadatka 1.7 slijedi tvrdnja.

2.1.5 Cauchyjev niz

Sada navodimo nuzan i dovoljan uvjet za konvergenciju realnog niza koji u
sebi ne upotrebljava pojam limesa. Dakle, pomoc¢u njega mozemo ispitati
konvergenciju niza a da nemamo kandidata za njegov limes.

Definicija 2.6. Kazemo da je niz (a,), realnih brojeva Cauchyjev! ili fun-
damentalan niz ako

(Ve > 0)(In. € N)(Vn,m € N)((n,m > n.) = (la, —an] <e)).  (2.5)
Teorem 2.8. Niz u R je konvergentan ako i samo ako je Cauchyjev.

Dokaz: Neka je (a,), konvergentan niz i a = lim,, a,, tj.

(Ve > 0)(In. € N)(Vn € N)((n > n.) = (ja, —a| < %)).
Neka je n,m > n., pa imamo |a, — @] < |ay, —al + |a —an| < §+ 5 = ¢,
dakle uvjet (2.5) je nuzan.

! Augustin Louis Cauchy (Paris, 21. kolovoz 1789. — Sceaux-Paris, 23. svibanj 1857.)
francuski matematicar
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Obratno, neka je (a,), Cauchyjev niz. Pokazimo da je taj niz ogranicen.
Iz (2.5) za ¢ = 1 imamo n; € N takav da Vn,m € N, (n,m > ny) =
(lan, — am| < 1). Odatle za n > ny imamo |a,| < |a, — ap,+1| + |@n,+1|. Sada
je M = max{|ai|,...,|an,|, 1+ |an,+1|} takav da vrijedi |a,| < M, ¥n € N.

Po teoremu 2.6. ogranicen (ay,), niz ima konvergentan podniz (a,, )n, tj.
postoji a = lim,, a,,. Pokazimo da vrijedi e = lim,, a,. Uzmimo ¢ > 0 po
volji. Iz konvergencije podniza (a,, ), imamo n. € N takav da

((n > nl) = (lay, — | < 5)).

Zato $to je niz (a,), Cauchyjev imamo n” € N takav da
£

((n,m > ng) = (Jan —am| < 3))-

Neka je n. = max{n.,n’} pa za n > n., zbog p, > n, slijedi

9 9
|an_a|§|an_apn|+|apn_a|<§+§:5>

tj. a = lim, a,. ]

Cauchyjevo svojstvo je posebno vazno u opé¢enitijim strukturama od skupa
R, gdje nismo u moguénosti pomoc¢u uredaja definirati pojam potpunosti
skupa, kao u Aksiomu 15. Takav je npr. skup kompleksnih brojeva C o
kojem govorimo u slijedec¢oj tocki. Tada se kaze da je skup potpun ako svaki
Cauchyjev niz iz skupa konvergira u tom skupu.

2.2 Nizovi u C, limes niza u C

Neka je (a,), nizu C , gdje je a,, = o, +Byi, Vn € N. Tako imamo pridruzena
dva realna komponentna niza (o), i (5,)n-

Imz

Definicija 2.7. Niz kompleksnih brojeva (a,),

konvergira ili tezi ka kompleksnom broju a € C Py
ako svaki otvoreni krug polumjera e oko tocke a ‘.
sadrzi gotovo sve ¢lanove niza, tj. i.‘ A

(Ve > 0), (3n. € N), (Vn € N), e

((n>n:) = (la, —al < ¢)). (2.6)

Rez

0
Definicija limesa niza u C je formalno ista kao i u R, te je stoga za ocekivati
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da vrijede svojstva koja vrijede za konvergentne nizove u R. To se moze
dokazati koriste¢i definiciju limesa (2.6). Mi ¢emo to uéiniti tako sto ¢emo
dokazati da konvergiraju komponentni nizovi (ay,), i (55)n-

Teorem 2.9. Neka je (ay), niz u C , gdje je a, = oy, + Bui, Vn € N. Vrijedi
lim, a, = a = a+ Bi ako i samo ako je o = lim,, v, ¢ B = lim,, 5,,.

Dokaz: Ako je a = lim, a, i a = o+ fi, onda vrijedi |, — ay,| < |a, — al i
|Bn— 5| < |an,—al, odakle odmah imamo o = lim,, a,, i f = lim,, 3,,. Obratno,
neka je a = lim, o, 1 § = lim,, 5,. Zbog |a, — a| = \/|an —anl?+ |Bn — B)?
slijedi a = lim,, a,,, gdje je a = « + [i. 0

Zato sto se operacije s kompleksnim nizovima svode na operacije s realnim
komponentnim nizovima, sada je odmah jasno da i u kompleksnom slucaju
vrijedi teorem 2.4. Za konvergentne nizove (a)n, @, = a, + Bui, Vn € N i
(bn)ny by = Y + Ond, Yn € N, imamo

hgln(an +b,) = hin((o‘n +Yn) + (Bn + 60)i) = hTILn(O‘n +Yn) + liran(ﬁn +0,)i =

= (lim oy, + lim f3,,7) + (lim y,, + lim §,,¢) = lim a,, + lim b,,.

Naravno, i za mnozenje imamo
lim(a,b,) = lim((a,Yn — Bndn) + (@dn + Bry)i =

= (lim o, lim y,, — lim 3, lim 6,,) + (lim a lim 6, + lim G, lim 7)i) =
= (lim o, + lim 3,,7) (lim 7y, + lim 6,,4) = lim a,, lim b,,.

Takoder vrijedi i teorem 2.6. o ograni¢enom nizu. Ako je kompleksni
niz (ap)n = (@ + Bni), ogranicen, onda su ograniceni njegovi komponentni
nizovi.

Sada pomocu teorema 2.6 imamo konvergentan podniz (o, ), niza (o, ).
Podniz (3,,), je ograni¢en pa on ima konvergentan podniz (5,,),. Pod-
niz (o, ), konvergentnog niza (ay, ), je konvergentan pa smo u moguénosti
konstruirati konvergentan podniz (a,,)n = (@, + Bp,1)n kompleksnog niza
(Gn)n-

Primijetimo da je skup C promatran kao realan vektorski prostor izo-
morfan s R2. Stoga je jasno da u slu¢aju prostora R™ moZemo na analogan
nacin pitanje konvergencije nizova u R" svest na konvergenciju komponentnih
realnih nizova. O tome ¢e biti govora u idu¢em poglavlju.



3 Topologija prostora R"

U ovom poglavlju obradujemo tematiku koja vrijedi za puno Siru klasu pros-
tora nego su to prostori R”.

Definicija 3.1. Neka je X # () neprazan skupid: X x X — R preslikavanje
sa Kartezijevog produkta X x X u skup realnih brojeva R za koje vrijedi:

1) d(a,b) >0, Va,b € X (pozitivnost),

2) d(a,b) =0 < a = b (strogost),

3) d(a,b) =d(b,a), Ya,b € X (simetri¢nost),

4) d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b) VYa,b,c € X (nejednakost trokuta).

Kazemo da je d funkcija udaljenosti ili razdaljinska funkcija, odnosno
metrika na skupu X. Tada uredeni par (X, d) nazivamo metricki prostor,
a uvjete 1) — 4) aksiomi metrike.

Napomena 3.1. Aksiom 1) je suvisan jer slijedi iz ostalih aksioma. Naime,
Va,b € X vrijedi 0 = d(a,a) < d(a,b) + d(b,a) = 2d(a,b).
Zapravo je moguce svojstva metrike opisati samo sa slijedeca dva aksioma:
i) d(a,b) =0< a=0,
i1) d(a,b) < d(a,c) +d(b,c) Va,b,c € X.

Sada za ¢ = a u ii) dobijemo d(a,b) < d(b,a), a zamjenom a sa bic="b iz
i1) imamo d(b,a) < d(a,b), tj. vrijedi 3).

Propozicija 3.1. U metrickom prostoru (X,d), ¥V a,b,a’,t/ € X wvrijedi:
‘d(a> b) T d(a/> b/)‘ < d(aa &/) + d<bv bI) (31)

35
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Dokaz: Primjenom nejednakosti trokuta na a,a’,t’,b dobivamo d(a,b) <
d(a,a") 4+ d(a’,t') + d(b',b), odnosno zbog simetrije,

d(a,b) —d(a',b") < d(a,a’) + d(b, V). (3.2)
Zamjenom a’ <> a ib <> b’ dobivamo

d(a',b") —d(a,b) < d(a,a’) + d(b, V). (3.3)
Iz nejednadzbi (3.2) i (3.3) slijedi (3.1) m

Prostor R" s metrikom zadanom s (1.11) je metricki prostor, a ta se me-
trika naziva euklidska metrika. Metricki prostor (R™, dy) naziva se euklidski
prostor.

Primjer 3.1. Na linearnom prostoru R” je svakim od sljede¢ih izraza za
a=(ag,...,a,),b=(01,...,0,) € R" definirana jedna metrika:

1) dy(a,b) = <Z o — 5i|p) s p 21,
i=1

2) doo(a,b) = max{|o; — Bi|;1 =1,...,n}.
Tako dolazimo do metrickih prostora (R™,d,), (1 < p < 00).
Zadatak 3.1. Pokazite da za p > 1 vrijedi
doo(a,b) < dy(a,b) < v/ndw(a,b),Va,b e R". (3.4)

Definicija 3.2. Neka su (X,d) i (Y, p) metricki prostori. Tada pod karte-
zijevim produktom metrickih prostora smatramo skup X X Y snabdjeven
jednom od metrika

dy((a,b), (d',b")) = (d(a,a")? + p(b, b')p)% , V(a,b),(d,b) e X XY,
gdje je p > 1.
U slucaju kada su X = R" 1 Y = R™ euklidski prostori, uzimamo p = 2.
Tada je skup R™ x R™ = R"*™ euklidski prostor.

3.1 Otvoreni skupovi

U ovoj tocki uvodimo pojam otvorenog skupa u opéem metrickom prostoru,
a glavni primjer ¢e biti euklidski prostor R".
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Definicija 3.3. Neka je (X,d) metricki prostor, xy € X njegova tocka i
r > 0 realan broj. Pod otvorenom kuglom u prostoru X sa sredistem u
xg 1 radijusom r podrazumjevamo skup K(xg,7) = {z € X;d(z,x¢) < 1}.

Neka je U C X. Kazemo da je U otvoren skup u prostoru X ako se
moze prikazati kao unija otvorenih kugli iz tog prostora. Prazan skup 0 je
otvoren po definiciji.

Definicija 3.4. Podskup A metrickog prostora (X, d) je ogranicen ili omeden
ukoliko postoje tocka zg € X i broj r > 0 takvi da je A C K(xq, 7).

Teorem 3.1. Skup U C X u metrickom prostoru (X,d) je otvoren ako i
samo ako za svaku tocku xo € U postoji kugla K(xg,r) C U.

Dokaz: Primijetimo da se oko svake tocke x dane kugle K(xg,r) moze
opisati mala kugla koja je sadrzana u toj vecoj kugli. Dovoljno je uzeti za
radijus manje kugle p = r — d(z, x¢), pa je K(x,p) C K(xo,r). Naime, za
y € K(z,p) je dy, zo) < d(y,z) + d(x,z0) < p+d(x,x0) = 1.

Neka je U otvoren skup i 2y € U. Prema definiciji otvorenog skupa postoji
kugla K (yo,70) C U koja sadrzi xy. Sada, prema prethodnom, postoji kugla
K (z0,p) € K (yo,m0) € U.

Neka je U C X otvoren skup takav da za svaki x € U postoji kugla
K(xz,r,) C U. Tada vrijedi U = U K(z,r.), tj. U je unija kugli, pa je

zelU
otvoren skup po definiciji. ]

Zadatak 3.2. Neka je R"*™ = R" x R™ euklidski prostor i (zg, o) € R™™™.
Pokazite: ako je V' otvoren skup u R"™™ takav da je (zo,40) € V, onda je i
skup U = {z € R"; (z,y9) € V'} otvoren u R™.

Rjesenje: Pokazimo da skup U za svaku tocku z € U sadrzi i kuglu
K(z,r) C R™ za neko r > 0. Za x € U je po definiciji tocka (z,y) € V.
Posto je V' otvoren u R™™™, to postoji r > 0 i otvorena kugla K ((z,yo),7) =
{(u,v) € R"™™;|[(u,v) — (x,y0)|l2 < r} € V. Prema zadatku 1.13 je
lu —z|l2 < ||(u,v) — (z,90)|l2 < 7. Pokazimo da je K(x,r) = {u €
R™ ||lu — z||s < r} C U. Zaista, ako je u € K(z,7), onda je |[u — z[ls < r
pa je i H(U,’yo) - (.T,y())Hz = HU - xH? <, t]. (uay()) S K((SL’,yO),T) cv,
odnosno u € U. Dakle, K(z,7) CU. 0

Familija 7 svih otvorenih skupova metrickog prostora (X, d) zove se to-
poloska struktura ili topologija prostora (X, d).

Teorem 3.2. U metrickom prostoru familija T ima svojstva:
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1)0,X €T,
2) unija bilo koje familije iz T je iz T, tj.

Us€T, acl = |JU.eT.

ael

3) presjek konacne familije elemenata 1z T je element iz T, tj.

UieT,i=1,...m = [\UeT.
=1

Dokaz: 1) i 2) slijede neposredno iz definicije otvorenih skupova. Svoj-
stvo 3) je dovoljno dokazati za dva elementa iz T, pa tvrdnja slijedi mate-
matickom indukcijom. Neka su Uy, U, € T 1 U = Uy NU;. Da bi dokazali
da je U otvoren, prema teoremu 3.1 dovoljno je vidjeti da za svaki x € U
postoji kugla K(z,7) C U. Kako je U; otvoren to postoji K(x,r) C U
i analogno, za U, postoji K(x,ry) C Us. Sada za r = min{ry,r} vrijedi
K(xz,r) C K(x,r) N K(z,m5) CU; NU; =U. 0

Napomena 3.2. Topoloska struktura ili topologija 7 na nekom skupu X
ne mora nuzno biti inducirana metrikom. To moze biti bilo koja familija
podskupova od X koja zadovoljava svojstva iz teorema 3.2. Tada uredeni
par (X, 7) nazivamo topoloski prostor.

Primjer 3.2. Neka su A, B C R" neprazni skupovi i stavimo A + B =
{a+b € R"ae€ Abe B}. Akosu A i B otvoreni skupovi u euklidskom
prostoru R", onda je i A+ B otvoren skup.

Rjesenje: Neka je ¢ € A+ B bilo koji. Tada postoje a € Aib € B takvi
da je ¢ = a + b. Kako je A otvoren to postoji € > 0 tako da je K(a,e) C A.
Pokazimo da je tada K(c,e) C A+ B. Uzmimo bilo koji d € K(c,¢). Tada
je lld=dlla = lld=(a+b)lla = [[(d—b) —als <& pajed—be K(a,e) C A
Kako je b€ B, tojed = (d—b)+be€ A+ B. Dakle, A+ B je otvoren.

Definicija 3.5. Neka je X metricki prostor i A C X. Tocka z € A je
unutrasnja tocka skupa A ako postoji otvoren skup U C A takav da je
x € U. Nutrina ili interior skupa A je skup koji se sastoji od svih unutarnjih
tocaka skupa A i oznaCavamo ga s int A.
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Da bi neka tocka x € A u metrickom prostoru X bila unutrasnja tocka
skupa A C X, nuzno je i dovoljno da postoji ¢ > 0 takav da je kugla
K(z,e) € A. To odmah slijedi iz teorema 3.1. Jasno, to povlaé¢i da je
int A otvoren skup u X. Vrijedi slijedeca tvrdnja:

Teorem 3.3. Skup int A je unija svih otvorenih skupova sadrZanih u A.

Dokaz: Oznacimo s V' uniju svih otvorenih podskupova od A. Kako je int A
otvoren podskup od A to vrijedi int A C V.

Za dokaz obratne inkluzije uzmimo bilo koji element x € V. Tada postoji
skup U medu otvorenim podskupovima od A takav da je x € U jer je V
unija takvih podskupova. To znaci da je x unutrasnja tocka od A, odnosno
x € int A. Dakle, vrijedi V' C int A, sto daje V = int A. ]

3.1.1 Zatvoreni skupovi

Definicija 3.6. Skup B u metrickom (topoloskom) prostoru X je zatvoren
ako je njegov komplement B¢ = X \ B otvoren.

Neka je sa F(X) oznacena familija svih zatvorenih skupova u metrickom
(topoloskom) prostoru.
Za zatvorene skupove vrijedi:

Teorem 3.4. U metrickom (topoloskom) prostoru familija F(X) svih zatvo-
renth skupova ima svojstva:

1) 0, X € F(X),
2) presjek bilo koje familije iz F(X) je iz F(X), tj.

Us € F(X), a €L, = (| Ua € F(X).

o€l

3) unija konacne familije elemenata iz F(X) je element iz F(X), ).

Uie F(X),i=1,....m, = | JU; € F(X).
=1

Dokaz: Tvrdnje odmah slijede iz De Morganovih formula

C C
(Un) ~nes (Ne) -y
acT acl acl acl
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1 teorema 3.2. 0

Primjer 3.3. K(zo,7) = {2z € X;d(z0,2) < 1}
nazivamo zatvorena kugla oko 1z, radijusa
r u metrickom prostoru (X,d). Pokazimo da
je K(xg,r) zatvoren skup u X. Za to je po-
trebno pokazati da je skup K(zo,7)¢ = {y €
X;d(zg,y) > r} otvoren skup. U tu svrhu r [
uzmimo bilo koji element y € K (x9,7)¢ i neka je
0 < e < d(zg,y) —r. Tada za svaki z € K(y,¢)
vrijedi d(zo,2) + d(z,y) > d(xo,y) > r + &,
odnosno d(xg, z) > r+¢e —d(y,z) > r. Odatle je
K(y,e) C K(xo,7)C. 0O

Primjer 3.4. Jednoclani skup {z} u metrickom prostoru je zatvoren jer za
bilo koji y € X \ {z} vrijedi d(z,y) > 0. Sada za ¢ = d(z¢,y) imamo
K(y,e) C X\ {z}.

Odatle odmah slijedi i da je svaki konac¢an podskup metrickog prostora
zatvoren skup. ]

3.1.2 Gomiliste skupa

Drugi na¢in odredivanja da li je skup zatvoren u metrickom prostoru (X, d)
zasniva se na pojmu gomilista skupa.

Definicija 3.7. Kazemo, da je xg € X tocka gomilanja ili gomiliste
skupa A C X, ako za svaki otvoreni skup U C X takav da je zy € U vrijedi
UnN(A\{xzo}) #0, tj. U sadrzi tocku iz A koja je razli¢ita od .

Skup svih gomilista skupa A oznacavamo s A’ i zovemo derivat skupa A.

Napomena 3.3. Primijetimo da u slucaju kada je xy gomiliste skupa A
onda svaki otvoreni skup U takav da je xy € U sadrzi beskonacno mnogo
razlicitih clanova skupa A.

Naime, ako je yo € UN(A\{zo}), onda i otvorena kugla K (zo, d(z0, yo))
mora sadrzavati y; # 9. Nadalje i otvorena kugla K (g, 5d(zo, 1)) sadrzi
Yo # o, itd. Na taj nac¢in dobijemo injektivan niz (y;)jen u U N (A \ {z0}).

Primjer 3.5. Gomiliste skupa A ne mora biti element od A. Neka je A =
{%;n € N} C R. Tada je 0 gomiliste od A1 0 & A.
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Primjer 3.6. Jednoclan skup A = {x} nema gomilista jer je A\ {z} = 0 pa
x nije gomiliste, a za svaku drugu tocku y # x vrijedi da je K(y,e) N A =10
za svaki 0 < e < d(z,y).

Teorem 3.5. Neka je X metricki prostor i A C X. Skup A je zatvoren ako
1 samo ako sadrzi sva svoja gomilista.

Dokaz: Neka je A zatvoren i z gomiliste od A. Kada bi bilo z € A® i zbog
otvorenosti skupa A®, postojao bi e > 0 takav da je K(x,e) C A, odnosno
K(z,e) N A = (. No to nije moguée jer je x gomiliste od A. Dakle, mora
vrijediti z € A. Odatle slijedi da A mora sadrzavati sva svoja gomilista.
Obratno, neka A sadrzi sva svoja gomilista i neka je € A% bilo koji
element. Kako x nije gomiliste od A to postoji otvorena kugla K(z,¢) koja
ne sadrzi niti jedan element skupa A, tj. K(x,e) C AY. Kako to vrijedi za
sve x € A to je AY otvoren skup, pa je A zatvoren skup. N

3.1.3 Zatvarac skupa

Analogno pojmu nutrine definira se pojam zatvorenja ili zatvaraca skupa.

Definicija 3.8. Neka je A C X podskup prostora X. Zatvorenje ili za-
tvarac Cf A skupa A je presjek svih zatvorenih podskupova od X koji sadrze
skup A.

Kako je presjek zatvorenih skupova zatvoren skup, to iz svojstava presjeka
slijedi da je Cf A najmanji zatvoren skup koji sadrzi A, tj. VC € F(X),
(ACC)= (CPACO).

Propozicija 3.2. Zatvarac skupa A je unija skupa A i skupa svih gomilista
od A, tj. CLA=AUA.

Dokaz: Nekaje B = AUA’. Svaki zatvoreni skup D takav da je A C D mora
sadrzavati i skup A’, a onda i skup B. Kada bi postojao z € A’N DY, onda
bi zbog otvorenosti skupa DY postojala otvorena kugla K (z,¢) C D¢ C A°,
Sto se protivi pretpostavci da je x gomiliste od A.

Ako pokazemo da je B zatvoren skup onda mozemo zakljuciti da je B
najmanji zatvoren skup koji sadrzi A, tj. B = Cl A.
Neka je y € B’ gomiliste od B. Tada za bilo kojie > 0
otvorena kugla K(y,e) sadrzi neki z € B, z # y.
Ako je z € A, onda vrijedi K(y,e) N (A\ {y}) #0. /
Ako je z € A, onda otvorena kugla K(z,7), r = y .
min{d(z,y),e — d(z,y)}, sadrzi neki w € 4, w # 2. |
Takoder je w # y zbog konstrukcije kugle K(z,7).
Dakle, w € K(z,7) C K(y,&e) N (A\ {y}) # 0, pa je
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y € A" C B, tj. B sadrzi sva svoja gomilista. 0

Primjer 3.7. U metrickom prostoru R vrijedi:
1. zatvara¢ skupa A = {Z;n € N} C R je skup A U {0},
2. zatvara¢ skupa A = [0,1) U {2} je skup A = [0, 1] U {2},

3. zatvarac¢ skupa Q je skup R.

3.1.4 Rub skupa

Definicija 3.9. Neka je (X, d) metricki prostor. Za skup A C X definiramo
njegovu granicu ili rub skupa 9A kao skup 94 = C¢ AN Cl (AY).

Skup 0A je zatvoren skup jer je presjek dva zatvorena skupa. Njegova
korisna karakterizacija dana je u slijedec¢oj tvrdnji.

Propozicija 3.3. Neka je (X,d) metricki prostor i A C X. Tocka x € X
je element od DA ako i samo ako za svaki e > 0 kugla K(x,¢) ima neprazan
presjek sa skupovima A i AC.

Dokaz: Neka jex € 0A = CL ANCE (A®). Moguéa su dva slucaja: ili z € A
iliz € AY. Ako je z € A, buduéi da je x € C/(A%) iz & AY, to je prema
propoziciji 3.2  nuzno gomiliste skupa A°. Tada svaka kugla K (z,¢) sadrzi
neki element y € A°, y # z,ix € A. U slucéaju kada je z € A® analogno
zakljucujemo da K (z,¢) sadrzi neki element y € A, y # x, 1z € AC.
Obratno, neka je x € X tocka takva da za svaki ¢ > 0 kugla K(z,¢)
sadrzi neke elemente y € Ai 2z € A°. Ako je v € A, onda je zbog
T # z tocka x gomiliste od A®. Zbogz € A C (I Aixz e Cl(AY) imamo
v € 0A =ClANCL(A®). U sluéaju kada je x € A, onda je zbog = # y
tocka x gomiliste od A, pa zbog v € AY C CV(AY) i z € C/ A imamo
r€dA=ClLANCE(AY). 0

Primjer 3.8. Neka je A neki od skupova [a,b], (a,b],]a,b),{a,b), gdje su
a,b € Ria<b. Usvim slucajevima je A = {a, b}. Za svaki od prethodnih
skupova A napravimo skup B = AN Q. Tada je 0B = [a,b]. Takoder je
0Q = R.
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3.2 Nizovi

Definicija 3.10. Za niz (zy)reny u metrickom prostoru (X, d) kazemo da
konvergira k tocki zo € X ako

Ve >0,3k. e NVEe N, (k>k.)= (d(xg, zo) < &),
tj. vrijedi lim d(z,xo) = 0.
k—oo

Napomena 3.4. Prethodna definicija kaze da svaka kugla oko xq sadrzi
gotovo sve ¢lanove niza (xy)gen. 1z toga odmah slijedi da je u metrickim
prostorima limes niza jedinstven. Naime, neka su xq i 4o, To # Yo, limesi
istog niza. Kugle K (zo, 2d(z0,40)) i K (yo, 5d(z0,yo)) su disjunktne, pa obije
ne mogu sadrzavati gotovo sve ¢lanove niza. Dakle, obije tocke ne mogu biti
limesi tog niza.

Propozicija 3.4. Konvergentan niz (xy)gen v metrickom prostoru (X, d) je
ogranicen.

Dokaz: Neka je zp = klim k. Za € = 1 u definiciji 3.10 postoji k; € N

— 00
tako da je xy, € K(xg,1), Vk > ky. Za r = max{d(zo, z1),...,d(xo, Tg,—1),1}
vrijedi x € K(zo,7), Vk € N. 0

Moguce je konvergenciju definirati i opcenitije, kako se to radi u to-
poloskim prostorima. O takvoj definiciji konvergencije nizova govori slijedeci
rezultat.

Propozicija 3.5. Niz (zy)ren u metrickom prostoru (X, d) konvergira k tocki
xg € X ako 1 samo ako za svaki otvoren skup U C X, gdje je xq € U, postoji
kuy € N tako da Vk € N, (k > ky) = (x, € U), tj. svaki otvoreni skup U kogi
sadrzi xog sadrzi gotovo sve clanove niza.

Dokaz: Dovoljnost je ocita jer za U = K(xg,¢) dobijemo definiciju 3.10.
Obratno, neka vrijedi definiciju 3.10. Za bilo koji otvoren skup U C X, gdje
je xg € U, postoji € > 0 takav da je K(xg,¢) C U. Sada za ky = k. imamo
VEk e N, (k> ky) = (v € K(x,¢) CU). 0

U normiranim vektorskim prostorima, gdje je metrika inducirana nor-
mom, vrijedi rezultat analogan teoremu 2.4, odnosno korolaru 2.1.

Teorem 3.6. Neka je X wvektorski prostor s normom || - ||. Neka su (vy)g i
(wg) konvergentni nizovi u X, (Ag)r konvergentan niz u R i A € R. Tada
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vrijeds
(1)  lim (vg +wg) = lim v + lim wy,
k—o00 k—o00 k—o00
(77)  lim Avg = A lim v,
k—o0 k—o0
(27)  lim Agop = lim A; lim vy, (3.5)
k—00 k—o0 k—o00
' lim —uv, = li .
) R Ty
k—o00
Dokaz: Po analogiji s dokazom teorema 2.4, dokazite sami. ]

Pokazimo da se konvergencija u euklidskom prostoru (R™,dy) svodi na
konvergenciju po komponentama u R.

Propozicija 3.6. Neka je (xy)ren niz u R, gdje je x = (oz,(:), e ,oz,(gn)),
Vk € N. Neka su (a,(j))keN (1=1,...,n) njegovi komponentni nizovi. Tada
lim z, =2 = (a,...,a™) & lim oz,(f) =aW(i=1,...,n).
k—o0 k—o0

Dokaz: Pomoc¢u nejednakosti (3.4) imamo
doo (T, 2) < dp(z, 1) < V1 doo(, 1), VE € N. (3.6)

Pretpostavimo da je klim xp = x ineka jei € {1,...,n} bilo koji. Vrijedi
—00

Ve>0,3k. e NVEEN, (k> k)= (do(s, 20) < €).

Kako je |a) — ag)\ < do(x,21) < dy(m, 1) < € to vrijedi limy_q0 a,(j) =
zasvei € {1,...,n}.

Neka je sada limy_, oz,(f) =a@Wzasvei € {1,...,n}. Zac > 0povoljiiza
svaki i € {1,...,n} po definiciji 2.3 postoji % € N sa svojstvom da Vk € N
vrijedi (k > k;)) = (|a(i)—a,(f)\) < \/iﬁ) Neka je k. = max{kﬁi);i =1,...,n}.
Sada za svaki (k > k.) vrijedi da(x, 1) < /1 do(x, 21) < /10 ==& O

Sada dokazujemo poopcéenje teorema 2.6 o nizovima u R".

Teorem 3.7. (Bolzano—Weierstrassov teorem za nizove) Svaki ogranicen niz
u R™ ima konvergentan podniz.

Dokaz: Neka je (p)reny ogranicen niz u R", gdje je z) = (a,(:), e ,a,gn)),

Vk € N. Zbog nejednakosti |a,(j)| < dy(zx,0) (i = 1,...,n) su i kompo-
nentni nizovi (a,(;))keN (1t =1,...,n) ograni¢eni u R. Tada po teorema 2.6
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niz (a,(gl))keN posjeduje konvergentan podniz (a(g))keN. Na isti nacin podniz
Dy

(ozg})) reN ima konvergentan podniz (a;?)) ren. Tako u n koraka dolazimo do

konvergentnog podniza (04;7(;2) )ken 0d niza (04;7(;371) )ken. Kao podnizovi konver-

gentnih nizova sada su (oz(i()n))keN (¢ = 1,...,n) konvergentni u R. Odatle,
p

k
po propoziciji 3.6 slijedi konvergencija niza (wp<n))keN u R"”. N
k

Pomocu nizova mozemo karakterizirati zatvorene skupove.
Propozicija 3.7. Neka je (X,d) metricki prostor.

(1) Skup A C X je zatvoren ako i samo ako za svaki konvergentan niz
(g )ken u A vrijedi da mu je klim T, € A.
— 00

(17) Za skup B C X wrijedi da je x € C{ B ako i samo ako postoji niz

(Tk)ken u B takav da je klim Ty = T.
—00

Dokaz: (i) Neka je A zatvoren, (zy)gey nizu Aix = klim xp. Akojex & A,
—00

onda je x gomiliste od A jer svaka kugla od z sadrzi (gotovo sve) ¢lanove niza
(zx)ken- No tada je z € A jer je A zatvoren, pa sadrzi sva svoja gomilista,
a to je kontradikcija s pretpostavkom. Dakle, A zatvoren, (zy)ren niz u A i

xr = lim z; povlaci x € A.
k—o0

Obratno, neka svaki konvergentni niz u A ima limes u A. Ako je z
gomiliste od A, onda za svaki k € N postoji z, € K(x,7) NA, tj. za niz
(zg)ken u A vrijedi d(z, zx) < =, Yk € N. Dakle, x = hm Ty € A Posto A

sadrzi sva svoja gomilista, on je po teoremu 3.5 zatvoren skup

(17) Ako je (Yk)ken konvergentan niz u C¢ B, onda postoji niz (xy)gen u
B takav da vrijedi d(yg, zx) < 1, a odatle slijedi khm Yp = hm T
ﬁ

ka
Neka je x € C¢ B. Tada zbog (i) postoji niz (yx)ren u CEB tako da je
xr = khm Yr. Prema prethodnom, postoji niz (zx)ren u B takav da vrijedi
—00
r = lim zy.
k—o0

Obratno, ako postoji niz (xy)ren u B takav da vrijedi = = klirn 2, onda
—00

je (z)ren u Cf B, pa prema (i) slijedi x € C/ B. 0
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3.2.1 Cauchyjev niz

Definicija 3.11. Neka je (x,), niz u metrickom prostoru (X, d). Kazemo
da je taj niz Cauchyjev ili fundamentalan, ako

(Ve > 0)(In. € N)(Vn,p e N)((n > n.) = (d(Tnip, Tn) < €)).
Koristi se i slijedeca varijanta

(Ve > 0)(In. € N)(Vm,n € N) ((m,n > n.) = (d(xm, x,) < €)).
Teorem 3.8. Svaki konvergentan niz u metrickom prostoru je Cauchyjev.

Dokaz: Neka je (x,), konvergentan niz i lim, z, = zo. Tada za svaki
e > 0 postoji n. € N takav da za svaki n > n. vrijedi d(z,, 7o) < 5. No za
svaki p € N je tada i n +p > n. pa je i d(z,1p, 7o) < 5. Odatle dobijemo
A(Tpips Tn) < d(Tpap, To) + d(2n, o) < €, tj. (25)n je Cauchyjev. 0

Obrat ne vrijedi opéenito, tj. svaki Cauchyjev niz u svakom metrickom
prostoru ne mora biti konvergentan. Neka je (R, d) metricki prostor s me-
trikom d(z,y) = |x — y|, Vz,y € R i (Q,d) njegov potprostor. Niz (z,,), s
VneN,

uz pocetnu vrijednost zo = 2 u prostoru R konvergira k v/2 € R (vidi zada-
tak 2.3), pa je on Cauchijev niz u R. Tako je on Cauchijev niz i u Q jer to
svojstvo ovisi samo o ¢lanovima niza, ali nije konvergentan u Q jer njegov
jedinstveni limes u R nije u Q.

racionalnim ¢lanovima definiran rekurzijom x,, = % Tp_1 +

Tn—1 ?

Teorem 3.9. Neka je (z,), Cauchyjev niz iz X. Ako neki podniz (z,,)n
konvergira prema xo € X, onda i (xy,), konvergira prema xy.

Dokaz: Neka je € > 0 odabran po volji. Po pretpostavci postoji , n. € N
takav da m,n > n. povlaci d(zm,,z,) < 5. Kako je lim, z,, = z¢ to pos-
toji n € N takav da za n > n vrijedi d(z,,,79) < 5. Odatle, za n >
ne. = max{n.,n’}, zbog p, > n, imamo d(x,,x¢) < d(x,, xp,) + d(z,,, o) <

% + % = ¢, tj. lim, x,, = x¢ i tvrdnja je dokazana. |

Teorem 3.10. Svaki Cauchyjev niz je omeden.

Dokaz: Promatrajmo niz (x,), iz X. Za ¢ = 1 postoji n; € N takav
da za sve n > ny vrijedi d(z,,z,,) < 1. Tada za sve n € N imamo
d(xp, xn,) < M = max{d(x1,Zn,), ., d(Tp,_1,Tn,), 1}, tj. niz je sadrzan
u kugli K(x,,, M) pa je omeden. 0

Sada mozemo dokazati osnovno svojstvo prostora R™.
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Teorem 3.11. U prostoru R" svaki Cauchyjev niz konvergira.

Dokaz: Za R" pretpostavljamo metricku strukturu, i to bilo koju od me-
trika dy, dy ili dw. Neka je (z,,), Cauchyjev niz u R". Prema teoremu 3.10
taj je niz omeden, pa prema Bolzano — Weierstrasseovom teoremu 3.7 sadrzi
podniz koji konvergira prema tocki xy € R™. Sada, prema teoremu 3.9 i (z,,),,
konvergira prema . 0

Definicija 3.12. Kazemo, da je metricki prostor potpun, ako u njemu svaki
Cauchyjev niz konvergira.

Hilbertov prostor je potpun unitaran prostor.
Banachov prostor je potpun normirani prostor.

Prostor (R", ds) je Hilbertov prostor, a za 1 < p < oo su (R”, d,) Banac-
hovi prostori.

3.2.2 Banachov teorem o fiksnoj tocki

Neka je X bilo koji skup, a f : X — X preslikavanje. Kazemo da je z* € X
fiksna tocka za f ako vrijedi f(z*) = z*.

Neka je (X, d) metricki prostor. Za preslikavanje f : X — X kazemo da
je kontrakcija s koeficijentom « € [0, 1), ako

d(f(x), f(y)) < ad(x,y), Vr,y € X.

Teorem 3.12 (Banach'). Neka je (X, d) potpun metricki prostor i neka je
f X — X kontrakcija. Tada postoji tocno jedna fiksna tocka x* od f
u X. Stovide, za bilo koju tocku x; € X, niz (xn)n definiran rekurzijom
Tni1 = f(x,) konvergira k x* i Vn € N vrijedi

an—l

11—«

d(xp,, x.) < d(xq, x7). (3.7)

Dokaz: Neka je x; € X bilo koja tocka. Definiramo Vn € N, z,,11 = f(x,).
Tako dolazimo do niza (z,), u prostoru X, za koji tvrdimo da je Cauchyjev.
Pokazimo najprije da vrijedi

Vn € N, d(xpi2, Tnr1) < a™d(xs, 21). (3.8)

!Stefan Banach (Krakow, 30. svibanj 1892. — Lviv, 31. kolovoz 1945.) poljski mate-
maticar
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Dokaz ide indukcijom po n € N. Za n = 1 tvrdnja je oc¢igledna. Pretposta-
vimo da je nejednakost u (3.8) ispunjena za n € N i ra¢unamo za n + 1:

d(Tp13, Tpio) < ad(Tpyo, Tny1) < an+1d(5‘?27$1)-

Nadalje, za bilo koji £ € N imamo

ko
T
—

-1
d(xn—l—k; mn) S d(xn—l—k—ia xn—&—k—i—l) S an+k—i—2d(:p2’ (L’1> -

i

I
=)
Il
o

i

k—1 n—1
- a
=" ! ( E ak_z_l) d(xe, 1) < T ad(:@,xl). (3.9)

anfl
Primijetimo da zbog 0 < a < 1 imamo lim 1 d(xe, 1) = 0, pa za lijevu
n 1—a«

stranu nejednakosti vrijedi lim, d(z,x,z,) = 0 uniformno po k € N, §to
govori da je niz (x,), Cauchyjev.

Zbog potpunosti prostora X, taj niz konvergira k nekoj tocki z* € X.
Tvrdimo da je x* fiksna tocka za f. Zaista, za bilo koji n € N vrijedi

d(f (%), 2") < d(f(2%), 2n) + d(@n, 2") = d(f(z7), f(2n-1)) + d(2n, 27) <

< oad(x*,xp-1) + d(zp, 7).

Sada, za n — oo dobijemo d(f(z*),z*) < 0, $to povlaci d(f(z*),z*) = 0,
odnosno f(z*) = x*. Dakle z* je fiksna tocka preslikavanja f.
Pokazimo jedinstvenost fiksne tocke. Neka je y* druga fiksna tocka za f,

tj. f(y*) = y*. Onda imamo d(z*,y*) = d(f(z"), f(y")) < ad(z*,y"), tj.
(1 —a)d(z*,y*) < 0. Kako je 1 —a > 0 mora biti d(z*,y*) < 0, sto daje
d(z*,y*) = 0, odnosno z* = y*.

Ocjena (3.7) za udaljenost fiksne tocke z* od z,, slijedi iz (3.9) za k — oo

3.3 Kompaktni skupovi

Pojam kompaktnosti ima smisla u topoloskim prostorima. Zbog njegove
slozenosti ogranicit ¢emo se na metricke prostore i euklidski prostor R™.

Definicija 3.13. Neka je (X, d) metricki prostor. Skup A C X je kompak-
tan ako svaki niz u A ima konvergentan podniz ¢iji limes je u A.

U R"™ imamo slijede¢u vaznu karakterizaciju kompaktnih skupova.
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Teorem 3.13 (Heine '~ Borel 2). Skup A C R"™ je kompaktan ako i samo
ako je omeden 1 zatvoren.

Dokaz: Neka je A C R™ omeden i zatvoren skup i (xj)gen bilo koji niz u
A. Niz (zx)ren je takoder ogranicen, pa po teoremu 3.7 ima konvergentan
podniz (x,, ey U R™. Zbog zatvorenosti od A, prema propoziciji 3.7, taj
podniz konvergira u A. Dakle, skup A je kompaktan.

Obratno, neka je skup A kompaktan. Kada bi A bio neogranicen, postojao
bi niz (xp)reny U A takav da vrijedi ||xg||2 = do(zk,0) > k, VE € N. Svaki
podniz (z,, )ren toga niza je takoder neogranicen zbog ||z, |2 > pr > k,
Vk € N. Dakle, zbog propozicije 3.4, niti jedan podniz nije konvergentan,
§to je suprotno pretpostavci o kompaktnosti skupa A.

Za dokaz zatvorenosti skupa A uzmimo bilo koji niz u A koji konvergira
u R”. Zbog kompaktnosti skupa A postoji njegov podniz koji konvergira u
A. No, limes niza i podniza su isti, pa je limes niza u A. N

Napomena 3.5. Heine-Borelov teorem ne vrijedi u opéem metrickom pros-
toru.

U opcenitijim strukturama od R"™ od vaznosti je definicija kompaktnosti
pomocu otvorenih pokrivaca.

Definicija 3.14. Otvoreni pokrivac skupa A C
X je familija otvorenih skupova {U;;i € J} za
koje je A C U Us.
eJ

Svaku podfamiliju {U;;i € Z}, Z C J, koja je
pokriva¢ od A nazivamo podpokrivac.

Ako je indeksni skup J konacan, kazemo da je
pokriva¢ konacan.

Slijedecu tvrdnja ne¢emo dokazivati i ona sluzi kao definicija kompaktnog
skupa u op¢im topoloskim prostorima.

Teorem 3.14. Neka je (X, d) metricki prostor. Skup A C X je kompaktan
ako i samo ako svaki otvoreni pokrivac skupa A sadrzi konacan podpokrivac.

'Eduard Heine ( Berlin, 16. ozujka 1821 - Halle, 21. listopad 1981) njemacki mate-
maticar

2Emile Felix Edouard Justin Borel (St. Affrique, 7. sijecanj 1871 — Paris, 3. veljace
1956.) francuski matematicar
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Primjer 3.9. Skup R nije kompaktan jer nije omeden (teorem 3.13). Primi-
jetimo da pokriva¢ U = {(k — 1,k + 1); k € Z} nema konacan podpokrivac.
Takoder i niz (n),en nema konvergentan podniz.

Primjer 3.10. Skup (a,b], a,b € R,a < b nije kompaktan. Familija U =
{Uy = (a+1,b+1);k € N, k(b—a) > 1} je pokrivat od A. Da je U pokrivaé
od A slijedi iz ¢injenice da za bilo koji x € (a,b] postoji k € N takav da je
k(x —a) > 1pajex € (a+ %, 2). Sada za bilo koju konacnu podfamiliju
U= {Ui,,..., Ui, } od U, je za kg = max{iy ..., iy} broj zog = a—i—ﬁ takav
dajea<zy< a+%, tj. zo & U=, Us;-

Takoder, niz (xy)keny u A takav da je z = a+ %, ke N k(b—a)>1,ima
limes a & A.



4 Limes funkcije i
neprekidnost funkcije

Definicija 4.1. Neka su (X,d) i (Y, p) metricki prostori. Neka je A C X,
xg € A’ gomiliste skupa Ai f: A — Y funkcija.
Kazemo da f ima limes u tocki xg ako postoji yo € Y € takav da:

(Ve > 0)(36 > 0)(Va € A) (0 < d(x,z0) < 8) = (p(f(x),50) <&)). (4.1)

Tada pisemo yo = lim f(z).
T—T0
Propozicija 4.1. Neka su (X, d) i (Y, p) metricki prostori, A C X, i f :
A-=Y.
Ako limes funkcije u tocki xy postoji, onda je on jedinstven.

Dokaz: Neka su yg i 2g, yo # 20, limesi od f u tocki zy. U definiciji 4.1 sta-
vimo € = 3p(yo, z0) > 0. Tada postoje d,, > 014, > 0 tako da za svakiz € A
takav da je d(x,xo) < min{d,,,d,,} slijedi p(f(x),v0) < €1 p(f(x),20) < e.
Odatle slijedi p(yo,20) < p(yo, f(x)) + p(f(2),20) < 2 = p(yo, 20), Sto je
nemoguce. 0

Definicija 4.2. Neka su (X,d) i (Y, p) metricki prostori. Neka je A C X,
xg € A gomiliste skupa A i f: A — Y funkcija.

Kazemo da je f neprekidna u tocki xy ako vrijedi f(zg) = lim f(z).
Tr—TQ

To znaci da je f neprekidna u tocki xq ako vrijedi
(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € A) ((d(z,z0) <) = (p(f(x), f(z0)) <€)). (42)

Funkcija f je neprekidna na skupu V' C A ako je neprekidna u svakoj
tocki od V. Kada samo kazemo da je f neprekidna, onda podrazumjevamo
da je neprekidna na cijeloj svojoj domeni.

o1
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Primjer 4.1. Funkcija f : R — R zadanas f(z) = |z|, Vo € R je neprekidna
na R. Rjesenje: Neka je ¢ € R bilo koja tocka i ¢ > 0 po volji. Trazimo
d > 0 tako da za svaki x € R za koji je |z — ¢| < 0 vrijedi

|zl = el <z —cf <d <e
Dovoljno je uzeti 0 < § < e.

Primjer 4.2. Funkcija f : R — R zadana s f(x) = 2%, Vo € R je neprekidna
na R.

Rjesenjge: Neka je ¢ € R bilo koja tocka i € > 0 po volji. Trazimo § > 0
tako da za svaki z € R za koji je |x — ¢| < ¢ vrijedi

22 = & < o — clfa+ ¢ < o —c|(Ja — ] +2]e]) < (6 +2]e]) < <.

Dovoljno je uzeti 0 < 6 < % Veite

1

Primjer 4.3. Funkcija f : R\ {0} — R, f(z) = —, Vo € R\ {0}, je
x

neprekidna u svakoj tocki ¢ € R\ {0}.

Rjesenje: Za bilo koji € > 0 uzmimo § = min{%, @} Imamo

elef?

(Jz—cf < )y = (& < Ja]) = (L < elalle])
(|t —c| < 0) = =

(jo = < &5
S le—c <elelie) = (B ) 5 (L1 <
Tr — C eE\r|c _— g —_ — — E .
xllc X C D
2lld

Teorem 4.1. Neka su (X,d) i (Y, p) metricki prostori i neka je f : X =Y
funkcija. Slijedeée su tvrdnje ekvivalentne:

(1) f je neprekidna na X.
(17) Za svakiniz (zx)reny v X, ako je klim x = 9 € X, onda je klim flzx) =
—00 —00
f(l'o) € Y

(i11) Za svaki otvoren skup V C Y je njegova praslika f~ (V) C X otvoren
skup u X.

Dokaz: (i) = (ii): Neka je f neprekidna na X i neka je (zx)ren bilo koji
niz u X takav da vrijedi klim xp = xo € X. Pokazimo da vrijedi klim flzy) =
—00 —00

f(zo) € Y. U tu svrhu uzmimo £ > 0 po volji i neka je § > 0 takav da vrijedi
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(4.2). Sada, za taj d > 0 iz definicije 3.10 imamo ks € N takav da za sve
k € N za koje je k > ks slijedi d(z, xx) < 0. Neka je k. = ks i neka je k > k..
Tada vrijedi d(xy, z9) < 9, a to povlaci p(f(xk), f(x0)) < &, tj. vrijedi (ii).
(ii) = (i11): Nekaje V C Y otvoren skup u Y. Pokazimo da jei f~1(V) C
X otvoren u X. Skup B = V¢ =Y \ V je zatvoren. Dovoljno je pokazati da
je f71(B) C X zatvoren. Neka je (zx)ren niz u f~1(B) i Jim z) =z € X.
Tada je niz (yg)ken, Y = f(zx), Yk € N, u B i zbog (ii) imamo klggoyk =
f(zo) € Y. Zbog zatvorenosti od B, po propoziciji 3.7, je f(zo) € B. Tada
je mg € f~Y(B), pa je po propoziciji 3.7 skup f~1(B) C X zatvoren. Vrijedi
Y V)= fY(Y\B) =X\ f!(B), odakle slijedi otvorenost skupa f~!(V).
(74i) = (i): Neka je zp € X bilo koja tocka. Pokazimo da iz uvjeta (iii)
slijedi f(zo) = 1Lm f(z), odnosno 4.2. Uzmimo € > 0 po volji i neka je
T—T0
V = K(f(z0),¢) otvorena kugla oko f(xg) € Y. Tada je U = f~}(V) C X
otvoren skup i zy € U, pa postoji otvorena kugla K(z9,0) C U. Odatle
imamo inkluziju f(K(x¢,0)) C f(U) =V = K(f(x),€), a to znaci da
Vo € X, (d(x,x0) < 0) = (p(f(2), f(z0)) <e). O

Propozicija 4.2. Linearan operator T' : R" — R™ je neprekidna funkcija
na R".  On je ogranicen na jedinicnoj zatvorenoj kugli K(0,1) i ||T| =
max{||Th||; h € K(0,1)} nazivamo norma operatora ||T.

Dokaz: Prvo pokazimo da je T ograni¢ena funkcija na K(0,1). Neka je
(e1,...,en) kanonska baza u R™ i neka je M = nmax{||T(e;)||;i =1,...,n}.
Tada je

TR = 1T (s )l = T haea)ll = 1) BT (ed)l] <
i=1 i=1

n M n
< Z |l [T (e) || < ?Z |hi| < MJ[h]|.
=1 i=1
Sada za 0 < § < & i nejednakosti ||z — Ty|| < M|z — y|| u (4.2) slijedi

neprekidnost funkcije 7' na R”™. 0

Zadatak 4.1. Nekajea >01i f: K - R, K CR", prosirena nulom na R".
Neka je

D, ={z e R" (V6 > 0)(Fu,v e K(z,9)) A |f(u) — f(v)] > a}.

Pokazite da je D, zatvoren skup u R".
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RjesSenje: Pokazimo da je
D¢ = {z € R™; (36, > 0)(Vu,v € K(2,6,)) = |f(u) — f(v)] < a}

otvoren skup u R".

Neka je x € DS takav da 35 > 01 (Vu,v € K(,9)) = |f(u) — f(v)| < «
i neka je K(z,2). Zasvakiy € K(z,2) je K(y,2) C K(,6) pa vrijedi
(Vu,v € K(y,2)) = [f(v) — f(v)] < o, tj. y € DS. Dakle, za z € DS je
K(z,%) C DY, pa je DS otvoren skup. 0

Za funkciju f : K — R, K C R", s D oznacimo skup svih tocaka prekida
funkcije, tj.

D ={x € K;(3e > 0)(Vo > 0)(Fu,v € K(z,9)) N|f(u) — f(v)| > e}

Zadatak 4.2. Neka je D skup tocaka prekida funkcije f. Za svaki a > 0 je
skup D, C D i vrijedi D = kU D;.
=1

Rjesenge: Ocito, za svaki a > 0 je skup D, C D. Odatle je U D
k=1

Obratno, za x € D postoji e > 0 takav da Vd > 0 vrijedi Ju,v € K(z,0)) A

|f(u) — f(v)| > ¢e. Tada za k € N takav da je ke > 1 vrijedi z € D, C D

CD.

1
k

1.
k

Odatle je D C UD%. 0

k=1

4.1 Operacije s neprekidnim funkcijama

Teorem 4.2. Neka su (X,d), (Y,p) i (Z,6) metricki prostori, neka su f :
X =Y ig:Y — Z neprekidne funkcije. Tada je kompozicija gof : X — Z
neprekidna funkcija.

Dokaz: Neka je W C Z bilo koji otvoren skup u Z. Zbog neprekid-
nosti od g, po teoremu 4.1, skup V = g }(W) otvoren u Y. Tada je
U= fYV)= fYgt(W)) = (go f)"Y(W) otvoren skup u X. Po te-
oremu 4.1 funkcija g o f je neprekidna. ]
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Teorem 4.3. Neka je (X, d) metricki prostor, A C X i xq € X gomiliste
skupa A. Neka je V' normirana vektorska algebra. Neka su f,g : A — V
takve da postoje a = lim f(x) i b= lim g(x). Tada vrijedi:

r—xo T—T0

(i) Postoji lim (f(x) + g(x)) i jednak je a + b.
T—T0

(13) Postoji lim f(x)g(zx) i jednak je ab.

T—T0

Dokaz: Zbog a = lim f(z) i b = lim g(x) za € > 0 postoje d,,0, > 0
T—x0 T—x

tako da Vo € A, (d(x,x¢) < 04) = (Hf(ox) —al| < &) i (d(z,zg) < 0p) =
(lg(z) — bl < &).

Ad(i): Uzmimo € > 0 po volji i neka je ¢ = 1¢. Sada za § = min{é,, &}
imamo: Vi € A, (d(z, 70) < 6) = (I(f(r) + (@) — (a + D) < 7(x) —all +
lg(z) = b|| < 36 + 3e = 2).

Ad(i7): Uzmimo € > 0 po volji i neka je e’ = 4/ (W)2 +e)— M > 0.
Sada za 6 = min{d,, d,} imamo: Vo € A, (d(z,zo) < 6) = (|| f(z)g(x)—ab|| <
1f (@) =allllg(z)=bll+ 11 f () —all bl +llallllg(z)—bll < e +([lall+]bl)e" = €).0

Korolar 4.1. Neka je U C X otvoren skup i xg € U. Neka su f,g: U —V
neprekidne u x.

(1) Tada je funkcija f+ g : U — V neprekidna u xq.

(17) Tada je funkcija fg: U — V neprekidna u xy.

4.2 Uniformna neprekidnost

Pojam je vezan uz metricke prostore.

Definicija 4.3. Neka su (X, d), (Y, p) metricki prostori i f : X — Y presli-
kavanje. Kazemo da je f uniformno ili jednoliko neprekidno na prostoru
X, ako

Ve > 0,30 > 0,Vr,y € X(d(z,y) <9) = (p(f(z), f(y)) < e).

Napomena 4.1. Usporedimo li prethodnu definiciju s definicijom neprekid-
nosti, zakljucujemo da je svako uniformno neprekidno preslikavanje i nepre-
kidno, ali obrat nije istinit opéenito. Naime, u op¢oj definiciji uz dani € > 0
je & = d(e,x) dok je kod uniformne neprekidnosti 6 = §(¢) tj. ne ovisi o
promatranoj tocki.
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Primjer 4.4. Realna funkcija f(x) = % je primjer funkcije, koja je nepre-

kidna na R\{0}, ali nije uniformno neprekidna.
Primjer 4.5. U normiranim prostorima uniformna neprekidnost znaci

Ve > 0,30 > 0,Ve,y € X(le -yl < 8) = (If(2) - [l <&).  (43)

Zadatak 4.3. Pokazite da je u normiranom prostoru X norma uniformno
neprekidna funkcija na prostoru X, zbrajanje uniformno neprekidna funk-
cija na prostoru X x X, a mnozenje skalarom je uniformno neprekidno na
omedenim skupovima u R x X.

Rjesenje: Zanormu ||-| : X — R vrijedi nejednakost |||z||—||y||| < ||z —y/|
za sve x,y € X. Tada je jasno da u definiciji uniformne neprekidnosti (4.3)
za € > 0 zadan po volji mozemo uzet § = €.

Za zbrajanje + : X x X — X, (z,y) = x+y, imamo ||z +y— (' +¢')|| <
lz =2l +ly=y'll < V2y/z = '[P+ [ly = y'I? = V2[[(2,y) — («/, /). Tada

za € > 0 zadan po volji mozemo uzet § = %

Za mnozenje - : R x X — X, (A\,z) — Az, imamo [|Az — N2/|| <
M|z —2'||+ A= XN|||2'||. Za (A, z), (N, 2") € Rx X takve da je [[(\, z)|| < M
i|(N,2)]] < M imamo |[A] < M i ||2/|| < M. Odatle je [|Az — N2/|| <
M(||lz —2'|| + X = N|) € MV2||(\,z) — (N, 2')||. Tada za £ > 0 zadan po

volji mozemo uzet 6 = 357. N

Primjer 4.6. Neka su (X, d) i (Y, p) metricki prostori i neka je P, : X XY —
XiP: X xY — Y projekcije, tj. funkcije definirane s Pi(x,y) = = i
Py(x,y) =y zasve (z,y) € X xY. Funkcije P, i P> su uniformno neprekidne
na X x Y.

Rjesenje: Za funkcije P, i P, vrijedi

B =

d(Pi(z,y), Pi(a,y)) = d(z,2") < (d(z, 2")" + p(y,y))

= dp(('f’ y)7 (xl7 y/>>7
p(Pa(z,y), Po(2' ') = p(y, o) < (d(z,2")P + ply,y')» =d

(2, y), (2, 9)).

Sada uniformna neprekidnost direktno slijedi iz definiciji 4.3 za § = ¢. N

B =

Zadatak 4.4. Neka su (X, d) i (Y, p) metricki prostori, te neka su U C X i
V C Y otvoreni skupovi. Pokazite da je skup U x V C X x Y otvoren skup
u metrickom prostoru X x Y.
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RjesSenjge: Neka su P; i P, projekcije iz primjera 4.6. Zbog njihove nepre-
kidnosti su skupovi P, ' (U) = U xR™i P, (V) = R" x V otvoreni u X x Y.
Tada je i skup Py (U)N P (V) =U xR™"NR" x V = U x V otvoren skup
uXxY. N

Napomena 4.2. Ako su (X, Tx) i (Y, Ty) topoloki prostori, onda prethodni
zadatak sugerira da je topologiju Txxy na X x Y najbolje zadati tako da
familiju skupova B = {U x V;U € Tx,V € Ty} uzmemo za bazu topologije
Txxy na X X Y tj. otvoreni skupovi su unije elemenata iz baze topologije.
U takvoj topologiji su projekcije P; i P, neprekidne funkcije.

Na kompaktnim skupovima u metrickom prostoru neprekidnost i unifor-
mna neprekidnost se podudaraju.

Teorem 4.4. Neka su (X,d) i (Y,d') metricki prostori K C X kompaktan
skup. Ako je f : K — Y neprekidno preslikavanje, onda je f uniformno
neprekidna na K.

Dokaz: Pretpostavimo da tvrdnja teorema nije istinita, tj. K je kompak-
tan, f : K — Y je neprekidna na K i nije uniformno neprekidna na K.
Tada bi e > 0, V6 > 0, Jaf, 2§ E X, d(af,25) < (5 i d'(f(zf), f(af) >
g). Tako za svakin € Ni§ = = dOleeIIIO x,x! € K, takve da je

n’'n

d(z,,al) < L1 d(f(z)), fla) > e > 0. Zbog kompaktnosti skupa K,

n»’'n n

niz (), ima konvergentan podniz. Pretpostavimo da je ve¢ sam niz ko-
nvergentan ixzg = lim, z, Tada vrijedi d(x), xo) < d(z},,2!) + d(z},, x0) <

n»n

5 + d(xz,, zp), Sto daJe hmn = x9. Zbog neprekidnosti funkcije f imamo
lim, f(z!) = lim, f(z!) = f(:co) a odatle, pomocu propozicije 3.1, slijedi
lim, d'(f(x}), f(z)) = 0, 8to je kontradikcija s izborom nizova. 0

Sliéno kao u prethodnom teoremu mozemo dokazati tvrdnju u slijede¢em
zadatku.

Zadatak 4.5. Neka je a > 0. Ako je f : K — R, K C R", funkcija
takva da za svaku tocku x kompaktnog skupa K postoji d, > 0 takav da
(Vu,v € K(z,0,)) = (|f(u) — f(v)] < «), onda postoji 6 > 0 takav da
Vu,v € K vrijedi |Ju —v|| <6 = |f(u) — f(v)] < a}.

RjeSenje: Neka tvrdnja nije istinita, tj. za svaku tocku x kompaktnog
skupa K postoji 6, > 0 takav da (Vu,v € K(z,d,)) = (|f(u) — f(v)| < @)
i istovremeno vrijedi da V§ > 0 Ju,v € K takvi da je (|lu — v|| < J§) A
(If(u) = f(v)] > a). Tada za 6 = + Jug, v, € K takvi da je ([Jup — vgl| <
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) A (|f(ug) — f(ug)] > «). Niz (ug)r je u K pa postoji njegov konver-
gentan podniz (ug, )k, limyu,, = xo € K. Zbog ||ug, — vg,| < pik slijedi
limyv, = xo € K. Neka k£ € N takav da vrijedi [|u,, — xo| < 04, 1
vak- - $0|| < 5Io‘ Tada su Upys Upy, € K(xov(sxo) pa je |f<upk) - f(vpk)| < q,
sto je u kontradikciji s izborom wu,, i v, tako da bude |f(uy, ) — f(v,, )] > a.
Dakle vrijedi tvrdnja u zadatku. ]

4.3 Povezanost

Definicija 4.4. Za podskup A metrickog prostora

X kazemo da je nepovezan ako postoje neprazni u v
otvoreni podskupovi U,V C X takvi da je ANU #
0, ANV D, ACUUViI{UNV)NA=. @ @

Za podskup A metrickog prostora X kazemo da je
povezan ako nije nepovezan.

Definicija 4.5. Za podskup A metrickog prostor

X kazemo da je putevima povezan ako se svake

dvije tocke xg, r1 € A mogu spojiti putem, tj. pos-

toji neprekidno preslikavanje ¢ : [0, 1] — X takvo

da je p(0) = zo, (1) = x1 1 p([0,1]) C A.

Funkciju ¢ nazivamo staza ili put medu tockama

To i xIy.

Otvoren skup u R" je povezan ako i samo ako je putovima povezan. Stovise,
vrijedi slijedeca karakterizacija:

Otvoren skup U C R” je povezan ako i samo ako za svake dvije tocke
xg,x1 € U, postoji konatno mnogo tocaka o = yo,y1,...,yx = 1 u U
takvih da svi segmenti [y; 1,y == (1 —t)y;1 +ty; : 0 <t <1 leze u U tj.
[yi_l,yi] g U, 1= 1,...,/{3.

Primjer 4.7. Neka je A = {(z,sin2);0 < z <1} U {(0,y); —
R2. A je povezan skup iako se, naprimjer, tocke P = (1,sin1
ne mogu spojiti putem unutar A.

i P

~— =
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4.4 Neprekidne slike kompaktnih i povezanih
skupova

Teorem 4.5. Neka su (X, d) i (Y, p) metricki prostori, neka je f: X =Y
neprekidna funkcija i K C X povezan (putovima povezan) skup u X. Tada
je f(K) povezan (putovima povezan) skup u'Y .

Dokaz: Neka je K C X povezan i neka f(K) C Y nije povezan. Tada bi
postojali otvoreni skupovi S, T C Y takvi da je f(K)NS # 0, f(K)NT # 0,
f(K) CSUT i (SNT)Nf(K) = 0. Zbog neprekidnosti funkcije f iz teorema
4.1 slijedi otvorenost skupova U = f~1(S) i V = f~1(T) u X. Pokazimo da
vrijedi KNU #0, KNV #0, KCUUVi({UNV)NK =10.

Naime, f(K) C SUT daje K C f-(f(K)) € f/(SUT) = f-(S) U
fYT) =UuUV. Takoder iz (SNT)N f(K) = 0 slijedi 0 = f~1((SNT)N
fE)) = (fHS)NfHTHNFHf(K)) 2 (UNV)NK, paje (UNV)NK = 0.
Kada bi vrijedilo K NU = ) imali bi K C V', a odatle slijedi f(K) C f(V) =
f(f~YT)) = T. To nije moguce zbog ) = f(K)N(TNS) = (f(K)NT)NS) =
f(K) NS, dakle vrijedi K NU # (. Analogno se pokazuje K NV # ().

Neka je K C X putovima povezan i neka su yo = f(x),y1 = f(z1) €
f(K) bilo koje dvije tocke. Po definiciji 4.5, za tocke xg,x; € K postoji
neprekidno preslikavanje ¢ : [0,1] — X takvo da je p(0) = xq, p(1) = a1 1
©([0,1]) € K. Tada je funkcija ¢ = fo ¢ : [0,1] = Y put izmedu yo y; u
f(K). Naime, po teoremu 4.2 je ) = f o ¢ neprekidna, ¥(0) = f(¢(0)) =
Fw0) =y 9(1) = F(p(1) = Fler) = 3n 1 900, 1]) = F((00, 1) € F(K).

Teorem 4.6. Neka su (X,d) i (Y, p) metricki prostori, neka je f: X =Y
neprekidna funkcija i K C X kompaktan skup v X . Tada je f(K) kompaktan
skup v'Y.
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Dokaz: Neka je (yx)ren bilo koji niz u f(K). Pokazimo da ima podniz koji
konvergira u f(K).

Neka je (zx)ren niz u K takav da je y, = f(xx), VE € N. Kako je K
kompaktan, to postoji podniz (x,, )ken takav da je kh_)rgo Tp, = o € K. Zbog

neprekidnosti funkcije f je klim Ype = klim flzy,) = flxo) =y € f(K). [
—00 —00

Primjer 4.8. Neka je K C R? kompaktan.
Pokazite da je A = {z € R;Jy € R, (z,y) € K} kompaktan skup u R.

Rjesenje: Neka je f:R? — R zadana s f(z,y) = z, Vz,y € R. Funkcija f
je neprekidna zbog

|f(x,y) = f@ ) =z = 2| < V]e— 2P+ |y —y]? = |(2,y) — (@)=

Pokazimo da je A = f(K), pa ¢e po teoremu 4.6 A biti kompaktan. Neka je
x € A. Tada Jy € R tako da je (x,y) € K, tj. x = f(z,y) € f(K). Obratno,
ako je x = f(z,y) za neko (z,y) € K, onda je x € A po definiciji od A.

Teorem 4.7. Neka je (X, d) metricki prostor, A C X, f: A — R neprekidna
funkcija i K C A kompaktan skup v X. Tada je f ogranicena na K. Postoje

T, Xy € K takvi da je f(x,,) = mingex f(x) i f(xy) = maxgex f(x).

Dokaz: Prema teoremu 4.6 je skup B = {f(z);x € K} je kompaktan u
R. Po teoremu 3.13 on je omeden, pa postoje sup B i inf B. Pokazimo da
su oni iz B. Iz zadatka 2.2 slijedi postojanje niza (yx)reny u B za kojeg
je sup B = limy_,o yi, pa zbog zatvorenosti skupa B imamo sup B € B.
inf B € B se vidi analogno. 0

Korolar 4.2. Ako je u teoremu 4.7 skup K kompaktan i povezan, onda je
FK) = [f(zm), f(xa)] segment u R, tj. f poprima na K minimum, maksi-
mum 1 sve vrijednosti izmedu.

Dokaz: Slijedi it teorema 4.7 i teorema 4.5, te ¢injenice da je su u R seg-
menti jedini povezani i kompaktni skupovi. N

Napomena 4.3. Original ili praslika kompaktnog skupa po neprekidnoj
funkciji ne mora biti kompaktan skup. To je jasno iz primjera bilo koje
konstantne funkcije na R.

Zadatak 4.6. Neka su A, B C R" kompaktni skupovii AN B = (). Tad
postoji v > 0 takav da za Vo € AiVy € B vrijedi ||z —y| > 7.
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Dokaz: Funkcija g : R x R" — R zadana s g(z,y) = ||z — y|| je neprekidna
na R" x R”, skup A x B C R” x R" je kompaktan, pa g postize na njemu
minimum g(xg,yo) = v > 0. Kada bi bilo g(z¢,yo) = 0 vrijedilo bi xy = v,
a to nije moguce jer je AN B = (). Dakle, vrijedi v > 0. 0

Teorem 4.8. Putevima povezan skup u metrickom prostoru je povezan.

Dokaz: Neka je A putevima povezan. Pretpostavimo da je A nepovezan,
tj. postoje otvoreni skupovi U,V C X takvidaje ANU # 0, ANV # 0,
ACUUViI(UNV)NA=. Uzmimo z € ANU iy € ANV. Po pretpostavci
postoji put ¢ : [0,1] — A, takva da je ¢(0) = z, ¢(1) = y i ¢ neprekidna.
Oznacimo C = o Y (U)i D = o 1(V), te je C, D C [0,1].

Neka je (tx)ken niz u C' i neka je t = kh_}rgo ty. Zbog zatvorenosti (kompak-

tnosti) od A i neprekidnosti funkcije ¢ vrijedi t € [0,1] 1 ¢(t) = klim o(ty) €
—00

A C UUYV. Nadalje, vrijedi ¢(t) € U, jer bi u suprotnom slucaju, zbog
otvorenosti od V', bilo ¢(ty) € V' za gotovo sve k € N, §to je kontradikcija s
o(ty) e U,Vk e N, iUNV NA=0. Dakle, C je zatvoren skup u R. Ana-
logno se dobije da je D zatvoren u R. Jasno, C'i D nisu prazni zbog 0 € C'
ileD. Takoder je CND = Y (U)Ne (V)= H(UNV)=p D) = 0.

Za otvorene skupove R\ C'i R\ D, zbog [0, 1] C C'U D, vrijedi (R\ C)N
(R\D)n[0,1] = (R\ (CUD))N[0,1] = 0. Takoder je (R\ C)U(R\ D) =
R\ (CND)=R\0®=RDI0,1]. To bi po definiciji 4.4 znacilo da [0, 1] nije
povezan skup, Sto nije istina.

Dakle, pretpostavka da A nije povezan vodi na kontradikciju, Sto znaci
da je A povezan. 0
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5 Diferencijabilnost i derivacija

5.1 Definicija derivacije

Prisjetimo se da je funkcija f : I — R, diferencijabilna ili derivabilna u

tocki ¢ € I otvorenog intervala I C R, ako postoji lim M Taj broj
Tr—C Tr — C
zovemo derivacija funkcije f u tocki ¢ i pisSemo
. flx) = f(o)
'(¢) = lim ————~=. 5.1
ffe) = tim = (1)
df

Jos se koriste oznake D f(c) ili d—(c)
x
Isto mozemo zapisati kao

i FCt D) = f©) = b _ L f et ) = f(e) = foh

h—0 h h—0 |h|

:0,

tj. postoji broj m € R takav da je
iy e+ h) = fe) —mh| _
h—0 |h|
Uocimo da je funkcija 7' : R — R definirana s T'(h) = mh, Yh € R, linearan
operator, tj. T(ah + k) = oTh + BTk, Vh, k € R, Va, B € R.
Tako za opcenitiji slucaj funkcije izmedu normiranih prostora imam sli-
jedecu definiciju.
Definicija 5.1. Neka su (X, - ||) i (Y| - ||) normirani prostori, A C X.

Kazemo da je funkcija f : A — Y diferencijabilna ili derivabilna u tocki
xo € X ako postoji ogranic¢en linearan operator 7' : X — Y takav da vrijedi

i | f(zo+h) — f(xo) — Th| _

0.

2
h—0 | 1| 0 (5:2)

tj. Ve > 0, 46 > 0, takav da Vh € X, g+ h € A, vrijedi
(IRl < &) = (I[f(zo + k) — f(zo) — Thl| < el[R]]). (5.3)

63
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Tada pisemo T = f'(x¢) i nazivamo ga derivacija funkcije f u tocki x.
Nas ¢e posebno interesirati slucaj kada su X = R” i Y = R™ euklidski
prostori.

Napomena 5.1. Funkcija g(z) = f(zo) + T(z — 2¢) je medu afinim funkci-
jama najbolja aproksimacija funkcije f lokalno oko tocke xg.

Teorem 5.1. Neka je A C R"™ otvoren skup, te neka je f : A — R™ deriva-
bilna u xg € A. Tada je f'(xq) jedinstveno odredena funkcijom f.

Dokaz: Pretpostavimo da postoje dva linearna operatora T i Ty koja za-
dovoljavaju (5.2). Neka je e € R", ||e]| = 1, bilo koji, te neka je A € R po
volji. Tada za h = Ae vrijedi

|Thh — Toh||
il

_ o+ h) = f(xo) = Toh — (f(zo + h) — f(z0) — T1h)||
172
1f (o + h) = f(xo) — Tih|] n |f (@0 + h) = f(xo) — Tah||
B 172 17|
Sada za A — 0, odnosno h — 0, desna strana nejednakost tezi k 0, dok

lijeva ne ovisi o A ili h. Odatle zakljucujemo da vrijedi Tie = Tre, Ve € R",
HGH = 1, dakle Tl = Tg. |

[Tre — Toel| =

5.2 Matri¢éni zapis derivacija

U ovoj tocki pokazujemo kako se linearan operator koji predstavlja derivaciju
u tocki moze prikazati u paru kanonskih baza (ey,...,e,) i (e1,...,en), gdje
je (ei); =0, =0zai#jid; =1 U tusvrhu uvodimo pojam parcijalne
derivacije.

Definicija 5.2. Neka je A C R"™ otvoren skup, te neka je f : A — R™ i
To € A takvi da je f = (fl, ey fm) 1 Ty = (1'071, ce ,.Z‘()m)T.
Ako postoji limes

o Ji(0 +26) = fi(a0)|
A—0 A

nazivamo ga i-tom parcijalnom derivacijom funkcije f; u tocki x, i oznacavamo
0f;
S 8_1‘1(3:0)
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Teorem 5.2. Neka je O C R™ otvoren skup i f: O — R™ derivabilna na O
(tj. u svakoj tocki skupa ©O), tada f ima na O parcijalne derivacija %(mo),
i=1,....,nand j = 1,...,m. Matrica operatora f'(xq) u paru kanonskih
baza ima oblik

Ui(w) W(z) - ()
fl(z) = : : : (5.4)
Un(y) Gm(g) ... Yn(y)

Matricu (5.4) nazivamo Jacobijeva' matrica.

Dokaz: Primijetimo da je element matrice f'(x) na mjestu (j,4) upravo

5 () = (e)lf (2)e:) = €] f'(w)es.
Prema definiciji derivacije (5.2) za h = Ae; imamo

NS+ h) = fl@) =Thl . f (2 +dei) = fla) = A (@)eil]

i 7l i 2 =0,
odnosno

! 1 f(x+)‘€1>_f(x)
f(x)e; = ilg(l) 3 )

Skalarnim mnozenjem s e; dobijemo

&7 (a)e; = limy el f(x + AG;) —efz) _ iy fi(x + )\e;) — filz) _ g_ﬁ

U

Za funkciju f : O — R, O C R", je derivacija f’ : R® — R line-
aran funkcional. Ako oznacimo funkciju Vf = (g—afl, ceey %)T, onda imamo
f'(@o)h = (V f(zo)|h), Vh € R".

Primjer 5.1. Nadimo f’(z,y) za funkciju f : R? — R?® zadanu s f(z,y) =
(2%, 2%y, x?)7, (z,y)” € R%

Rjesenje: Imamo

fl(x)y) :ZL'Q, %(m,y)sz, %_J;l(xay) :07

folw,y) =2y, G2(x,y) =322y, G2(z,y) =2,

fa(x,y) = 2'y?, GL(x,y) = da®y?, GL(x,y) = 227y,

LCarl Gustav Jacob Jacobi ( Potsdam, 10. prosinac 1804. - Berlin, 18. veljace 1851.)
njemacki matematicar
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Jacobijeva matrica je

2z 0
fllzy)=| 3%y 2°
4a3y? 2ty

Primjer 5.2. Nadimo V f(x,y, z) za funkciju f : R* — R zadanus f(z,y, 2) =
msmy’ (I’,y,Z)T c RS.

z

Rjesenjge: Imamo

g(m Z)_siny %(x 2)_xcosy g(z Z)__xsiny
81‘ 7y7 - > 78?/ 7ya - > 782 7y7 - Z2
i . .
siny xcos xsin
Vf(x,y,z)z( y7 y7_ y)T

z z 22

Derivacija i algebarska struktura skupa funkcija s O C R"™ u R™ uskladeni
su kao u slucaju diferencijabilnih funkcija na R.

Teorem 5.3. Neka je O C R"™ otvoren skup i funkcije f,g : O — R™
derivabilne uw xg € O. Vrijedi:

(i) funkcija f+ g derivabilna u xo i@ (f 4+ g)'(z0) = f'(z0) + ¢'(z0),
(17) funkcija \f derivabilna u xo i (Af) (x0) = Nf'(20),
(7i1) zam =1, fg je derivabilna v xo i (fg) (o) = f'(x0)g(zo)+f(0)g (x0).

Dokaz: 1z definicije parcijalnih derivacija je jasno da za njih vrijede ista

pravila deriviranja kao i za funkcijeizRu R, tj. zat=1,....,.nij=1,...,m
vrijedi

of+9), _0fi+yg), _0f g,

axi (.’L'o) - axz (l’o) - axl (.’L'()) + 83}1 <$0)7
O(ANf); ONf; of;
i ) = D) = 39 ),
a zam =1 jos vrijedi
0 0 0
U9 (4) = L (wp)g(a) + Fla) 22 (a0),

odakle slijedi tvrdnja. 0
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5.3 Neprekidnost diferencijabilnih funkcija

Za funkciju f : I — R, I C R otvoren skup, je lako pokazati da je neprekidna
u svakoj tocki ¢ € I u kojoj je derivabilna. Naime, iz jednakosti

flz) = f(o)

Tr —C

fz) = (z—c)+ f(o)

slijedi

lim f(z) = lim o) = J() lim(z — ¢) + lim f(c) = f'(c) -0+ f(c) = f(c).
T—C T—C T —cC T—C T—C
Propozicija 5.1. Neka je funkcija f : O — R™ deriwabilna na otvorenom
skupu O C R™. Tada je f neprekidna na O. Stovise, za svaki zo € O
postoje konstante M > 0 i 6 > 0 da za x € O, |lx — x| < 0 povlaci
| f(z) = f(zo)|| < M||x — xo|| (Lipschitz' neprekidnost u tocki).

Dokaz: U definiciji derivabilnosti (5.3) stavimo € = 1, h = x — ¢ i dobijemo
6 > 0 takav da (|| —xo|[ < &) = ([ /() = f(x0) — f'(xo) (x —z0) || < ||z =o])-
Odatle imamo | f(z) = f(zo)|| < [[f'(z0)(x = @) + [l = zoll < (lf"(zo)[| +
D|lz — xol|, tj. M = ||f'(x0)|| + 1 je trazena Lipschitzova konstanta. 0

5.4 Diferencijabilnost

Pokazali smo u teoremu 5.2 da derivabilna funkcija ima parcijalne derivacije.
Obrat, opcenito, ne vrijedi.

Primjer 5.3. Funkcija f : R? — R definirana s f(x,y) = mﬁ’yg za (r,y) #

(0,0) 1 £(0,0) = 0 nije neprekidna u (0,0). Naime, po pravcu y = Az imamo
Az?
\g) —
prema ﬁ, Sto ovisi o A. Dakle, limes funkcije f u 0 ne postoji. Kao takva,
po propoziciji 5.1, funkcija f nije diferencijabilna u (0,0).
S druge strane

A
= T pa za x — 0 vrijednosti od f(x, A\z) teze

Of o ov o F(h0)=f(0,0) . EP—0
%(0’0)_,115% h h—0  h

'Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (Knigsberg, 14. svibanj 1832. Bonn, 7. listopad
1903), njemacki matematicar
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Of 0,0y = 1im 0P =100 _ =0

dy h—0 h h—0 h

tj. postoje obije parcijalne derivacije u (0,0). Dakle, postojanje parcijalnih
derivacija u nekoj tocki nije dovoljno za derivabilnost funkcije u toj tocki.

Teorem 5.4. Neka je O C R"™ otvoren skup i funkcija f: O — R™. Neka
Oi =1, mj=
oz, U 7

1,...,m) i neka su one neprekidne funkcije na O. Tada je f derivabilna na

0.

f ima u svakoj tocki skupa O sve parcijalne derivacije

Dokaz: Dovoljno je dokazati slucaj m = 1, tj. za funkciju f : O — R. Neka
jex = (z1,...,2,) € O, h = (hy,...,h,) e R"i G = [8ml(m),...,%(x)].
Pokazimo da vrijedi

o I+ b = () — G|

h—0 Al

= 0. (5.5)

Uz oznaku d;(t;z,h) = (z1,..., %1, t,xix1 +higr ..., 2+ hy) (=1...,n),
po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti za funkcije jedne varijable (vidi
teorem 5.7 na str. 71) imamo

Flath)—f(z) =Y (f(di(zithi o, h) = f(di(zs o, 0) = > of

=1 i=1

gdje su ¢; izmedu x; i x; + h; (i =1,...,n). Odatle slijedi

fla+h) - f@) - Gh = Z oL i) — @)

Sto daje

1f (o 4h) = f(2) = Gl _ g~ OF ha
i < S5 les ) = @) <

i=1 g

"L Of ' of
S (5 (e, ) = 52 @)l

Zbog }llir% di(¢;;x,h) = x (i = 1...,n) i neprekidnosti parcijalnih derivacija
ﬁ

u tocki x slijedi (5.5). 0
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5.5 Lancano pravilo
Slijededi teorem je poopcenje teorema o derivaciji kompozicije funkcija u R.

Teorem 5.5. Neka je O C R"™ otvoren skup i funkcija f: O — R™ diferen-
cijabilna v xg € O. Neka je U C R™ otvoren skup, f(O) C U, i funkcija
g : U — RP diferencijabilna v yo = f(xo) € U. Tada je kompozicija g o f
deriwabilna u xy @ vrijedi

(g0 f) (o) = g'(f(x0)) [ (o). (5.6)
Dokaz: Prema definiciji 5.1 treba provjeriti da vrijedi

o 1092 D@0+ 1) = (g f)(w0) = g () f o)l _

0.
h—0 |12l

Ocijenimo brojnik
Ig © f)(wo +h) = (g [)wo) = g'(f(x0)) [ (zo) ]| <

lg(f (z0 + h)) = g(f(x0)) — g'(f(x0))[f (x0 + h) = f(xo)]ll+
+lg'(f (@) [f (w0 + h) = f (o) — (o)Al

Za po volji zadani € > 0, zbog neprekidnosti i derivabilnosti funkcija f i g,
vrijedi:

(300 > 0)(3M > 0)([[1]| < o) = ([lf (w0 + ) = f(o)|| < M|[A])
(301 > 0)(I[f(zo + h) = f(wo)l| < 01) =
(lg(f (zo+h))=g(f (x0) =g (f (x0))[f (wo+h)=f (xo)]l| < ﬁ\!f(onrh)—f(xo)H)

J
Sada za 6 = min{dy, Ml} imamo

(|n]| < 6) = lg(f(xo+n)) — g(f(x0)) — g'(f(20))[f (20 + ) — f(20)]] _ £
2 ol 3

Za N = ||¢'(f(zo)|l = sup{|l¢’(f(z0))R]|;||h]] < 1}, normu operatora

9'(f(20)), vrijedi |lg'(f(zo))yll < Nlyll, Vy € R™
Nadalje

1o+ h) = Flwo) — P«
17l <o)

(305 > 0)([|All < d5) = (
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Sada za ||h|| < J3 imamo

lg'(f (@o))[f (2o + h) = (o) = L)kl _ If (o +h) = flwo) = f@o)hll e
] =N ] <9
Sada za 6 = min{dy, 3} imamo
(g o H)wo+h) = (g0 f)lwo) = g (Fla))f wo)hl] _ e e __
1] 272 U

Matricni zapis lancanog pravila za funkciju h = g o f ima oblik
g_zgﬁ(f@)) gy%(f(%)) %(m) %(x)
wia) = | 3 5 s
9y o9, . :
oz (f(x) -+ F=(f(x)) On(z) ... Un(y)

ili po parcijalnim derivacijama

ahj(:v) = Z%(f(x))af’“(m),(z =1,...,mj=1,....p). (5.7)

ox; — Yy ox;
Primjer 5.4. Neka je f : R? — R ineka su (r, ¢) polarne koordinate zadane
relacijama
r=+\/x2+4+y?* x =rcosy, y=rsinp. (5.8)
Ako je h(r, @) = f(rcosp,rsinp) onda je
%(7’ )—ﬁ(rcos 7sin @) cos —l—a—f(TCOS 7 sin ) sin
87" 7()0 - ax 907 ()0 ()0 ay ()07 90 ()07
o) =22 ) sing + 00 )
—(r,p) = —==(r cos p, rsin ¢)r sin ——(r cos g, rsin p)r cos @.

Primjer 5.5. Neka je v : [0, 1] — R™ diferencijabilna parametrizacija krivu-
lje, te neka je f : R™ — R derivabilna funkcija. Ako je h(t) = f(y(¢)), tada
je W(t) = f'(y@)Y'(t) = Vf(v(t) -~ (t).

Ako je v parametrizacija pravca u R", tj. v(t) = vo+te, gdje su vy, e € R™,
dobijemo K/ (t) = f'(vy + te)e = (Vf(vy + te)le). Posebno, za t = 0 je
h'(0) = (Vf(wvo)|e), a to nazivamo derivacija funkcije f u smijeru vektora e,
u tocki vy.

Primjer 5.6. Nekasu f : R — R i F : R? — R derivabilne funkcije, te neka

. | | o e 1)
vrijedi F(z, f(x)) =0, Va, i %—5 # 0. Tada je f'(z) = — 8?‘
o (e p(@)

Rjesenje: 0
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5.6 Teoremi srednje vrijednosti

Osnovni teorem srednje vrijednosti za realne funkcije jedne realne varijable
je slijedeci rezultat.

Teorem 5.6 (Rolle!). Neka su a,b € I, a <bi f:[a,b — R neprekidna
na segmentu |a,b] diferencijabilna na otvorenom intervalu {(a,b), te neka je

f(a) = f(b) =0. Tada 3¢ € (a,b) takav da je f'(c) = 0.

Dokaz: Zbog neprekidnosti f poprima na [a,b] minimum i maksimum u
tockama c¢,, i cp;. Ako su obije tocke na rubovima segmenta, onda je f
konstantna funkcija. Tada je f'(¢) = 0 za svaku tocku ¢ € [a,b]. U su-
protnom slu¢aju je barem jedna tocka u (a,b), i neka je to tocka maksi-

fles +h) = flem)
h

muma cy;. Tada za h > 0 vrijedi

flear +h) = fleu)
h

< 0, pa imamo

flenr) = limy o4 < 0. Isto tako, za h < 0 vrijedi

flewm +h})L — flem) > 0, sto daje f'(ca) = Tim flear + h})L— flem) > 0.
Dakle, vrijedi f'(cpr) = 0. 0

Za realnu funkciju realne varijable vrijedi Lagrangeov teorem srednje vri-
jednosti.

Teorem 5.7 (Lagrange?). Neka sua,be€ I, a <bi f:[a,b] — R neprekidna
na segmentu [a, b] diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b) i neka . Tada

dc € (a,b) takav da je f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

Dokaz: Neka je funkcija ¢ : I — R zadana s g(z) = f(z) — f(a) —

W(x — a). Funkcija g je neprekidna na [a, b], diferencijabilna na (a, b)

ig(x) = flz) — %a(“), Vr € (a,b), a takoder je g(a) = ¢g(b) = 0.
Iz teorema 5.6 imamo ¢ € (a,b) takav da je ¢'(c) = 0, tj. odakle slijedi

f() = fla) = f'(e)(b - a). O

Sada ¢emo dokazati tzv. Cauchyjev poopceni teorem srednje vrijednosti
za dvije diferencijabilne funkcije.

Teorem 5.8 (Cauchy). Neka su f,g: 1 — R, diferencijabilne na otvorenom
intervalu I C R i neka su a,b € I, a < b. Tada ¢ € (a,b) takav da je

(f(b) = f(a))g'(c) = (9(b) = g(a)) ['(c).

Michel Rolle (Ambert, 21. travanj 1652. — Paris, 8. studeni 1719.) francuski mate-
maticar

2Joseph Louis Lagrange [Giuseppe Lodovico Lagrangia] (Turin [Sardinija] 25. sijecanj
1736.— Paris, 10. travanj 1813. , talijansko-francuski matematicar
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Dokaz: Neka je funkcija h : I — R zadana formulom h(z) = (f(b) —
F(@)(g(x) — 9(@) — (f(z) — F(@)(g(b) — g(a)), Y € I. Funkeija h je dife-
rencijabilna na I i h'(z) = (f(b) — f(a))g'(z) — f'(x)(g(b) — g(a)), Vz € I.
Takoder je h(a) = h(b) = 0, pa h zadovoljava sve uvjete Rolleovog teorema,
tj. 3¢ € (a,b) takvada je 0 = h'(c) = (f(b)— f(a))g'(c)— f'(c)(g(b) —g(a)). O

Slijedi poopcenje Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti za funkcije
viSe varijabli.
Teorem 5.9 (Lagrange). Neka je O C R" otvoren skup i funkcija f : O — R

derivabilna na O. Za svake dvije tocke x,y € O za koje je segment [z,y] =
{A+ (1 —=Ny; A€ [0,1]} C O postoji ¢ € [x,y] takva da je

f(@) = fly) = )z —y) = (Vf(c)lz —y). (5.9)

Dokaz: Definirajmo funkciju h : [0, 1] — R formulom A(t) = f((1—t)x+ty).
Za funkciju h vrijedi teorem 5.7 pa postoji tocka 6 € (0,1) takva da je
W(O)(1 - 0) = h(1) — h(0), 1. vrijedi [()(y — ) = F(y) — F(x) adie je
c=(1-0)x+ 0y. 0

Primjer 5.7. Neka je O C R" otvoren povezan skup i funkcija f: O — R™
derivabilna na O. Ako je f' = 0 na O, pokazite da je f konstantna funkcija
na O.

Rjesenje: Za svaku komponentnu funkciju f; : O = R, j=1,...,m, iza
svaki [z,y] C O postoji ¢; € [z,y] takav daje f;(y)—f;(z) = f'(¢;)(y—z) = 0.
Tada je f; konstantna funkcija na O zasve j =1,...,m, pa je f konstantna
na O. N

5.7 Parcijalne derivacije viseg reda i Taylorov
teorem srednje vrijednosti

Definicija 5.3. Neka je O C R" otvoren skup i funkcija f : O — R. Neka na

O postoje za sve 7 = 1,...,n i neka one imaju sve parcijalne derivacije,

8:1:@-

o (0

tj. neka postoje funkcije 5 (8_f) za sve ¢,J = 1,...,n. Tada njih nazi-
€X; T

vamo parcijalnim derivacijama 2. reda ili 2. parcijalnim derivacijama funkcije

0% f

;0

f 1 oznacavamo s zasvei,j=1,...,n.
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Na ovaj nac¢in mozemo za bilo koji p € N rekurzivno definirati p + 1-
parcijalnu derivaciju kao

3p+1f B 0 orf
8:6,;p+18:cip s 8LUZ'1 B 8:cip+1 8;6% cee &Uil )

Matricu drugih parcijalnih derivacija funkcije f : O — R oblika

02 9?2
Bzvlafm ((L‘) T 8118J;n (ZE)
H(z) = : :
0, 0
6xn1(;xl (Zﬂ) T me];xn (.’E)

nazivamo Hesseovom! matricom funkcije f u tocki x.

Teorem 5.10 (Schwarz? - Clairaut®). Neka je O C R"™ otvoren skup i funk-
2

cija f: O — R takva da postoje za sve 1,57 = 1,...,n, te neka su
axlﬁxj
neprekidne u tocki xg € O.
Y R o e B
ada je ———(xg) = xg) za svei,j =1,...,n. Dakle, Hesseova
J (3%(9%] 0 8.I] &E, 0 ) ) ) ?

matrica H(xo) je simetricna.

Dokaz: Zbog jednostavnosti, dovoljno je provjeriti samo za n = 2. Neka je
(70, 10) € O C R2. Iz definicije slijedi

o*f (20, 30) = lim g—i(%’o + h,yo) — g—i(l'o,yo) B
D0y 0, Yo = h =
— tim = | im J@o+h,yo+ k) — f(wo+h,yo) lim f(@o, yo + k) — fwo,50) | _
h—0 h |k—0 k k—0 k

= lim limik[f(xo—l—h,yo%—k) — f(xo+ h,yo) — f(zo,y0 + k) + f(x0,90)] =

h—0k—0 R
= lim lim A(h, k).
h—0 k—0
Analogno se pokazuje
0 f L
(o, o) = lio iy A(h, ).

Ludwig Otto Hesse ( Konigsberg, 22. travanj 1811. — Miinchen, 4. kolovoz 1874.)
njemacki matematicar

2Karl Hermann Amandus Schwarz (Hermsdorf, 25. sije¢anj 1843. Berlin, 30. studeni
1921.) njemacki matematicar

3 Alexis Claude de Clairaut (Paris, 3. svibanj 1713. Paris, 17. svibanj 1765.) francuski
matematicar
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Definirajmo funkcije

p(x) = flz,yo + k) = f(x,90) i (y) = fzo+ h,y) — f(zo,y).
Prema pretpostavci, one su klase CM(0O) i vrijedi

of of : of of
"(z) = = k) — — "(y) = = h,y) — = .
90(’%) ax(mvyo—i_ ) ax(x>y0) 1¢(y) ay($0+ 7y) (9£E<:U0’y)
Iz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti za funkcije ¢ i ¢ vidimo da
postoje cp, ¢, izmedu xg i xg + h, te d, d), izmedu yo 1 yo + k, tako da vrijedi

A, k) = 2T + h) — g(e0)] = 10/ (er) =

1 [of of 0% f
d

%(Ch,yo +k) — %(Ch,yo)l = m(ch,dk)-

Analogno dobijemo

A, B) = 2T + ) — 9l0)] = 79'(d) =

of N PN )
b ) = S| = 4.

Sada zbog llllir(l] ch = }ZILI(I) ¢, = o, Ilclir(l] dy = llgr(l] d), = yo neprekidnosti drugih

parcijalnih derivacija imamo

o*f
li A(h, k lim 4 —
(b (0,0) (h, k) = (h ) (0.0) Dy > (cn, di)
82]‘" 82f
— li o] 2 —
(Ch,dk)lf(lmyo) Oyox (cn, di) Oydx (%0, Yo)
1
AR = m DL ) =
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0) axay Ch»
82f 82]0
R l d/ _ 9] .
(Ch dj)—=(zo,y0) 8x8y( ho k) 0x8y (l’o, yO)
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Primjer 5.8. Neka je f : R? — R zadana s

ry(a? —y?)
0  (2,y) = (0,0)
o f _Of

Pokazite da postoje (0,0), ali su one razlicite.

Ox0y (0,01 OyOx

Rjesenge: Po definiciji je

of . f(h,0)—f(0,0) . 0-0
e T
k) — _
g—f(0,0) = lim J(0.k) = /(0,0) = lim 0-0_ 0.
Y k—0 k k—0
Takoder je
44y — Y
5 y(at 4+ 4oy —y 0.0
8_£(x’y>_ (x2+y2)2 ,(a';hy)?é( Y ,
0  (z,9) = (0,0)
4 gy — )
P z(x Y —y 0.0
8_f(l,’y) _ (SE2 + y2)2 ,(l’,y) 7& (
Y 0 ; (2,y) = (0,0)
Sada je
i (0,0) = lim 2:(0.F) ~ 5(0.0) 1 w0 _ ~1
ayax ’ k>0 k k>0 k n ’
0% f _ FEm0)-50  m_g
dzdy (0.0) = }lg% h B flg% =1
Razlog sto su u nuli druge parcijalne derivacije razlicite je Sto nisu neprekidne
2 2
u nuli. Moze se izracunati da je axgy(h,O) =lzah#0i ;x—éfy(o’k) =0
za k # 0, pa limes u (0,0) ne postoji. 0

Definicija 5.4. Za funkciju funkciju f : O — R™, O C R" otvoren skup,
kazemo da je klase C)(0) ako na O njene komponentne funkcije imaju
neprekidne sve parcijalne derivacije r-tog reda.
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Teorem 5.11 (Taylor'). Neka je I C R otvoren interval, neka f : I — R,
ima derivaciju n+ 1-vog reda na I i neka je c € I. Tada Vx € I, Jc, 1zmedu
¢ ix, tako da je

f(k f(n+1)(cr) +1
——(r—c)"". 1
+Z F 4 CE] (z—0) (5.10)
Dokaz: Za ¢vrsto x € I, x # ¢, definirajmo funkcije F,G : I — R formu-
lama "
~ f9(t) n
)= £+ Y P -0k, 6= - oy

k=1
Funkcije F' i G su derivabilne na [ i vrijedi

(k+1) (k)
P =i+ Y | e - of - - oo

iaRll)

n!

(=" iG(t) = —(n+1)(x—t)"

Iz Cauchyjevog teorema srednje vrijednosti (teorem 5.8) zaklju¢ujemo da Je,

F'(c, F(z)—-F
strogo izmedu c i x takav da vrijedi (cz) = (z) (<)

G'(c;) G(z)—G(e)

To povlaci da je F(x) = F(c) + F'(c,) (92/(—6 C);(C

, Sto zbog

@0 i Ple) g S -

oo fe,)
—(n+1)(z —c)" (n+1)!
daje (5.10). O

c)n-i—l

(z —

Definicija 5.5. Neka je funkcija f € C*({c —r,c+71)). Red

f:fn (x — )" (5.11)

n=0

ZOVeImo Taylorov red funkcije f oko tocke ¢. Taylorovi polinomi T),(z) =

(9 (¢ .
Y oreo { k, 9 (x — ¢)¥ su parcijalne sume Taylorovog reda.

!Brook Taylor (Edmonton, 18. kolovoz 1685.— London, 30. studeni 1731.) engleski
matematicar
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Primjer 5.9. Neka je I C R otvoreni interval, ¢ € i f : I — R klase
C>(I). Ako postoje § >0, C' > 01 M > 0 takvi da je

|f™ (@) < CM", Yz eI' =(c—68,c+8) NI, YneN, (5.12)
= f™(e)
onda red (5.11) konvergira k f(z), Vo € I', tj. f(z) = g — (x —c)".
n!
n=0

Rjesenge: Vrijedi

(n+1) Mlr — n+1
|f(n + (1C)gi)‘| |z — " < C—( ) ZF0.

£(@) = Tu()] = <C

U

e =2 , zax #0
0 ,zax=0
njen Taylorov red oko 0 ne konvergira k funkciji.

Zadatak 5.1. Funkcija f(x) = je klase C(™)(R), ali

x
za svaki polinom P. Upravo su toga oblika i limesi pomo¢u kojih se racuna

derivacija f(™(0). Dakle, Taylorov red svugdje konvergira k 0, a funkcija
oc¢ito nije takva.

1
Rjesenje: Vrijedi f((0) = 0, Vn € N. To slijedi iz lir%P (—) e = 0,
T—

e
Pomocu prve derivacije f/(z) = { #*€ , zax # 0
0 ,zax =0

u tocki 0 strogi lokalni minimum (nacrtaj graf). 0

se vidi da f ima

Navodimo poopcenje Taylorovog teorema srednje vrijednosti za funkcije
vise varijabli.

Teorem 5.12 (Taylor). Neka je O C R"™ otvoren skup i funkcija f: O — R
klase CT+Y(0). Neka su x,y € O takve da je [x,y] € O. Tada postoji
¢ € [z,y] tako da vrijedi

~ 1 o f
fly) = flz) + E Tl E F T (@) (i, — i) -+ (Y, — i)+
k=1 “ 'k

1<, ig <n

1 arJrlf
1) > W(C)(?/n = Zit) Wi — i) -(5.13)
11 Tr4+1

T 1<, enir g1 <n

Dokaz: Neka je funkcija ¢ : R — R™ zadana s ¢(t) =z +t(y — x), t € R.
Zbog x,y € O i otvorenosti skupa O postoji otvoreni interval I C R takav
daje [0,1] C Tip(I) C O, pa je funkcija g = f o klase CU+1(I), te vrijedi
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g(0) = f(z) 1 g(1) = f(y). Primijenimo li Taylorov teorem 5.11 na funkciju
g na segmentu [0, 1] C I dobijemo ¢ € <0 1) takav da je
g r+1)( )

14

)+ Z k:' (n+ 1)1 (5.14)

Izracunajmo g (t), t € [0,1], za g = f o . Iz lancanog pravila (5.7) imamo
/ / - af
90 = (Foe)® =Y 5 (o0) e~ ).
Za drugu derivaciju imamo

0= Y (g—iw(t») (s — 21) =

_ < o (90(?5))(?/1—961)) (e — 21) =

1 8x18xk
0 f
t — — .
S () (= ) (e = 1)
1<k,I<
Na taj nacin dobijemo za sve k = 1,...,r + 1 derivacije funkcije g oblika
ok f
= Y G Pz e —wi) (515)
1<iy,..,ix<n
Sada uvrstavanjem (5.15) u (5.14) dobijemo (5.13). 0

Primjer 5.10. Izracunati Taylorovu formulu reda 2 funkcije f(x,y) = cos(z+
2y) u tocki (0,0). Imamo:

£(0.0) =1
X (o) = —sin(a+2) = Z(0.0)=0
%(m,y) — osin(r+2y) = gg(o 0) =0
%(x,y) — cos(z +2) = %(0,0) S
ng (2,y) = —dcos(z +2y) = 22]; (0,0) = —4
%(gg,y) — dcos(z42y) = aizgy(o 0)= 2

Dakle, f(z,y) =1 — 2% — 22y — 2y* + R».
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5.8 Teorem o inverznoj i implicitno zadanoj
funkciji

Iz linearne algebre znamo da sustav od n linearnih jednadzbi s n nepoznanica

oblika

a1y + -+ 4 a1, = by

A1 X1+ -+ Ty, = bn

ili Az = bima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je matrica sustava A = [a;;]
regularna, tj. det A # 0. Isto pitanje o rjesSivosti ima smisla i u slucaju
sustava od n nelinearnih jednadzbi s n nepoznanica oblika

fl(fl'l, . ,In) = b1

fn(xla cee ,ZL‘n> - bn

ili f(x) =b,gdjejex = (x1,...,2,)7, b= (b1,...,b,)" ER™ 1 f=(f1,...,[n)"
Ovdje ulogu determinate sustava lokalno oko tocke = ima jacobijan funkcije
f u toki z, tj. determinanta Jacobijeve matrice

%(x) %(m)
Jp(w) = : :
L@ - g2

Teorem 5.13 (o inverznoj funkciji). Neka je O otvoren skup uR" i f : O —
R" diferencijabilna funkcija klase C1(O). Pretpostavimo da je xg € O tocka
u kojoj je f'(xo) invertibilna. Tada postoje otvorene okolined C O od xq¢ i V
od yo = f(xo) takve da je f|Z/l U — V bigekcija. Nadalje, inverzna funkcija
g:V — U je diferencijabilna klase C1(V), s derivacijom ¢'(y) = f'(g(y)) " .

Dokaz: Bez smanjenja opc¢enitosti, mozemo pretpostaviti zo = yg = 0, inace
zamijenimo f s f(z + x¢) — yo. Nadalje, mozemo pretpostaviti f'(0) = I,
inace zamijenimo f s f'(0)™' o f (5to je samo linearna promjena koordinata
u kodomeni R").

Prisjetimo se da za funkcija f diferencijabilnost u tocki x € O znaci
postojanje linearnog operatora A : R™ — R™ tako da vrijedi

flx+h)= flx)+ f(x)h +e(h), (5.16)

e 1y
7]

gdje
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Ograni¢imo pozornost na zatvorenu kuglu D = {x € R™ : ||z|| < 0}, gdje
je & > 0 izabran dovoljno malen da bi vrijedilo D C O'i || f/(z) — I|| < 5 za
sve z € D (mogucée jer je f klase C1(0)). Stavimo w(x) = f(x) — z, a onda
je w'(z) = f'(x) — I, pa imamo ||w(z + k) — w(z)|| < 5||h||. Za funkciju f
ovo daje

£+ ) — f(x) — < S 1Al (517

Uzmimo otvorenu kuglu V = {y € R™;|jy|| < 3. Pokazimo da za bilo koji
y € V postoji jedinstven z € D takav da je f(x) = y. Tada mozemo definirati
funkciju g(y) = =.

Zadajmo u : D — D sa u(z) = v+ (y — f(x)). Tada je f(z) =y ako i
samo ako je z fiksna tocka od u, tj. u(x) = x. Provjerimo da u(z) lezi u D.
Ako stavimo z = 0 u (5.17), dobivamo || f(h) — k|| < 3||h|| < 30 za bilo koji
h € D. Zamjenom h s x i koriste¢i nejednakost trokuta dobijemo da

Ju(@)]l < gl + 1) — 2]l < 36+ 36 =6 (515)

Provjerimo da je u kontrakcija (a time automatski i neprekidna). Iz definicije
funkcije v imamo

u(x+h) —u(z) = —f(x+h)+ f(z) + h.

Zatim iz (5.17) imamo,
1
lu(z +h) —u(@)| = [[f(z +h) = f(2) = bl < S 7],

Sto pokazuje da je u kontrakcija s konstantom < % Uzeli smo D zatvorenu
kuglu kako bi to bio potpun metricki prostor. Teorem o fiksnoj tocki daje
jedinstvenu fiksnu tocku = od u, koja je iz D. U stvari, iz (5.18) vidimo da
je © = u(z) unutrasnja tocka od D.

Uzmimo otvoreni skup ¢ = f~1(V) Nint D. Da bi pokazali neprekidnost
od g, uzmimo bilo koje dvije tocke y,y +k € V i stavimo z = g(y) i z + h =
g(y + k). Tada (5.17) daje ||k — k|| < 3||h. Pomo¢u nejednakosti trokuta
imamo, [|Al] < [lh — kIl + k| < 3llAll + [[K]l. Odatle je 3|[n] < [k ili
jednostavnije,

2] < 2K (5.19)

Mozemo osigurati da je ||h]| < € jednostavno uzimanjem ||k|| < 3e.

Sto se tice diferencijabilnosti od g, za linearan operator f'(x) iz (5.16)
imamo

y+k=y+ f(x)gly +k)—g(y)] +eh). (5.20)
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Sada je || f'(z)h — h|| = ||(f'(z) — I)h|| < i||h||, odakle je jasno da f'(z) ima

trivijalnu jezgru, te je stoga invertibilan. Primijenimo f’(z)~! na jednakost
(5.20) i dobijemo

gy + k) = g(y) + f'(@) "k — f'(x)e(h). (5.21)
Uz pomo¢ (5.19), vidimo da vrijedi

eIl
i

/()" e(h)|
%]

Il k=g

<207

< [1fy el IR

Odatle slijedi da je g diferencijabilna u y s derivacijom ¢'(y) = f'(x)L.
Konacno, iz formule (5.21) za ¢'(y) slijedi neprekidnost u y. Naime, zbog
If(2) — 1] < § imamo

/ - / - / - / 1 / _
@7 < @7 = T+ 1< @) () = T+ 1< 1 @) 7+ 1
tj. [|f'(x)7Y| <2 zax € D. Sada za u,v € D imamo

£ ()™ = @) < @) HI () = £ @)L @) 7H < 4l () = £ )],

Sto pokazuje da neprekidnost f’ povla¢i neprekidnost od ¢’ na V. 0

Primjer 5.11. Promotrimo funkciju f : (0,+00) x R — R? zadanu s
flz,y) = (xy* 2Y), v,y € R,z > 0.

Iz teorema o inverznoj funkciji f je lokalno invertibilna oko tocke u kojoj
je njena derivacija invertibilna.

Uzmimo tocku x = (1,2). tada je f'(1,2) : R* — R? definirana Jakobije-
vom matricom

gdje je
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Odatle imamo f(12)
N

o:(0y) = o7 Za—?(m,y) = 2uy i R

%(m,y) = yav! a—;(x,y) = z¥lnx

pa je .

ronf] = 1[0

Posto je det(f'(1,2)) = —8, to je f lokalno PO
oko tocke (1,2) invertibilna funkcija.
Na prvoj slici desno vidimo kako linearan

operator f’(1,2) preslikava jedini¢ni 3
kvadrat. ] .
Na drugoj slici se vidi kako to radi {1.2)

nelinearna funkcija f u okolini tocke (1,2). :

Primjer 5.12. Invertibilnost transformacije iz polarnih u kartezijeve koor-
dinate.
Promotrimo transformaciju koja veze polarne koordinate s kartezijevim
koordinatama ¢ : Ry x [0,27) — R? zadanu s o(r,0) = (rcosf,rsin6).
Vrijedi

o1(r,0) = rcosd

po(r,0) = rsinf

Odatle dobijemo

%(T,Q) = cosb, %(T,Q) = —rsinf,
%(T,Q) = sinf, S2(r,0) = rcos.

Imamo derivaciju ¢'(r, 0) : R? — R? definiranu s

/(r, ) x| |cos® —rsinf| |z
LA y|  |sinf rcosf | |y|’
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Zbog
cos@ —rsinf

sinff  rcos@

det [ } = r(cos® 0 +sin® ) =1,

¢'(r,0) je invertibilno na (0, +00) x [0, 27), te je ¢ lokalno invertibilna u svim
tockama tog skupa.

Primjer 5.13. Neka je f : R? — R?\{(0,0)} zadanas f(z,y) = (e® cosy, e*siny).
Pokazimo da je Jy(z,y) # 0 za svaki (z,y) € R?, ali funkcija nije invertibilna.

Rjesenje: Lako se izracuna

e’cosy —e'siny|

2x 2 2 _ 2z 2
¢"siny ¢ cosy e“*(cos” z+sin“z) = e £ 0, V(x,y) € R

Ji(z,y) =
S druge strane vrijedi f(z,y + 2k7) = f(z,y), (v,y) € R? Vk € Z, pa f nije
invertibilna jer nije injekcija. 0

Napomena 5.2. Za funkciju f: I — J, gdje su I, J C R otvoreni intervali,
vrijedi da f'(x) # 0, Vo € I, povlaci injektivnost funkcije. Naime, tada je
f'(x) >0ili f/(x) < 0na I, pa je funkcija strogo monotona na I.

Teorem 5.14 (o implicitnoj funkciji). Neka je A C R"™ x R™ otvoren skup
i F 1 A— R™ funkcija klase CP)(A), p > 1. Neka je (z9,0) € A takva da
vrigedi F(zo,y0) =0 1

S ) - (o, w))
d = : : 70
B ((z0,50) -+ G2 (w0, o))

Tada postoje otvorene okoline xo € U C R™, yo € V C R™ i jedinstvena funk-
cija f U — V takva da je F(x, f(x)) =0 za svex € U iyo = f(xy). Stovise,
f je klase CP)(U) i vrijedi f'(zo) = —0,F (20, y0) 0. F (z0,%0), odnosno

o 9
a—Q(fL‘o) %(»’Uo)
Ofm Ofm N
o) - Yo(ay)
-1
g—i(%,yo) g;fl(f/ﬂo»yo) S (xo,40) o G- (wo, yo)
OFm (- OFm (. OFm (- OFm (-

a—w(%y%) ay—m(Io,yo) Bz, (zo,90) - m(ﬂb‘o’yo)
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Dokaz: Definirajmo funkciju G : A — R" x R" sa G(z,y) = (z, F(x,y)).
Funkcija G je klase C®)(A) i njena Jacobijeva matrica u (g, o) je

I 0
0o F'(20,90) Oy F (%0,90) |’

a njena determinanta

Ja(wo, yo) = det (0, F(zo,v0)).

Po pretpostavci je Jg(xo,y0) = d # 0, pa po teoremu 5.13 (o inverznoj
funkciji) postoji otvorena okolina W C R" x R™ koja sadrzi tocku (z9,0) =
G(z0,y0) 1 otvoren skup S € A C R™ x R™ koji sadrzi (zo, o) tako da je
G(S) = Wi G ima inverznu funkciju G=' : W — S koja je klase C®)(W).
Oznac¢imo skup U = {z € R"*; (z,0) € W} = m((R* x {0}) N W), gdje je
m : R"XR™ — R™, 7y (z,y) = z, kanonska projekcija. U je otvoren skup u R”
(vidi zadatak 3.2). Primijetimo da za zadano x € U imamo (x,0) € W takav
daje (x,0) = G(z1,vy1), gdje je (x1,y1) € S jedinstveno odreden s z. U stvari,
zbog oblika funkcije GG vrijedi 1 = x. Definirajmo funkciju f : 4 — R™ tako
da je y; = f(z). Stoga je (z,0) = G(z, f(x)), tj. f(z) = m 0 G (x,0),
Ve € U, gdje je m : R* x R™ — R™, my(x,y) = y, kanonska projekcija.
Tada je {(z,y) € S;F(z,y) = 0} = {{(z,y) € S:G(z,y) = (,0)} =
{(z, f(x));x € U}. Posto je m linearan operator i G~ klase C®) (W), to je i
f klase CP)(1). Formula za f’ slijedi deriviranjem jednakost F'(x, f(z)) = 0,
za sve x € U, pomocu lancanog pravila. ]

Primjer 5.14. Jedna jednostavna primjena u vezi obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi. Za diferencijalnu jednadzbu

u'(t) = f(t u(t))
_ Og(t,x)
9zg(t,x)
CW takvom da je 0,9(t,x) # 0, postoji jedno-parametarska familija rjesenja
¢iji grafovi su nivo skupovi od g. To je ¢esto koristena metoda rjesavanja,
ali je teorem o implicitnoj funkciji taj koji osigurava da su ta rjesenja doista
dobro definirane funkcije, implicitno definirane s g(¢, u(t)) = c¢. Usput, treba
imati na umu da je to slucaj gdje vrijedi jedinstvenost za Cauchy problem,
cak 1 ako Lipschitzov uvjet za f nije ispunjen.

s neprekidnom funkcijom f oblika f(t,z) := , za neku funkciju g klase



6 Riemannov integral

6.1 Konstrukcija Riemannovog' integrala u R

Za pocetak neka je [a,b], a < b, segment u R i neka je f : [a,b] — R funkcija

ograniCena na segmentu [a, b]. To znaci da postoje m = [mbf] fiM=supf,
@ [a,b]

tj. Vo € [a,b], m < f(x) < M.
Uocimo, ako je [a/, V'] C [a,b] podsegment, onda vrijedi Vz € [d/, V'], m <
m < f(x) < M' < M, gdje je m' = [ilnbf/]f i M' = sup f. Dakle, infimum
a’, a b
na podsegmentu je veéi ili jednak infimumu na seg[meiltu i supremum na
podsegmentu je manji ili jednak supremumu na segmentu.
Sada ¢emo provesti konstrukciju koju smo najavili u prethodnoj tocki.

Za n € N podijelimo (izvrsimo subdiviziju) segment [a, b] tockama

a=20<T1< .. <2, <...<Tp_1<Tp=20b (6.1)
na n dijelova. Neka je my = inf ]f iMy,= sup f,(k=1,...,n). Za
Lh—1:Tk [zr—1,25]

po volji izabrane tocke t € [z_1,zx], (K =1,...,n), definirajmo sume:

s = ka(l’k — Tp-1), 0= Zf(tk)(ﬂﬁk —Tp1), S = ZMk(mk — Tp_1).
k=1 k=1 k=1

(6.2)

Ps Y5 Py
P3 & Psg

Broj s zovemo donja Darbouzxova suma, S je P, P,
gornja Darbouxova suma, a o je integralna | = |
suma. Jasno je da vrijedi oy P4 Ps )
P1i P2 p7 Ds%
mb—a)<s<o<S<Mb-a). (6.3)

a-Xo X1 X2 X3 Xa X5 Xg X7 b=Xg

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (Breselenz, 17. studeni 1826. — Selasca[ltalija],
20. srpanj 1866.) njemacki matematicar

85
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Neka je A skup svih donjih Darbouxovih! suma s, B je skup svih gornjih
Darbouxovih suma S, a C' je skup svih integralnih suma o funkcije f na
segmentu [a, b]. Sve te sume dobiju se variranjem brojan € N, svim razli¢itim
izborima subdivizije (6.1) i tocaka ;. Iz nejednakosti (6.3) slijedi da su
skupovi A, B i C' ograni¢eni odozdo s m(b — a) i odozgo s M (b — a). Prema
aksiomu potpunosti postoje

Z.(f;a,b) =sup A, Z*(f; a,b) = inf B. (6.4)

Definicija 6.1. Broj Z, zovemo donji Riemannov integral funkcije f na
segmentu [a, b], a broj Z* zovemo gornji Riemannov integral funkcije f
na segmentu [a, bl.

Iz prethodnog je jasno da donji i gornji Riemannov integral postoje za
svaku funkciju f : [a,b] — R koja je ograni¢ena na segmentu [a, b].

Teorem 6.1. Neka je f: [a,b] — R funkcija ogranicena na segmentu |a,b],
neka su L, © I* donji i gornji Riemannov integral funkcije f na segmentu
la,b]. Tada je

Z(f;a,b) <I*(f;a,b). (6.5)

Dokaz: Dokaz provodimo u tri dijela.

Prvo pokazimo da se donja Darbouxova suma poveca ili ostane jednaka, a
gornja Darbouxova suma se smanji ili ostane jednaka ako subdiviziji dodamo
jednu tocku. Dakle, neka je sa a = 29 < 21 < ... < Tp1 < 2 < ... <
Tp_1 < T, = b zadana subdivizija ¥ i neka su s i S pripadne Darbouxove
sume. Napravimo novu subdiviziju ¥’ tako da subdiviziji ¥ dodamo tocku
2’ takvu da je rp_; < 2’ < x. Pripadne Darbouxove sume ozna¢imo s s
i S’. Suma S’ nastaje iz S tako da pribrojnik M (xy — xx_1) zamijenimo s
M (2 — z_1) + M](z — o), gdje je M, = [ sup ]f i M = [sup] f. Bududéi

Tr_1,T x'
da su [rg_1,2'] i [/, 2] podsegmenti od [zj_1, x|, to vrijedi M) < M i
M < M. Tada je M} (' —xp—1) + M (xp — ') < My(2" — xp—1) + My (z), —

') = Mg(xy — zx_1), pa je stoga S’ < S. Analogno, za mj = [ inf ]f i
Th—1,7
my = [inf]f vrijedi mj, > my 1 mf, > my, a odatle mj (x' — xp_1) + mj(x, —
g

') > mp(a) — zp_1) + mi(zr — ') = my(x) — k1), tj. 8 > s.

Primijetimo sada da isti zakljucak vrijedi ako nekoj subdiviziji dodamo
konacan broj novih tocaka. Naime, mozemo zamisliti da te tocke dodajemo
jednu po jednu pa svaki put vrijedi zakljucak iz prethodnog razmatranja.

! Jean Gaston Darboux (Nmes, 14. kolovoz 1842. - Paris, 23. veljaca 1917.) francuski
matematicar
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To znaci da se donja Darbouxova suma s’ na novoj subdiviziji ne smanji, tj.
s < &', a gornja ne poveca, tj. S’ < S.

Sada pokazujemo da je svaka donja Darbouxova suma manja ili jednaka
svakoj gornjoj Darbouxovoj sumi, bez obzira na subdivizije na kojima su nas-
tale. Dakle, neka su X; i Y dvije subdivizije i neka je s; donja Darbouxova
suma odredena subdivizijom >3; i .Sy gornja Darbouxova suma odredena sub-
divizijom ¥,. Napravimo sada novu subdiviziju >3 od unije tocaka iz sub-
divizija ¥; 1 ¥9 i oznac¢imo pripadne Darbouxove sume sa s3 i S3. Dakako,
Y3 je nastala iz ¥; dodavanjem (kona¢no) tocaka iz Yo ali takoder i iz 3
dodavanjem (kona¢no) tocaka iz ;. Iz prethodnog zakljucka slijedi s; < s3
i 55 < S5 Posto vrijedi s3 < S3, jer su obje Darbouxove sume na istoj
subdiviziji 3, imamo s; < s3 < 53 < 5.

Dakle, dokazali smo (Vs € A) (VS € B) ,s < S. Odatle zaklju¢ujemo
(Vs € A) s <inf B, a odatle sup A <inf B, tj. Z, < Z*. 0

Definicija 6.2. Za funkciju f : [a,b] — R ograni¢enu na segmentu [a, b
kazemo da je integrabilna u Riemannovom smislu ili R-integrabilna na
segmentu [a, b] ako je

Z.(f;a,b) =17(f;a,b). (6.6)

Tada se broj Z = Z, = Z* naziva integral ili R-integral funkcije f na seg-
mentu [a, b] i oznacava jednom od slijedeéih oznaka

7= f(t)dt:/bf(x)dm: /f:/bf. (6.7)
: f g

[a7b [a,b}

6.2 Konstrukcija Riemannovog integrala u R"”

Sada ¢emo po analogiji sa slu¢ajem iz prethodne tocke napraviti konstrukciju
integrala u R"™.

Nekaje A € R™i f : A — R ogranicena funkcija na A. Neka su a;j,b; € R,
a; <bj, (j=1,...,n) 1ineka je

K = a1, b1] X [ag, bo] X ... X [an,b,] CR"

takav da vrijedi A C K. Pretpostavimo da je f : K — R progirenje od f na
K pomoé¢u nulfunkcije, tj. f(z) =0, Ve € K\ A.
Neka su

(0)

aj = ; <x(1)<---<x§pj):bj (j=1,...,n). (6.8)

J
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podjele ili subdivizije segmenata [a;,b;], (j = 1,...,n). Subdivizija je ek-
vidistantna, ako su svi segmenti podijeljeni na jednake dijelove, tj. xg-k) =
aj+ k54 k=0,1,...,p; (G=1,...,n)
Pj
Skup K podijelimo na p; - ps - - - p, dijelova oblika

Kiigin = [0 70,2l x (2577, 28] x o i, 2],
zal<i; <pj, (j=1,...,n). Volumen takvih kvadara je

i i1—1 i in—1 in i
V(Ko i,) = (@ = 2 ) (@§? — 2§ ™Y) - (2f) — 2D,

n n

Nadalje, postoje brojevi

Mijiy..in, = f{f(2);2 € Kijiy.in} (6.9)
M,y i, = sup{f(x);x € Kiiy.in}-

Pomoc¢u njih definiramo gornju s i donju S Darbouxovu sumu, te Rieman-
novu integralnu sumu o

p1 Pn
8(f7 P) = Z e Z mi1i2...iny(Ki1i2...in)7
i1=1 in=1
p1 Pn
SUP) = D > Miisaa?(Kiiain): (6.10)
i1=1 in=1
U(fa P) = Z U Z f(t(“mmzn))V(Kiué...in)a
i1=1 in=1

gdje je s P oznacena podjela (subdivizija) pravokutnika K zadana s (6.8) i

t(ili}nin) = (tg“)atém) ey 7(11”)) € Ki1i2...in)7 Le. té‘”) € [x§ij_1)’x§ij)]za 1 S ij S
p;, (j = 1,...,n). Skup svih subdivizija od K ozna¢imo s S(K’). Duljina

najvece stranice svih kvadara koji su zadani subdivizijom P je
d(P) = max{z!” — 21 <iy <p (G =1,...,0)). (6.11)
Primijetimo da vrijedi
mv(K) <s(f,P)<o(f,P)<S(f,P) < Mv(K), (6.12)
gdje je m = ming f 1 M = maxg f.

Lema 6.1. Neka je f : K — R ogranicena funkcija na K i M = supg | f].
Neka su s(f, P), S(f,P), s(f,P") i S(f, P') donje i gornje Darbouzove sume
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na razlic¢itim podjelama P i P' skupa K, gdje je P’ nastala iz P dodavanjem
r tocaka subdiviziji P. Tada vrijeds

s(f,P) <s(f,P") <s(f,P)+2Mrd(P)" (6.13)
S(f,P)>S(f,P")>S(f,P)—2Mrd(P)".

Dokaz: Prvo dokazimo da nejednakost (6.13) vrijedi ako je podjela P’ nas-
tala iz P dodavanjem samo jedne tocke i neka je to tocka x' za koju je
x,(;’fl) <1 < :U,(f’“), ke {l,....,n}, 1 < i < pp. Tada je Kipip.i, =

ng—l) (ix) (ix—=1) s

K'UK", gdje u K" umjesto segmenta | ;"] imamo [z,* 7, '], au K"

umjesto [x,gik_l),x;ik)] imamo [93’,$S’“)]. Vrijedi v( K4y 4,) = V(K') + v(K").
Sada uz oznake m' = inf{f(x);x € K'}, m" = inf{f(z);2 € K"}, M' =
sup{f(z);z € K'} i M" = sup{f(z);2x € K"} i posto su ostali sumandi u
definiciji Darbouxovih suma (6.10) nepromijenjeni, vrijedi

0<s(f,P)—s(f,P)=mv(K") +m"v(K") — miy.i,V(Kijiy.in) =

= (m' — My, )W) 4+ (M = myiy. ., JW(K") < 2Mu(Ky,.4,)

0<S(f, P) = S(f, P') = Miyiy..i,vV (Kii. i) — M'v(K') — m"v(K") =

= (M; — M(K') + (Miyiy..q, — M")(K") < 2Mv(K;y4,..4,)

192...0n

To daje nejednakosti (6.13) za r = 1.
Sada dodavanjem kona¢no mnogo tocaka (jednu po jednu) dobijemo sub-
divizije Py = P, Py, ..., P, = P’ za koje imamo

s(f, Po-1) < s(f, Pe) < s(f, Pi—1) + 2Md(P)"
S(f, Pe—1) = S(f, Px) = S(f, Pe—1) — 2Md(P)"

za k =1,...r, odakle slijede nejednakosti (6.13). 0

Oznacimo s D = {s(f,P); P € S(K)} 1 G ={S(f,P); P € S(K)}, pa iz
(6.12) slijedi da su skupovi D i G ogranic¢eni u R, te postoje brojevi

Z.(f,A) =supD, I*(f,A) =infG (6.14)

i nazivamo ih donji i gornji Riemannov integral funkcije f na skupu A. Pri
tome njihova vrijednost je jednaka za svaki K takav da je A C K jer se
Darbouxove sume ne mijenjaju.
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Teorem 6.2. Neka je A C R™ ogranicen skup © f : A — R funkcija
ogranicena na A, neka su Z.(f, A) i Z*(f, A) donji i gornji Riemannov inte-
gral funkcije f na skupu A.
Tada je
.(f, A) <I*(f, A). (6.15)

Dokaz: Pokazujemo da je svaka donja Darbouxova suma manja ili jednaka
svakoj gornjoj Darbouxovoj sumi, bez obzira na subdivizije na kojima su
nastale. Dakle, neka su P, i P, dvije subdivizije i neka je s(f, K) donja
Darbouxova suma odredena subdivizijom P; i S(f, P,) gornja Darbouxova
suma odredena subdivizijom P,. Napravimo sada novu subdiviziju P od
unije tocaka iz subdivizija P, i P». Dakako, Ps je nastala iz P; dodavanjem
(konacno) tocaka iz P, ali takoder i iz P, dodavanjem (konacno) tocaka iz
Py. 1z leme 6.1 slijedi s(f, P1) < s(f, P3) 1 S(f, Ps) < S(f, P»). Posto prema
(6.12) vrijedi s(f, Ps) < S(f,Ps), jer su obje Darbouxove sume na istoj
subdiviziji Ps, imamo s(f, P1) < s(f, P5) < S(f, P5) < S(f, P»).

Dakle, dokazali smo (Vs € D) (VS € G) ,s < §. Odatle zaklju¢ujemo
(Vs € D) s <inf G, a odatle supD < inf G, tj. vrijedi (6.15). 0

Definicija 6.3. Za funkciju f : A — R ograni¢enu na ogranicenom skupu
A C R" kazemo da je integrabilna u Riemannovom smislu ili R-integrabilna
na A ako je

Z.(f,A) =T*(f, A). (6.16)

Tada broj / f=Z.f,A) =I"(f, A) nazivamo integral ili R-integral funk-
A
cije f na skupu A.

Karakterizacija Riemann integrabilnosti funkcije f dana je u slijede¢im
teoremima.

Teorem 6.3 (Riemanov uvjet). Neka je A C R™ ogranicen skup i sadrzan
u nekom kvadru K. Neka je f : A — R ogranicena na A i prosirena nulom
na K. Funkcija f je integrabilna na A ako i samo ako za svaki € > 0 postoji
subdivizija P. € S(K) takva da je S(f, P-) — s(f, P.) <e.

Dokaz: Neka je f integrabilna na K i neka je [ = fK f. Tada za svaki
e > 0 postoje subdivizije P!, P! € S(K) takve da vrijedi S(f, P!) < I+ 5 i
s(f,P!) > I — 5. Sada za subdiviziju P. € S(K) koja P. = P/ U P! vrijedi
I—5 <s(f,P) <s(f,P.) <S(f,P.) <S(f,P!) < I+ 5, aodatle imamo
S(f,P.) —s(f,P.) <e.
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Neka f zadovoljava Riemannov uvjet, tj. Ve > 0, 3P. € S(K) tako
da vrijedi S(f, P:) — s(f,P.) < e. Zbog (6.14) imamo 0 < Z*(f, A) —
Z.(f,A) < S(f,P.) — s(f,P.) < e. Posto prethodna nejednakost 0 <
T(f, A)—Z.(f, A) < e vrijedi za sve € > 0 to je Z*(f, A) = Z.(f, A), odnosno
f je integrabilna na K. N

Zadatak 6.1. Neka je f : [a,b] — R monotona funkcija na [a,b] C R.
Dokazite da je ona R-integrabilna na [a, b].

Rje3enje: Pretpostavimo da je f rastuca na [a,b]. Ako je f(a) = f(b)
onda je f konstantna funkcija na [a,b] pa je integrabilna. Stoga pretpos-
tavimo da je f(b) — f(a) > 0. Neka je € > 0 bilo koji i n € N takav
da vrijedi ne > (f(b) — f(a))(b — a). Uzmimo ekvidistantnu subdiviziju
xp, =a+kh, (k=0,1,...,n), h = (b—a)/n. Za svaki [«, 5] C [a,b] vri-
jedi inf 5 f = f(a) isupy, g f = f(B). Stoga su pripadne Darbouxove
sume oblika s = Y., f(z—1)h 1 S = Yo, f(xr)h. Vrijedi S — s =
> 1 (f(@e) = fwr-1))h = h(f(0) = f(a)) = (f(b) — f(a))(b—a)/n < e.
Po teoremu 6.3 f je R-integrabilna. N

Teorem 6.4 (Darboux). Neka je A C R" ogranicen skup sadrzan u kvadru
K. Neka je f : A — R ogranicena na A i prosirena nulom na K. Funkcija
f je integrabilna na A i fA f =1 ako i samo ako vrijedi

Ve > 0,30 > 0,VP € S(K), (d(P) <) = (lo(f,P)— 1| <e), (6.17)
gdje je o(f, P) Riemannova integralna suma definirana u (6.10).

Dokaz: Neka f zadovoljava Darbouxov uvjet. Pokazimo da f zadovoljava
Riemanov uvjet odakle ¢e po teoremu 6.3 slijediti integrabilnost funkcije f.

Neka je zadan € > 0 po volji i neka je § > 0 iz Darbouxovog uvjeta
(6.17) za 5. Napravimo ekvidistantnu subdiviziju P koja zadovoljava uvjet

max{bjp__aj;j € {1,....,n}} <. Neka je N = p; - py---p, 1 izaberimo
tlnizin) ¢ ¢ oo takve da vrijedi Mg, 5, — f(t020)) < m7

1<i;<p;,(j=1,...,n). Tada je

S(f,P)—o(f,P) < Z e Z(lezgzn — fEE (K, ) <

i1=1 in=1

DO ™

Odatle je [S(f, P) — I| < |S(f.P) = o(f.P)| +|o(f.P) —I| < 5+5 =e¢.
Sada T*(f,4) < S(f. P) < I +¢ daje T*(f, A) < I.
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Analogno se pokaze da postoji subdivizija P’ € S(K) tako da vrijedi
|s(f,P") — I| < e, a odatle slijedi I < Z.(f, A). Zajedno s prethodnom
nejednakosti dobijemo I < Z,(f, A) <Z*(f,A) < 1,i.e. f je integrabilna na
A.

Obratno, neka je f integrabilna funkcija na A, sup, |f| = M i neka je

I = /f Tada po teoremu 6.3 za svaki € > 0 postoji subdivizija Py € S(K)
A
tako da vrijedi

]—§<S<f,PO>§ < (f7P0)<[+§

Neka je r = p1 + - -+ + p, — n broj unutrasnjih tocaka subdivizije Py i 6 =
1
(7)™
Neka je subdivizija P bilo koja za koju vrijedi d(P) < §. Napravimo
novu subdiviziju P’ = P U By, tj. dodajmo subdiviziji P r novih tocaka iz
Py. Tada iz leme 6.1 vrijedi

sto daje
S(f,P) < S(f, P') + 2Mrd(P)" < S(f, P) + 2Mrd(P)" <

< T4 S 4 2Mrd(P)" ST+ 2 +2Mrd" = [+ -+ > = +e.

2 2
Analogno,
s(f, P) < s(f, P') < s(f, P) + 2Mrd(P)"
daje
(f P) > s(f, P’)—2Mrd( )" > (f, P)—2Mrd(P)
€
= n~s g7 _Z _ n_J7_Z _Z _J_¢
> 1= —2Mrd(P)" 21— —2Mrd" =1 -~ — =1 —¢
Sada pomoc¢u nejednakosti (6.12) imamo [ — e < s(f,P) < o(f,P) <
S(f,P) < I+e¢, odnosno |o(f, P)—I| <e. 0

Napomena 6.1. Primijetimo da Darbouxov uvjet (6.17) znaci

/f_ lim o(f,P).

d(P)—0

Teorem 6.5. Neka je K C R™ kvadar i neka je f : K — R neprekidna na
K. Tada je funkcija f integrabilna na K.
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Dokaz: Prema teoremu 4.4 i primjeru 4.5 za svaki € > 0 postoji § > 0 takav
da za sve x,y € K vrijedi (||lz —y|| < d) = |f(z) — f(y)] < (- Uzmimo
sada ekvidistantnu subdiviziju P € S(K) takvu da je d(P) < \/iﬁ. Tada za
bilo koje z,y € Kiyiy. i, 1 <i; <pj, (j =1,...,n), vrijedi ||z—y|| < 6, stoga
vrijedi |f(z) — f(y)| < ﬁ Posto po teoremu 4.7 neprekidna funkcija na
svakom kompaktu K ;,. ; poprima vrijednosti my,,. i 1 M. ., to vrijedi

Miiy iy — Miyig.in < ﬁ Odatle imamo

S(f,P)=s(f,P) <D - > (Misiy iy = Migig i W (Kigiy i) <

i1=1 in=1

< ﬁ Z o Z V(Kiig..in) = €.

i1=1 in=1

Sada po teoremu 6.3 slijedi integrabilnost funkcije f na K. N

6.3 Volumen skupa i skupovi mjere nula

Definicija 6.4. Neka je A C R" ogranicen skup i neka je x : R* — {0, 1}
njegova karakteristicna funkcija definirana s x(z) = 1zax € Ai x(z) =0
za x € R"\ A. Kazemo da A ima volumen ako je x R-integrabilna funkcija.

Broj
[x=v

A
nazivamo volumen skupa A.

Teorem 6.6. Ogranicen skup A C R™ ima volumen v(A) = 0 ako i samo
ako za svaki e > 0 postoji konacna familija kvadara {K, ..., K,,} takva da
j@ A - U?il K; i 2211 V(Kz) < E.

Dokaz: Neka je v(A) = 0 i neka je e > 0 bilo koji. Neka je K zatvoreni
kvadar takav da je A C K i ya karakteristicna funkcija skupa A. Kako je
fA x = 0 to postoji subdivizija P od K na manje kvadre K ..., K,, takve
da je pripadna gornja Darbouxova suma S(y, P) = > " v(K;) < e. Ako iz
odbacimo one K; za koje je K; N A = ) dobijemo trazenu familiju.
Pretpostavimo da za svaki ¢ > 0 postoji familija kvadara {K;, ..., K}
takva da je A C U“, K; i Y ., v(K;) < e. Bez smanjenja opcenitosti
mozemo uzeti da su disjunktni ili se samo dodiruju stranicama (vidi napo-
menu 6.2). Neka je K zatvoren kvadar takav da je A C ", K; C K.
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Produzimo li stranice kvadra K; (i = 1,...,m) do stranica od K dobivamo
podjelu od K koja je zadana subdivizijom P takvom da su pripadajuéi kvadri
K ]’ ili sadrzani u nekom Kj ili se eventualno samo dodiruju s nekim K;. Tada
je gornja Darbouxova suma S(xa, P) < >.7" v(K;) < . Zbog toga §to je
e > 0 po volji imamo I*(x4,A) < 0. Zbog pozitivnosti funkcije x4 imamo
0 < IL(xa,A) < I*(xa,A) <0, odnosno slijedi integrabilnost funkcije x na

A

Napomena 6.2. U prethodnom teoremu 6.4 pra-
vokutnici (kvadri u visedimenzija) se mogu prek-

lapati, tj. nisu nuzno disjunktni. Bez smanje-
nja opcenitosti mozemo uzeti da su disjunktni ili
se samo dodiruju stranicama, jer ih u suprotnom

mozemo podijelit na manje dijelove kao na slici

desno.

Definicija 6.5. Kazemo da skup A C R” (ne nuzno omeden) ima mjeru
nula ili da je zanemariv ako za svaki ¢ > 0 postoji konacna ili prebro-
jiva familija otvorenih kvadara {S;i € J} takva da je A C (J,c, Sk i

Zkej V(Sk) < E.

Zadatak 6.2. Pokazite da svaki podskup od R oblika R, = R¥"! x {¢;} x
R (k=1,...,n), gdje je ¢, € R, ima mjeru 0.

Rjesenjge: Neka je € > 0 zadan po volji. Definirajmo skupove

3

Si = <—i,i>k_1 X <Ck — W,Ck + W> X <—Z,Z>n_k (Z S N)

Ocito je R, C U2, Si i

ZV<SZ) = Zznflinflwﬁ = Z 22_1 = g <e. 0

=1 =1 =1

Zadatak 6.3. Rub kvadra u R" je skup mjere 0.

Rjesenje: Neka je K = [a1,b1] X [ag,bo] X -+ X [an,b,] C R, gdje su
aj,bj € R, a; <bj, (j =1,...,n). Stranice kvadra su skupovi oblika

Sck = [al, bl] XX [ak_l, bk—l] X {Ck} X [ak+1, bk—H] XX [an, bn], Cx € {ak, bk},
(k=1,...,n). Ocito vrijedi S., C R, za c; € {ax, by}, (k=1,...,n), gdje
su R, iz zadatka 6.2, pa su S, skupovi mjere 0. Oplos§je kvadra je unija
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svih 2n skupova S, , pa i ono ima mjeru 0. ]

Osnovna prednost rada sa skupovima mjere 0 u usporedbi sa skupovima
volumena 0 je dana u slijede¢em teoremu.

Teorem 6.7. Unija prebrojive familije skupova mjere O je skup mgere 0.

Dokaz: Neka je {A;; 5 € J} familija skupova mjere 0, gdje je indeksni skup
J C N konacan ili jednak N. Neka je zadan € > 0 po volji i neka su brojevi
€j = 571 J € J. Za bilo koji j € J postoji familija kvadara {Kj;;i € Z;}
takva da je indeksni skup Z; C N konacan ili jednak N, A; C Uiezj Kj i
> ier, V(Ki) < ;. Sada za familiju kvadara {Kj;;i € Z;,j € J} vrijedi

UAJQUUKJZ i ZZV(KJZ)SZ€]§3<57

jed JET i€T; jET i€, jeg

dakle, (J;c 7 4; je skup mjere 0. 0

Primjer 6.1. Skup A = QN [0,1] C R ima mjeru 0, ali nema volumen, tj.
funkcija x4 nije R-integrabilna.

Rjesenje: Skup A je prebrojiva unija jednoclanih skupova pa je po teoremu
6.7 mjere 0.

Funkcija y 4 nije integrabilna zato sto u svakom podsegmentu od segmenta
K C [0,1] imairacionalnih i iracionalnih brojeva. To daje myg = infy x4 = 0
i Mg =supg xa =0, aondais(xa, P)=01S5(xa, P) =1 za svaku subdi-
viziju P od [0,1]. Odatle imamo I.(xa, A) # I*(xa,A), tj. xa nije integra-
bilna. 0

Teorem 6.8 (Lebesgue!). Neka je A C R™ ogranicen skup, neka je f: A —
R ogranicena na A i prosirena nulom na R™. Funkcija f je integrabilna na
A ako 1 samo ako skup svih tocaka prekida prosirene funkcije f ima mjeru 0.

**¥Dokaz**: Neka je D C A skup tocaka prekida funkcije f mjere 0, neka je
|f(x)] < M zasve x € Ainekaje K kvadar takav da je A C K. Pokazimo da
vrijedi Riemannov uvjet: za bilo koji € > 0 postoji subdivizija P od K takva
da za pripadne Darbouxove sume s(f, P) i S(f, P) odredene subdivizijom P
vrijedi S(f, P) — s(f, P) < e.

'Henri Lebesgue (Beauvais, 28. lipanj 1875. - Paris, 26. srpanj 1941.) francuski
matematicar
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Oznacimo o = 5. Tada zbog Do C D (zadatak 4.2) imamo v(D,) =

0. Postoji kona¢no otvorenih kugli G; (i = 1,...,p) takvih da je D, C

P Gi=Us i) 7 v(G;) < 157- Naime, zbog toga sto je v(D,) = 0 postoji
prebrojiva familija kugli sa prethodnim svojstvom, a zbog kompaktnosti D,,
moguce je na¢i kona¢nu podfamiliju sa istim svojstvom.

Skup S = K\ U, = KNUY je kompaktan (zatvoren i omeden) i S € DY.

Za svaki x € DY postoji 0, > 0 takav da Vu,v € K(z9,d,) vrijedi nejed-
nakost (|f(u) — f(v)] < a). Sada prema zadatku 4.5 postoji dg > 0 takav da
Vu,v € S vrijedi [|[u —v|| < dg = |f(u) — f(v)] < a.

Skupovi S i D, su kompaktni i disjunktni, pa po zadatku 4.6 postoji
v > 0 takav da za Vo € S i Vy € D, vrijedi ||z — y|| > 7.

Nadimo subdiviziju P. od K tako da je S(f, P.) — s(f, P.) < e. Uzmimo
ekvidistantnu subdiviziju P. tako da je d(P.) < mm;{/i»f 2 neka su K; € K
(7 = 1,...,7) svi kvadri odredeni subdivizijom P.. Neka je Zg C {1,...,7}
takav da je K;N D, =0zajeZgiZp={1,...,7}\Zs.

Za j € Ip vrijedi K; C U, jer kvadar sa stramcama manjim od f sadrzi
tocke ¢ija udaljenost je manja od v, a udaljenost tocaka iz S'i D, je veca ili
jednaka ~.

Za j € Ig i K; C S imamo da z,y € K, daje ||z — y|| < 6, odakle slijedi
1F@) = Fw)l < o

Postoji jos najvise kona¢no ji,...,5 € Zg takvih da je K;; N U, # 0
(i=1,...,1). Posto je svaki takav K, kompaktan to postoji ¢; > 0 takav da
za svaki z,y € K vrijedi (|lx —y|| < ;) = (|| f(z) — f(y)] < a).

Uzmimo d = mindg, 01, ...,0; i na¢inimo P!, profinjenje od P., tako da je
d(P!) < \f inekasu K} C K ( j=1,...,r")svi kvadrl odredeni subdivizijom
P!. Neka je It C {1,...,7"} takav da za i € T postoji j € Tg tako da je

K/ CK;iZh=A{1,...,7"}\ Zs.
Za j € Igje Mj —m; < o, azaje€ Ly imamo M; —m; < 2M. Sada za
Darbouxove sume s(f, P!) i S(f, P) odredene subdivizijom P! imamo

T

S(f, P = s(f, P) => (M —m;)v(K;) =

= Z(MJ —m;)v(K;) + Z(Mg —m)v(K;) <
<Zay +ZQMV _QV(K) (K)+2Mm_€

Jj€Lg J€Ip

Za dokaz obratne tvrdnje, pokazimo da v(D) > 0 povla¢i da f nije Ri-
emann integrabilna na K.
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Zbog zadatka 4.2 postoji a > 0 takav da je v(D,) > 0. Dakle, postoji
e > 0 takav da svaka familija otvorenih skupova ¢ija unija sadrzi D, ima
sumu volumena kugli > . Za svaku subdiviziju P od K, gdje su K; C K
(j = 1,...,r) svi kvadri odredeni subdivizijom P, iZp C {1,...,r} takav
dajeint (K;)N Dy #WzajeIpils={1,...,r}\Zs, imamo

T

S(f,P) = s(f,P) =) (M; —my(K;) =

J=1

= > (M —my)(EKG) + Y (M —my)w(E;) > > (M; —my)v(K;).
J€Ls J€Ip J€Ip
Familija {int (K});j € Zp} ima svojstvo da je skup Dy \ (U,ez, int (K;))
podskup konacne unije stranica kvadara, pa je to skup mjere 0 u R™ (vidi
zadatak 6.3). Dakle, UJGID int (K;) je pokriva¢ skupa mjere > 0, pa pos-
toji € > 0 takav da je >, v(Kj;) > e. Takoder, na K; (j € Zp) vrijedi
M; —m; > « iz cega slijedi S(f, P) — s(f, P) > ae > 0. Odatle vidimo da
Riemannov uvjet nije ispunjen, pa f nije integrabilna na A. Dakle, ako je f
integrabilna onda je v(D) = 0. 0

Korolar 6.1. Skup A C R" ima volumen ako i samo ako njegov rub 0A ima
mjery 0.

Dokaz: Skup A = 0AUint A, a funkcija x4 : R” — {0, 1} je neprekidna na
IntAUAY skup tocaka prekida je dA. Tvrdnja sada slijedi iz teorema 6.8.
O

Teorem 6.9. Neka je A C R"™ ogranicen skup i neka je funkcija f: A — R
integrabilna na A.

(i) Ako je A skup mjere 0, onda je /f =0.
A

(i1)) Ako je f > 0 na A i /f = 0, onda skup {x € A; f(z) # 0} ima
A

mjery 0.

**Dokaz**: (i) Skup mjere 0 ne moze sadrzavati kvadar volumena > 0.
Stoga za bilo koju subdiviziju P kvadra K D A vrijedi s(f, P) = > "% miv(K;) <
MY P mu(K;), gdje je M = supy f, m; = infg, f1m; = infg, xa (0 =
1,...,p).
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Ako je K; € A onda jem; =0, a ako je K; C A onda je v(K;) = 0. Dakle

P miv(K;) = 0 paje s(f,P) < 0. Zamjenom f s —f u prethodnom

dokazu dobijemo s(—f, P) < 0. Buduéi da je S(f, P) = —s(—f, P) imamo

s(f, P) > 0. Dakle, vrijedi I.(f, A) <0 < I*(f, A). Posto je f integrabilna,
mora biti L.(f, A) = I*(f, A) = 0.

(i) Za m € N po volji oznacimo skup A,, = {z € A;f(z) > L} i
pokazimo da je v(A,,) = 0. Za e > 0 po volji uzmimo kvadar K takav
da je A C K i pro§irimo f s nulom na K. Neka je P subdivizija od K
takva da vrijedi S(f,P) < £ (takva postoji jer je [, f = 0). Neka su
{Ki,..., K,} kvadri odredeni subdivizijom P takvi da je A,, N K; # (0 (i =
1,...,p). Tada zbog mM; > 1, gdje je M; = supg, f, imamo ) 7 v(K;) <

P mMy(K;) = mS(f,P) < e. Dakle familija {K1, ..., K,} pokriva skup
An 1Y P v(K;) < e, paje A, skup volumena 0. Buduéi da je skup
{x e A; f(z) # 0} = _, A tvrdnja slijedi iz teorema 6.7. 0

Zadatak 6.4. Pokazite da je funkcija f : [—1,1] — R definirana s f(z) =z
zax € [—1,0]1 f(x) =3z + 8 za x € (0, 1] integrabilna na [—1,1].

Rje3enje: Skup prekida funkcije f je {0} C R, pa ima mjeru 0. Po Lebe-
sgueovom teoremu 6.8 slijedi integrabilnost od f na [—1,1]. 0

Zadatak 6.5. Pokazite da je funkcija f : R — R definirana s f(z) = sin(1)
za x # 01 f(0) = 0 integrabilna na [—1, 1].

Rje3enje: Skup prekida funkcije f je {0} C R, pa ima mjeru 0. Po Lebe-
sgueovom teoremu 6.8 slijedi integrabilnost od f na [—1,1]. 0

Zadatak 6.6. Pokazite da je funkcija f : R? — R definirana s f(z,y) =
% + sin(%}) zay # 01 f(z,y) = 2% za y = 0 integrabilna na K(0,1) C R

Rje3enje: Funkcija f je omedena i ima prekide samo na praveu {(z,y) €
R?y = 0} koji je mjere 0 u R2. Po Lebesgueovom teoremu 6.8 slijedi inte-
grabilnost od f na K(0,1). 0
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pokrivaé
otvoren, 49
podpokrivac, 49
polje, 4
C, 15
R, 7
uredeno, 9
prostor
Banachov, 47
Hilbertov, 47
metricki, 35
potpun metricki, 46
topoloski, 38
put, 58

R,
red

Taylorov, 76
Riemann, 85

Rolle, 71

S7
Schwarz, 73
skalarni produkt, 17
skup
gust, 13
gust u sebi, 5
kompaktan, 48
mjere nula, 93
neprebrojiv, 21
ogranicen, 37
omeden, 37
otvoren, 37
povezan, 58
prebrojiv, 20

putevima povezan, 58

zanemariv, 93
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zatvoren, 39
sljedbenik, 1
staza, 58
subdivizija, 87
ekvidistantna, 87
suma
Darbouxova, 85
integralna, 85
supremum, 11

T,
Taylor, 76
topologija, 38

U,
uredaj, 2
linearan, 4

V.,
volumen skupa, 92

W,
Weierstrass, 6

zatvarac skupa, 41
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