UVOD U ARITMETIKU ELIPTICKIH KRIVULJA

Opca Weiestrassova jednadzba

Kubika nad poljem k u projektivnim koordinatama u Weiestrassovoj formi dana je sa
Y2Z + a1 XYZ +a3YZ? =X+ ayX*Z + ay X Z* + ag Z° (1)

gdjesuay, ..., aq iz polja k. Ako Zelimo odrediti nove tocke na krivulji, u jednadzbu (1) stavimo
Z = 01 dobivamo X = 0, a odatle Y # 0. Stoga mozemo staviti ¥ = 1 i dobivamo tocku
0(0,1,0). To je beskonacno daleka tocka. Mozemo zamisljati da beskona¢no daleki pravac
Z = 0 sijece krivulju u jednoj tocki, tj. O. Taj pravac je tangenta, a O je trostruka tocka, tj.
tocka infleksije ili fleks. Primjenom supstitucije

X Y
xr = — = —
2= 7
dobivamo pripadnu afinu jednadzbu
Y2+ arzy + asy = 2 + asx® 4+ agx + ag (2)

Prednost ove forme je jednostavniji zapis.

Primjer 1 Afina jednadzba y* = 23 + 1 uz zamjenu x = %, Yy = % prelazi u pripadnu projek-
tivnu jednadzbu ZY? = X3 4 Z3.

¢
o o . . . . . 3 3 3 . . .. X 31/'
Primjer 2 Pogledajmo projektivnu jednadzbu X° + Y>> = Z°. Uvedimo supstituciju — =
Y -9
7= y—7 Rjesavanjem toga sustava dobivamo
)
. 3X 9z
Tty VT 7oy
Uz to polazna jednadzba postaje afina jednadzba y* — 9y = x> — 27.
¢

Postavljanjem uvjeta na karakteristiku polja & jednadzbu (2) mozemo transformirati u jednos-
tavniji oblik. Neka je char k # 2. Sada je

2
2 — 1 _l 2 _ 3 2
y:+ ary +asy = y+2(a1x+a3) 4(a1x+a3) =2 + asx” + asx + ag,

1 2 1
(y + 5((11:15 + ag)) = Z(alx + asg)? + 2° + a2 + aux + ag.



Sada uvedimo zamjenu 3y =y + 3 (a1z + as).

Dobivamo
in = i(a%xQ + 2a1a37 + a3) + 27 + axx® + aux + ag,
Y = 42° + (a] + 4as)z® + 2(araz + 2a4)z + a3 + 4ag.
Oznacimo

by = a4+ 4ay

bs = 2a4+ aias

be = ag + 4ag.
Dobivamo jednadzbu

y? = 42 + by + 20,2 + b,

—3b
¢ 36 2, Yy = 12(;_8 Dobivamo

3 2
Yy )2 I—3b2 x_3b2 l'—3b2
) =4 b 2 bg.
(108 < 36 LT e T

Potenciranjem i mnozenjem zajednickim nazivnikom dobivamo

Naka je sada char k # 3. U (3) napravimo zamjenu x =

y* = 2+ (648bs — 27b3)x + 11664bs — 1944byb, + 54b3,
y* = 2® — 27(b3 — 24by)x — 54(—b3 + 36byby — 216bg).
Oznacimo
cy = by —24b,
ce = —b3+ 36byby — 216bs.
Rezultat je jos jednostavnija jednadzba

y? = 2% — 27c,x — 5dcg.

Primjer 3 Afinu jednadzbu y* — 9y = x3 — 27 iz primjera 2 transformiragmo u oblik (4).

by = aj+4a;=0+0=0,

by = 2a4+a1a53=04+0=0,

be = aj+4dag=(—9)*+4(-27) = —27,
cy = b2—24by =0

ce = —b3+ 36byby —216bs = 0+ 0 — 216(—27) = 5832.
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(4)



Slijedi

v = a® — 2Tcyx — Bdeg

= 23— 54-5832
= 23— 314928
= 2% — 9437,

. _ 2 2 2
Oznacimo bg = ajas + 4asas — ajazaqs + aza; — aj.

Definicija 1 Diskrininanta A krivulje (2) dana je formulom

A = —b2bg — 8b3 — 27b2 + 9babybs.

Lako se provjeri da je 1728A = ¢} — ¢2. Zanima nas §to se dogada sa singularnoscéu krivulje,

ako ju promotrimo nad @Q, modulo neki prost broj p. U tu svrhu cilj nam je dokazati sljedeci

teorem:
Teorem 1 Kubika (2) je singularna ako i samo ako je A = 0.

U svrhu dokaza teorema 1, promotrimo neka svojstva diskriminante polinoma tre¢eg stupnja.
Neka je

flz) = 2% —ax®+B8r—~v
= (x—r))(z—r9)(x —13)
normirani polinom tre¢eg stupnja s korijenima 71, 79, 73 nad poljem k. Ovdje su
a=ry+ry+r3, B=rira+rir3+rors, Y =rirars.

[zracunajmo Vandermondeovu determinantu V' (rq,r9, 73). Vrijedi

1 1 1
det | ™1 T2 T3 = (rg —r1)(rs — r2)(r1 — r2) (5)
r? orior3
Sada je
1 1 1 L or r? 3 o o
rL T T3 1 ry 12 = o0 oy 03 (6)
r? ri r? 1 rs 12 0y 03 Oy

gdjeje oy =7ri +ri+ri i =1,2,3,4.
Diskriminanta d polinoma f(x) jednaka je d = (r; — r9)(r1 — 73)*(ro — r3)%. Sada mozemo

dokazati sljedece:



3 g1 09
Propozicija 1 Diskriminanta d polinoma f(x) jednaka je d =det | o1 oo o3 |,

O9 O3 04
gdje je
o1 = Q,
oy = o —2p0,
o3 = o —3af+ 3y,
or = o' —4a’6+28% + dar.
Dokaz:

Dokaz direktno slijedi iz formula (5) i (6) i prethodne definicije.

O

Primjer 4 Neka je f(x) = 23— 62+ 112 —6. Prethodnim algoritmom odredimo diskriminantu
polinoma f(x).

Uoc¢imo da su korijeni polinoma f(z) jednaki r = 1,79 = 2,r3 = 3. Tada je

flz) = (z—1)(z-2)(z-3),
o = T1+T2+T3=1+2+3:6,
ﬁ = 7”17"2+T17’3+T2T3:1'2+1'3+2'3:11,
v = rror3=1-2-3=6.
Stoga je
o1 = a=06,
oy = o =20 =14,
o3 = o —3af+ 3y =36,
or = o' —4a’6+28% 4+ day = 98.
Konac¢no
3 01 09 3 6 14
d=det| o1 09 o3 | =det 6 14 36 | =4.
09 O3 04 14 36 98

¢

Diskriminanta polinoma g(x) = x®+ pr + ¢ jednaka je d = —4p® —27¢*. (To slijedi iz prethodne
propozicije za a = 0,5 = p,y = —q). Iz prethodnog razmatranja takoder zaklju¢ujemo da je
diskriminanta kubi¢nog polinoma jednaka nuli ako i samo ako taj polinom ima barem dva jed-
naka korijena. Vaznost diskriminante u ispitivanju singularnosti kubike sadrzana je u sljedecoj

propoziciji:



Propozicija 2 Neka je k polje, chark # 2, C € k, C # 0. Krivulja
y? = C(2® — aa® + fr — )

je mesingularna ako i samo ako polinom f(z) = C(x3 — ax® + Bz — v) ima razli¢ite korijene u
k.

U svrhu dokaza navedimo poznatu ¢injenicu:

Neka je F' krivulja nad poljem k. Ako tocka (Xo, Yy, Zo) lezi na krivulji, onda je ona nesingularna
tocka ako i samo ako je barem jedna od parcijalnih dreivacija g—f;, g—f,, g—g u tocki (Xo, Yo, Zo)
razlicita od 0.

Dokaz:

Pokazali smo da singularnosti ne moze biti u beskonacnoj tocki i na beskonacnom pravcu.
Takoder znamo, ako je F(X,Y,Z) = 0 jednadzba krivulje u projektivnoj ravnini, pripadna
jednadzba u afinoj ravnini je f(z,y) = 0, gdje je f(x,y) = F(x,y,1). Stoga je prirodno
promotriti tocku (zg,yo,1). Stavimo F(X,Y,Z) = ZY? — O(X?® — aZX? + BZ*X — v73).

Krivulja je singularna ako na njoj postoji tocka P = (z, o, 1) takva da je zadovoljeno

OF

a_X(P):O = 3;63—20[%04‘5:0, (7)
oF

p=0 & 2m=0 )
OF 9 9

8_Z(P) =0 < y=C(—axg + 207 — 37). (9)

Odatle slijedi 0 = yg = f(z9) = f'(zo). Primjenom (9) dobivamo
0=3f(v0) — xof (v0) = 3C(z* - ax®+ Bz — ) — Cao(325 — 20z + )
= 3Cz) — 3Cax} + 3CBxg — 3Cy — 3Cxy + 2Caxi — Cxof
= —Caxj+2Cx8 — 3Cy
= C(—axj + 2700 — 37)

Zakljucujemo da trec¢a jednadzba ne daje nista novo, pa je ona na neki nacin visak. Stoga je
jedini kandidat za singularnu tocku nad k tocka (xg,0,1), gdje je zo korijen of f. Ta tocka je
singularna ako i samo ako je x( visSestruki korijen od f.

O

Propozicija 3 Neka je char k # 2, dy, diskriminanta polinoma s desne strane u (3), d. diskrim-
inanta polinoma s desne strane u (4). Tada je

dc _ 212312db7
A = 244,



Dokaz: Pogledajmo najprije za char k # 3. Vazno je uociti da ako u kubi¢nom polinomu
r zamijenimo s rok onda je diskriminanta novoga polinoma jednaka C® puta diskriminanta

polaznoga polinoma (to je zato jer se svaki korijen mnozi sa C). Takvu zamjenu koristili smo
tijekom transformacije (3) u (4) uz C' = 36 = 2%232. To sada daje

d, = C%d, = 2"34,
a to je upravo ono Sto trebamo. Sada je
de = —4(—27cy)® —27(54c6)* = (c] — c3)2%3 = 1728 22 3%A, tj.
212312, = 17282239 A = 263%223°A, tj.
A = 2%,

Dokazimo sada tvrdnje za slucaj char k = 3. d. = —4(—27¢4)? — 27(54cs)? = 0 (jer je 3 nula u
karakteristici 3), pa vrijedi prva tvrdnja. Diskriminanta d; jednaka je diskriminanti polinoma
y* = C(a® — az? + fr — 7) iz propozicije 2, za

by b,
C=1, « 4,6 5 7

Sada iskoristimo propoziciju 1 koja nam daje

3 01 09
d:det 01 09 O3
02 03 04
gdje je
o1 = q,
- 2 2
Oy = « —267—0[ +5
o3 = a®—3af+3y=a’
oy = ot —40%8+426% +day = a* — 2B — 3% + oy,
uz

a=—by, = —by, 7= —bs.

Racunanjem determinante gornje matrice (uz uvjet 3 = 0) dobivamo
dy = 20,0903 — Ug’ — 0%04 = —0,0903 — ag’ - 0304, tj.
dy = —B°—a?B*—a’y =0b]+b3bi — bibs.
Racunom se lako provjeri da je 4bg = bybg — b2 u bilo kojoj karakteristici. Sada je po definiciji
A = —bibg — 8b3 — 27b; + 9bybybg.
= —bibg + by = —b3(babg — b7) + b} = —b3bs + byb] + b

jer je 4bg = bg u karakteristici 3. Sada je direktno zadovoljeno A = 2%dj, jer je 2* = 16 =
1+ 15 = 1 u karakteristici 3. Time je tvrdnja propozicije u potpunosti dokazana.

6



Dokaz teorema 1:

Neka je chark # 2. Tada je (2) singularna ako i samo ako je (3) singularna, a to je ako i
samo ako desna strana u (3) ima viSestruke korijene (prema propoziciji 2), tj. ako i samo ako
je dp = 0. To prema prethodnoj propoziciji vrijedi ako i samo ako je A = 0.

Neka je sada char k = 2. Tada je

A = —bibg — 8b; — 27b + 9bobybs = bibg + b + babybg

_ 6 5 42 4 2 4 3,3
= a0 + a10304 + ay0203 + A ay + a3 + ajas.

Sada nastupamo analogno kao u dokazu propozicije 2. Iz (1) slijedi F(X,Y,Z) = Y?Z +
XY Z+a3Y7Z? — (X3 + asX?Z + ay X Z? + agZ?). Krivulja je singularna ako na njoj postoji
tocka P = (xg, yo, 1) takva da je zadovoljeno

oF

8_X(P) =0 & ayo+ag+as=0, (10)
oF

a_Y<P) =0 & ajxg+az=0, (11)
oF 9 )

8_Z(P) =0 & y;+axeyo + axy+ ag = 0. (12)

Treba pokazati da je A = 0. Pretpostavimo da je a; = 0. Tada je A = 0 ako i samo ako je
asz = 0, a to je ako i samo ako je zadovoljeno (11). Uocimo da je x¢(10)+yo(11)+krivulja = (12).

Stoga, da bi u ovom sluc¢aju pokazali singularnost, dovoljno je provjeriti ima li sustav
0 = l’g + ay
yg = xg + agmg + asxo + ag.

rjeSenja u k. Ali mi sigurno mozemo izabrati z, € k tako da vrijedi prva jednadzba. Nakon
toga taj zo uvrstimo u drugu jednadzbu i odaberemo y, € k tako da i ona bude istinita. Time
je taj slucaj rijesen.

Pretpostavimo da je sada a; # 0. Sada iz (11) slijedi 2o = a; 'az. To uvrstimo u (10) i dobivamo

Yo = aj a2 + a;'as. Sada to uvrstimo u (2), tj. jednadzbu krivulje i dobivamo

6,4 | 2 2 -3 3 —1 33 1 33, -2 2 1 _ :
(a7 az + ay“a3) + (a7 a3 + ay “azayq) + (ag; a3 + ay -asaq) + ay a3 + ay “aga; + aj asas + ag = 0, tj.

-6 4, -33, —22 2 92 _]
ajy as +ajas +a;“a; + ay “asas + ay asas +ag =0 (13)

Sada je bitno uo¢iti da je upravo (13) jednako a;®A. Stoga je (2o, 30, 1) singularna tocka ako i
samo ako je A = 0. Time smo dokazali tvrdnju teorema.



Primjer 5 [lustrirajmo prethodni teorem na krivuljama iz prethodnih primjera.
Imamo sljedece

By : y*—9y=2a"-27

By : y?=2a%—2'3°

Tada je Ap, = —3% 1 Ap, = 2'23°. Slijédedi prethodni teorem zaklju¢ujemo da je E; singularna
modulo 3, a E5 singularna modulo 2 i modulo 3.



