
algebarski element Neka je F polje i E neko pro²irenje tog polja. Za element α ∈ E kaºemo
da je algebarski nad F ako postoji nenul polinom f ∈ F [X] takav da je f(α) = 0. Pro²irenje polja
E/F je algebarsko ako je svaki element od E algebarski nad F .

algebarski zatvara£ Polje Ω je algebarski zatvara£ potpolja F ako je algebarski zatvoreno (vidi
de�niciju) i algebarsko nad F .

algebarski zatvoreno polje Polje Ω je algebarski zatvoreno ako zadovoljava sljede¢e ekviva-
lentne uvjete:

1) svaki nekonstantan polinom iz Ω[X] se cijepa u Ω[X] (vidi de�niciju),

2) svaki nekonstantni polinom u Ω[X] ima barem jedan korijen u Ω,

3) ireducibilni polinomi u Ω[X] su polinomi stupnja jedan,

4) svako polje kona£nog stupnja nad Ω (vidi de�niciju) je jednako Ω.

Primjer: Polje kompleksnih brojeva C je algebarski zatvoreno, vidi "fundamentalni teorem algebre".

algoritam

za dijeljenje polinoma Algoritmom za djeljenje polinoma nazivamo sljede¢u ´vrdnju: ako
su dani f(X) i g(X) ∈ F [X] t.d g 6= 0, onda postoje q(X), r(X) ∈ F [X] t.d. je stupanj od r manji
od stupnja od q i vrijedi

f = gq + r.

Nadalje, q i r su jedinstveno odredeni sa f i g.

Euklidov Neka su f i g elementi od F (X) i neka je njihov najve¢i zajedni£ki djelitelj polinom
d(X) ∈ F [X]. Euklidov algoritam konstruira polinome a(X) i b(X) takve da

a(X) · f(X) + b(X) · g(X) = d(X), st(a) < st(g) i st(b) < st(f)

koriste¢i algoritam za djeljenje polinoma.

za faktorizaciju polinoma Polinom f ∈ Q[X] moºemo faktorizirati na sljede¢i na£in: prvo
ga mnoºimo sa odgovaraju¢im cijelim brojem c da dobijemo normirani polinom, tj. tako da je cf
oblika

cf(X) = Xm + a1X
m−1 + . . . + am, ai ∈ Z.

Fundamentalni teorem algebre (vidi pod "fundamentalni teorem algebre) kaºe da se cf poptuno
cijepa u C[X]:

cf(X) =
m∏

i=1

(X − αi), αi ∈ C.

Iz jednakosti
0 = f(αi) = αm

i + a1α
m−1
i + . . . + am

slijedi da je |αi| manje od neke ograde koja ovisi samo o stupnju i koe�cijentima polinoma cf . Ako
je sada g(X) normirani faktor od cf(X), onda su njegovi korjeni neki od αi-ova, a koe�cijenti tog
polinoma g su simetri£ni polinomi u njegovim korjenima. Stoga su koe�cijenti od g(X) ograni£eni
s obzirom na stupanj i koe�cijente od cf(X), dakle, za g ima samo kona£no mnogo kombinacija.
Ispitujemo te kombinacije jednu po jednu i dobivamo faktorizaciju. Ovaj postupak moºe se primjeniti
i ako je f(X) ∈ Fp[x] = (Z/pZ)[X].

Artinova propozicija Neka je G kona£na grupa automor�zama polja E i neka je F �ksno
potpolje od G u E, F = EG (vidi de�nicije). Onda je stupanj od E nad F manji ili jednak redu
grupe G, tj. [E : F ] ≤ (G : 1) (vidi de�nicije).
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automor�zam Neka su dana polja E ⊃ F , E′ ⊃ F . F -izomor�zam je izomor�zam ϕ : E −→ E′

takav da ϕ(α) = α za svako α ∈ F . F -izomor�zam sa E −→ E jo² nazivamo i F -automor�zam
od E. F -automor�zmi od E £ine grupu (s obzirom na kompoziciju funkcija kao operaciju) koju
ozna£avamo sa Aut(E/F ).

biracionalanGrupu Aut(C)/C nazivamo grupom biracionalnih automor�zama n-dimenzionalne
Riemannove sfere Pn

C. Ta se grupa jo² zove i Cremona-grupa.

cijepanje Neka je F neko polje. Polinom f se cijepa u F [X] ako je f produkt polinom stupnja
jedan u F [X] (vidi "algebarski zatvoreno polje" za opis polja polinoma u kojima se svaki polinom
iz tog polja cijepa).

ciklotomski polinomi Polinom Xn − 1 ima neke o£ite faktore u Q, naime, polinome oblika
Xd−1 za svako d|n. Iz rastava od Xn−1 sada izbacimo one linearne faktore koji su linearni faktori
od Xd−1 za d|n za sve d < n. Na primjer, za X4−1 imamo rastav X4−1 = (X−1)(X +1)(X2 +1)
i tu izbacujemo faktore (X − 1) (dijeli X − 1, a 1 dijeli 4) i (X + 1) (dijeli X2 − 1, a 2 dijeli 4).
Dobiveni polinom zove se n-ti ciklotomski polinom Φn. U slu£aju X4 − 1 to je o£ito X2 + 1. Stoga
je

Φn(X) =
∏

(X − ζ), produkt po svim primitivnim n-tim korjenima jedinice.

Lako se pokaºe da vrijedi:
Xn − 1 =

∏
d|n

Φd(X).

Na primjer, Φ1(X) = X − 1, Φ2(X) = X + 1, Φ3(X) = X2 −X + 1 itd.

diskriminanta Neka je zadan polinom

f(X) = Xn + a1X
n−1 + . . . + an

i neka f(X) =
∏n

i=1(X − αj) u nekom polju cijepanja od f (vidi de�niciju). De�niramo

∆(f) =
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj), D(f) = ∆(f)2 =
∏

1≤i<j≤n

(αi − αj)2.

Broj D(f) zovemo diskrimanata polinoma f . Primjetimo da je D(f) 6= 0 ako i samo ako f ima samo
proste korjene, tj. ako je f separabilan bez vi²estrukih faktora. Diskriminanata of f moºe se izraziti
kao univerzalni polinom u koe�cijentima od f . Na primjer:

D(aX2 + bX + c) = b2 − 4ac,

D(X3 + bX + c) = −4b3 − 27c2.

�ksno polje Neka je G grupa homomor�zama polja E. De�niramo podskup od E:

EG = Inv(G) = {α ∈ E | σα = α za sve σ ∈ G}.

Taj podskup je potpolje od E koje nazivamo potpoljem G-invarijanata od E ili �ksnim poljem od
G.

Frobeniusov

endomor�zam Neka je polje F karakteristike p (vidi de�niciju). U tom slu£aju vrijedi:

(a + b)p = ap + bp.

Stoga je preslikavanje a 7→ ap homomor�zam F −→ F koji nazivamo Frobeniusov endomor�zam.
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automor�zam Ako je polje F kona£no, onda je Frobeniusov endomor�zam (vidi gore)
izomor�zam kojeg nazivamo Frobeniusov automor�zam.

fundamentalni teorem

algebre Fundamentalni teorem algebre prvi je rigorozno dokazao Gauss oko 1816. Teorem
glasi: polje C kompleksnih brojeva je algebarski zatvoreno (vidi de�niciju), tj. svaki nekonstantni
polinom iz C[X] ima barem jednu nulto£ku u C.

Galoisove teorije Neka je E Galoisovo pro²irenje od F i G = Gal(E/F ) njegova Galoisova
grupa (vidi de�nicije). Preslikavanja H 7→ EH (koje podgrupi H od G pridruºuje njeno �ksno
potpolje u E (vidi de�niciju)) i M 7→ Gal(E/M) (koje potpolju od E pridruºuje njegovu Galoisovu
grupu) su inverzne bijekcije izmedu skupa svih podrgupa od G i skupa svih medupolja od F i E:

{ podgrupe od G } ←→ { medupolja F ⊂M ⊂ E }.

Nadalje,

(a) ta bijekcija okre¢e inkluzije, tj. H1 ⊃ H2 ⇐⇒ EH1 ⊂ EH2 ;

(b) indeksi su jednaki stupnjevima: (H1 : H2) = [EH2 : EH1 ];

(c) σHσ−1 ↔ σM , tj. EσHσ−1
= σ(EH); Gal(E/σM) = σ Gal(E/M) σ−1;

(d) H je normalna u G ⇐⇒ EH je normalno (stoga i Galoisovo) nad F , i u tom slu£aju

Gal(EH/F ) = G/H.

Galoisova grupa Neka je F polje. Kona£no pro²irenje E od F je Galoisovo ako je F �ksno
polje (vidi de�niciju) grupe F -automor�zama od E. Ta grupa se onda zove Galoisova grupa od E
nad F i ozna£ava sa Gal(E/F ). Za pro²irenje E/F ekvivalentno je:

(a) E je polje cijepanja separabilnog polinoma f ∈ F [X];

(b) F = EG za neku kona£nu grupu G automor�zama od E;

(c) E je normalno, separabilno i kona£nog stupnja nad F ;

(d) E je Galoisovo nad F .

polinoma Ako je polinom f ∈ F [X] separabilan (vidi de�niciju), onda je njegovo polje
cijepanja (vidi de�niciju) Ff Galoisovo nad F (vidi gore). U tom slu£aju Galoisovu grupu Gal(Ff/F )
zovemo Galoisova grupa Gf od f .

Galoisovo polje Kona£na polja (vidi de�niciju) su se nekad zvala Galoisova polja.

Galoisov zatvara£ Neka je E Galoisovo pro²irenje od F i neka je G pripadna Galoisova grupa
(vidi de�nicije). Neka je, nadalje, H podgrupa od G i neka je M = EH �ksno polje od H (vidi de�ni-
ciju). Moºe se pokazati da je najve¢a normalna podgrupa sadrºana u H oblika N = ∩σ∈GσHσ−1 i
stoga je EN najmanje normalno pro²irenje (vidi de�niciju) od F koje sadrºi M . Zovemo ga normalni
ili Galoisov zatvara£ od M u E.

Gaussovi brojevi Gaussovim brojevima nazivamo elemente polja

Q(i) = { a + bi ∈ C | a, b ∈ Q }.

Polje Gaussovih brojeva je stupnja dva nad Q (vidi de�niciju) sa bazom {1, i}.

G-modul Neka je G (kona£na) grupa. G-modul je abelova grupa M zajedno sa djelovanjem od
G na M , tj. sa zajedno sa preslikavanjem G×M −→M takvim da
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(a) σ(m + m′) = σ(m) + σ(m′) za sve σ ∈ G, m,m′ ∈M ;

(b) (στ)(m) = σ(τ(m)) za sve σ, τ ∈ G, m ∈M ;

(c) 1Gm = m za sve m ∈M .

Stoga je zadavanje djelovanja od G na M ekvivalentno zadavanju homomor�zma G −→ Aut(M)
(homomor�zma kao homomor�zma grupa).

grupa kohomologije Zbroj i razlika dva ukriºena homomor�zma (vidi de�niciju) je opet ukriºeni
homomor�zam, a zbroj i razlika dvaju glavnih ukriºenih homomor�zama (vidi de�niciju) je opet
glavni ukriºeni homomor�zam. Stoga moºemo govoriti o abelovoj grupi ukriºenih homomor�zama
i abelovoj grupi glavnih ukriºenih homomor�zama, te u skladu s tim de�nirati kvocijentnu abelovu
grupu

H1(G, M) =
{ukriºeni homomor�zmi}

{glavni ukriºeni homomor�zmi}
=

kociklusi
korubovi

.

To je prva grupa kohomologije, a sli£no se de�niraju i n-te grupe kohomologije, Hn(G, M).

homomor�zam

polja Homomor�zam polja α : F −→ F ′ je jednostavno homomor�zam prstenova (vidi dolje)
sa svojstvom da 1F 7→ 1F ′ . Homomor�zam polja je uvijek injektivan jer je jezgra homomor�zma
pravi ideal (vidi de�niciju) u polju F pa stoga mora biti nula.

prstenova Homomor�zam prstenova α : R −→ R′ je preslikavanje sa R u R′ takvo da
vrijedi:

α(a + b) = α(a) + α(b), α(ab) = α(a)α(b), za sve a, b ∈ R.

ideal Ideal I u komutativnom prstenu R je podgrupa abelove grupe (R,+) zatvorena s obzirom
na mnoºenje sa elementima iz R:

r ∈ R, a ∈ I =⇒ ra ∈ I.

Na primjer, u prstenu cijelih brojeva Z svi brojevi djeljivi s nekim zadanim prirodnim brojem
n £ine ideal koji ozna£avamo sa (n). Dalje, trivijalno se provjeri da su jezgra i slika homomor�zma
prstenova (vidi de�niciju) takoder ideali.

integralna domena Komutativan prsten R je integralna domena ako 1R 6= 0 i ako vrijedi zakon
kra¢enja, tj. ako

ab = ac i a 6= 0 =⇒ b = c u R.

Posljednji uvjet ekvivalentan je uvjetu da u R nema djelitelja nule tj. da iz jednakosti ab = 0 za
a, b ∈ R nuºno slijedi a = 0 ili b = 0.

invarijante Vidi pod "�ksno polje".

karakteristika polja Neka je dano polje F . Promatramo homomor�zam prstenova Z −→ F

n 7→ 1F + 1F + . . . + 1F , (n puta 1F )

Jezgra tog homomor�zma je ideal u Z. Razlikujemo dva slu£aja:

(1) ako je jezgra trivijalna, nenul elementi iz Z se preslikaju u invertibilne elemente u polju F koje
onda sadrºi kopiju od Q. U tom slu£aju kaºemo da je F karakterisitke nula.
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(2) ako jezgra nije trivijalna, onda n · 1F = 0 za neko n 6= 0 ∈ Z. Najmanji pozitivan takav n bit
¢e prost broj p takav da p generira jezgru. Stoga preslikavanje n 7→ n · 1F : Z −→ F de�nira
izomor�zam sa Z/pZ u potprsten

{ m · 1F | m ∈ Z }

od F . U tom slu£aju F sadrºi kopiju od Fp = Z/pZ i kaºemo da je F karakteristike p.

kompozit polja Neka su F i F ′ potpolja polja E. Presjek potpolja od E koja sadrºe F i F ′

je najmanje potpolje od E koje sadrºi i F i F ′. Zovemo ga kompozit od F i F ′ u E i ozna£avamo
sa F · F ′. Moºemo ga takoder opisati kao potpolje od E generirano sa F i F ′, ili potpolje od E
generirano nad F ′ sa F :

F (F ′) = F · F ′ = F ′(F ).

komutativan prsten Prsten R je komutativan ako je mnoºenje u tom prstenu komutativno, tj.
ako je

ab = ba za sve a, b ∈ R.

kona£no pro²irenje Kaºemo da je pro²irenje E polja F kona£no ako je njegov stupanj (vidi
de�niciju) nad F , [E : F ], kona£an. Na primjer, polje C je kona£no pro²irenje polja R jer je stupanj
od C nad R jednak dva, [C : R] = 2 (baza {1, i })

konstruktibilan Broj (ili duºina) je konstruktibilan ako se u kona£no mnogo koraka moºe
konstruirati iz jedinice pomo¢u uzastopnih presjeka

- pravaca povu£enih kroz dvije ve¢ konstruirane to£ke

- kruºnica sa centrom u ve¢ konstruiranoj to£ki i radijusa ve¢ konstruirane duºine.

To je ekvivalentno s tim da je taj broj element polja K nad Q koje se dobije iz Q pomo¢u kona£no
mnogo kvadratnih pro²irenja (vidi "konstruktibilni brojevi").

konjugati Neka je E Galoisovo nad F sa Galoisovom grupom G (vidi de�nicije). Elementi
α1 = α, α2, α3, . . . , αm orbite od α s obzirom na djelovanje od G zovu se konjugati od α. Moºe se
pokazati da je minimalni polinom (vidi de�niciju) od α oblika

f(X) =
m∏

i=1

(X − αi).

korijen

vi²estruki Vidi pod "kratnost".

prosti Vidi pod "kratnost".

kratnost Neka je zadano polje F i polinom f ∈ F [X]. Neka je, nadalje,

f(X) = a

r∏
i=1

(X − αi)mi , αi medusobno razli£iti, mi ≥ 1,

r∑
i=1

mi = st(f), a 6= 0

rastav od f u nekom polju cijepanja od f . Kaºemo da je αi korijen kratnosti mi. Ako je mi ≥ 2, αi

se naziva vi²estrukim korijenom od f . Ako mi = 1, kaºemo da je αi prosti korijen od f .
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Kummerova teorija Kummerova teorija koristi se rezultatima klasi�kacije cikli£kih pro²irenja
reda n polja F u slu£aju kada F sadrºi primitivni n-ti korijen jedinice (vidi de�niciju). Uz iste
pretpostavke na F , mogu¢e je pro²iriti te rezultate na klasi�kaciju Galoisovih pro²irenja od F £ija
je Galoisova grupa abelova i eksponenta n (tj. na ona pro²irenja £ija Galoisova grupa je kvocijent
grupe (Z/nZ)r za neko r).

Maple Maple je programski paket koji se koristi za rje²avanje razli£itih matemati£kih problema.

norma i trag Neka je polje E kona£no pro²irenje polja F stupnja n (vidi de�nicije). Element
α iz F de�nira F -linearno preslikavanje

αL : E −→ E, x 7→ αx.

E je vektorski prostor nad F pa za gornje linearno preslikavanje sa E u E moºemo gledati standardni
trag i determinantu. Funkcije traga i norme sada de�niramo kao:

TrE/F (α) = Tr(αL), NmE/F (α) = det(αL).

Iz svojstva traga i norme sada izlazi da je TrE/F homomor�zam (E,+) −→ (F,+), a NmE/F je
homomor�zam (E×, ·) −→ (F×, ·).

Pogledajmo, na primjer, pro²irenje C ⊃ R. Za α = a + bi, matrica od αL u bazi {1, i} je

A =
(

a −b
b a

)
. Stoga je

TrC/R(α) = 2Re(α), NmC/R(α) = |α|2.

normalna baza Neka je E kona£no Galoisovo pro²irenje od F sa Galoisovom grupom G (vidi
de�nicije). Normalna baza za E je F -baza oblika {σα | σ ∈ G}, tj. F -baza koja se sastoji od
konjugata elementa α u E (vidi de�niciju). Moºe se pokazati da svako Galoisovo pro²irenje ima
normalnu bazu.

normalni zatvara£ Vidi Galoisov zatvara£.

op¢i polinom Kada promatamo polinome drugog stupnja,

g(X) = aX2 + bX + c,

znamo da su rje²enja jednadºbe g(X) = 0 dana formulom

−b±
√

b2 − 4ac

2a

gdje a, b, c promatramo kao varijable. Takav rezultat ne moºe se dobiti za polinome bilo kojeg
stupnja. Protuprimjer su tzv. op¢i polinomi.
Neka je F neko polje. Op¢i polinom stupnja n je polinom oblika

f(X) = Xn − t1X
n−1 + · · ·+ (−1)ntn ∈ F [t1, . . . , tn][X]

gdje su t1, . . . , tn varijable. Moºe se pokazati da je Galoisova grupa polinoma f (vidi de�niciju), ako
ga gledamo kao polinom u X sa koe�cijentima u polju F (t1, . . . , tn), grupa permutacija Sn. Iz toga
slijedi da (barem za polja karakterisitke nula) nema formule za rje²enja jednadºbe f(X) = 0 rje²ive
u radikalima (vidi de�niciju) od f ako je f op¢i polinom stupnja ≥ 5.

polinom
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minimalni Neka je E/F pro²irenje polja F i neka je α ∈ E algebarski nad F (vidi de�niciju).
Polinomi g ∈ F [X] takvi da g(α) = 0 £ine ideal u F [X] koji je generiran normiranim polinomom f
najmanjeg stupnja sa svojstvom da f(α) = 0. Polinom f zovemo minimalni polinom od α nad F .
On je ireducibilan jer bi ina£e mogli na¢i dva nenul elementa u E £iji je umnoºak nula. Minimalni
polinom je karakteriziran kao element iz F [X] svakim od sljede¢ih skupova uvjeta:

• f je normiran; f(α) = 0 i f dijeli svaki drugi polinom g iz F [X] sa svojstvom g(α) = 0,

• f je normirani polinom najmanjeg stupnja takav da je f(α) = 0,

• f je normiran, ireducibilan i f(α) = 0.

separabilan Polinom f ∈ F [X] je separabilan ako niti jedan od njegovih ireducibilnih
faktora nema vi²estruke korjene (u bilo kojem polju cijepanja). Moºe se pokazati da je f separabilan
uvijek osim u slu£aju kada je

(a) karakteristika od F p 6= 0 i

(b) barem jedan od ireducibilnih faktora od f polinom u Xp.

polje Polje je skup F sa dvije binarne operacije + i · takve da je:

(a) (F,+) komutativna grupa,

(b) (F×, ·) (gdje F× = F\{0}), takoder komutativna grupa,

(c) vrijedi zakon distributivnosti.

Iz de�nicije slijedi da polje sadrºi barem dva rali£ita elementa, 0 i 1F . Primjeri polja su Q, R, C,
Fp = Z/pZ (gdje je p prost broj).

cijepanja Neka je f polinom s koe�cijentima u polju F i neka je E ⊃ F neko pro²irenje od
F . Kaºemo da polje E cijepa f ako se f cijepa u E[X] tj. ako f(X) =

∏m
i=1(X − αi), αi ∈ E u

E[X]. Ako je, nadalje, E generirano s korjenima od f ,

E = F [α1, . . . , αm],

onda E zovemo polje cijepanja od f . Jasno je da polinomi
∏

fi(X)mi (mi ≥ 1) i
∏

fi(X) imaju
isto polje cijepanja.
Primjer: Neka je f(X) = aX2 + bX + c ∈ Q[X], i neka je α =

√
b2 − 4ac. Potpolje Q[α] od C je

polje cijepanja za f .

potpolje Potpolje S polja F je potprsten zatvoren s obzirom na invertiranje, tj. a ∈ S i a 6=
0 =⇒ a−1 ∈ S. U tom slu£aju S nasljeduje strukturu polja od F . Na primjer, R i Q su potpolja u
C.

generirano podskupom Lagano se pokaºe da je presjek polja sadrºanih u nekom polju
ponovo polje. Neka je E neko polje i S ⊂ E podskup od E. Presjek svih potpolja od E koja sadrºe
S je najmanje potpolje od E koje sadrºi S. Kaºemo da je to potpolje generirano skupom S.
Primjer: Polje Q[π] koje se sastoji od svih kompleksnih brojeva oblika

g(π)
h(π)

, g(X), h(X) ∈ Q[X], h(π) 6= 0,

je potpolje u C generirano skupom Q ∪ π.

potprsten Potprsten S prstena R je podskup zatvoren je s obzirom na zbrajanje, invertiranje s
obzirom na zbrajanje te na mnoºenje. Drugim rije£ima, S je podgrupa od (R,+) i vrijedi

a, b ∈ S =⇒ a · b ∈ S
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za svako a, b ∈ S.

Presjek prstena je ponovno prsten. Kao i kod polja, moºemo uzeti neki podskup prstena
S ⊂ R i promatrati sve potprstenove od R koji sadrºe S. Njihov presjek je najmanji potprsten od
R koji sadrºi S i kaºemo da je to prsten generiran sa S. Ako imamo polje F i pro²irenje tog polja
E, E ⊃ F , te podskup S ⊂ E, moºemo promatrati sve potprstene od E koji sadrºe F i S. njihov
presjek je onda ponovno najmanji potprsten od E koji sadrºi F i S, a ozna£avamo ga sa F [S] i
zovemo potprsten od E generiran sa F i S (ili generiran nad F sa S). Na primjer, C = R[

√
−1].

pravilni n-terokut Pravilni poligon sa n-stranica ili pravilni n-terkout je konstruktibilan (vidi
de�niciju) ako i samo ako n = 2kp1 . . . ps gdje su pi-ovi razli£iti Fermatovi prosti brojevi.

pro²irenje polja Polje E koje sadrºi polje F naziva se pro²irenje polja F . Takvo polje moºe
se na o£it na£in gledati kao vektorsko polje nad F . Sa [E : F ] ozna£avamo dimenziju, kona£nu ili
beskona£nu, od E kao vektorskog prostora nad F . Broj [E : F ] zovemo stupanj od E nad F . Imamo
razli£ite vrste pro²irenja:

abelovo Kona£no pro²irenje E ⊃ F zove se abelovo pro²irenje ako je E Galoisovo pro²irenje
£ija je Galoisova grupa (vidi de�nicije) abelova.

cikli£ko Kona£no pro²irenje E ⊃ F zove se cikli£ko pro²irenje ako je E Galoisovo pro²irenje
£ija je Galoisova grupa (vidi de�nicije) cikli£ka.

Galoisovo Vidi pod Galoisova grupa.

normalno Algebarsko pro²irenje E/F je normalno ako se minimalni polinom svakog elementa
iz E cijepa u E[X] (vidi de�niciju). Dakle, algebarsko pro²irenje je normalno ako se svaki irreducibilni
polinom f ∈ F [X] koji ima korijen u E cijepa u E.

prosto (jednostavno) Pro²irenje E od F je prosto (jednostavno) ako je E = F (α) za neko
α ∈ E (F (α) je, po de�niciji, najmanje polje koje sadrºi polje F i element α; kaºemo da je to polje
generirano sa F i α).

rje²ivo Kona£no pro²irenje E ⊃ F zove se rje²ivo pro²irenje ako je E Galoisovo pro²irenje
£ija je Galoisova grupa (vidi de�nicije) rje²iva.

separabilno Algebarsko pro²irenje E/F je separabilno ako je minimalni polinom svakog
elementa iz E separabilan (vidi de�niciju). U suprotnom, pro²irenje zovemo neseparabilnim.

primitivni element Kona£no pro²irenje E/F je prosto (jednostavno) ako postoji element α ∈ E
takav da je E = F [α] (vidi de�niciju). Takav α nazivamo primitivnim elementom. Poznato je da
sva separabilna pro²irenja (vidi de�niciju) imaju primitivni element. �ak i vi²e, vrijedi
Teorem Neka je E = F [α1, . . . , αr] kona£no pro²irenje od F i pretpostavimo da su α2, . . . , αr sepa-
rabilni nad F (ali ne nuºno i α1). Onda postoji γ ∈ E takav da E = F [γ].

primitivni korijen jedinice Primitivni n-ti korijen jedinice u polju F je element reda n u F .
Takav element moºe postojati jedino ako je F karakteristike nula ili karakteristike p gdje p ne dijeli
n.

prsten Prsten je skup R sa dvije binarne operacije + i · takve da

(a) (R,+) je komutativna grupa;

(b) · je asocijativna operacija;

(c) vrijedi zakon distributivnosti: za sve a, b, c ∈ R je

(a + b) · c = a · c + b · c
a · (b + c) = a · b + a · c.

8



Ponekad se traºi i uvjet postojanja jedinice tj. elementa 1R ∈ R sa svojstvom da a · 1R = 1R · a = a
za sve a ∈ R. Prsteni sa takvim elementom nazivaju se onda prsteni sa jedinicom.

polinoma Prsten polinoma F [X] je komutativan prsten £iji su elementi polinomi s koe�ci-
jentima u polju F u jednoj varijabli X. Dakle, elementi tog prstena se mogu na jedinstven na£in
zapisati kao

amXm + am−1X
m−1 + . . . + a0, ai ∈ F, m ∈ N, am 6= 0.

Njihovo zbrajanja i mnoºenje de�nirano je na standardni na£in.

rje²iva u radikalima Za polinom f ∈ F [X] kaºemo da je jednadºba f(X) = 0 rje²iva u
radikalima ako se njena rje²enja mogu dobiti algebarskim operacijama zbrajanja, oduzimanja, mnoºenja,
dijeljenja i korjenovanja, ili, preciznije, ako postoji toranj polja

F = F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ . . . ⊂ Fm

takav da je

(a) Fi = Fi−1[αi], αmi
i ∈ Fi−1;

(b) Fm sadrºi polje cijepanja (vidi de�niciju) za f .

Moºe se pokazati da vrijedi sljede¢e: neka je F karakteristike nula. Jednadºba f = 0 je rje²iva u
radikalima ako i samo ako je Galoisova grupa od f rje²iva (vidi de�niciju).

savr²eno polje Polje F je savr²eno ako su svi polinomi u F [X] separabilni (ili, ekvivalentno, ako
su svi ireducibilni polinomi u F [X] separabilni). Moºe se pokazati da je svako polje karakteristike
nula (vidi de�niciju) savr²eno te da je polje karakteristike p 6= 0 savr²eno ako i samo ako je F = F p,
tj. ako je svaki element od F p-ta potencija. Algebarski zatvorena polja su takoder savr²ena.

separabilan Kaºemo da je algebarski element α nad F (vidi de�niciju) separabilan nad F ako
njegov minimalni polinom nad F nema vi²estrukih korjena (vidi de�nicije).

separabilni element Neka je E/F kona£no pro²irenje polja F (vidi de�niciju). Element α ∈ E
nazivamo separabilnim elementom nad F ako je njegov minimalni polinom nad F separabilan (vidi
de�niciju).

simetri£ni polinomi Neka je R komutativni prsten s jedinicom 1R. Polinom P (X1, . . . , Xn) ∈
R[X1, . . . Xn] je simetri£an ako je invarijantan na permutacije varijabli, tj. ako

P (Xσ(1), . . . , Xσ(n)) = P (X1, . . . , Xn) za sve σ ∈ Sn.

elementarni Polinomi oblika

p1 =
∑

i

Xi = X1 + . . . + Xn,

p2 =
∑
i<j

XiXj = X1X2 + X1X3 + . . . + Xn−1Xn,

p3 =
∑

i<j<k

XiXjXk = X1X2X3 + . . . ,

. . .

pr =
∑

i1<...<ir

Xi1 . . . Xir ,

. . .

pn = X1X2 . . . Xn
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su o£ito simetri£ni jer su pr sume svih monoma stupnja r sastavljenih od razli£itih Xi-ova. Te
polinome zovemo elementarni simetri£ni polinomi. Jasno je da su sve njihove linearne kombinacije
takoder simetri£ni polinomi.

stupanj Neka je E/F neko pro²irenje polja F . E se na prirodan na£in moºe gledati kao vektorski
prostor nad F . Dimenzija od E nad F kao vektorskog prostora nad F , zove se stupanj od E nad F
i ozna£ava sa [E : F ]. Taj broj moºe biti i beskona£an.

teorem

binomni u karakteristici p Binomni teorem

(a + b)m = am +
(

m

1

)
am−1b +

(
m

2

)
am−2b2 + · · ·+ bm

vrijedi u svakom komutativnom prstenu. Ako je p prost, onda p|
(
p
r

)
za svako r, 1 ≤ r ≤ p − 1.

Stoga, ako je polje F karakteristike p, vrijedi jednakost

(a + b)p = ap + bp.

(vidi "Frobeniusov automor�zam")

ciklotomski polinomi Taj teorem dokazao je jo² Dedekind, a glasi:
Teorem N -ti ciklotomski polinom (vidi de�niciju), Φn, je ireducibilan u Q[X].

Dedekindov Neka je f(X) ∈ Z[X] normirani polinom stupnja m i neka je p prost broj takav
da f mod p ima proste korjene (ili, ekvivalentno, takav da diskriminanta D(f) nije djeljiva s p).
Pretpostavimo da je slika od f u Fp = Z/pZ s obzirom na standardnu projekciju oblika f̄ =

∏
fi

gdje su fi ireducibilni polinomi stupnja mi u Fp[X]. Onda Galoisova grupa polinoma f , Gf (vidi
de�nciju), sadrºi element £ija je cikli£ka dekompozicija oblika

m = m1 + · · ·+ mr.

Ovaj teorem daje strategiju za ra£unanje Galoisove grupe ireducibilnog polinoma f ∈ Q[X].

Galoisov iz 1832. Neka je F polje karakterisitke nula (vidi de�niciju). Jednadºba f = 0 je
rje²iva u radikalima ako i samo ako je Galoisova grupa od f rje²iva (vidi "rje²iva u radikalima").

Galoisova pro²irenja Za pro²irenje E/F sljede¢e tvrdnje su evivalentne:

(a) E je polje cijepanja separabilnog polinoma f ∈ F [X];

(b) F je �ksno polje neke kona£ne grupe G automor�zama od F , F = EG;

(c) E je normalno i separabilno, te kona£nog stupnja nad F ;

(d) E je Galoisovo nad F

(vidi pripadne de�nicije). Neke od vaºnih posljedica ovog teorema jesu:

- svako kona£no separabilno pro²irenje E od F je sadrºano u nekom kona£nom Galoisovom
pro²irenju od F ,

- neka E ⊃M ⊃ F ; ako je E Galoisovo nad F , onda je E Galoisovo i nad M .

konstruktibilnosti n-terokuta Vidi pod pravilni n-terokut.

konstruktibilni brojevi Imamo dva vaºna teorema o konstruktibilnosti brojeva (vidi de�ni-
ciju):
Teorem 1

(a) skup konstruibilnih brojeva £ini polje,
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(b) broj α je konstruibilan ako i samo ako α leºi u polju oblika

Q[
√

a1, . . . ,
√

ar], ai ∈ Q[
√

a1, . . . ,
√

ai−1].

Posljedice ovog teorema su rje²enja poznatih problema iz povijesti:

- nemogu¢e je udvostru£iti kocku pomo¢u ravnala i ²estara,

- nemogu¢e je konstruirati trisekciju proizvoljnog kuta,

- nemogu¢e je konstruirati kvadrat iste povr²ine kao i zadani krug, tj. nemogu¢a je kvadratura
kruga.

Drugi teorem glasi:
Teorem 2 Ako je α sadrºan u Galoisovom pro²irenju stupnja 2r, r ∈ N od Q (vidi de�nicije), onda
je α konstruktibilan.
Iz ovog teorema slijedi da, ako je p prost broj oblika 2k + 1, onda je cos 2π

p konstruktibilan. Krajnja
posljedica je ta da je pravilni p-terokut (p prost broj), konstruktibilan ako i samo ako je p Fermaov
broj, tj. oblika 22r

+ 1.

Liouvilleov 1884. god. matemati£ar Liouville je prvi pokazao da postoje brojevi koji nisu
algebarski, odnosno na²ao je neke transcedentalne brojeve koje danas zovemo Liouvilleovi brojevi.
Jedan takav broj navodi sljede¢i teorem:
Teorem Broj α =

∑
1

2n! je transcendentalan.

nezavisnost karaktera Neka je F polje i neka je G grupa (moºe i slabiji zahtjev, G monoid).
Onda je svaki kona£ni skup χ1, . . . , χm homomor�zama G −→ F× linearno nezavisan nad F , tj.∑

aiχi = 0 (kao funkcija G −→ F ) =⇒ a1 = 0, . . . , am = 0.

Neke od vaºnih posljedica tog teorema jesu:

- neka su F1 i F2 polja i neka su σ1, . . . , σm razli£iti homomor�zmi F1 −→ F2. Onda su
σ1, . . . , σm linearno nezavisni nad F2;

- neka je E kona£no separabilno pro²irenje od F stupnja m. Neka je α1, . . . , αm baza od E
nad F i neka su σ1, . . . , σm razli£iti F -homomor�zmi sa E u polje Ω. Onda je matrica (σiαj)
invertibilna.

normalna baza Svako Galoisovo pro²irenje ima normalnu bazu (vidi de�nicije).

trag Vidi pod norma i trag.

transcedentalan Neka je F polje i E neko pro²irenje tog polja. Za element α ∈ E kaºemo da
je transcedentalan nad F ako homomor�zam

f(X) 7→ f(α) : F [X] −→ E

ima trivijalnu jezgru, tj. ako ne postoji polinom f ∈ F [X] takav da je f(α) = 0. Ako takav
element postoji u E, E nazivamo transcedentalnim pro²irenjem od F . Najpoznatije transcedentalno
pro²irenje je R nad Q, ve¢ 1884. god. Liouville je na²ao prve transcedentalne brojeve u R (vidi pod
Liouville). 1873. god. Hermite je pokazao da je broj e transcendentalan, a 1882. god. Lindemann
dokazuje isto za π. U vezi transcedetalnih brojeva postoji puno otvorenih pitanja, npr. jo² se ne
zna je li Eulerova konstanta

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1
k
− log n

)
transcedentalna ili ne.
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ukriºeni homomor�zam (kociklus) Neka je M G-modul (vidi de�niciju). Ukriºeni homo-
mor�zam (kociklus) je preslikavanje f : G −→M takvo da

f(στ) = f(σ) + σf(τ) za sve σ, τ ∈ G.

Iz de�nicije odmah slijedi da f(1) = f(1 · 1) = f(1) + f(1) pa f(1) = 0.

glavni (korub) Za bilo koje x ∈M moºemo dobiti ukriºeni homomor�zam ako de�niramo

f(σ) = σx− x, za sve σ ∈ G.

Takav ukriºeni homomor�zam nazivamo glavnim ukriºenim homomor�zmom (korubom).
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