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°:�®QÃ]�`¹C���Y���Ä`��º¡�C¼O�� Y��º²���z«.¬�´�©Å¬]�C´�©�¼]°�«?ª¡°�«o´Á�®�°]��«oÄ�Ä�Æ�«o°� C®�¤�ÇY¨}¾"�!©H¹*©*´
ª¡°�¹�©*´È�²��¬x¼O�`¹» £¢É©*ª¡«z¬]�C¼�ÊQ®�´�©b�©�Ã�Ã�®�¬x¼%ª¡°�«o´Á�®�°��Å C©Y�®�ª5©*��©U¹�©·Æ�«o°]�C´�©�«zÄ
¬�ª7©*´�®��£¢�¼]®"ÄQÆ¡«o°� �®�Ä`��ª¡°�¹»«	°]�CÄ�°�®QºË³�«o´��²��Ä�«½�®�¾%Ìt��º²�C´�©Å¬�®"º²�ÅÊ�®�¹C��¬©H¹»«
ª¡°�«z´��®Q°�«?ª7©�¼]�� £�»¢E¼]«	º²�Å«Í¬]��´�«Íª5©� »¢�Ã]�C¼�®�°�«l�®�Ã�«z¼�«?¬��z«o����®�Ä���º²�C¼� �®��²��°�����¢»Î
�²���z¢�¾
Ï���ª7©E�Q«o�Y�®Q´�©b¬���Ä`��º²�CÀ�«o´��
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¾Í«

720
¾Í«oÄ� £�Y�«z³*®�¤�ÇH¨V¾

�ÍÐ²Ñ9Ð�ÒHÐ�ÓÕÔ²Öt× ©* Y��Ø�«}ÙÚ�� C©¯¬�¢�¢Û¼]°�©* £¢�¼]¢MºE¹E«½�®Ú¹»«o¬�«o�¡®�«o�o«1º�¹»«l�®�¼]®�ØQ«oÃ��¡«oÀQ®
�®�º¡�¡�� �®CÜ7©��¡º²�Ý�®�¼]°�©� »¢E¼Í�®Qº¡�²�� C©* £°]��������¾
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B′

Þ7ß»àâá.ãåäEætç  �©��® |AA′| = |BB′| «o�z« |AA′′| = |BB′′| ©*�¡º¡��® |BC| = |CA| ¾

è0é`êOëHê�ì`é`ê�í?�ÝÄbª¡°�®Q¼�ª5©*¬x¼O�`¹» �®�«,©*Ä��²�C �®b«zÄ%°:�®QÃ�®Q�Y���Ä`��º¡�C¼] Y��îÚ¢�¤§¦�¨}Ü��²�C°�®�º»Î
Æ5©�´ ï



ð ñHò5ó�ô�õ0ó�ö¡÷£ø7ùoô
úEû?ü{ýEþEÿ��������	��
�����	ü���������������������`ýEþEÿ�����������
������	ü���� ����������������"!
º¡©*Æ¡«q¹C��´�© c3v2(2 u−c)

(v2+u2
−2 uc+c2)(v2+u2)

¾ × �� £�o®�Ü	�C �©¯¬�¢Û¹»«z¬�«o��®
AA′′

«
BB′′

�®�º»Î
�²�� C®�º¡¢��l�«o��®Á´�©�°]�bÆ¡«q¼]«

u = c
2

ª²�Ý�®
ABC

�®�º¡�¡�� �©* £°����`����¼]°�©* £¢�¼.�®�°�¹»°�#
C
�o®QØ�«��²��¬�«o´�®Q¼]°����o«5¬�¼�°]���¡«zÀ�®

AB
¾

$ �o«z���¡©�¬�®�¹E«zº¡«�º²�"¢¡�¡©�¬�©*´Õ¢�ª¡°�©*³*°]�C´ µ���ª��o®Á¸
úEû?ü{ýEþEÿ��������	��
�����	ü������������%������HýEþEÿ��������	��
������ ü����&�'������������"!
º¡©*Æ¡«½�®�´�© 3 c(2 u−c)

4

Ãx¼]©"¹*©»º¡«��²��«o¬x¼]«�Ä��� £�l�¢¡���� �Ä`��¼]®QØ�«zÃ��¡«zÀ�®�¾
�µ·�¡©*³�© ¬��o©*ØQ®��¡«½�«�Ä�� º¡©� C�CÄ`�C¼�«��® Ä`�Cº²�C¼O�C 

721
«oÄ ¤�ÇY¨V¾ ÌÝ��Ã]�¶´�®�¼]©»º²�

º¡©* Y��Ä�� ª¡°�®Q¼�ª5©*¬x¼O�`¹»�l�� ª5©*ÄQ�²�`¹C���Y�®Å¼]°�«z³*©*�¡©�´�®�¼]°�«½�¬� £«(#*):¢��¡ �ÀQ«l��,+�ª7©*¬�®QÆ¡�¡©
 �©�¼]���¡³*®Q�¡¬]��-�¾
�ÍÐ²Ñ9Ð�ÒHÐ�Ó/.�Ö1× ©* Y��ØQ«�º²� �®Á¼]°�©* £¢�¼,�®Qº¡�²�� C©* £°]�������Å©*�¡º²��«�¬���´�©b©*�¡º²���C �©
¬�¢�´b¢Åº�¹»«l�®¬�«z´�®�¼]°����o®Ý »¢E¼]©H¹C�Á�®Qº¡�²�� C®�¾

A
B

C

Ja

Jb

Jc

I

A1

B1

f g

1

Þ7ß»àâá.ã10�æ2$ ¼]°����¡«zÀ�®
BC

«
CA

¬�¢Â�®�º��²�� �® ©*�¡º²� «£¬]��´�©Ý©��¡º²�
�� C©�¬�¢·¬�«o´�®Q¼]°����o®

AA1

«
BB1

 £¢�¼�©U¹C�
A
«
B
�®�º¡�²�C �®�¾

è0é`êOëHê�ì`é`ê�í × �SÆ�«o¬�´�© º¡©*Æ�«o�o«�Ã�¼�©M�®M´�©*³*¢¡ÊQ®·�®�º¡��©*¬�¼]�H¹»�¡«½�® «zÄ�°���Ä�®Mª¡°�®Q¼xÎ
ª5©�¬�¼O�`¹»«z¼�«?Ê�®Q´�©Åº²��¼]©»�O �®

A
«
B
¼]®"¬�°�®�º¡«zÃ�¼�®

I
¢¡ª¡«z¬]���¡®" £°�¢�Ø��¡«zÀ�®"¼]°�©� »¢E¼O�

ABC
«z´Ú�H�¢� �©»©*°�º¡«z�²�C¼�®

(0, 0)
Ü
(f + g, 0)

«
(f, 1)

³*ºY�®Â¬�¢
f
«
g
ª7©*ÄQ«z¼]«q¹»�¡«

°�®����o�¡«�Æ¡°�©Y�®�¹»«V¾430©�¬�¢· C©�¼O����³*®��¡¬�«9ª5©*�z©H¹E«zÀ`�b £¢�¼�©U¹C�
A
«
B
¾

��� 576&8:9;�19�<&!=���>576&8@?�A�B��19�<�!C�EDF576G8@?��IHJ<�!K�	L�MN5:6&8@?��19�<�!
ç  C©Ú¬�¢

Ja

Ü
Jb

Ü
Jc

ª¡°�©U�®� �ÀQ«l�®�¬�°�®Qº¡«oÃx¼O�
I
¢¡ª¡«o¬����¡®� £°�¢¡ØQ�¡«oÀQ®%�²��¬�¼]°����¡«zÀ�®�Ü

©*�¡º²�
Jc

«z´Ú�% C©E©�°�º¡«z�²�C¼]®
(f, 0)

�b �©»©*°�º¡«o�²�Y¼]®�©»º
Ja

º¡©*Æ¡«q¹C��´�©%«oÄÁ¬�«o¬�¼�®�´��
�®�º¡�¡��º¡Ø�Æ�«
O L*ÿ�576�
����P��.ü�Q�ýEþEÿ��������	��
������	ü:���&��8R�>�TS�<	��6�ýEþEÿ�����������
������	ü:��� �7�	L�M��"�ýEþ�ÿ��������E��
������1ü:�ED"��8U�G�TS�<	��6EH�V;�'Q��G�TS�V��"!W�	L�ÿ�5:6�
Hý�XE
0ü O L�ÿ�8T��<���8R� �TS�<	�"!
³*ºY�®¬�¢

p
«
q
¼�°]��ØQ®��¡®� �©»©*°�º�«o�²�C¼�®Á¼]©»�O �®

Ja

¾G3.�U�¬�«z¬�¼]®Q´ «o´���º�¹C��°â�®�Ã�®Q�Y��
«5¼�©� C©E©�°�º¡«z�²�C¼]®Ý¼]©»�O �®

Jc

«� C©E©*°�º¡«o�¡�C¼]® f(g2+1)+2 g

g2+1

« 2 g2

g2+1

©»º
Ja

¾	Ìt��¬��z«o�`�C�
�²���Q«o�Å¬�®©»º¡°�®Qº¡®«� �©»©*°�º¡«z�²�C¼�® f(f2

−1)
f2+1

« 2 f2

f2+1

¼�©E�O C®
Jb

¾



Y ÷�Z\[±ñ�]�^�]�[�]7õ"] _

O L�X>576�
����P��.ü�Q�ýEþEÿ��������	��
������	ü:������8R�>�TS�<	��6�ýEþEÿ�����������
������	ü:���G�7�	L�M��"�ýEþ�ÿ��������E��
������1ü:�ED"��8U�G�TS�<	��6EH�V;�'Q��G�TS�V��"!W�	L`X>5:6�
Hý�XE
0ü O L`X>8T��<���8R� �TS�<	�"!
$ ��º²��´�©�Ø�®�´�©�©Eº¡°�®�º¡«q¼]«�¼]©»�O �®

A1
«
B1

¢� �©Y�«z´Ú�"¬�«z´�®�¼]°]�C�o® £¢�¼]©H¹C�
A
«

B
¬�«l�®Q »¢Å�²�C¬�¢¡ª¡°�©�¼]��®�¬x¼]°]�C�¡«oÀQ®� C�C©�ª¡°�®�¬â�®� �®

AI ∩ BJa

«
BI ∩ AJb

¾
���%H"576�� O ��
�����a����1ü7� O ÿ�P�ÿ�M����	ü:���G�7�ED��F�@� O ÿ�P�ÿ�M����	ü:��� �7�	L�ÿ	���"!
���bH"576�� O ��
�����a����1ü7� O ÿ�P�ÿ�M����	ü:��� �7�ED��F�@� O ÿ�P�ÿ�M����	ü:���G�7�	L`Xb���"!
Ï��C¼]°���Ø�«z´�©��z«Í©EºËª¡°�©�³*°]��´���µ���ª¡�z®�¸�º²��«oÄQ°]���Q¢¡�²�Å°]��ÄQ�o«o £¢  =¹��Cº¡°]�C¼]�·º¡¢»Î
�l�«z�²�%¬�«z´�®�¼]°���� �b £¢�¼�®Q¹C��¢E¼]«oª� C�`¹C���Y�®Q´��²�C°�®�º�Æ5®
c 5:6=úEû.ü{ý�þEÿ��������	��
������	ü:�����:����H�������`ý�þEÿ��������	��
������	ü����&�7���%H��������"!
 Y��©"«oÄ�°�����¢���º�©*Æ¡«z¹C��´�©

4 (f + g)3 (f − g) (f 4g2 + 4 g3f 3 − 5 f 2g2 + g4f 2 + 4 fg − 1)

(g2 + 2 fg − 1)2 (f 2 + 2 fg − 1)2 .

d�¢¡º¡¢�Ê�«?º²��Æ�°�©Y��¡«z ·¬���º¡°�Ø�«
f − g

 Y��©e)��� =¼]©�°Á«
f + g

©E�Q«z¼]©Ú�¡«o Y��º²���¡«l�®
�£¢¡� ��Ü�º¡©* Y��ÄÊ�®Æ¡«q¼]«�³*©C¼]©H¹��� C©�ª7©* Y��ØQ®�´�©�º¡�t�®

Z = f 4g2 + 4 g3f 3 − 5 f 2g2 + g4f 2 + 4 fg − 1¢�¹»«l�®Q �ª5©�Ä�«z¼�«z¹C����¾
fÍ°�¹*©�ª¡°�«o´�«l�®Q¼�«o´�©�º¡�Á�®�ÄQÆ¡°�©Y A

2
+ B

2

ª7©*�z©U¹»«zÀ`�b £¢�¼]®�¹C���²�Hx¹E«zÃ�® π
2

ª²�Ý�®

cot

(

A

2
+

B

2

)

=
cot(A

2
) cot(B

2
) − 1

cot(A
2
) + cot(B

2
)

=
f g − 1

f + g
> 0

Ã�¼�©�¹�©Eº¡«��¡�"Ä��� £�l�¢¡���� �º²�Ý�®
f g > 1

¾
fÍ°�¹»«�«���®�¼�¹»°�¼�«9��� �C��©»º

Z
Ä��U�®�º��¡©�º¡�U�¢

f 4g2 + f 2g4 = (f 2 + g2)(f g)2 ≥ 2(f g)(f g)2 = 2(f g)3

�®�°.�®
f 2 + g2 ≥ 2fg

¾	� ¹*®Qº¡®�´�©Ú�z«�©*ÄQ�²�� £¢
ϑ = fg

¹»«oº¡«z´�©bº¡�t�®
Z ≥ 6ϑ3 − 5ϑ2 + 4ϑ − 1.¿�� �©Ú�®

ϑ > 1
Ä`��´�«l�®Q�¡«o´�©��z«

ϑ
¢�³*©�°��Y�®Q´  £¢¡Æ¡�¡©�´ ª7©*�o«z�¡©*´b¢Ë¬

1 + ϑº¡©*Æ¡«q¼]«�ÊQ®�´�©
(3 ϑ + 2) (2 ϑ2 + 3 ϑ + 2)

Ã�¼�©�®�º¡©*«o¬x¼O�"¢�¹»«l�®Q �ª5©*ÄQ«z¼�«z¹»�¡©Á�®�°
�®�¡©H¹��b¹C��°�«l���Æ¡�o�

ϑ
ª7©*Ä�«q¼]«z¹»�²�bª¡�Á�®�º¡©� C�CÄ�³�©�¼]©H¹7¾

� 5:6���g����¡ÿ�5 h 576�i�j��%�k���l�j��b���A�m	j��E��H"5 úEû.ün
Uý�XE
9ü:��6���AEHb�:hE���"!
fÍ°�«o´�«l�®�¼]«z´�©Âº²�Á¬�´�©Á¼�©�«o¬�¼�©�´�©�³*�o«£ª7©*¬�¼�«oÊ�«»¼O�� C©º²�Á¢"ª5©*�z«o�¡©�´b¢

Z
¬x¼O�`¹»«o´�©

Ä`��´Á�®��£¢
f = 1+k

g

³*ºY�® �®
k
ª5©*ÄQ«z¼�«z¹C����Æ¡°�©YQ¾1Ìt���²��°�®�º¡Æ�¢

M���������M��1ün
Hý�XE
0üT?�6?üoH�A�aE��p�B&�I��� üTm�� c ���"�qB	�"!
ª¡°�©�³*°]��´Õµ���ª¡�z®Á¸ «oÄ�°�����¢��²��«oÄ�°���Ä

(1 + k)2
g2 +

(1 + k)4

g2
+ 2 + 6 k + 7 k2 + 4 k3

 �©Y�«E�®CÜ²©E�Q«o³*�z®�º¡��©¡Ü�ª7©*Ä�«q¼]«q¹��C��¾
�Ìt��¬x¼O�`¹»�l���´�©�Ä`�Cº²�C¼] C©*´

833
«oÄ"¤�ÇU¨9«zÄ�©EºY�®Q�l� Y�b©"¬��z«o����©*¬�¼�«�¼]°�©* £¢�¼O��¾



r ñHò5ó�ô�õ0ó�ö¡÷£ø7ùoô
�ÍÐ²Ñ9Ð�ÒHÐ�Óts�Ö ÌÝ®� Y��®

r
ª5©��o¢¡´Á�®�°�¼]°�©* £¢�¼]¢

ABC
¢¡ª�«o¬]�C�¡®�Ü5�

R
ª7©*�z¢¡´��®Q°

©*ª¡«z¬]���¡®� £°�¢¡Ø��¡«zÀ�®C¾ × ©� C�CØ�«�º²�Ý�®
R ≥ 2r

¾

A(0, 0) B(r(f + g), 0)

C

Ja

Jb

Jc

I

R

f g

r

rr

O

Þ7ß»àâá.ãvu�æxw ��º¡«l�¢�¬Û©*ª¡«z¬]���¡®  »°�¢¡Ø���«oÀ�®Ë�® ¹�®�ÊQ«�«o�z«��®Qº¡�²�� 
ª¡°�©*´��®Q°�¢Å¢¡ª¡«z¬]����®� »°�¢¡Ø���«oÀ�®C¾

è0é`êOëHê�ì`é`ê�í $ �l�®Qº¡®�Ê���´�®Q¼�©Eº²��°â�®�Ã]�`¹C���Y���©H¹*©�³�Ä���º²�C¼� C�"«o´��%¹*®Q�o«z »¢Å¬��o«o�Q�¡©*¬x¼
¬ °â�®�Ã��H¹C���U�®�´ ª¡°�®�¼'#¡©»º¡�¡©*³�Ä`��º¡�C¼] Y��¾4d ®�Ä ¬�´����Y�®��U���©*ª7Ê�®Q�¡«z¼�©*¬�¼�«7´�©*ØQ®�´�©
ª¡°�®�¼]ª7©*¬�¼]�`¹E«q¼]«�º²�"¬�¢· £¢�¼]®�¹E«

A
«
B
ª¡°�©*´��C¼�°]���¡©�³b¼]°�©� »¢E¼O�"©*Ã�¼�°�«&+:¼:Q¾ ´����Y�«

©Eº π
2

°]��º�«l����²��-�«�º¡��¹E°�#¡©H¹»«
A
Ü
B
«�¬�°�®Qº¡«oÃx¼]®

I
¢¡ª¡«z¬]����®� £°�¢¡ØQ�¡«oÀQ®�«o´��U�¢

 �©»©*°�º�«o�²�C¼�®
(0, 0)

Ü
(r(f + g), 0)

«
(fr, r)

Ä`�b°�®`���z�¡®tÆ¡°�©Y�®Q¹�®
f > 1

Ü
g > 1«

r > 0
¾

y{º¡®d���º¡©� C�CÄ`�%�®�º¡�Å�¡��z¡®�´�©� �©»©*°�º¡«z�²�C¼�®b¹E°�#²�
C
«Í¬�°�®�º¡«zÃ�¼O�

O
©*ª�«o¬]�C�¡®

 £°�¢¡ØQ�¡«oÀQ®ÍÃ�¼]©ÂÊQ®1�¡��´ ©*´�©*³*¢�Ê�«z¼�«Uº²��«oÄ�°�����¢��²��´�©�°]��º�«l�¢¡¬
R
©*ª�«o¬]�C�¡®Í £°�¢¡ØQ�¡«oÀQ®

«Íº²�·©��¡º²�Åª5©* Y��ØQ®�´�©Åº²���®"°]�CÄ��o«z Y�
R − 2 r

¢E¹E«½�®� ±¹�®�Ê`��©Eº �£¢¡�o®�©*¬�«o´ ¢
¬��z¢¡�`�U�¢b�®�º��²�� �©�¬�¼]°����¡«z���¡©*³�¼�°�©* £¢�¼]�� Y��º²�Ý�®��®�º��²�� Y���»¢��o«V¾
ç  C©�¬�¢

Ja

Ü
Jb

Ü
Jc

ª¡°�©Y�®� CÀ�«½�®�¬�°�®Qº¡«oÃx¼O�
I
¢¡ª¡«o¬����¡®b £°�¢¡Ø��¡«zÀ�®��²��¬x¼]°]�C�¡«oÀQ®

©*�¡º²�
Jc

«o´��t �©»©*°�º�«o�²�C¼�®
(f r, 0)

�Á C©E©*°�º¡«o�¡�C¼]®�©»º
Ja

º�©*Æ¡«z¹C��´�©t«zÄ�¬�«o¬�¼�®�´��
�®�º¡�¡��º¡Ø�Æ�«
O L*ÿ�576�
����P��.ü�Q�ýEþEÿ��������	��
������	ü:���&��8R�>�TS�<	��6�ýEþEÿ�����������
������	ü:��� �7�	L�M��"�ýEþ�ÿ��������E��
������1ü:�ED"��8U�G�TS�<	��6 O V;�'Q��G�TS�V��"!W�	L�ÿ�5:6�
Hý�XE
0ü O L�ÿ�8T��<���8R� �TS�<	�"!
³*ºY�® ¬�¢

p
«
q
¼]°]�CØ�®���®Ý C©E©*°�º¡«o�¡�C¼]®Â¼]©»�O �®

Ja

¾;3,�U1¬�«o¬x¼]®�´ «z´Ú��º�¹C��°â�®�Ã�®��Y��%«
¼]©� C©E©*°�º¡«o�¡�C¼]®t¼�©E�O C®

Jc

«� C©E©*°�º¡«o�¡�C¼]® (g2f+2 g+f)r

1+g2

« 2rg2

1+g2

©»º
Ja

¾	ÌÝ�b¬��z«o�`�C�
�²���Q«o�Å¬�®©»º¡°�®Qº¡®«� �©»©*°�º¡«z�²�C¼�® f(f2

−1)r
f2+1

« 2 f2 r

f2+1

¼]©»�O �®
Jb

¾
O L�X>576�
����P��.ü�Q�ýEþEÿ��������	��
������	ü:������8R�>�TS�<	��6�ýEþEÿ�����������
������	ü:���G�7�	L�M��"�ýEþ�ÿ��������E��
������1ü:�ED"��8U�G�TS�<	��6 O V;�'Q��G�TS�V��"!W�	L`X>5:6�
Hý�XE
0ü O L`X>8T��<���8R� �TS�<	�"!



Y ÷�Z\[±ñ�]�^�]�[�]7õ"] {
$ ��º²��´�©*Ø�®Q´�©�©»º¡°�®�º¡«q¼]«�¼�©E�O £¢

C
 C�C©�ª�°�®�¬â�®� 

AJb ∩ BJa

¾
��|G576�� O ��
�����a����1ü7� O ÿ�P�ÿ�M����1ü:�����T�	L`X��F�@� O ÿ�P�ÿ�M����	ü:��� �7�	L�ÿ	���"!
$ °�®Qº¡«oÃx¼]®

O
©*ª�«o¬]�C�¡®Ú £°�¢¡Ø��¡«zÀ�®�«1�Y�®Q�Û°]��º�«l�¢¡¬

R
º¡©*Æ¡«q¹��H�¢É¬�®Ú«oÄ�¬��l�®Qº¡®�ÊQ®�³

¬�«z¬�¼]®Q´Ú�E¾
��}&576&8R�G�	S�<�!~
����P��.ü'QCýEþEÿ��������	��
�����	ü:�����7��}���6��&�
ýEþ�ÿ��������E��
������1ü:���&�7��}��6��&�5ýEþ�ÿ��������E��
������1ü:��|4�7��}��6���V4��Q��G��S4����V���!
� º�º�¹C�Ú°â�®�Ã�®Q�Y��Ú¬���´�©�©*�¡©Ú �©»º� �©U�®�³��®

R =
r(1+g2)(1+f2)

4(fg−1)

Ä`�Cº¡©H¹*©*�½��H¹C��¾
� º¡°�¢¡³�©*´�°â�®�Ã�®Q�Y�¢"�®

R
�¡®�³*�C¼]«q¹��C��Ãx¼]©"�¡®Q´�©*ØQ®�´�©"ª¡°�«�#=¹��Y¼]«z¼�«V¾

� 5:6 O j9üoH�A�?������j9üoH`A�B������p�m�p0üT?	jB	��H���!
�>5:6�M���������M��	ü���1ü��;�dú�û.ü:�E����j O ���F�:?	�F5
�������ÿ�576£úEû.ünM�����?�?Íü7� �:?���H��������m	j�M�����?�?Íü7�>�:?����	��j�M�����?�?ÍüT�G�:?��'9����"!
w �CÄ��o«z Y�

R − 2 r
�®�º¡�¡�� Y�t�® M r

4(fg−1)

Ü²³�ºY�®��®
M

 =¹C��º¡°]�Y¼]�¡«�¼�°�«z�¡©*´
(g2 + 1)f 2 − 8 g f + g2 + 9¢

f
¾?ÌÍ�®Q³*©H¹C��º¡«z¬� £°�«z´�«z�²���=¼O�

∆
�® −4 (−3 + g2)

2 Ã�¼�©��®Â¢�¹»«l�®Q b�¡®Q³=�C¼]«q¹»�¡©
+�ª²���®

M > 0
�®�°�®

g2 + 1 > 0
-�©*¬�«o´  Y��º²�Å�®

g = cot B
2

=
√

3
« Ä`�Y¼]©

f =
√

3
+â¼�Q¾?¼]°�©* £¢�¼

ABC
�® �®�º¡�²�C �©*¬x¼]°]�C�¡«o�����	-� Y��º²�Ý�®

M = 0
¾

�Ìt��°�®�º¡��«��®%Ä���º²�C¼]�� 
312

¾�«oÄÚ¤�ÇH¨? �©U�«��®b«zÄ%º¡°�¢¡³*©*³�ª7©*³*�o�`¹E�½���¢¯º�«l�®��z¢�©
º¡¢¡�½�«o�¡«5 »°�¢¡Ø���«oÀ�®«�ª7©H¹E°�Ã�«z�¡«� £°�¢¡³=�E¾
�ÍÐ²Ñ9Ð�ÒHÐ�Ót�9Ö � �£¢�¼O��°Ý¼]°�©� »¢E¼O�

ABC
©»º²��Æ�°]���²�Á�®%¼]©»�O Y�

T
«,��®� Y��¬�¢

A1

Ü
B1
Ü
C1

°�®�º¡©�´ Æ¡«o�z©± �©Y�®Å¼]°�«�¢¡�£¢�¼O�C°��Y�®�¼]©»�O �®��²�¯¬�¼�°]����«oÀ`�C´Ú�
BC

Ü
CA

Ü
AB

¼]©�³�¼�°�©* £¢�¼]��¾ ÌÝ®� Y��¬�¢ º²���l�®
Ri

Ü
i = 1, 2, 3, 4, 5, 6

°�®�º¡©�´ ª5©��o¢EÎ
´��®Q°�«= £°�¢�Ø��¡«zÀ`�t©*ª�«o¬]�C�¡«(#¼]°�©* £¢�¼]«z´Ú�

AC1T
Ü
C1BT

Ü
BA1T

Ü
A1CT

Ü
CB1T

Ü
B1AT

¾ × ©* Y��Ø�«�º²�b¹»°�«½�®�º¡«
R1 R3 R5 = R2 R4 R6

¾
è0é`êOëHê�ì`é`ê�í;f	°x¹*©�ª7©�¼]°���Ø�«z´�©�):¢¡�¡ CÀ�«½�¢b �©Y��ÝÊ�®�º²�C�¡©Y0¼]°�©Y�À�«£¼]©»�`�C C� ª¡°�«zº¡°�¢�Ø�«qÎ
¹C�C¼]«�°���º¡«½�¢¡¬�©*ª¡«z¬]���¡®� £°�¢¡Ø��¡«zÀ�®¼]°�©* £¢�¼O��©»º¡°�®�z¡®��¡©�³�¼�«o´ ¼�©E�O Y��´���¾

��J����� O ÿ��*ÿ�576?ü]ÿ;��X���������a��`�%��M*ÿ.ü7�	�����PE��
����.ü�ÿ;�EX��"�@� O ÿ�P�ÿ�M����	ü�ÿ;�	X����"!û�}&576?ü�ÿ;��X �EM�������� O ��
�����a����1ü\
��o����� O ÿ��*ÿ.ü]ÿ;�	X%�"�%
��o����� O ÿ��*ÿ.ü]ÿ;��M�����!
��}&576?ü�ÿ;��X �EM������¥ýEþEÿ��������	��
������	ü�ÿ;��û�}.ü�ÿ4��X �EM����"!
� º¡°�®Qº¡«o´�©�¬]��º¡�"¼�©E�O C®

A
Ü
B
Ü
C
Ü¡«

T
¾

��� 576&8:9;�E9�<�!=��� 576&8�MF�E9�<�!K��|&576&8'
�����<�!K��� 576G8R�G��S�<�!
ç  C©"�®

s 6= c
©*��º²��¬�®�ª7©*�z©*Ø`�U�Æ¡«o�z©� �©Y�®�¼]©»�O �®

A1

�²�Åª¡°��H¹�À�¢
BC

´�©*ØQ®
©Eº�°�®�º�«z¼]«0�¡®Q »«z´ °�®`���z�¡«o´ Æ¡°�©Y�®�´

u
«, C©E©*°�º¡«o�¡�C¼]®%¼�®%¼]©»�O �®�¬�¢ (

u,
t(c−u)

c−s

) ¾
3,©�º¡©*Æ¡«½�®�´�©�¼]�� �©±º¡�·¼]°���Ø�«z´�©�º²�·¼�©E�O Y��¬� �©»©*°�º¡«z�²�C¼]��´Ú�

(u, z)
�o®QØ�«1�²�

ª¡°]�`¹�À�¢
BC

«E©*�¡º²�t¼]�U.¢�¹`�®Q¼	°�«l�®�Ã�«o´�©tª7©Á¹C��°�«½���Æ¡�o«
z
¾ $ �o«z���¡©ÁÄ��

s 6= 0
Ü=Æ¡«z�o©

 �©Y���¼]©»�O C�
B1

�²��ª¡°]�`¹*ÀQ¢
CA

«z´Ú�" �©»©*°�º�«o�²�C¼�® (

v, t v
s

) ��Æ¡«o�z©� C©Y���¼]©»�O Y�
C1

�²�bª¡°��H¹�À�¢
AB

«z´Ú�� �©»©*°�º¡«z�²�C¼�®
(w, 0)

Ä��b�¡®� C®°�®`�C�o�¡®ÁÆ�°�©Y�®�¹*®
v
«
w
¾

���%H"576&8}ý ���	j9ünM��Hý���p0ünM���
���<�!1���%H"576G8UP&���	j�P	p�
<�!C��|EH�576&8U�&�E9�<�!



� ñHò5ó�ô�õ0ó�ö¡÷£ø7ùoô

A B

C

A1

B1

C1

O1

O2

O3

O4

O5

O6

T

Þ7ß»àâá.ã ��æ Ï�� °]��º¡«½�¢¡¬�® Ã�®�¬x¼ ©�ª¡«o¬����¡«(#È £°�¢¡Ø��¡«zÀ`�Õ¹»°�«½�®�º¡«
R1 R3 R5 = R2 R4 R6

¾
ç  C©Ý�®

s = c
©*��º²�bÆ¡«o�z©� C©Y��%¼]©»�O Y�

A2
ª¡°��H¹�À`�

BC
«o´�� �©»©*°�º¡«z�²�C¼�®

(c, u)Ä`�b�¡®Q £«�°�®����o�¡«7Æ¡°�©Y
u
¾ ç  �©Ý�®

s = 0
©*�¡º²�%Æ�«o�o©� �©Y��%¼�©E�O Y�

B2

ª¡°��H¹�À`�
CA«o´��b �©»©*°�º�«o�²�C¼�®

(0, v)
Ä����¡®� £«9°�®����o�¡«�Æ¡°�©U

v
¾

������576&8�MF��ý�<�!K������576G8:9;��P�<�!
� º¡°�®Qº¡«o´�©"¬]��º²��):¢¡�¡ CÀ�«l�¢· �©Y���°]���Q¢¡�²�"°]��ÄQ�o«z »¢� =¹C��º¡°]�Y¼O�"ª¡°�©»º¡¢¡ Y�C¼]��°���º¡«qÎ
�¢¡¬]�"©*ª¡«z¬]����«(#� £°�¢¡ØQ�¡«oÀ���¢Å©»º¡�¡©*¬�¢·�¡��¬�®�º²��´ ¼]©»�`�� Y��¢·°��`¹E��«o�¡«}¾
ú��>576?ü�ÿ;��X �EM��¡þ��	�;��?���B	�����¥úEû?ü£ü:��}.ü]ÿ;�:?��:BE��j���}.ü:XG�dþ��:BE��j

��}.ünM����4�:B	����������ü:��}.üT?��@X �:B	��j���}.üxþ���MN�:B	��j���}.ü��;��ÿ;��B	���������"!
$ ��º²��¬�®��o��³=���¡©%ª¡°�©H¹`�®�°�«0º¡�"¬�¢·¬��l�®Qº¡®�ÊQ®�¹»°�«½�®�º¡��©*¬�¼�«E�®�º¡�²�C �®�£¢¡�o«}Ù

ú��	ü:���������&����|4������Hb�����bHb����|EHb�����E��!

;576�M�!±ú��	üT���������&����|4�������;�����%Hb����|EH������E�"!

;576�9;�±ú��	üT���������&����|4�����%Hb�������;����|EH������E�"!

3.�C �©�¬�´�©�Ä���º²�C¼]�� �î�¦HÇ�«zÄ"¤�ÇH¨9°�«½�®�Ã�«z�o«7¢·ª�°�©*³*°���´b¢·µ���ª��o®Á¸b¾
�

���\����Úê�ìE��¦£íNy{ÄÁ³*©*°��Y�®�³%º¡©* Y��Ä`���®1���¬���©�º²�%�¡«z³*ºY�®t��«o¬�´�©% C©*°�«z¬�¼�«o�o«�ª¡°�®Q¼xÎ
ª5©�¬�¼O�`¹» £¢Ëº¡���®b¼]©»�O C�

T
¢¡�£¢�¼]��°Á¼]°�©* £¢�¼O�

ABC
�¡«q¼]«,ª¡°�®�¼]ª7©*¬�¼]�H¹» £¢ º²��¬�¢

¼]©»�O �®
A1

Ü
B1

Ü
C1

¢¡�£¢�¼]��°��U�®Å¼�©E�O C®·�¡� ¬x¼]°]�C�¡«oÀ���´Ú�
BC

Ü
CA

Ü
AB

¾¶Ìt�
¼O�U��²���Q«o�3¬�´�©·¢�ª5©�¼�°�®QÆ5©*´ °]���Q¢¡�²���o��¢¡¬�ª»�®Q�o«	º¡©* Y��Ä��C¼]«.´��¡©�³*©Å©*ª5ÊQ®��¡«q¼]«½�¢
¼�¹»°�º��Y�¢�¾
$ �l�®Qº¡®�ÊQ«�ª¡°�«z´��®Q°,�®�Ä���º²�C¼]�� 

644
«oÄÄ�Æ¡«z°� C®Ú¤�ÇY¨0 �©Y�«��®�«oÄ�©»ºY�®��½� Y�"©�¹*©*�§Î

¢¡´�®��£¢�¹C���½� Y��Ü�¬x¼]©*Ã�À`�"«� »¢�³*�o®C¾
�ÍÐ²Ñ9Ð�ÒHÐ�Ó���Ö ÌÝ��º¡�£¢±¹C���½� C�C¬�¼]®�ª7©*¬�¢¡º�®%ª¡°�©*´��®Q°]�

15
ÀQ´ �¡��� ��ÄQ«9¬�®% £¢¡³�� �

ª¡°�©�´��®Q°]�
12

À�´�¾� ª7©*¬�¢¡º�¢��®b�²���z«z¹*®Q�²��¹�©Eº²�Ú¼]�� �©�º¡���Y�®��¯�¡«q¹*©�º¡©C¼]«o�Q®



Y ÷�Z\[±ñ�]�^�]�[�]7õ"] �
�²�Ux¹»«oÃ�¢±¼]©»�O £¢¯ »¢�³*�o®C¾Ï��Ú �©��o«o C©�Ê�®%À�´ ª²��¬�¼�«.�¡«q¹*©Ú¹�©Eº�®b¢¯ª5©�¬�¢¡º¡«.�� �©�¬�®
 £¢¡³*� ��«zÄQ¹C��º¡«��

Þ7ßEàâá,ã��7æ ¸1���l� Y��¬x¼O�b�`�CÃ]�"¬  £¢¡³��o©*´ ¢·�Y�©UQ¾

è0é`êOëHê�ì`é`ê�í;f	°�«o¬â�®Q¼]«z´�©�¬�®;):©*°�´b¢¡�o®
VK = 4

3

(

D
2

)3
π
ÜUÄ`��¹*©*�z¢¡´�®��� £¢¡³*�z®Íª¡°�©*´�Î

�®�°��
D
Ü»«E):©*°�´b¢¡�z®

VV =
(

d
2

)2
h π

ÜEÄ`��¹�©*�o¢�´�®Q�Ú¹C���l� Y� �©Y�®Q´ �®ÝÆ²��Ä`�� »°�¢¡³
ª¡°�©�´��®Q°]�

d
�b¹»«o¬�«o�²�

h
¾

� ª¡°�©�³*°]��´%¢�µ·��ª¡�o®Á¸ ):¢¡�� �À�«½�®�¹*©*�z¢¡´�®Q�²��¬�®º¡®\¡²�¡«o°��U�¢Å©H¹��C �©¡Ù
¢�a>576�ý��¡ÿ����	��£Íü�þ���k�jhE��p�i;�5þ	�"!K¢�P 576*ý��¡ÿ����E��£Íüxþ�����j`gEjhE��p�m���8\þ���g�<	�"!
¸	©*�o¢�´�®Q��¹*©»º¡®�¢Å����Ã�«E�®°]�CÄ��o«z Y�%¹*©*�z¢¡´�®Q�²�%¹C���l� Y�b«� £¢¡³*�z®�¾

¢�P��CþEÿ�5:6�¢�P	üoHl;�,H������`¢�a	üoH���"!
Ìt�� C©*´ ¹C��z¡®Q�Y��  £¢¡³*�z®¯¹*©»º²�¶¬�®É¬�´��®Q¬�¼]«¢¥¹C���l���   �©Y�®Q´ �®ËÆ²�CÄ`�� »°�¢¡³
ª¡°�©�´��®Q°]�

15
ÀQ´ ��¹»«o¬�«o�²��´b¢��®

12 − p
À�´ ³*ºY�®Ý�®

p
¼]°���Ø�®Q�¡«?ª²�Cº ��«z¹*©*�

¹*©»º¡®¢·����Ã�«}¾1Ï��C¼]©"¬�®
p
�¡��z¡®¢·ª�°�©*³*°���´b¢·µ���ª��o®Á¸#©H¹C�� �©¡Ù


����P��.üT¢�P��CþEÿ�6�¢�P	üoHl;�;H���J���"������!
× ©*Æ¡«½�®�¬�®�¹»°�«½�®�º¡�¡©�¬�¼

p = 5.12
ÀQ´·¾

�

¤�©*Ã��®�º²�C���z«l�®�ª�«�ª¡°�«o´Á�®�°5�®ÂÄ`��º¡�C¼O�� 
963

«zÄ¤�ÇY¨}¾;y,©U¹»ºY�®Â¬�®Ýª¡°�®Q¼�ª5©*¬x¼O�`¹»�l��
ª5©�Ä��²�`¹C���Y�®�¼]°�«o³*©��¡©*´�®Q¼]°�«l�¬� »«�#¥):¢¡�� �À�«½���¾



¦ ñHò5ó�ô�õ0ó�ö¡÷£ø7ùoô
�ÍÐ²Ñ9Ð�ÒHÐ�Ó¨§�Ö �  C©Ë £°�¢¡Ø��¡«zÀ�®·°]��º¡«½�¢¡¬]�

R
©*ª¡«o¬����±�®Å¼�°]��ª7®QÄ�¾©30®Q¼�«z¹C�3 �©Y��

¬�ª²�H��Åº�«o°]�C�o«oÃx¼O���²�� »°��� �©H¹»«o´���ª²��°����o®Q�o�²��®�©�¬��¡©H¹»«oÀ���´Ú��«.«o´��Úº¡¢¡�½�«o�£¢
b
¾× ©* Y��ØQ«�º²�Ý�®�ª7©H¹»°�Ã�«z�²�b¼]°���ª5®QÄ`�

P = 8R3

b

¾

A B(0, −R) C

O

D(R cos θ, R sin θ)

EF (0, R)G

H(R cos σ, R sin σ)

θ
σ

b

x

y

Þ7ß»àâá.ã/ª5æ f,©H¹»°�Ã�«o�²��¼]°���ª5®QÄ`�
ACEG

�® 8R3

b

¾

è0é`êOëHê�ì`é`ê�í � º¡��Æ5®Q°�«z´�©Âª¡°��H¹�©* £¢�¼]��«E C©E©*°�º¡«o�¡�C¼]�¡«=¬�¢¡¬�¼]�`¹�¼]�� �© º²�  »°�¢¡Ø���«oÀ`�
k°]��º�«l�¢¡¬��

R
 �©Y��1�®�¢¡ª¡«o¬����²�tª�°�©*´��C¼]°����¡©*´ ¼�°]��ª7®QÄ�¢

ACEG
«o´��Â¬�°�®Qº¡«oÃx¼]®�¢

«o¬�#¡©Eº�«oÃ�¼�¢����Y�®Q³*©H¹*®%ª¡��°]���z®��z�¡®�¬�¼�°]���¡«zÀ�®
AC

«
EG

º¡©»º¡«o°�¢Y�¢
k
¢·¼�©E�O Y��´��

B(0, −R)
«

F (0, R)
¾�Ì ®� Y�3 »°��� �©H¹»«

CE
«

AG
º¡©»º¡«o°�¢Y�¢

k
¢¶¼�©E�O Y��´��

D(R cos θ, R sin θ)
«
H(R cos σ, R sin σ)

Ä`�"�¡®� C®� £¢�¼�®Q¹�®
θ
«
σ
¾

Ï���º²�U�´�©�¢ ª¡°�©�³*°]��´%¢ µ���ª¡�z®b¸ ª¡°�¹�©�¼�©E�O C®
O
Ü
B
Ü
F
Ü
D
Ü
H

«?ª¡°��H¹�À�®
AC

Ü
EG

¾
��}�576&8:94�E9�<�!K��� 576&8T9;���`��<�!K�»úG5:6&8:9;����<&!
��� 576&8U�Ej�M���
9üT��g�����ÿ��"�1�	j�
��J�1ü:��g�����ÿ��<�!«����|G576&8:9;�IHb�K��<�!
��¬ 576&8U�Ej�M���
9ü\
���B��²ÿ��"�1�	j�
��J�1ün
���B��²ÿ��<�!«���®G576&8:9;�IHb�W�`��<&!

fÍ°�¹*©±¼�°]��ØQ«o´�©· Y��º¡��Ê�®�¬�ª5©U��¡«oÀ��
DH

º¡«z°]���z«oÃx¼O�� £°]�� C©U¹C�±Æ¡«q¼]«1ª²��°����o®Q�o�²�Å¬
©*¬���©U¹»«zÀ`��´���¾

�²ÿ O ÿ���������� c ü:� O ÿ�P�ÿ�M����	ü:���&�~��¬E�"�=����|��"!
� ¹`�®Q¼�®

R(sin θ − sin σ) = 0
ª²�É´�©*°]�3Æ¡«z¼�«

σ = π − θ
¾ × �� £�o®CÜ�¼]°]�Cª5®QÄ

ACEG
�®	«z¬�¼]©� »°����`�C�%«=¬�«z´�®�¼]°�«o�`�C��¢�©Eº��¡©*¬�¢��²�Âª¡°]�`¹C��À

BF
ª²�?�®1º¡©H¹*©��l��¡©

©Eº�°�®�º�«z¼]«�ª5©H¹»°�Ã�«o�£¢·º�®�¬���®�ª7©*�o©H¹»«oÀQ®
BCEF

¾
fÍ°]�`¹C��À

CE
�®Ú©* C©*´�«zÀ`�Å¢É¼]©»�O £«

D
�²��ª¡°��`¹��CÀ

OD
�·¼�©E�O C®

C
«
E
¬�¢

ª¡°�®Q¬:�®QÀ�«9ª¡°]�`¹�À`�
CE

¬Âª¡°��H¹�À�«z´Ú�
AC

«
EG

¾
��|� 576���a��`�%��M*ÿ.ü:���&�q� O ÿ�P�ÿ�M����	ü:��};�q���E���"!
��|&576�� O ��
�����a����1ü7����|4�q��|�E�"!K�� 576�� O ��
�����a����1ü7���®4�q��|�E�"!

f,©H¹»°�Ã�«o�²�tº�®�¬���®�ª7©*�o©H¹»«oÀQ®
BCEF

�® ÄQÆ¡°�©U,ª5©H¹»°�Ã�«o�²��¼]°�©* £¢�¼O�
BCE

«
BEF

¾
�E�P O 
��`�¡ÿ�k��	üT���&�q��|��=����A��	�P O 
��J�¡ÿ�k��	ü:���G�1��&�K�»ú	��!



Y ÷�Z\[±ñ�]�^�]�[�]7õ"] ¯
fÍ°�©*³*°���´ µ���ª¡�z®Ý¸ ÊQ®Á�²��´ Ä��%¼]¢�¬�¢¡´b¢�«oÄQ°]���Q¢¡�²�C¼�«7¹»°�«l�®�º��¡©*¬�¼ 2R2

cos θ

¾	¿�� C©
�®

b = 2 R cos θ
¼�°]��ØQ®��²�t�®�ª7©U¹»°�Ã�«o�¡�"¼�°]��ª7®�Ä��

ACEG
º¡©�«o¬�¼]� 8 R3

b

¾
�

���\����Úê�ìE�ÅÇ¡íÍ� Ä�Æ�«o°�ÀQ«Í¤�ÇY¨9 £°�«z¹�©"¬�®¼�¹»°�º¡«�º¡�t�®ª7©H¹E°�Ã�«z�²�b¼]°]�Cª5®QÄ`� 4R3

b

¾
¿Ý©*°�«o¬x¼]®�ÊQ«�ª¡°�«z¬�¼�¢¡ª «zÄ3°:�®�Ã�®��Y��¶Ä`��º¡�C¼] Y�±° ¢S�²��¬�¼]�`¹E £¢ ©H¹�©*³ �Q� ���¡ Y��¢

¬��½�®�º¡®QÊ�®�´ Æ¡°�©Y�¢3µC²;³�Î{�«+:¼:Q¾ÝÄ���º²�C¼� Y�·¦*¦*¦HÇ�¢M¤�ÇY¨�-Â´�©*Ø�®�¬�®�¢±ª5©C¼]ª¡¢¡��©*¬�¼�«
«oÄQÆ»�®�ÊQ«t¢¡ª7©�¼]°�®�Æ²� ¼]°�«z³*©*�¡©�´�®�¼]°�«½�¬� £«(#´):¢¡�� �À�«½���¾�30©Û°:�®QÃ�®Q�Y�®¯ª¡°�®Qª¡¢¡Ãx¼O��´�©
��«q¼O�C¼�®��l�«z´Ú�E¾

µ�¶	·�¶	¸"¶	¹Fº�¶
»½¼:¾ �"� @ XO[}LQT ; ( � 25� TV��W������?�5_Yc�X]N ; g,h�ifjlknmokqpVrQi�s�u\vOw�udmoy{k |xiÅyViO~�hYknh�u�y}iQpd�Hh*iOj�vfw ;��XO[ � P�XO[}�ea\^�L��z�C�x�ea\^���c���Z�[ ;�¿ RUTV� ��X]N`c � � WULJÀ{�
»ÂÁ'¾ @ LQT}�eZ&Ã²X]N`^�LON`�ÅÄ��"Æ.XfTV^�L )²� c ��X�W ;"Ç ifm uxw�ifmzk�rQiÉÈËÊ�Ì�Ídkny}rQiÏÎ�i\ÐQiOmâi�rQiÒÑt��Ó��HmâiOw�ikÍyn|xu:Ôxudh�|{knw�iÕÎ�i2Ó�y{~�k	y}i�Îxy}u@Ð�Ñ{y}u@ÐOhx|{k×ÖØÔ}r�vfj�iKÙÚÈ:Û�Ü&Ð�vUÓ*�Hhx|xuxhx|xv�k×Î�Ð�ifhx|xuÚÝ ;;Þ ^�LQc�Z}^OX^`WO�:���QX ;C( Xf�QT � � ; ¼�ß�ß\ß �
à>á�â F�ã�ä�ånI á�æ Beç�èEé\ê�êë`êÕìEB�í�ã=F�î�è�ïGã æ B`G�ð�I»BEè�ñ�ò�ã á�â B
ó%ô w�iOknj�i\Ð\Ðfy}u:ÑUÑ�õ�ö\÷\ø�ù�úû'ü�ý�þoÿ���ÿJø


