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√
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a

b
�4���

c
�[�
���-�T�L�y�4�p���4�+�������;�F���Q���º���T�����qÓ-�(�

�����
�4�;��¯F�"�k�A�-�T�����F�+¢
³Y�����'�h¶����¡�4�����'�¬�Q�
�L�j�[�-�4���A�[�(���[�(�[�(�Q�º�������(�'���®È��T�����(���T�����y�s�4�0�F�[���(�[�(�
���[�������(� {a, b, c} �4�j�(�E�����(���(�Q���"�4�L�����(�����������y�4���k�A�-�T�����F���(¢�î-�F���h¶��4�������4�����"���������
l� �����@}q�G.��N.�"�# l�� ������.���}q�@.�"�# l�� �����@}q�a+}q�@.�"�# l,� �����,+}q�G���N��"
���lÓ-���(�s�>�F���Y�������(�¬���������"���¡�4���4¢�³Y���l���4�[�������

x
¼O�c¶����(������

y
¼O�c¶����(E�����
����¼

�[�(�l���F�I�4�-�����LÓ-�[�q�2�4���#�������������[�\�A�-�4�����4�Q�º�4���������j������� −x + 2 y + 2 = 0
¢

³Y���������������#���[�-�4�����C���l���(�[�������(�Á�Q�Á�F�����4�s�����#�;�F���Q���
P0(x0, y0)

�4���
�����#�p�4� � �(�Q� k �4�º�������4� � �����¬�����p�9�������4´4�(���¬�����*�����®�;�F�[������¯F�#�����[�(�l�����F��4�'�����

x
¼O�c¶����(¢2�x���������Y�y�4�[�
�����Y�k�A�-�T�����F�����

y − y0 = k (x − x0),
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�[� ���-�T�¬����È��T�����(���T�����y���L�
���[���>�F�Y���Y�������>�F�������¬��� � �>�����l�����F�q=
i ? DNH@}	I�z,K��G�EPa}gK��MPN��K�"2Rr����VS3IJ�-z*��+}q�MPN�,+[Pa}-{gz,"2R3#
³Y���"�[�(�(�F�������F�q�¬�(�F�����F�����l�����E���4�0�[�(���[�(�[�(�Q����� � �®�����������j�¬���(���L�
´A�������x�L������á|�(�[�(�Q�2�;�F���Q���

P1(x1, y1)
�4���

P2(x2, y2)
�¬�����p�®�������F�®���y¢'³Y���

�k�A�-�T�����F���4�'�����"�����������

y − y1 =
y2 − y1

x2 − x1
(x − x1)

�¬���(�
x1 6= x2

¢3�¬�l�¬�[������� � �������Y�k�A�-�T�����F�������������>�F�[�

(y2 − y1) x + (x1 − x2) y + (x1 y2 − x2 y1) = 0
�L���[�(�s���-�T�j�������F�����L�4���[�
�¬���(�

x1 = x2
¢I³Y���(�[�l�>�F�[�4��������������[�����-�T�����F� �����

�(�F�[�[�(�[�;�F������� � È��T�����(���T�����y�#�>�����l�����F�����Y�������>�F�������¬��� � =
i ? DNH��3IJ�217}gK��J47}gK�"����21��K��J4��K�"2R����BVS3IJ�24�,+g47}q�J17}2+g1���J17}-{E4�,+g1�{E4q}g"2R3#
ØE�F���l�������(�s�����������[�l�>���0�����-�y¯F�®�������>�F�������¬��� � �>�����l�����F�Ç�¬�����p�*���Q¯F�(�q����¼
� �T���(�º�¬���l�����(������� � ��¯F�(���;�F���Q�������(�º�F������� � ��¯F�(���������4¢0³Y���w���l�[���(��� ���������
�-�4���#�[� �F� �(�q���������®�L�F�[�à·��A���(�q�����F�H·®�4���9�����(�F�����F�Ç�>�F�"È��T�����(���T�����y��¢
³Y���"�;�F���Q�¬���Y�F�������"�����������0�4�����F���������H�������>�����l�����F���l¯4�4���-�T���(�Y���v9(�(�[��¢
hgD@i ? DNH��3IJ��C�K��MPNK�"����21K��J4K��J�K�"BR/���*VS3IJC{E1�ZB4N{|P,ZB��R3#
�n����� ����� �y�4�q�Á���9Ó-�����������(�F�����������F�Å���-�T� �������(�E�F�[�����-�T���(� �4�w�����[�(�
�;�F���Q���

P1(x1, y1)

P2(x2, y2)

��4���
P3(x3, y3)

�#���q�s���T�����q�Ô�������F�[���(�Y���-�T�
�����l�£�����®�F�Æ����������Ñ>�]¢��4¢�'���-�T�
�����l�£�4�[���(�F���������y�4�pÒh¢��x�£�e�4�l�y'�Q�£����� �L�
´A����� �������k�A�-�T�����F���4�H�������������s�����[�F� � ���������;�F���Q��� P1

�4���
P2
¢LØE�����(�w�����

�;�F���Q�
P3
�#���q�º�����L�F�®�������2�������j�����I�(�E�F�[�����-�T���(�2�#���q�º���T�����q�Ô���������2�k�A�-�T�����F�+¢

�x���4�����(�j�L�F�[���(
hgD@i ? DNH��3IJ�21� ��J4� �"��ti ? DNH��3IJ�217}q��47}g"��t�21����4��"2R�R
���~9(�(�[�ÇÑ>�]¢I�4¢�

(y2 − y1) x3 + (x1 − x2) y3 + (x1 y2 − x2 y1) = 0
Òh¢

³Y�����
�h¶����¡�4�����"���������lÓ-���������F�£�4�j�������>�F�������¬��� � È��T�����(���T�����y���>�����l�����F�
�¬�����p�����(�q���s���H�����[�(� � ��¯F�(���;�F���Q���¬�4�[�"�(�F���������y�4�(¢
FBh�i�i ? DNH�C2U�3IJ�217}gK��J47}gK�"����21��K���4��K�"����21� K��J4� K�"2R/���

VS3IM4�{E1� N+g47}-{E1� �ZB17}-{E4� N+g1�{E4� �Z�17}-{E4,�,+g1�,{E47}[R
ØE�������¡�4�[���Ç�4�#���C�������y�4�[���4�Y�������>�����l�����F� hgD@i ? DNH�� 0�����[�(���;�F���Q���#���£�����
���¡�4���Y�¬�������;�s�(�F���������y�4�I���=�4�����F�����®���|�����¬�>�����l�����F� FBh�i�i ? DNH�C2U� �l¯4�4���-�T���(�
���������(�»���v9(�(�[��¢
Îw��á|�(�[�(�Q�º�������(�

A1 x + B1 y + C1 = 0
�4���

A2 x + B2 y + C2 = 0
���#�����

���¡�4���#�(�������(�����Q���(�[�[�(�l�"�F���4�[�®�-�4���4�����(�]¢��n�º�����l�*���Q���(�[�[�(�l�y+�����(�*�����®�(�E�F�O¼
�����-�T���(�Y�4�'�����"�;�F���Q�¬�4�'�����(���Y���Q���(�[�[�(�l�����F���4�[�

x =
B1 C2 − B2 C1

A1 B2 − A2 B1
, y =

C1 A2 − C2 A1

A1 B2 − A2 B1
.

�C�"�F���p�4���������(� �4�Y�F���������s�4�'�������>�F�������¬��� � È��T�����(���T�����y�#���������[=
S�h�iEQ,H3IJ�2�7}-{E1�Z2%q}-{E4�Z�)G}|����.��O��{E1�Z2%,�{E4�Z�)��B����.�"����213�4"2R
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³Y�����4�[�[�����������F�����-�T�L����� � ��¯F�(���������(�º���Q���(�[�[�(�l�Y�����������(�I���-�T�������w���(���F����¼
�-�T���F�[�0���
�����j�4�;��¯F�j�h¶����[�(�[�[���F���2�4�[�L����á|�(�[�(�Q�0�>�[�F��9(�(�[��¢�;0�4���4�����(�A�������(�'���
���4�
�-�y¯F�����������Q���(�[�[�(�l�����F� Ñ>���9����� Ó-�����������¡�4����Ò��4���

A1 B2 − A2 B1 = 0���j�������(�F�����������F���F�������(���Y�(�E�����(���(�Q���Y���-�T�¬�#���q�s���F���������F�[���(�Y���-�T�Y�����l�
�4�[���-�4���4�����(�]¢��s�(���(�4Y�������>�F�������¬��� � È��T�����(���T�����y�*�>�����l�����F�à���l���(�[�������(�
�����"���Q���(�[�[�(�l�����F���4�'�x�L���������(�j�����y�4�[���¬���(�������l���4�[�����4�¬�-�4���4�����(��=
? D��,H2U�IJ��C�K��MPNK��8F2K�"���� ? K�����K���z,K�"2R/���

VS3I-W�+-�{�F-Z2z@{|P7X2u�W�+ ? {|P,Z�C{2�,X	�oW ? {�F�+-C{gzGX2u�W�+ ? {|P,Z�C{2�,XgR3#
³Y���l���¬�����|�;�"�-�4���4�����(�;���[��¯E�����(�������"���[�"�4�'�������>�����l�����F� ? D��,H2U �[�(�[�������Y���
������È��T�����(���T�����y�#�(�[�[�F�¬���(�[��� � ���4�I����¯E���[���F���¬�����$9(�(�[�,=

� hE�,H2U������ ? D m 4q�����-�[D m@? D ? �,HyH21 l UH A�A�? hgD 1

0
HEDGFBhgL�D��,H2UH >�� �

�Ü���(�������"�������(�
p1
�4���

p2
�¬�������k�A�-�T�����F���

A1 x + B1 y + C1 = 0
�4���

A2 x + B2 y + C2 = 0
���Q���(�[�[�(�l�y-�����(���������p�4� � �(�Q�s�4�0�����
�4� � ��� ϕ �4���F� � �����(� ��� � ��¯F�(���Q��������>�F�[�#���¡�

tan ϕ =
A1B2 − A2B1

A1A2 + B1B2
=

k2 − k1

1 + k1k2
,

�¬���(�[�
k1 = −A1

B1

�4���
k2 = −A2

B2

�4�[���p�4� � �(�Q�����4�2�����#�4� � ���(� ϕ1
�4���

ϕ2

���-�T�������l�����4´4�¬�¬�����������w�;�F�[������¯F�s�����[�(�l�����F���4�+�����
x
¼O�c¶�����Ñ>�[�(��î0� � ���[�sÄAÒh¢

O

ϕ2ϕ1

ϕ

p1

p2

ÿ��������	�!�q�w³Y���
�4� � ���"�4���F� � �x�L�����Q���(�[�[�(�l����� � �������(�(¢

³Y�����>�F�������¬��� � �>�����l�����F���4�(�(�F���������[���(�j�������Y����È��T�����(���T�����y�=
CED�,iBH3IJ��C�K��MPNK��8F2K�"���� ? K�����K���z,K�"2R/��� VS3I-WtC{2�,+ ? {|P7X2u�WtC{ ? Z-PG{2�,XgR3#
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6s�4�����(�º���-�T�'�����L�������(�H�¬�����Q�;�L�;�(�[�;�(�������(���¡�4�H�¬���(�������L���[�j�4���������H�>�����l�����F�
����È��T�����(���T�����y�#�[�(�;�F�q���Y�����"����¯E���[���F���¬�����f9(�(�[���(�[�[�F�(¢
�n�H�>�F�������¬�=���-�T�H�����L�������(�

p1
�4���

p2
�4�[���-�4���4�����(�F���E�����j�4� � ���º�4���F� � �����(�

���*9(�(�[���F�����
A1B2 − A2B1 = 0

�F�
k1 = k2

¢º«��������w�4�����(���-�4���+A�����l� �¬�����
�;���;�(�[�;�(�������(���¡�4�#���

A1A2 + B1B2 = 0
�F�

k2 = − 1

k1

ÑÔ���������(���F�����-�T���F�
�4�'�����
�4�;��¯F�¢�A���4�����(�Q�s���~9(�(�[���[� ���-�T�Y�����
�4� � �������Y�[� � �Q�hÒh¢
³Y���(�[�s�[�(���4�[´A�+Ë[���q�����Ô�������¬�>�F�������¬��� � ���lÓ-���������F���2�4�HÈ��T�����(���T�����y���>�����h¼
�����F���'���-�T� � ��¯F�������j�-�4���4�����(�Q�����[�F� � �®� � ��¯F�(�®�;�F���Q�'����� � ��¯F�(�®�������L�4���������
�;�(�[�;�(�������(���¡�4�Y�����[�F� � ��� � ��¯F�(���;�F���Q�Y����� � ��¯F�(���������4¢jØE�������¡�4���>�����l�����F���
���(�q�s���H�x�L� � ��¯F�(���������(�¬�4�[�"�-�4���4�����(�;�F�¬�;�(�[�;�(�������(���¡�4�k=
l C2UC�i�iBH�i�IJ��C�K��MPNK�"����21K��J4K��J�K�"2R/����VS3IJ�213�J43��+g1N{2C,+[PG{E4"2R3#
l H2U l HED~IJ��C�K��MPNK�"����21K��J4K��J�K�"2R����*VS3IJ�243��+g13�J1N{|P7+g4N{2C�"2R3#
l C2UC�i�iBH�iB�3IJ��C�K��MPNK��8F2K�"����21K��J4,K��J�K�"2R/����VS3IJC{E4@+g1N{|PR3#
l H2U l HEDN�3IJ��C�K��MPNK��8F2K�"����21K��J4K����K�"2R����*VS3IJC{E1�ZB4N{|PR3#
�Ü���(�C����� �>�����l�����F��� l C2UC�i�iBH�iB� �F� l H2U l HEDN� '�>�F�
� � ��¯F�(�C�-�4���"�4�j�������(�(
�[�l�����[�������L¯4�4�����*9(�(�[��4�����(�#�����(�[�L�x�L���������(�0�4�[�L�-�4���4�����(�Q�F�'�;�(�[�;�(�������(���¡�4�(
�[�(�[�;�(�l����¯F�(���F¢
î-�F�L�����[�(�"����á|�(�[�(�Q�s�������(�

p1

p2
�4���

p3
���������"���¡�4�����¬�������k�A�-�T�����F���

A1 x + B1 y + C1 = 0, A2 x + B2 y + C2 = 0, A3 x + B3 y + C3 = 0
�L�"�[�-�4���+����� ���l���(�[�������w�����"�(�F�����������F���¬�����p�������(���Y�(�E�����(���(�Q���¬�#���q�¬���c¼
�����q�Ô�������F�[���(�s���-�T�s�����l�Ç�4�[���(�F���(���[�[�(�Q��Ñ>�]¢¬�4¢�����-�T�w�����l���4�[���-�4���4�����(�=�F�
���Q���(�[�[�(�l�s�����®�;�F���Q�hÒh¢
�n�¬�������������(�

p1
�4���

p2
���Q���(�[�[�(�l� �T�#�������;�F���Q�

T (x, y)
�L��´A����� ���-�T�

�����®�(�E�F�[�����-�T���(�
x
�4���

y
�4�[�������<�A���4�����(�Q��� B1 C2−B2 C1

A1 B2−A2 B1

�4��� C1 A2−C2 A1

A1 B2−A2 B1

¢
ØE�����q������������� � �����(�[��¯4�4�����(�¬���Q���#�����"�k�A�-�T�����F���4� p3

�L� � �l�

A3B1C2 − A3B2C1 + B3C1A2 − B3C2A1 + C3A1B2 − C3A2B1

A1B2 − A2B1
= 0.

�s�(���(�4������(�[�������[�(�"�������(�j�-�y¯F�
�®�(�F�����F���;�F���Q�Y���[��¯E�����(���������h¶����[�(�[�[���F�
���������"�A�����(���T���F�Y�4�'�����"���l�Ô�Y�-�4�����[�����

∆ = A3 (B1C2 − B2C1) + B3 (C1A2 − C2A1) + C3 (A1B2 − A2B1)���Y�k�A�-�4�+����9(�(�[��¢
�n�Y�������������(�

p1

p2
�4���

p3
�4�[���-�4���4�����(�2�����(�C�����(�����(�E�����(���(�Q���#���T�����q�Ô�

�����s�[�(�¡�T�����F���
A2 = λA1


B2 = λB1


A3 = µA1


B3 = µB1

A�>�F���[�F���s�[�y�4�
�A���#�;�(�[�

λ
�4���

µ
����á|�(�[�(�Q�L�>�[�F�£9(�(�[��¢��Ü���(���L���[�����q�����������s�����(�[��¯4�4�����(�

���Q���
∆
���¬���¬� � �4�����k�A�-�4�=���v9(�(�[��¢

ÀL�F�Q¯F�(�[�[�(���F4���
∆ = 0

c�����(�#�T�Ô���(�=����¯E������� � �;�4���
�[�����(�H�4���������=�k�A�-�4�����x���Q�

A1B2 − A2B1
�L�������>�(�=���-�T�'���������Q���(�[�[�(�l�����F�

T
(

B1 C2−B2 C1

A1 B2−A2 B1
, C1 A2−C2 A1

A1 B2−A2 B1

)

�4������� �������(�
p1
�4���

p2
���T�����qÓ-�(�"����� �k�A�-�T�����F�9�4�

p3
¢��s�(���(�4H�����(�[� �����[�(�
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6s���Ý�L���y�4�CÓ-���Æ�������;�F���Q���

Ai

�4���
Bi

�4�¬���Q���(�[�[�(�l�����F�Æ�4�¬�����[�(�l���F�[�#�4�
�4� � ���(� A �4��� B

�¬�����������"�F���;�F�[�������[�����(�s�4�¬���Q���(�[�[�(�l�����F���
AI ∩ BJa

�4���
BI ∩ AJb

¢
��� ? ��� ? D��,H2U�I�i ? DNH��3I����3���G�gR3�ti ? DNH��3IM��%*���GÓ2C2R�R*#
��% ? ��� ? D��,H2U�I�i ? DNH��3I���%*���G�gR3�ti ? DNH��3IM���3���GÓ|PR�R*#
À �l�L���������Ü�4�[´#�����s���[� � ���4�ÝÈ��T�����(���T�����y�����
�y�4���(���¡�T���j�����s����á|�(�[�(���(�s�4�
�����"���A�-�4�[�(�s�4�0���(� � �����¬�4�I�4� � ���������[�(�l���F�[�Y�¬�������������>�F�������¬��� � ���������[=
�3���BVS3I >@?BA �,CEDGF2H3I����3����� ? R7YE�,+ >@?BA �,C-DGF2H3IM��%*����% ? R7YE�2R3#
³Y���"�F���������¬�¬�����|�;�������¢�A���4�����(�Q�

4 (f + g)3 (f − g) (f 4g2 + 4 g3f 3 − 5 f 2g2 + g4f 2 + 4 fg − 1)

(g2 + 2 fg − 1)2 (f 2 + 2 fg − 1)2 .

ØE�����(�¬�����2�A�����(���T���F�º�(�F�Q�p�4�����
f − g
�4�����e�4�l���F�º�4���

f + g
���º�F�Q¯E���F���[���

���l¯F�(�o9(�(�[����L�#�(�F���(�������
���-�T�s���������[�E�4�I�¬�����=�;���(�F�������l���(�����[��¯E�����(���L�
�[����� ���-�T�Y�����"���F� � �-�4�[�(�Q�����(�[���

Z = f 4g2 + 4 g3f 3 − 5 f 2g2 + g4f 2 + 4 fg − 1
���������"�A�����(���T���F�Y���¬�4���j�y�E�¬�;�F�[������¯F�4¢
î0���[�q�Y���4�������-�T�Y�������[��� A

2
+

B

2

�4�0�-�4��¯F�(�¬�4�H�����
�4� � ���(�j���¬�T�Y���F�q� π

2�[� ���-�T�

cot

(

A

2
+

B

2

)

=
cot(A

2
) cot(B

2
) − 1

cot(A
2
) + cot(B

2
)

=
f g − 1

f + g
> 0.
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�C�"�(�F���(�����������-�T�

f g > 1
¢

³Y����Ó-�[�q�w�4�����������>�F���q�������(�[� �4�
Z
��� � �l�����(� � ��¯F�

f 4g2 + f 2g4 = (f 2 + g2)(f g)2 ≥ 2(f g)(f g)2 = 2(f g)3

�;�(�y�4���[�
f 2 + g2 ≥ 2fg

¢º�n�'�L�
���Q���[�E�����(�������"���4�p�T�����F�
ϑ = fg

�����(�

Z ≥ 6ϑ3 − 5ϑ2 + 4ϑ − 1.
ØE�����(�

ϑ > 1
�L�w�y�4���[�(���¡�4�(�

ϑ
���������w�4�;��¯F�w�(�������s�;�F���E���F���¡�4�E�¬�����

1 + ϑ�4��� � �l� (3 ϑ + 2) (2 ϑ2 + 3 ϑ + 2)
¢ ³Y�������h¶����[�(�[�[���F� �����4���j�y�E���;�F�[������¯F�

�;�(�y�4���[�"�����"���l� ¯4�4�[�¡�4�����
ϑ
���Y�;�F�[������¯F�4¢2³Y�����Y�(�F�������l���(�Y�����"���[�E�4�O¢

6s�4�����(�0���-�T�=�����2���4���2�(�F�������;�º�F���p�4�����(���¬�����������º�[�����q�������������F�
f = 1+k

g�>�F�'�����L�;�F�[������¯F�L�[�y�4�E�A���#�;�(�
k
���
�����j�;�F���E���F���¡�4�

Z
¢Iî-�F�������¬��� � �����L���������

)h�i�iBHFg�&I Ô 1B��UCFg�&IJ���JÖ�RÏu �×m +-ØsW[}|Z2zGX2u-�3�!��R3#
�����"���[� � ���4� È��T�����(���T�����y�#�F�����������

(1 + k)2
g2 +

(1 + k)4

g2
+ 2 + 6 k + 7 k2 + 4 k3

�¬�����p�����Y�F�Q¯E���F���[�����4���j�y�E�¬�;�F�[������¯F�4¢
�

�C� �(�F�Q�����A���®�¬�����9����� ���[�F�����(�
833
�>�[�F� ½ T¿2�¬�����p�£���"���*�������[�(�l�����F�

�4�;�F���¬�[�������¡�4�[���x� �4�'���[�¡�4� � ���(�(¢
�²±cÙ@³0±>§E¨ÚÙq¶ÛÀ �l�

r
�;�����������4�������"�4�j�������(���[�(��� �����[�(�[���;�(�£���Ç�����[�¡�4� � ���

ABC
�4���C���l�

R
�;�®���������4�������"�4�j�����"�(���[�(�����[�(�[���;�(�9�(���[�(���4¢Ü;2�[��¯F�����-�T�

R ≥ 2r
¢

A(0, 0) B(r(f + g), 0)

C

Ja

Jb

Jc

I

R

f g

r

rr

O

ÿ��������	�$

�w³Y���L���¡�4���l���(�H�4�������������(���[�(���º���0�T�'���F�q�0�k�A�-�4�
���®�����"���4�������Y�4�'�����"�(���[�(�����(���[�(���4¢
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·Lä�ã�ãJ¸k¹I³Y���*�>�F�������¬��� � ���[�E�4�
�-�4� � �[�y�T���[�������¡�4�[���x�Æ�¬�����µ�����*�[�F���������F� �4�
�����#���[�l¯E���F�������[�F�����(��¢½�Ü�������F�������F�[���4� � �(���(���4�����x���L�®�y�4�9�4�[�[���������-�T�
����� �4� � ���(� A �4��� B

�4�º�����®���[�¡�4� � ��� ABC
�4�[� �4�(������Ñ>�]¢��4¢����(�[�����-�4� π

2���4���¡�4���pÒ'�4���#���-�T�0�����L¯F�(�q�����(�(�
A

B
�4���#�����j�(�(�Q���(�

I
�4�-�����j�����(���[�(�����-�y¯F�

�������(�E�F�[�����-�T���(�
(0, 0)

(r(f + g), 0)

�4���
(fr, r)

�>�F�j�[�F�����[�y�4�+�A���#�;�(�[�
f > 1

g > 1
�4���

r > 0
¢

«����������y�£�4�����������[�E�4����� Ó-�[�q�����C���l���(�[���������������(�E�F�[�����-�T���(���4�������
¯F�(�q���h¶

C
�4���"�����º�(�(�Q���(�

O
�4�E�����º�(���[�(�����(���[�(���4¢=³Y�����=�¬�����4���4´4�2���=�;�F�[�[�������

�����(�F���������¬�����w���4�������
R
�4�+�����w�(���[�(�����(���[�(���4¢0î0���-�4�����F4�L���[�����µ���-�T�������

����á|�(�[�(���(�
R − 2 r

���I�4���j�y�E�I�;�F�[������¯F���h¶��(�(���º���
�����j�y�4�[�j�4�-�����j�k�A�����¡�T���(���4�
���[�¡�4� � ���w�¬���(�����¬���~9(�(�[��¢
À �l�

Ja


Jb


Jc

�;�����[�cË[�(�l�����F���w�4�I�����#�(�(�Q���(�
I
�4�I�����������(���[�(���"�F�Q���������

�[�����(�
�4�L���������[�¡�4� � ��� ABC
¢�³Y�����;�F���Q�

Jc

�-�4�"�������(�E�F�[�����-�T���(�
(f r, 0)�¬�������Y�L� � �l�������w�(�E�F�[�����-�T���(�º�4�+����� Ja

�>�[�F� �����¬�>�F�������¬��� � �q�E�q���(� �4�|�����
�k�A�-�T�����F���
A 4 A ����S�h�iEQ,H3IJ� >@?BA �,CEDGF2H3I���%*��� l ��T�"2R���� >@?BA �,CEDGF2H3I���%*���@Ó�FER3�

>@?BA �,CEDGF2H3I��G�	��� l ��T�"2R����BU"���� l �/T�"2R3#
�¬���(�[�

p
�4���

q
�4�[�¬�����s�j�4�Q���(���(�E�F�[�����-�T���(���4�+�����s�;�F���Q�

Ja

¢I³Y�����L�q�E�q���(�
�-�4�Y�x�L���[�F���������F���k=I�����"�(�E�F�[�����-�T���(�Y�4�'�����"�;�F���Q�

Jc

�4���������"�(�E�F�[�����-�T���(�
(g2f+2 g+f)r

1+g2

�4��� 2rg2

1+g2

�4�
Ja

¢9�x�Å�Ç�[�������¡�4���j�y�C�L� � �l�#�������(�E�F�[�����-�T���(�
f(f2−1)r

f2+1

�4��� 2 f2 r

f2+1

�4�'�����"�;�F���Q�
Jb

¢
�@Ó2C3����� l ��T�"�u �ÕÔ 1B��UCFg�&I A 4 A ���2R
�@Ó|P~����� l ��T�"�u �ÕÔ 1B��UCFg�&IJS�h�iEQ,H3IJ� >@?BA �,CEDGF2H3I����3�t� l �¼T�"2R����
>@?BA �,CEDGF2H3I����3���@Ó�FER3� >@?BA �,CEDGF2H3I��G�	��� l ��T�"2R����BU"���� l �/T�"2R3�!�2R

³Y����¯F�(�q���h¶
C
���j�����"���Q���(�[�[�(�l�����F�

AJb ∩ BJa

¢
�)*��� ? D��,H2U�I�i ? DNH��3I����3���@Ó|PR3�ti ? DNH��3IM��%*���GÓ2C2R�R*#
³Y���¬�(�(�Q���(�

O
�4�������¬�(���[�(�����(���[�(���j�4���������I���4�������

R
�4�[� � ��¯F�(���4�º�[�F���������F���

�4�'�������>�F�������¬��� � �q�E�q���(� �4�0�k�A�-�T�����F���k=
�,Ì3����� l �@T�"�#!S�h�iEQ,H3IJ� >@?BA �,CEDGF2H3I����3���,Ì2R����2ª*�
>@?BA �,CEDGF2H3I���%*���,Ì2R����2ª*� >@?BA �,CEDGF2H3I��)����,Ì2R����2ª,"���� l �aT���ª,"2R3#
î-�[�F� �������x�L���[�F���������F���Y�4�'�����"�q�E�q���(� �F�����������"�F�����¬���(�[�

R =
r (1 + g2) (1 + f 2)

4(fg − 1)
���j�(�F�[�[�(�l�y¢2�x���������[�(�(�F�����[�F���������F�����������4�������

R
���j��� � �T����¯F�w�¬�����p�����j���4�

�4�(�(�(���p�4�����4¢
ª&���BUN{	W[}|Z m YE�,XB{	W[}|ZB�7YE�,X2u-Ö,u�W m {E�@+}2X	#
Ý ����)h�i�iBHFg�&I Ô 1B��UCFg�&IMVS3I�ªG+-�{-U�R3���BR3� m R*#
\ I�)�C l7? �,C�i � H�iE�,C2R����BVS3I�)hBH m�m@? F ? HED��&I Ý � m �[}[R7YE�,+ÖN{-)hBH m�m@? F ? HED��&I Ý � m ���2RN{-)hBH m�m@? F ? HED��&I Ý � m �t.2R�R
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³Y���
����á|�(�[�(���(�

R − 2 r
���¬�k�A�-�4�H��� M r

4(fg−1)

-�¬���(�[�
M
���Y�����²�A�-�4�����T�����

���[�����F���¡�4�
(g2 + 1)f 2 − 8 g f + g2 + 9

���
f
¢H�n���H�����[�(�[�������-�4�Q�|��� −4 (−3 + g2)

2 �¬�����p�
���=�4���j�y�E�=��� � �T����¯F�sÑ>�[�Y���-�T�
M > 0

�;�(�y�4���[�®�����®���y�4����� � �(�E�����(���(�Q� g2 + 1
�����;�F�[������¯F��Òs�h¶��(�(���"�¬���(�

g = cot B
2

=
√

3
�4���

f =
√

3
Ñ>�]¢C�4¢Æ���������[�¡�4� � ��� ABC

���®�k�A�����¡�T���(���4�ÔÒ
�¬���(�

M = 0
¢

�

6s�h¶E�����¬�����#���[�F�����(�
312
�>�[�F��½ T¿0�¬�����p�Ç���w���������#�[�(�(�F���9�p�-�4�����(���F�

�����"�;�(�[�����l���(�Y�4���������
�4�[�y�®�4�0�(���[�(���(�(¢
�²±cÙ@³0±>§E¨ßÞ7¶oÀ �l�

T
�;���*�;�F���Q� �����[���������������[�¡�4� � ��� ABC

�4���Å���l�
A1


B1


C1
�;�Å���Q���(�[���F�Ç�;�F���Q���*�4���������[�����(�

BC


CA


AB
¢ À �l�

Ri

�>�F�
i = 1, 2, 3, 4, 5, 6

�;�����4�����H�4�2�������(���[�(�����(���[�(���(�s�4�I���������[�¡�4� � ���(� AC1T


C1BT

BA1T


A1CT


CB1T


B1AT
¢�;2�[��¯F�����-�T�

R1 R3 R5 = R2 R4 R6
¢

A B

C

A1

B1

C1

O1

O2

O3

O4

O5

O6

T

ÿ��������	�!
2eG�s³Y���¬���4�����E�4�������Y�[��¶#�(���[�(�����(���[�(���(�0���T�����q�Ô�
�����
�[�(�¡�T�����F�

R1 R3 R5 = R2 R4 R6
¢

·Lä�ã�ãJ¸k¹ À �l�����2Ó-�[�q�����lÓ-���s����È��T�����(���T�����y�w�����Y�>�����l�����F�®�¬�����p���4�[�[�E�(�¡�T���(�
��� � � ��¯F�(�����[�������w�4�'�;�F���Q���L���������4�������j�4�H�������(���[�(�����(���[�(���s�4�H���������[�¡�4� � ���
�¬���F�[�"¯F�(�q�����(�(�s�4�[�������(�[�
�;�F���Q���(¢
P ?BA HFg�Nh-U�IJC�K��,PNK2R���� l H2U l HED~I jq?g>2l h ? D��&IJC��MPR3�8i ? DNH��3IJC���PR�R3#
)�)*IJC�K��PNK��GF2K2R���� ? D��,H2U�IpP ?BA HFg�Nh-U�IJC��MPR3��P ?BA H,Fg�Nh-U&IJC���FER�R3#
ª)*IJC�K��PNK��GF2K2R���� >@?BA �,CEDGF2H3IJC���)�)*IJC��GP��GFER�R3#
À �l�s���¬����� ���������Y�����"�;�F���Q���

A

B

C
�4���

T
¢

����������.��G.�"�#$��%&�����F��G.�"�#$�)*����� A �,�,"�#$��0&����� l �NT�"�#
�n�

s 6= c
�����(�#�����j�;�F�[�������F���4�|�w�;�F���Q�

A1
�F�#�����j�������

BC
�y�4�®�;�j���(�[�(�[���;�(�
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�Q�9���[�y�4�2�A���#�;�(�
u
�4���*����� �(�E�F�[�����-�T���(���4�����������;�F���Q�
�4�[� (

u,
t(c−u)

c−s

) ¢
�C� � �l�L���������Q���[�k�A�����[��� � ���-�T�L�����w�;�F���Q���¬�����������w�(�E�F�[�����-�T���(� (u, z)

�����(�
�F�������"�������

BC
�4���������(���[�F��¯F�������"�(�F�����������F���¬�������[�(�[�;�(�l�s���

z
¢

���7}	�����EL��N�"àu � S�h�iEQ,H3I�hgD@i ? DNH��3IJ�EL��G�"��/i ? DNH��3I���%*�N�)BR�R�����.��5��R3#
ØE�������¡�4�[���F����

s 6= 0
+�����(�C�4�Q�9�;�F���Q�

B1
�F�*����� �������

CA
�-�4�������®�(�E�F�[����¼

�-�T���(� (

v, t v
s

) �4��� �4�Q���;�F���Q�
C1
�F�Å�������������

AB
�-�4� �������(�E�F�[�����-�T���(�

(w, 0)
�>�F�Y�[�F�����[�y�4�=�A���#�;�(�[�

v
�4���

w
¢

���7}	�����EL��,�@{	W�F�+[L7X2u�W�F�+ A X-"�#!��%q}	�����-Q*�,�@{gQNu A "�#r�)G}	�����-�*�G.�"�#
�n�

s = c
�����(�C�4�Q�*�;�F���Q�

A2
�F�*����� �������

BC
�-�4������� �(�E�F�[�����-�T���(�

(c, u)�>�F�º�[�F���s�[�y�4�;�A���#�;�(�
u
¢I�n�

s = 0
�����(���4�Q���;�F���Q�

B2
�F�������s�������

CA
�-�4�

�����"�(�E�F�[�����-�T���(�
(0, v)

�>�F�Y�[�F�����[�y�4�=�A���#�;�(�
v
¢

����3�����F��LN"�#$��%,�3������.��,Q,"�#
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r2 (f − g)2 (fg + g + f − 1) (fg − g − f − 1) (fg + 1)2 (fg − 1)−2

(12 f 2g2 + g2f 4 − 2 f 3g3 + g4f 2 + 2 f 3g + 2 fg3 + f 2 − 2 fg + g2)
.
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f = g
Ñ>�]¢��4¢ |BC| = |CA| �[�����-�T����������[�¡�4� � ��� ABC

���Y���[�F�[�(�(���(�pÒj�F�

(fg + g + f − 1)(fg − g − f − 1) = 0
�¬�����p�����º�����s�(�F�����������F� �>�F�2�����w�������(�

BC
�4���

CA
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AB
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A
�4���

B
��� �������������

m���
2 : 3
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A B

T

C D
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Bb

Aa

Ba

a
b
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A(0, 0)

B(c, 0)

'�4���
T (p, q)
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c

p

q
¢ À �l�

�����¬�������
m
�-�4�2�����¬�k�A�-�T�����F�

u x + v y + w = 0
�>�F�º�[�F���Y�[�y�4�-�A���#�;�(�[�

u


v

w
¢s�x�Ç�F�[���(�s���-�T����� � �E�(�s�����[�F� � ���������;�F���Q� T �����
�>�[�(�
���(�[� w

�#���q�
�;�"�k�A�-�4�+��� −u p − v q
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m
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B
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(5 up + 5 vq − 2 uc) (up + vq + 2 uc)
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q = −u(2c+p)

q

�4���
q = u(2c−5p)

q

¢®³Y���l�
� ��¯F���������(� q x − (2c + p)y + 2qc = 0
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5q x + (2c − 5p)y − 2qc = 0
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 ���L1
$ mpa]WqoYmpa]_)(n�lf+*�}$,q_)(n�y_4u _rZ>a 1.- _ t
�;^]f(mpa]_rmht 1 a]fYmhici4W[mh^�/xz

þ 0�� $ z ) mpa]fl^ 1p3 z 8 Wq^]_ tºmhtTX $ z B dcurm�� 1+���	��
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