ANALITICKA GEOMETRIJA RAVNINE
I MATHEMATICA

MAJA BATOR, ZVONKO CERIN I MILENA CULAV

SAZETAK. Opisuje se kako se Mathematica moze upotrijebiti u
analitickoj geometriji ravnine s pravokutnim koordinatama. Kao
ilustraciju moguéih primjena dana su rjeSenja petnaest zadataka iz
zbirke za prvi razred gimnazije.

Ovaj ¢lanak opisuje kako se na ra¢unalu moze obraditi analiticka
geometrija ravnine. Pritom se koristimo programom Mathematica koji
je po svojim moguénostima slican programu Maple V. To su sigurno
najpoznatiji i najrasireniji sustavi koji "znaju matematiku". Svaki od
njih ima vlastiti programski jezik i nas zadatak svodi se na to da na tom
jeziku opisemo nove funkcije koje trebamo za rjesavanje geometrijskih
zadataka analitickom metodom.

Ranije smo u [1] i [2] to u¢inili u programu Maple V, a ovo je zapravo
prilagodba tih ¢lanaka programu Mathematica tako da je osnovni tekst
uglavnom ostao isti.

Na internet adresi http://www.math.hr/“cerin kao dodatak ovom
¢lanku pripremili smo Mathematica (verzija 4.2) biljeZnicu (eng. note-
book) sa svim inputima koji omoguéuju kontrolu rezultata.

Ideja analiticke geometrije je da se geometrijska svojstva tvorevina
opisu algebarskim izrazima te da se ona prouce metodama algebre. To
se najjednostavnije postize u ravnini pa ¢emo od nje i krenuti.

Prvo moramo odluciti kako ¢emo algebarski prikazati to¢ku, jer je
ona osnovna tvorevina u geometriji ravnine. To se najlakse ostvaruje
odabirom koordinatnog sustava. Poznato je viSe takvih sustava (npr.
pravokutni, kosokutni, polarni, trilinearni, baricentricki,...), ali daleko
najprirodniji je pravokutni koordinatni sustav pa ¢emo ga i mi odabrati.

Taj sustav je zadan ako odaberemo dva orijentirana medusobno oko-
mita pravca p, i p, i ako na jednom od njih (recimo na p,) odaberemo
tocku E razlic¢itu od tocke njihovog presjeka O = p, Np,. Tocku O
nazivamo ishodistem, pravci p, i p, su z-0s i y-o0s, a E je jedinicna
tocka (vidi sliku 1). Polozaj bilo koje tocke T' u ravnini jednoznac¢no
je odreden uredenim parom (z, y) realnih brojeva koji se zovu (pra-
vokutne) koordinate tocke T. Brojevi x i y su sljede¢i omjeri orijenti-
ranih duzina

0T, |OT,|
T = ) Y= )
|OE| |OE|
gdje su T}, i T, ortogonalne projekcije tocke T" na x-os i na y-os.
1
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T, T(wa y)

O E T, P

SLIKA 1. Pravokutni koordinatni sustav.

Zadavanje tocaka u ravnini u programu Mathematica je isto tako
jednostavno bududi da je tocka zadana uredenim parom realnih brojeva.
Na primjer, naredbom

tA:={2, 3}; tB:={5, 7}; tC:={-2, 0}; tT:={x, y};
zadali smo Cetiri tocke ravnine A(2,3), B(5,7), C(—2,0), T'(z,y).

Sada kada znamo zadavati tocke ravnine opisimo kako se racuna
udaljenost medu njima.

B, B(b, v)
v—u
Ay
A(a, u) ¢
(0 Aq |b— al B,

SLIKA 2. Udaljenost dviju to¢aka A(a, u) i B(b, v) u
ravnini je |AB| = /(b —a)? + (v — u)2.

Ako su A i B dvije to¢ke u ravnini s koordinatama (a, u) i (b, v)
vidimo da je udaljenost |AB| jednaka duljini hipotenuze pravokutnog
trokuta ABC', gdje je C' sjeciste paralele s z-osi to¢kom A i paralele
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s y-osi tockom B. Katete tog trokuta su (horizontalna) [b — a| i (ver-
tikalna) |u — v| (vidi sliku 2). Zato je, prema Pitagorinom teoremu, ta
udaljenost jednaka

|AB| = \/(b —a)?+ (v—u)2

U programu Mathematica udaljenost dviju toc¢aka se ra¢una pomocu
sljedece naredbe:

udaljenost2t[{a_,u_}, {b_,v_}]:=Sqrt[FS[(b-a) "2+ (v-u)"2]]

Za ime te funkcije odabrali smo rije¢ udaljenost2t (skracenica za
"udaljenost dviju toc¢aka"). Njene varijable su pak dva uredena para
realnih brojeva kojima se prve i druge komponente zovu a i u odnosno
biwv. Prvo stroj izratuna (b —a)? + (v —u)? i onda pokusava §to je
vise moguce pojednostavniti i rastaviti na faktore taj izraz (naredba
FS). Na kraju nade drugi korijen (naredba Sqrt) iz svega.

Da bi smanjili tipkanje tu smo uveli skracenicu F'S za istovremenu
upotrebu naredbi Factor i FullSimplify koju ¢emo cesto koristiti.

FS[m_] :=Factor[FullSimplify[m]]

U mnogim primjenama vazno je odrediti poloviste duzZine ¢iji kra-
jevi su poznati. Iz prilozene slike 3 se vidi da su koordinate tocke P,
poloviste duzine s krajevima u tockama A(a, u) i B(b, v), jednake %%

N 2
;7 uUTv
14

» B(b, v)
u+tv ‘
2 P
u
A(a, u)
(0] a a+b b
2

SLIKA 3. Koordinate polovista P duZine AB su arit-
meticke sredine koordinata krajeva.

Funkcija koja izrac¢unava poloviste duzine u programu Mathematica
izgleda ovako:

poloviste[{a_,u_}, {b_,v_}] :=FS[{(a+b)/2, (utv)/2}]
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Nesto slozenije je naéi koorditate tocke koja dijeli duzinu u zadanom
omjeru. Dakle, trazimo toc¢ku C' na pravcu AB takvu da je omjer

[AC]
OB

biti razli¢it od —1). Njene koordinate su

duljina orijentiranih duzina jednak zadanom broju A (koji mora

A ) U+ Av
T (apscisa) i T
(ordinata). Najcesce se A zadaje kao kvocijent ™ dvaju cijelih brojeva
m in (koji nisu jedan drugome suprotni).

Pripadne funkcije u programu Mathematica su:
omjerlambdal{a_,u_}, {b_,v_},k ] :=
FS[{(a+k*b) / (1+k) , (u+k*v) / (1+k) }]

omjermn[{a_,u_}, {b_,v_},m_,n_] :=
FS[{(a*n+b*m)/(m+n) , (u*n+v*m) / (m+n) }]

Poloviste je, naravno, specijalan sluc¢aj prethodnog postupka. Dobi-
vamo ga iz opc¢eg slucaja za A =1 odnosnom=1in = 1.

Pored tocaka u ravnini su najvazniji pravci. Prisjetimo se da se
pravci zadaju linearnim jednadzbama. Tocnije, ako su a, b i ¢ realni
brojevi takvi da a i b nisu istovremeno nula, onda je skup svih tocaka
P(z, y) ¢je koordinate zadovoljavaju jednadzbu

ar+by+c=0

pravac. Obrnuto, za svaki pravac mogu se naéi takvi brojevi a, b1i ¢ da
koordinate svake tocke tog pravca zadovoljavaju gornju jednadzbu.

Zato ¢emo u programu Mathematica pravce zadavati uredenom troj-
kom {a, b, ¢} koeficijenata njegove linearne jednadzbe. Na primjer,
naredbom

pY:={1,0, 0}; pX:={0,1,0}; pD:={1, -1, 0}; pG:={-1, 2,2}

zadali smo Cetiri pravca ravnine, i to y-os, z-0s, simetralu prvog i treéeg
kvadranta i pravac —z 4+ 2y + 2 = 0.

Pravac se obi¢no zadaje jednom svojom to¢kom Py(xg, yo) 1 tan-
gensom k kuta kojeg zatvara s pozitivnim smjerom z-osi. Njegova
jednadzba je

Y —yo =k (x— o),
pa ga u programu Mathematica zadajemo na sljede¢i nacin:
pravackt[k_, {b1_,b2_}] :=FS[{k,-1,b2-blxk}]

Drugi najces¢i nacin zadavanja pravca je pomocu njegove dvije raz-
licite tocke Py (z1, y1) 1 Py(22, y2). Njegova jednadzba je

Y=
To — T

Y= (x —21)
ako je 1 # x9. NapiSemo li je u obliku

(Yo —y1)x+ (v1 —22) y + (x1y2 — x291) =0
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vidimo da vrijedi i ako je xy = x5. Zato u ovom slucaju funkcija u
programu Mathematica izgleda ovako:

pravac2t[{al_,a2_},{bl1_,b2_}] :=
FS[{a2-b2,bl-al,al*b2-bl*a2}]

Ponekad je korisna i sljede¢a funkcija kojom ispitujemo lezi li dana
tocka na zadanom pravcu. Slovo Q u njenom imenu dolazi od engleske
rije¢i "question" za pitanje. Tocka lezi na pravcu ako i samo ako je
vrijednost izracunatog izraza jednaka nula.

tockanapravcuQ[{p_,q_},{a_,b_,c_}] :=FS[a*p+b*q+c]

Sada lagano mozemo naéi uvjet koji moraju zadovoljavati koordi-
nate triju toc¢aka Pj(x1, y1), Pe(x2, y2) 1 Ps(x3, y3) da bi one lezale na
istom pravcu (tj. da su kolinearne). Naime, gore smo vidjeli kako iz-
gleda jednadzba pravca kroz tocke P; i P,. Buduéi da tocka P; mora
lezati upravo na tom pravcu njezine koordinate moraju zadovoljavati
tu jednadzbu. Drugim rije¢ima mora vrijediti

(Y2 —y1) 23 + (21 — 22) y3 + (1 Y2 — 22 y1) = 0.

To nam daje ideju kako definirati funkciju u programu Mathematica
kojom ¢emo odredivati da li su tri zadane tocke kolinearne ili ne.

kolinearneQ[{al_,a2_3},{bl1_,b2_3},{cl1_,c2_3}] :=
FS[al*b2-al*c2-bl*xa2+bl*xc2+cl*a2-c1*xb2]

Sli¢no kao u slucaju funkcije tockanapravcuQ ovdje ¢e tri tocke biti
kolinearne onda i samo onda kada je vrijednost funkcije kolinearneQ
jednaka nuli.

Dva pravca Ajx +Biy+Ci =01 Ayx+ Byy+ Cy =0 u ravnini
se ili sijeku ili su paralelni. Ako se sijeku, onda su koordinate presjeka
dane izrazima

B, Cy — By Cy Cy Ay — Oy Ay
T AB,-AB VT AB - AB
Pretpostavka da se zadani pravci sijeku osigurava da su nazivnici u tim
izrazima razli¢iti od nule. Paralelni pravci nemaju presjek i

Ale—AzBle

je uvjet na njihove koeficijente koji mora biti ispunjen da bi oni bili
paralelni. Prema tome, u programu Mathematica sljede¢om funkcijom
odredujemo presjek dvaju pravaca u sluc¢aju da oni nisu paralelni.

T

presjek2pl[{a_,b_,c_},{u_,v_,w_3}] :=
FS[{(wxb-v*c)/(axv-uxb), (uxc-a*w)/(axv-uxb)}]

Da su paralelni znati ¢emo ako nam primjenom te funkcije Mathematica
javi gresku dijeljenja s nulom:

1
Power::"infy" : '"Infinite expression 0 encountered."
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Ako se pravci p; i py s jednadzbama
A1{E+Bly+01:0 1 A25E+B2y+02:0

sijeku onda se tangens kuta ¢ medu njima odreduje formulom
A1By — AoBy ko —ky

tan p = = ,
4 AAy + BBy 1+ kiky
. Ay . Ay : L

gdje su ky = 5 iky= 5 tangensi kuteva ¢ i @9 Sto ih oni ¢ine

1 2
s z-osi (vidi sliku 4).

p1
P1 P2
o
P2

SLIKA 4. Kut izmedu pravaca koji se sijeku.

Sljedeca funkcija to ostvaruje u programu Mathematica:
tankut2p[{a_,b_,c_},{u_,v_,w_}]:=FS[(v*a-uxb)/(uxa+v*b)]

Primjetimo da su pravci okomiti ako nam Mathematica javi gresku
dijeljenja s nulom.

Sada vidimo da su pravci p; i po paralelni ako je kut izmedu njih jed-
nak nuli ili ako je A1By — A3 B; = 0, odnosno k; = k. S druge strane
oni su okomiti ako je A;Ay + B1By = 0, odnosno ky = 0 (nazivnik
gornjeg razlomka jednak je nula pa je kut pravi). :

Te primjedbe opravdavaju sljedec¢e definicije funkcija koje traze pa-
ralelu danom pravcu kroz danu tocku i okomicu na dani pravac kroz
danu tocku. Njima sli¢cne su one koje istrazuju da li su dva pravca
paralelna ili okomita.

paralelal{p_,q_},{a_,b_,c_}] :=FS[{a,b,-a*p-b*xq}]
okomical{p_,q_},{a_,b_,c_}] :=FS[{b,-a,a*q-b*p}]
paralelniQ[{a_,b_,c_},{u_,v_,w_}] :=FS[a*v-b*u]
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okomitiQ[{a_,b_,c_},{u_,v_,w_}] :=FS[a*u+tb*v]

Ako nam funkcija paralelniQ, odnosno okomitiQ, za dane pravce,
izraCcuna vrijednost nula, ti pravci su paralelni, odnosno okomiti.
Za tri razli¢ita pravca pq, po 1 p3 s jednadzbama

AlfL‘—f-Bly—f—Cl:O, Agl’—f-Bgy—f-ngo, Agl’—f—Bgy—f-Cg:O

idemo odrediti uvjet $to ga njihovi koeficijenti moraju zadovoljavati da
bi oni bili kopunktalni ili konkurentni (tj. da su paralelni ili da se sijeku
u jednoj tocki).

Ako se pravei py i py sijeku u tocki T'(x, y) onda znamo da su x iy

: i B1Co—BoCy 3 C1A2—Cor Ay ; ;3 i
kvocjenti =72k 1 2= 5k Uvrstimo li ih u p3 dobivamo

A3 B1Cy — A3ByCy + B3C1 Ay — B3Cy Ay + C3A1By — C3 A9 By
AlBQ — AgBl
Dakle, ti pravci prolaze istom tockom jedino ako je izraz u brojniku
A == Ag (Blcg - Bzcl) —|— Bg (01A2 - CQAl) —|— Cg (AlBQ - AgBl)

jednak nuli.

Ako su pravci pq, ps i ps paralelni onda su njihovi koeficijenti vezani
relacijama Ay = AAy, By = ABy, A3 = nAy, B3 = uBy, za neke realne
brojeve X i p razli¢ite od nule. Uvrstimo li te vrijednosti u A opet se
dobiva nula.

Obrnuto, ako je A =0, podijelimo li tu jednakost s A1By — Ay B,

B1Cy—ByC1 C1A—Cy A
A1 Bo—As By’ Aj Ba—Agx By

ljava jednadzbu od ps. Dakle, ta tri pravca su kopunktalna. To smo
mogli naciniti jedino ako je Ay By — Ay By # 0, tj. ako p; i ps nisu
paralelni.

Ako su p; i py paralelni onda postoji realan broj A takav da je
Ay = MA;1 1 By = AB;. Uvrstimo li to u izraz A = 0 dobijemo

(AlBg - A331)<)\01 - CQ) == O

U produktu s lijeve strane druga zagrada nije nula jer je p; # po. Dakle,
A1B3 — A3B; = 0 §to znadi da su p; i p3 takoder paralelni i dokaz je
potpun jer su onda pq, po i p3 paralelni.

Tako smo objasnili kako u programu Mathematica definirati sljedeéu
funkciju kojom ispitujemo da li su tri zadana pravca konkurentna.

konkurentniQ[{a_,b_,c_},{i_,j_,k_},{p_,q_,r_}] :=
FS[a*xj*r-axk*q-ixb*r+ixc*q+pxb*xk-pxc*jl

=0.

vidimo da presjek T < ) pravaca p; i po zadovo-

Dakle, tri pravca se sijeku u jednoj tocki ako je vrijednost funkcije
konkurentniQ jednaka nuli.

Pri rjeSsavanju zadataka analiticke geometrije Cesto treba odrediti or-
togonalnu projekciju tocke na pravac. Ta ortogonalna projekcija je
presjek tog pravca i okomice na njega zadanom tockom. Dakle, ako
napisemo
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SLIKA 5. Refleksija toc¢ke u odnosu na toc¢ku (lijevo) i
refleksija tocke u odnosu na pravac (desno).

tQ:=presjek2p[m, okomica[tP, m]];
a zatim
tQ/.{tP->{p, q}, m->{a, b, c}}

program Mathematica ¢e nam izracunati koordinate ortogonalne pro-
jekcije @ tocke P(p, q) na pravac m s jednadzbom az + by + ¢ = 0.
Zato pripadna funkcija izgleda ovako:

projekcijal{p_, q_},{a_,b_,c_}1:=
FS[{(p*b~2-a*c-axb*q)/(b"2+a"2),
(g*a”2-b*c-axbx*p) /(b"2+a"2) }]

Sli¢no, mnogo puta trebamo naci refleksije tocke u odnosu na neku
tocku ili neki pravac. Kada tocku P reflektiramo u odnosu na tocku
@ koordinate reflektirane tocke R mogu se odrediti ranije definiranom
funkcijom omjerlambda za A = —2 zato jer tocka R dijeli duzinu PQ
u omjeru —2. Ako napisemo

Clear["tP","tQ"] ;tR:=omjer1ambda[tP, tQ, -2]
a zatim
tR/ . {tP->{p, q}, tQ->{a, b}}

program Mathematica ¢e nam izra¢unati koordinate refleksije tocke P
u odnosu na tocku Q.

Zato je funkcija koja danim to¢kama P i @ pridruzuje tocku R (re-
fleksiju tocke P u odnosu na toc¢ku ) u programu Mathematica dana
ovako:

refleksijaT[{p_, q_},{a_, b_}]:= FS[{2*a-p, 2%¥b-q}]
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Slucaj refleksije tocke P obzirom na pravac m je slican. Sada je
trazena tocka R refleksija tocke P u odnosu na ortogonalnu projekciju
(@ tocke P na pravac m. Dakle, napisemo li sada

tR/.{tP->{p, q},tQ-> projekcijal{p, q},{a, b, c}1}
program Mathematica ¢e izracunati koordinate trazene tocke R. Prema

tome pripadna funkcija ima sljedeci oblik:

refleksijaP[{p_, q_},{a_, b_,c_}]:=
FS[{(b"2#*p-a"2xp-2*a*b*q-2*c*a)/(a"2+b"2),
(a”2xq-b"2*q-2*axbxp-2*c*b) /(a”2+b"2) }]

Sada kada smo definirali osnovne funkcije analiticke geometrije rav-
nine, na petnaest primjera ¢emo ilustrirati kako se one upotrebljavaju
za rjeSavanje zadataka. Na$ prvi primjer je zadatak 395. u knjizi [4]
koji glasi ovako:

Zadatak 1. Dokazi da je povrSina P trokuta ABC s vrhovima u
tockama A(z1, y1), B(za, y2) 1 C(x3, y3) dana formulom:

1
P = 5\901(3/2 —y3) + 22(ys — y1) + x3(v1 — y2)|

odnosno

1
P = §|y1($2 — x3) + y2(w3 — 1) + y3(z1 — 12)].

C(w37 y3)

A(mlv yl)

B(wz, yz)

SLIKA 6. PovrSina trokuta ABC' je polovica umnoska
duljina osnovice AB i pripadne visine CD.

RjeSenje. Znamo da je povrSina trokuta jednaka polovici umnoska du-
ljina bilo koje stranice i njoj pripadne visine. Pomocu funkcua pro-
grama Mathematica koje smo ranije definirali lagano izra¢unamo:

tA:={Subscript[x,1],Subscript[y,1]};
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tB:={Subscript[x,2],Subscript[y,2]};
tC:={Subscript[x,3],Subscript[y,3]1};
tD:=projekcijaltC,pravac2t[tA,tBl];
vP:=FS[udaljenost2t [tA,tB]*udaljenost2t[tC,tD]/2]

Nakom naredbe vP rac¢unalo ¢e nam izra¢unati

%\/(an )+ (51— )’ \/(363 (=y1+ y(2321+_x;2()21+_(zj)—+y$2(_y2 +y3))”

Kako program Mathematica ipak ima nekih ogranicenja u svojim
mogucénostima vidimo da on ne skrati nazivnik u drugom kvadratnom
korijenu s prvim kvadratnim korijenom (premda su oni o¢ito jednaki),
a isto tako ne primjec¢uje da je drugi korijen kvadrata u brojniku jednak
apsolutnoj vrijednosti

| —ysx1 + T3y1 + YsTa — Ty — T3y + T1Y2] -

Kad nac¢inimo ta skra¢ivanja o¢igledno dobijemo trazenu formulu. [J

Interesantno je da bez znaka apsolutne vrijednosti gornja formula
daje izraz za orijentiranu povrSinu trokuta ABC. Ako je taj trokut
pozitivno orijentiran, tj. ako je obilazak ABC'A u smjeru suprotnom
od smjera kazaljke na satu, onda ¢e taj broj biti pozitivan, a inace
je negativan. Funkcija za odredivanje te, tzv. orijentirane povrsSine
trokuta, je u programu Mathematica ostvarena na sljedeé¢i nacin:

povrsina3t[{a_, x_},{b_, y_},{c_,z_}]:=
FS[(x*c-b*x-a*z+a*xy+bkz-c*y) /2]

Nag drugi primjer je zadatak 425. iz iste knjige [4].
Zadatak 2. Neka je ABC trokut i Py, P, P; polovi§ta stranica BC,
CAi AB. Duzine AP;, BP; i C'P5 zovemo teZiSnicama trokuta ABC'.
Dokazi analiticki da se sve tri tezi$nice sijeku u jednoj tocki koju zovemo

teziStem trokuta i da teziste dijeli svaku od teziSnica u omjeru 2 : 1
racunajuc¢i od vrha.

Rjesenje. Dokaz na racunalu, u programu Mathematica, pocinje utip-
kavanjem sljedeceg:

tA :={Subscript[x,1],Subscript[y,1]};

tB :={Subscript[x,2], Subscriptl[y,2]};

tC :={Subscript[x,3],Subscript[y,3]};

tP1:=poloviste[tB,tC];tP2:=poloviste[tC,tA];

tP3:=poloviste[tA,tB]; konkurentniQ[pravac2t[tA,tP1],
pravac2t[tB,tP2] ,pravac2t[tC,tP3]];

U nestvarno brzom vremenu rac¢unalo ¢e ispisati vrijednost nula $to
pokazuje da se tezi$nice sijeku u jednoj tocki. O kojoj se tocki radi
otkrivamo pomoc¢u funkcije:

tT :=presjek2p[pravac2t[tA,tP1], pravac2t[tB,tP2]]
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C’(m3, ys)

A(wla yl)

B(“’Za y2)

SLIKA 7. Trokut ABC' i njegove teziSnice APy, BP, i
C P5 koje se sijeku u tezistu 7.

(11 +xotws y1t+y2+ys )
3 3

Tocka T ima koordinate , pa odmah mozemo napisati
funkciju u programu Mathematica koja trokutu pridruzuje njegovo teziste.

teziste[{a_,x_},{b_,y_},{c_,z_3}]:=
FS[{(a+b+c) /3, (x+y+z) /3}]

Da bismo dokazali drugu tvrdnju problema mi é¢emo odrediti tocku
koja dijeli tezignicu vrha A (tj. duzinu AP;) u omjeru 2 : 1 ra¢unajuci
od vrha A i pokazati da se ona podudara s tockom T (tezistem trokuta
ABC). Isti argument moZe se ponoviti i za tezinice vrhova B i C.
tG:=omjermn[tA, tP1, 2, 1]; udaljenost2t[tG, tT]

Buduéi da je dobivena vrijednost nula, tocke G i T' se podudaraju, pa
je time zadatak rijesen. O

Trec¢i primjer je zadatak 989. takoder iz knjige [4].

Zadatak 3. Dokazi da polovista stranica trokuta i nozista visina leze
na istoj kruznici.

Rjesenje. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da su tocke
A, B i C odabrane u ravnini tako da su im koordinate (0, 0), (¢, 0) i
(u, v), gdje su ¢, u i v realni brojevi, pri ¢emu c i v nisu jednaki nuli.

eA:={0, 0}; eB:={c, 0}; eC:={u, v}
Zatim odredimo polovista stranica primjenom funkcije poloviste:

eAp:=polovistel[eB,eC]; eBp:=polovistel[eC,eA];
eCp:=poloviste[eA,eB]

Nozista visina su ortogonalne projekcije vrhova na pravce nasuprotnih
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C

BII

BI

SLIKA 8. Polovista stranica i noziSta visina leze na istoj kruznici.

stranica:

eApp:=projekcijaleA,pravac2t[eB,eC]];
eBpp:=projekcijaleB,pravac2t[eC,eAl];
eCpp:=projekcijaleC,pravac2t[eA,eB]]

Srediste trokutu opisane kruznice je tocka presjeka simetrala njegovih
stranica. Dakle, u nasem slucaju je srediste S opisane kruznice trokuta
A'B’'C" s vrhovima u polovistima stranica definirano ovako.

eS:=presjek2pl[
okomica[poloviste[eBp,eCp],pravac2t[eBp,eCpl],
okomical[poloviste[eCp,eAp] ,pravac2t[eCp,eApl]]

Primijenimo li isti postupak na trokut A” B”C” s vrhovima u nozistima
visina mozemo odrediti srediste T njemu opisane kruznice.

eT:=presjek2pl
okomica[poloviste[eBpp,eCppl ,pravac2t[eBpp,eCppl],
okomica[poloviste[eCpp,eApp] ,pravac2t[eCpp,eAppl]]

Nakon utipkavanja naredbi eS i eT rac¢unalo nam ispisuje koordinate
tocaka S'iT. Vidi se da su one jednake, pa su zato S i T jedna te ista
tocka.

Da bi dokazali tvrdnju zadatka moramo jos pokazati da su radijusi
opisanih kruznica trokuta A’B'C" i A”B"C" jednaki.
FS[udaljenost2t[eS,eCpl-udaljenost2t[eT,eCppl]

Izracunata vrijednost je nula, ¢ime je dokaz zadatka zavrsen.

Interesantno je da mozemo naci da je radijus gornje kruznice jednak

polovici radijusa trokutu ABC opisane kruznice. Da bismo to provjerili
prvo, koriste¢i gornje metode, definiramo koordinate tocke O (sredista
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kruznice opisane trokutu ABC)

e0:=presjek2p[okomicaleAp,pravac2t[eB,eC]],
okomical[eBp,pravac2t[eC,eA]l]l]

a zatim zatrazimo od programa Mathematica da izracuna sljedece:

FS[udaljenost2t[e0,eC]/udaljenost2t[eS,eCpl]

Naravno, rezultat je dva. U
Cetvrti primjer su zadatci 719. i 720. iz knjige [4].

Zadatak 4. Dokazi, ako su u trokutu dvije visine ili dvije teziSnice
jednake, onda je trokut jednakokracan.

A B

SLIKA 9. Ako je |[AA| = |BB'| ili |AA"| = |BB"| onda
je |BC| = |CA|.

Rjesenje. Uz pretpostavke i oznake iz rjeSenja zadatka 3, utipkavanjem

FS[udaljenost2t[eA,eApp] "2-udaljenost2t[eB,eBppl "2]

dobivamo (v2+u2{)§1(3fc;)c()v2+u2). Dakle, ako su visine AA” i BB" jednake
duljine mora biti u = § pa je ABC jednakokracan trokut.

Sli¢no se vidi da unosom u program Mathematica

FS[udaljenost2t[eA,eAp] “2-udaljenost2t [eB,eBp] 2]
3c¢(2u—c)
=8

dobijemo to vodi na isti zakljucak za teZzisnice. O

Mnogo slozeniji za dokazati je Zadatak 721. iz [4]. Nasa metoda
dokaza pretpostavlja poznavanje trigonometrijskih funkcija (posebno
kotangensa).

Zadatak 5. Dokazi da je trokut jednakokrac¢an onda i samo onda ako
su mu dvije simetrale kuteva jednake.
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B

SLIKA 10. Stranice BC' i C'A su jednake onda i samo
onda ako su simetrale AA; i BB; kuteva A i B jednake.

Rjesenje. Da bismo dobili §to je moguce jednostavnije izraze pret-
postaviti ¢emo da tocke A i B te srediste I upisane kruznice trokuta
ABC imaju koordinate (0, 0), (f + g, 0),1 (f, 1) gdje su f i g pozitivni
realni brojevi. To su kotangensi polovica kuteva A i B.

tA:={0, 0}; tB:={f+g, 0}; tI:={f, 1}; tJc:={f, 0}

Ako su J,, Jy, J. ortogonalne projekcije sredista I upisane kruznice
na stranice onda J. ima koordinate (f, 0), a koordinate od J, dobivamo
iz sistema jednadzbi

rjJa:=Solve[{udaljenost2t[tB,{p, q}l==
udaljenost2t[tB,tJc], udaljenost2t[tI,{p, q}1==1},{p, q}1;

gdje su p i q trazene koordinate tocke J,. Taj sistem ima dva rjeSenja

2
i to koordinate tocke J, i koordinate f(gg;r}r);ﬂg i 922121 od J,.

tJa:={p,q} /. Extractl[rjJa, 2]

Prisjetimo se da naredba Extract[rjJa, 2] izdvaja iz izraza za dva
rjeSenja gornjeg sistema njegov drugi dio (Sto su zapravo koordinate
tocke J,).

Na sli¢an nacin se odrede i koordinate

2-1) . 2 o
f(foH) i fQil tocke Jp.

tJb:={p,q} /. Extract[Solve[{distance[tA,{p, q}]l==
distance[tA,tJc], distance[tI,{p, q}]==1},{p, q}l, 2]

Sada mozemo odrediti tocke A; i B; u kojima simetrale kuteva A i B
sijeku nasuprotne stranice kao presjeke AI N BJ, i BI N AJ,.

tAi:=presjek2p[pravac2t[tA,tI],pravac2t[tB,tJal]l;
tBi:=presjek2p[pravac2t[tB,tI],pravac2t[tA,tJb]]

Zatrazimo li od programa Mathematica da izracuna razliku kvadrata
duljina simetrala kuteva utipkavanjem naredbe
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Q:=FS[udaljenost2t[tA,tAi] "2-udaljenost2t[tB,tBi] "2]
kao izrac¢un dobivamo
A(f+9)°(f—9) (f'®+46°f =52 + g*f2 +4 fg— 1)
(2 +2fg—1)2(f2+2fg—1)°

Buduéi da brojnik sadrzi f — g kao faktor i f + g ocito nikada nije
nula, vidimo da ¢e dokaz biti gotov ako pokazemo da je dugacka zagrada
Z=fg+4gf =5 +g' f +dfg—1

u brojniku uvijek pozitivna.

I doista, ako su simetrale kuteva A i B jednake (tj. |AA;| = |BB;|),
onda je @ =01ijer je (f+¢)*#01i Z # 0 mora biti f —¢g =0 pa su
kutevi A i B jednaki budué¢i da su kotangensi njihovih polovica jed-
naki cot é = f=g=cot g. Kako u trokutu nasuprot jednakih kuteva
leze jednake stranice slijedi da je |AC| = |BC| pa je trokut ABC' jed-
nakokrac¢an. Obrnuto, ako je trokut ABC' jednakokracan (tako da je
|AC| = |BCY), onda je f = g paslijedi da je @ = 01 zato |AA;| = |BB;|
(tj. simetrale kuteva A i B su jednake).

Prvo primjetimo da je zbroj é + g polovica kuteva najviSe 7 pa je

cot (é 4 E) — COt(é) COt(g) —1 _ fg—1
cotlD) +ooi®) ~ 9

2 2
Sto vodi na zakljuc¢ak da je fg > 1.
Prvi i ¢etvrti ¢lan od Z zajedno daju

o+ 129" = (P + ) (f9)° > 2(f 9)(f9)* = 2(f 9)°
jer je f2+4 ¢g?> > 2fg. Uvedemo li oznaku 9 = fg vidimo da je
Z > 60° — 50° + 49 — 1.

>0

Kako je ¥ > 1 zamjenimo li ¥ u gornjem kubnom polinomu s 1+ 7
dobiti ¢emo (37 +2) (272 + 37 + 2) $to je doista uvijek pozitivno jer
je nova varijabla 7 = 19 — 1 pozitivna pa je dokaz gotov.

Primjetimo da smo to isto mogli posti¢i tako da u polinomu Z
stavimo zamjenu f = % gdje je k pozitivan broj. Na naredbu
Collect[Expand[Extract[Q,6] /. £->(1+k)/gl, g,Factor]
program Mathematica izra¢una izraz

4
(1+k)2g2+%+2+6k+7k2+4k3

koji je ocigledno pozitivan. Prisjetimo se da naredba Extract[Q,6]

izdvaja iz izraza () njegov Sesti dio (Sto je zapravo polinom Z) dok

nam funkcija Collect skuplja izraz Extract[Q,6] /. f£->(1+k)/g

(tj. polinom Z s uvritenim ™* umjesto f) po potencijama od g i jos

njegove koeficijente rastavlja na faktore. O
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Nastavljamo sa zadatkom 833 iz [4] koji je iz odjeljka o sli¢nosti
trokuta.
Zadatak 6. Neka je r polumjer trokutu ABC' upisane, a R polumjer
opisane kruznice. Dokazi da je R > 2r.

A©,0) |\ or - B(r(f + 9), 0)

SLIKA 11. Polumjer opisane kruznice je veéi ili jednak
promjeru upisane kruznice.

Rjesenge. Slijede¢a metoda rjeSavanja ovog zadatka ima veliku sli¢nost
s rjeSavanjem prethodnog zadatka. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo
pretpostaviti da su kutevi A i B promatranog trokuta ABC' ostri (tj.
manji od 7 radijana) i da vrhovi A, B i srediSte I upisane kruznice
imaju koordinate (0, 0), (r(f + g), 0), i (fr, ) za realne brojeve f > 1,
g>1,1ir>0.

tA:={0, 0}; tB:={r*x(f+g), 0}; tI:={f*r, r}; tJc:={fxr, 0}

Ideja dokaza je da nademo koordinate vrha C'1i sredista O opisane
kruznice $to ¢e nam omoguciti da izracunamo radijus R opisane kruznice
i da onda pokazemo da je razlika R — 2r uvijek ve¢a od nule osim u
sluc¢aju jednakostrani¢nog trokuta kada je jednaka nuli.

Ako su J,, Jy, J. ortogonalne projekcije sredista I upisane kruznice
na stranice onda J. ima koordinate (fr, 0), a koordinate od .J, dobi-
vamo iz sistema jednadzbi

rjJa:=Solve[{udaljenost2t[tB,{p, q}]==
udaljenost2t[tB,tJc],udaljenost2t [tI,{p,q}]==r},{p, q}]

gdje su p i q trazene koordinate tocke J,. Taj sistem ima dva rjeSenja

2
gef+2g+f)r . 2
( . ) i 29 od J,.
1+g 1+g

i to koordinate to¢ke J. i koordinate

tJa:={p,q} /. ExtractlrjJa, 2]
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Prisjetimo se ponovo da naredba Extract[rjJa, 2] izdvaja iz izraza
za dva rjeSenja gornjeg sistema njegov drugi dio (Sto su zapravo koor-
dinate tocke J,).

Na sli¢an nacin se odrede i koordinate

2_ . .
f(j;ji)r i ?Ji; tocke Jp.

tJb:={p,q} /. Extract[Solve[{distance[tA,{p, q}]==
distance[tA,tJc], distance[tI,{p, q}]==r},{p, q}l, 2]

Sada mozemo odrediti tocku C kao presjek AJ, N BJ,.
tC:=presjek2p[pravac2t[tA,tJb] ,pravac2t[tB,tJa]l]

Srediste O opisane kruznice i njen radijus R dobivaju se iz slijedeceg
sistema.

t0:={p, q}; Solve[{udaljenost2t[tA,t0]==R,
udaljenost2t[tB,t0]==R, udaljenost2t[tC,t0]==R},{p, q, R}]
r(1492)(1+/?)
AN : Afo-D)
U drugom rjeSenju je R negativan $to ne mozemo prihvatiti.

Razlika R — 2r jednaka je %, gdje je M kvadratni trinom

(P+1)f*—8gf+g*+9

Od dva rjesenja samo ono kod kojeg je R = zadovoljava.

u f.

R:=r*x(1+£72) x(1+g~2) /4/ (f*g-1) ;

M:=Collect [Extract [FS[R-2*r],2],f];

\ [CapitalDelta] :=FS[Coefficient[M,f,1]"2-
4xCoefficient[M,f,2]*Coefficient[M,f,0]]

Njegova diskriminanta A je —4 (=3 + 92)2 $to je uvijek negativno
(pa je M >0 jer je g*+1>0) osim kada je g:cotg = /3 i zato
f=+/3 (tj. trokut ABC je jednakostrani¢an) kada je M = 0. O

Slijedeci je zadatak 312. iz [4] koji je iz drugog poglavlja u dijelu o
duljini kruznice i povrsini kruga.
Zadatak 7. Unutar trokuta ABC odabrana je to¢ka T i neka su Aj,
By, C redom bilo koje tri unutarnje tocke na stranicama BC, CA,
AB tog trokuta. Neka su dalje R;, 1 =1, 2, 3, 4, 5, 6 redom polu-
mjeri kruznica opisanih trokutima AC,T, C1 BT, BA,T, A,CT, CB:T,
BlAT Dokazi da Vl"ijedi R1 Rg R5 = RQ R4 R6.

Rjesenje. Prvo potrazimo funkciju koja é¢e danoj trojci tocaka pridruzi-
vati radijus opisane kruznice trokuta odredenog tim tockama.

simetralala_, b_] :=okomical[poloviste[a,b],pravac2t[a,bl];
sred0[a_, b_, c_] :=presjek2p[simetralala,b],simetralala,cl];
rad0[a_, b_, c_]:=udaljenost2t[a,sred0[a, b, c]]

Odredimo sada tocke A, B, C, i T.
Clear["s"]; tA:={0, 0}; tB:={c, 0}; tC:={s, t}; tT:={p, q}
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SLIKA 12. Za radijuse Sest opisanih kruznica vrijedi
Ry R3 R5s = Ry Ry Rg.

Ako je s # ¢ onda se polozaj bilo koje tocke A; na pravcu BC moze

odrediti nekim realnim brojem wu i koordinate te tocke su <u, M)

To dobijemo tako da trazimo da toc¢ka s koordinatama (u, z) lezi na
pravcu BC'i onda taj uvjet rjeSimo po varijabli z. Sli¢no za s # 0, bilo
koja tocka B; na pravcu C'A ima koordinate (’U, %’), a bilo koja tocka

(4 na pravcu AB ima koordinate (w, 0) za neke realne brojeve v i w.
Clear["s"]; tA1l:={u, t*(c-u)/(c-s8)}; tBl:={v, t*v/s};
tC1:={w, 0};

Ako je s = ¢ onda bilo koja tocka Ay pravca BC' ima koordinate (¢, u)
za neki realni broj u. Ako je s = 0 onda bilo koja to¢ka B, pravca C'A
ima koordinate (0, v) za neki realni broj v.

tA2:={c, u}; tB2:={0, v}

Odredimo sada funkciju koja ra¢una razliku kvadrata produkata radi-
jusa opisanih kruznica u odnosu na sedam tocaka u ravnini.

FR[a_,b_,c_,d_,e_,f_,g_1:= FS[(rad0[a,f,gl*rad0[b,d,gl*
radQ[c,e,gl) "2-(rad0[f,b,gl*rad0[d,c,gl*rad0[e,a,gl) "2]

Sada se lagano provjeri da su slijedece vrijednosti nula:

FR[tA, tB, tC, tAl, tB1, tC1, tT]
s:=c; FR[tA, tB, tC, tA2, tB1, tC1, tT]
s:=0, FR[tA, tB, tC, tAl, tB2, tC1, tT]

Tako smo Zadatak 312 iz [4] rijesili u programu Mathematica. O

Napomena 1. 1z gornjeg dokaza je jasno da nigdje nismo koristili pret-
postavku da je toc¢ka T unutar trokuta ABC' niti pretpostavku da su
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tocke A, By, C7 unutarnje tocke na stranicama BC, CA, AB. Na
taj nac¢in smo upotrebom racunala uspjeli dokazati mnogo opcenitiju
tvrdnju.

Slijede¢i primjer je zadatak 644. iz zbirke [4] koji je iz odjeljka o
volumenu valjka, stoSca i kugle.
Zadatak 8. Na dnu valjkaste posude promjera 15 cm nalazi se kugla
promjera 12 cm. U posudu je nalivena voda tako da njen nivo dotice
najvisu tocku kugle. Za koliko ¢e cm pasti nivo vode u posudi ako se
kugla izvadi?

N
N
i

%

RN
SN
W
W
QV/M
o
s

SLIKA 13. Valjkasta posuda sa kuglom u njoj.

Rjesenge. Prisjetimo se formule Vi = % (%)3 7 za volumen kugle prom-

jera D i formule Vi, = (g)z hm za volumen valjka kojem je baza krug
promjera d, a visina h.
U programu Mathematica funkcije volumena se definiraju ovako:
Vk[d_]:=d"3#Pi/6; Vv[d_, h_]:=d"2*h*Pi/4
Volumen vode u posudi je razlika volumena valjka i kugle
Vvoda:=Vv[15, 12]-Vk[12];

Nakom vadenja kugle voda se smjesti u valjak kojem je baza krug
promjera 15 cm a visina mu je 12 — p cm gdje je p trazeni pad nivoa
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vode u posudi. Zato se p nade u programu Mathematica ovako:
N[p /. Part[Solve[Vvoda == Vv[15, 12 - pl, pl, 1]]
Dobije se vrijednost p = 5.12 cm. U
Jos jedan lijepi primjer je Zadatak 963. iz [4]. T ovdje se pretpostavlja
poznavanje trigonometrijskih funkcija.

Zadatak 9. Oko kruznice radijusa R opisan je trapez. Tetiva koja
spaja diralista na krakovima paralelna je osnovicama i ima duljinu b.

v . o 3
Dokazi da je povrsina trapeza P = %.

G F07R)E

H(Rcoso, Rsino) { b \ D(R cos 6, Rsin#)

A

X
A B(0, —R) c

SLIKA 14. Povr§ina trapeza ACEG je %.

Rjesenje. Odaberimo pravokutni koordinatni sustav tako da kruznica k
radijusa R koja je upisana promatranom trapezu AC EG ima srediSte u
ishodistu, a njegove paralelne stranice AC'i EG dodiruju k u tockama
B(0, —R) i F(0, R). Neka krakovi CE i AG dodiruju k u tockama
D(Rcosf, Rsinfl) i H(Rcoso, Rsino) za neke kuteve 6 i o.

Zadajmo u programu Mathematica prvo tocke O, B, F, D, H i
pravce AC, EG.

t0:={0, 0}; tB:={0, -R}; tF:={0, R};
tD:={R Cos[\[Thetal]l, RSin[\[Thetall};
tH:={R Cos[\[Sigmall, RSin[\[Sigmall};
pAC:={0, 1, R}; pEG:={0, 1, -R}

Prvo trazimo kada ¢e spojnica DH diralista krakova biti paralelna s
osnovicama.
paralelniQ[pravac2t[tD, tH], pAC]

Uvjet je R(sinf —sino) = 0 pa mora biti 0 =7 — 6. Dakle, trapez
ACEG je istokracan i simetri¢an u odnosu na pravac BF' pa je dovoljno
odrediti povrSinu desne polovice BOCEF'.
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Pravac C'E je okomica u tocki D na pravac OD, a tocke C'i E su
presjeci pravca C'E s pravcima AC i EG.

pCE:=okomica[tD, pravac2t[t0, tD]];
tC:=presjek2p[pAC, pCE]; tE:=presjek2p[pEG, pCE]

Povrsina desne polovice BCEF je zbroj povr§ina trokuta BC'E i BEF'.

povrsina3t[tB, tC, tE]+povrsina3t[tB, tE, tF]

Program Mathematica ¢e nam za tu sumu izracunati vrijednost 2 = 50
Kako je b =2 R cosf vidimo da je trazena povrSina trapeza ACEG

doista %. O

Napomena 2. U knjizi [4] krivo se tvrdi da je povrSina trapeza 4R

Koristec¢i pristup iz rjesenja Zadatka 13 (tj. zadatka 1112 u [4]) moze
se u potpunosti izbjeé¢i upotreba trigonometrijskih funkcija. To rjesenje
prepustamo citateljima.

Nastavljamo s rjeSavanjem zadatka 1026. opet iz zbirke [4].

Zadatak 10. Dokazi da u pravilnom sedmerokutu A;As A3 A4 A5AA7
vrijedi:
1 n 1
A1 Ao |ALAs| T JALAL]

. .. .. 1 o 1 1
SLIKA 15. U pravilnom sedmerokutu vrijedi: A = A T A

Rjesenje. Odaberimo pravokutni koordinatni sustav tako da kruznica
k sa sredistem u ishodistu i radijusom R bude opisana promatranom
pravilnom sedmerokutu. MoZemo pretpostaviti da vrh A; ima koor-
dinate (R 0) Preostali, za nas znaéajni vrhovi imaju koordinate
Ay (R cos & Rsin 2”) Ag (R cos 2 Rsin 4”) Ay (R cos & Rsin & )
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Zadajmo u programu Mathematica te tocke:
tAl:={R, 03};
tA2:={RCos[2 Pi/7], RSin[2 Pi/7]};
tA3:={RCos[4 Pi/7], RSin[4 Pi/71};
tA4:={RCos[6 Pi/7], RSin[6 Pi/7]1}

Da bismo provjerili relaciju medu recipro¢nim vrijednostima utipkamo
u program Mathematica slijedece:

FullSimplify[Numerator[Together[1/udaljenost2t[tAl, tA2]
-1/udaljenost2t [tA1, tA3]-1/udaljenost2t[tA1, tA4]11], R>0]

Za nekoliko sekundi ra¢unalo ¢e nas izvjestiti da je vrijednost jednaka
nuli Sto dokazuje da tvrdnja zadatka vrijedi. 0

Napomena 3. Neka druga interesantna svojstva pravilnih sedmerokuta
dokazana u programu Maple V mogu se naéi u autorovom ¢lanku [3].
Slijededi je zadatak 1084. iz osmog paragrafa zbirke [4].

Zadatak 11. Projekcije kateta pravokutnog trokuta na hipotenuzu
imaju duljine 18, 32 Koliki je polumjer kruZnice upisane u taj trokut?

57 5°
Y
A(0, b)
D
I.
r
7
I I(r, )
r
T
(0 1, B(a, 0)

SLIKA 16. Projekcije AD i DB kateta su zadane, a trazi
se radijus r upisane kruznice.

Rjesenje. Smjestimo pravokutni koordinatni sustav tako da je njegovo

ishodiste vrh promatranog pravokutnog trokuta, a katete mu leze na

koordinatnim osima. MoZemo pretpostaviti da preostali vrhovi A i B

ima koordinate (0, b) i (a, 0), za neke pozitivne realne brojeve a i b.
U programu Mathematica te tocke zadajemo ovako:

t0:={0, 0}; tA:={0, b}; tB:={a, 0}

Sada nademo ortogonalnu projekciju D vrha O na hipotenuzu AB.
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tD:=projekcijalt0, pravac2t[tA, tB]]

Vrijednosti parametara a i b mozemo odrediti iz informacije da je
|AD| = % i|BD|= %

Solve[{udaljenost2t[tA,tD]==18/5,
udaljenost2t[tB,tD]==32/5},{a, b}]

Ima ¢ak osam rjeSenja (Cetiri realna i ¢etiri imaginarna) ali samo jedno
a = 8 i b = 6 nam odgovara. Dakle, promatrani pravokutni trokut ima
stranice 8, 6, 10 (koje su dvostruko dulje od standardnog pravokutnog
trokuta 4, 3, 5) pa mu upisana kruznica ima radijus r = 2.

To mozemo vidjeti i tako da trazimo da srediste [ upisane kruznice
s koordinatama (r, ) bude za r udaljeno od pravca AB.

a:=8; b:=6; tI:={r, r}; Solvel[udaljenost2t[tI,
projekcijal[tI, pravac2t[tA, tB]l==r, r]
Od dva rjesenja r = 2 i r = 12 jedino prvo zadovoljava uvjete zadatka.
O
Sada razmatramo zadatak 1103. opet iz osmog paragrafa zbirke [4].

Zadatak 12. Dvije stranice trokuta imaju duljine 6 cm i 8 cm. TeziSnice
tih stranica sijeku se pod pravim kutem. Odredi tre¢u stranicu trokuta.

y C(u, v)
b a
T, T,
T
x
A(0, 0) € B(c, 0)

SLIKA 17. Poznate su stranice a i b i tezisnice AT, i BT,
su okomite, a trazi se stranica c.

Rjesenje. Neka trokut ABC bude smjeSten u pravokutni koordinatni
sustav tako da je A(0, 0), B(c, 0), i C(u, v) za neke pozitivne realne
brojeve ¢ i v i za neki realni broj wu.

U programu Mathematica te tocke i teziSte T' zadajemo ovako:

tA:={0, 0}; tB:={c, 0}; tC:={u, v}; tT:=teziste[tA,tB,tC]
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Bududéi da su teziSnice iz vrhova A i B okomite, trokut ABT je pra-
vokutan pa vrijedi ¢? = |AB|* = |AT|? + |BT|?. S druge strane imamo
|BC| =61 |AC| = 8. Zatrazimo li od programa Mathematica da rijesi
taj sustav od tri jednadzbe u nepoznanicama c, u, i v unosom

Solve[{udaljenost2t[tB,tC]==6, udaljenost2t[tA,tC]==8,
c"2==udaljenost2t[tA,tT] "2+udaljenost2t[tB,tT] "2},{c, u, v}]

on ¢e ponuditi Getiri rjesenja od kojih samo ¢ = 2v/5 ¢cm odgovara. O
Nas slijede¢i primjer je Zadatak 1112. iz [4].

Zadatak 13. U trapez je upisan krug. Dokazi da je omjer povrSina
trapeza i kruga jednak omjeru njihovih opsega.

G F(o, R) E

A(—u, —R) B(0, —R) C(v, —R)

SLIKA 18. Omjeri povr§ina i opsega kruga i njemu
opisanog trapeza su isti.

Rjesenje. Odaberimo pravokutni koordinatni sustav tako da kruznica
k radijusa R koja je upisana promatranom trapezu AC EG ima srediste
u ishodistu, a njegove paralelne stranice AC'i EG dodiruju &k u tockama
B(0, —R) i F'(0, R). Neka vrhovi A i C' imaju koordinate (—u, —R)
i (v, —R) za pozitivne realne brojeve u i v. Neka krakovi CE i AG
dodiruju £ u tockama D i H. Na$ prvi cilj je odrediti koordinate tih
dirali$ta, a zatim koordinate vrhova E i G.

Zadajmo u programu Mathematica prvo tocke O, B, F, A, C'i pravce
AC, EG.

t0:={0, 0}; tB:={0, -R}; tF:={0, R};

tA:={-u, -R}; tC:={v, -R};

pAC:={0, 1, R}; pEG:={0, 1, -R}
Pretpostavimo da diraliste H ima koordinate (p, ¢). One moraju zado-
voljavati dva uvjeta. Prvi je p? + ¢ = R? tj. da H leZi na kruZnici k.
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Drugi uvjet je da je udaljenost od A do H jednaka u jer su pravci AB
i AH dvije tangente iz tocke A na kruznicu k.

H:=Solve[{p~2+q~"2==R"2, udaljenost2t[{p, q},tAl==u}, {p, q}]
tH:={p, q} /.Extract[H, 2]

Sli¢no se dobivaju i koordinate diralista D.

K:=Solve[{p~2+q~2==R"2, udaljenost2t[{p, q},tCl==v}, {p, q}]
tD:={p, q} /.Extract[K, 2]

Vrhovi E i G su presjeci pravca EG sa pravcima CD i AH.
pAH:=pravac2t[tA, tH]; pCD:=pravac2t[tC, tD];
tE:=presjek2p[pEG, pCD]; tG:=presjek2p[pEG, pAH]

Prve koordinate tocaka E i G su %2 i —RTQ. Zato je opseg Oacra

trapeza ACEG jednak 2(u+ v+ RTQ + RTQ) Njegova povr§ina Pcrg
je
povrsina3t[tA, tC, tE]+povrsina3t[tA, tE, tG]

R(u+v)(uv+R?

jednaka o ). Sada se lagano provjeri da je

Oackeac _ Pacra
2R R2r

Napomena 4. U knjizi [4] nema rjeSenja za zadatak 1112.

Na§ idu¢i primjer je Zadatak 1139. iz [4].
Zadatak 14. Dokazi, ako je pravac na kojemu lezi simetrala kuta
trokuta ujedno i simetrala kuta pravaca na kojima leze visina i teziSnica
povucene iz vrha tog kuta, onda je trokut pravokutan.

Iy

SLIKA 19. Trokut je ili jednakokracan ili pravokutan ako
simetrala kuta raspolavlja kut izmedu visine i teziSnice.
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Rjesenje. Odaberimo pravokutni koordinatni sustav tako da su vrhovi
rg(f2— . .
tocke A(0, 0), B((f +g)r, 0), C (%, %), a srediSte upisane
kruznice je toc¢ka I(fr, r), gdje su f i g kotangensi od % i
radijus upisane kruznice (vidi rjeSenje Zadatka 6).
Zadajmo u programu Mathematica prvo tocke A, B, poloviste C,
duzine AB, toc¢ke C, I i noziste (), visine iz vrha C' na pravac AB.

tA:={0, 0}; tB:={r*(f+g), 0}; tCg:=poloviste[tA,tB];
tCi={r*gx(£°2-1)/(fxg-1), 2*f*g*r/(f*g-1)};
tI:={f#*r, r}; tCh:=projekcijaltC,pravac2t[tA,tB]]

B

S,arje

Da bi simetrala kuta C' (tj. pravac CI) bio simetrala kuta odredenog
visinom (tj. pravcem CC}) i tezisnicom (tj. pravcem CCj) nuzno
je i dovoljno da duzine I}, i I, imaju istu duljinu, gdje su I, i I
ortogonalne projekcije tocke I na pravce C'Cj, i CC,,.
tIh:=projekcijaltC,pravac2t[tC,tChl];
tIg:=projekcijaltC,pravac2t[tC,tCgl];
I1Z:=FS[udaljenost2t[tI,tIg] “2-udaljenost2t[tI,tIh]"2]

Program Mathematica izvjeStava da je izraz [Z jednak
P2(f=g9 fg+g+f-D)(fg—g—Ff—-1)(fg+1)*(fg—1D"
(12 f2¢* + g*f* =233+ g*f* + 2 f3g + 2 fg* + [ — 2 fg + ¢°)
Dakle, on ¢e biti nula onda i samo onda ako je f = g (tj. |BC| = |CA]|
pa je trokut ABC' jednakokracan) ili je
(fo+g+f-D(fg—9g—f—-1)=0
Sto je upravo uvjet da pravei BC' i C'A budu okomiti (tj. da je kut C
pravi pa je trokut ABC' pravokutan).

okomitiQ[pravac2t[tB, tC], pravac2t[tC, tA]] O

Napomena 5. U knjizi [4] ne spominje se moguénost da trokut ABC
bude jednakokracan.

Nas posljednji primjer je Zadatak 1152. iz [4].
Zadatak 15. Zadane su tocke A i B i toc¢ka T koja ne lezi na pravcu

AB. Tockom T povuci pravac m tako da je omjer udaljenosti tocaka
Ai B od m jednak 2 : 3.

Rjesenge. Odaberimo pravokutni koordinatni sustav tako da je A(0, 0),
B(e, 0),1T(p, q). Neka pravac m ima jednadzbu ux + vy +w = 0. Da
bi on prolazio tockom 7" mora biti w = —up —vq.

Zadajmo u programu Mathematica tocke A, B, T i pravac m.

tA:={0, 0}; tB:={c, 0}; tT:={p, q}; pm:={u, v, -u*p-vxq}
Neka su A,, i B, ortogonalne projekcije to¢aka A i B na pravac m.

tAm:=projekcija[tA, pm]; tBm:=projekcijal[tB, pml]
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SLIKA 20. Postoje dva pravca a i b tockom T za koje su
omjeri udaljenosti to¢aka A i B do njih jednaki %
|[AAm| _ 2

BB~ 3 Primjetimo da izraz
m

1Z:=FS[udaljenost2t[tA,tAm] “2/udaljenost2t[tB,tBm] “2-4/9]

Prema uvjetu zadatka mora biti

ima za brojnik produkt (5up+ 5vq — 2uc) (up + vqg + 2uc). Dakle,

—u(2¢+p) - u(2¢—5p)

imamo dvije moguénosti v = iv= . Tako dobivamo dva

rjeSenja pravee g — (2¢ + p)y + 2qc = 01 5qgx + (2¢ — bp)y — 2qc = 0.
Iako znamo rjeSenja preostaje pitanje kako te pravce lakse odrediti. Ali,
vidimo da oni sijeku pravac AB u totkama s koordinatama C'(—2¢, 0)
i D(%c, 0) koje je lagano konstruirati. O

Napomena 6. U knjizi [4] nema rjeSenja za zadatak 1152.
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