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√
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ù��r�v���������§�8ú��2�����O�¿��û ���v�l�F¹���l� � �l�2�r�v�'���p��ä������F���v�p�U�p�2�F�

[a, b, c]�2�E�RQ+¹�� �p���+�r�[�Æ�U�p���F���F�	�������l�2�p���6�p� � �+� � ���:�2�6ýa�Æ���p���®�p����Å��+�2�p� � �:�F�
8�x������EDn�>�	�y�����z8/{��������	�vDn�y�����|8/}������EDn�~��Dn�5�����|87����������Dn�>�	�5�����
�l� � �2���@�p���®�����v���p�@���v�l�F¹l�®�v�l�E�������2ÅF�@�v�

x
�¿�F��Å

y
�¿�F��Å2�p�������v�v�2���	���u�F�F�®�@�v�p�������

�~�2� � �v�2�~�[�¼�����v�l�2�2¹
−x + 2 y + 2 = 0

�
�0�v�l�2�2¹)�p���F���������ò�l� � ���p�§�p� � ���F� �u�F�U�p�F� �v�E�[�2�F�

P0(x0, y0)
�a�[�2�E�

�F�����p�F�
k
�@�M�[���2�U�p�����l�r�p�2�2�v�ò���:�F���{�v�{�E����� �p�®�p���p�F�

x
�¿�F�p�d�·ýI�p���F���2�

�p� � �+� � ���+�a�p�
y − y0 = k (x − x0),�+�Æ�~�Æ�¥ú��2�����O�¿��û �l� � ���p�����¼�+�Æ�p� �p� � �����<�+�2�����n)

8�9 - A -�: q@þ�����8�9 4/:<; q���@L= .�4/:�-/. @~Dn�/@y�	Bs@~D����c@��EDF���z@y�h���c@��������
a�b ; ��q��E��Dn��@y�7�F@~D�tpq/�5=d� 132�, 8�9 4/: �

`a�p���F�<�+���p����¯p���H�+�2�������l� � �l�2�2�U�v�Æ���v�l�F¹l�®�p�%�:�F���E���!�U�p���F���F� � �E� �p���v�2�O�
�������{�v�À�v�E�[�2�

P1(x1, y1)
�
P2(x2, y2)

��ýI�p���F���2�a�p� � �+� � ���+�a�p�

y − y1 =
y2 − y1

x2 − x1
(x − x1)

�2�2�®�p�
x1 6= x2

�6�0�p������¯p�����¼���@�p�����F�������@�

(y2 − y1) x + (x1 − x2) y + (x1 y2 − x2 y1) = 0
�E� � ����� � �)�E�p� �p� � �w�w�2�2���p�

x1 = x2
� ù��r�v�8�����F�F� �p�����l���p�����p�F�F�v�2� �

ú��2�����O�¿��û �����F��� � �Æ���2�2�2�7)
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8�9 - A -�: �2þ����r8�9 4/:<;�- ��@L= .�4/:�-/.?- Dn� - �	�s@~Dn�s@y�	B

- D���� - �EDF��� - ����� - �������z@~D�����@��EDF���z@y������@��������
a�b ; � - �7�F@y�	��@~D�� - Dn� - D�tV@y�7�F@~D�t - ��5=d� 1�2�, �

�'�F�����r� � �p�w�2�F�p���p�+���M�p� �p� � ���l�����p�E¹�� � ���v���2�U�p�F� ���p���{�v�U�p�����a����������� � �2�+�
�v�E�[�r�b�+�b�l� � �2���F� ���v�l�F¹����"²E�����F�_�Í���U�p�����F�·�������@� � �F���2���:� � �����F�����p�2�
�p� �p����� °R� �����u�v���F� ° �l�¼���{�[�2�U�p�2�
þ 4/: q - o 2y- o38�9 - A :V+y� ����8�9 4/:<; þ���8n= .�4/:�-/.?- ��@�������������� H ��B - ���Fþ��EDF���
@����Fþ���������������8��EDF����������8���������������8���
��� H ����� a�b ;�- t3�/N�5tV@7N�>=d�
H G H �/�/� þ� 132 8�9 HF2 þ ;�� � 4/: q -�0�1�2y- 8�9 - A :V+�������� =d� 1/./6�1
8�9 HF2 þ ;�� � 4/: q -�0�1�2y- 8�9 - A :V+l- q�q 4r0�1�4 A -�0�H ��9 - � 0�1�,�2y- q 0 � � =d�8�9 HF2 þ ;RH �5=d� G H � 132�, �
²M� � ����2�~�2������F�������Æ�+�2�����M�l�p�����2�U�p�<�2�E�F� � ���+�r�v�a�v�p�:�v�E�[�2�

P1(x1, y1)
Å

P2(x2, y2)
�
P3(x3, y3)

���F�v���p�)�l� � ���F�F� �v�l�2�r�v� � �����.�F���Æ�����l�2���b�+�����u�v�F�
���v�l�F¹���º½�=��� � �)�p���2�F�������l�2�p����»O�iýa�2�����2Å��F�F�p���p���¥�E� � �p�����"�r�2�2�8�����F��� � �
�p� � �+� � ���+�����v�l�F¹l���@�p�F�b�v�E�[�2�

P1
�
P2
��÷^� � ����� � ���v�E�[�r�

P3
���F�v�������l�r�v�

�����v�l�F�¼�+��v�F� ���v�l�F¹����U�p�����������2�E�F� � ���+�r�v�®���F�v���p���l� � ���F�F� �v�l�2�r�v�:�v�b�p� � �
�+� � ��������`a�p���F��� �p� �p�������§����F�v�b�E�p� �p� � �{�v�

(y2 − y1) x3 + (x1 − x2) y3 + (x1 y2 − x2 y1) = 0.
'�)�+�2� � ���p��� � �¿�p�ò�r�2�2� � �RQ+�����v�r�v�^���p�E¹�� � ���p�ô��ú��2�����O�¿�Bû �2�U�v�¥���

� � �p��ä��{�2�r�v� � �¼�����p�!�v�p���l� � �2�����v�E�[�2�	�2�F�������l�2�p���������>���2�
q 4�.�HF2y1�- 9 2y1�� ����8�9 4/:<;�- ��@�� : = .�4/:�-/.?- Dn� - �	��@~Dn��@y�	� : Dn� : �	� H ��B

- D<��� - �EDF��� - ����� - �������P@~D<����@��EDF����@y������@������� : Dv��� : �RDF��� : ����� : �������
H ����� a�b ;�- D�tV@y�7� - D�t : �7�F@~D�t - �N�@~D�t : ��N : D�t - �7� : D�tV@y�y=d�
H G H �/�/� þ� 132 8�9 HF2 þ ;�� � 4/: q 1X6V+ q 4�.�HF2y1�- 9 2y1�������� =d�
1/./6�1 8�9 HF2 þ ;�� � 4/: q 1X:�1 @ H þ H q 4�.�HF2y1�- 9 2y1�- q 4�Hr6�-pI>4
- q 4r0�1�6.0�1�,�1�:/H�H ��9 - � 0�1�,�2y- q 2�+5.�H~� =d��8�9 HF2 þ ;RH �5=d� G H � 132�, �

`À�2�B���v�l�F¹l�
A1 x + B1 y + C1 = 0

�
A2 x + B2 y + C2 = 0

� �v�l�E�������
�p�%�����:�p� �p���@�!�����>�p�!�+�2�v�2���������d� % �2���p���p� �p���@��Å+�F� � �Æ�p�!�2�E�F� � ���+�r�v�����p���½�p���r�
� �2���%�����v�2�����§�

x =
B1 C2 − B2 C1

A1 B2 − A2 B1
, y =

C1 A2 − C2 A1

A1 B2 − A2 B1
.

�0�p���v�:�F�u�[�l�E�r� � ���p���l� � �2�������v�l�F¹��+�p� �p���@���F�p���F���v�l�2� � ���p���+�2���{�E����¹��M�Æ�v���
�����v�2�����§���v�2���������{�v�0� � �@�����2�¥�.�2�v�2���������0���v�l�F¹��^�����§���p�i���p���½�p���¶º=�i�2�F�+�2�O�
���U��v�l�E�������½»%�

A1 B2 − A2 B1 = 0
�p���M�l�p���¼�+�¥�U�p��´����F���2�E�RQ+¹�� �p���~�v���2�U�p�

���F�v�¼���{�v�H���p�����U�p��� � �§���'�F���'�������<�+�2�v�2���������d���0�p���§�¼�v�F���2Å:�)ú��2�����O�¿��û
�p� �p� � �����F� �+�2�p� � �:�F� � � �p��ä��U�p���������p���½�p��� � �2�����v�l�F¹l�������0�2�v�@�p�{�2�2��� � �
�p���F���<�+�2�v�2���������d�
8�9 1�6�0�1 q7�38�����8�9 4/:<; �����5= .�4/:�-/.r- ��@�� : � H � 0 ��q�B

- ������EDF���P@������������� : �������
��� H ������EDV��� 0 �������������q��������
���
H G a�b ; � H tV@7N - t 0 =������õþ� 132
a�b ; � ; � 0 t : N�q5tV@L=�k ; � H tV@7N - t 0 =<�c� ; � H t : N - tpq>=�k ; � H tV@7N - t 0 =p�5=d�



� Ñ"Ò>ÓvÒ§Ô�ÒEÕDÖ>×HØ�Ù�Ú>Ö>Û>Ü'Ö§Ý�Þ@×:ß�Û§ßDÑ^ß�à2Þ@Û�Ò�á@â�à2Ò2Ú'ØlÙUÒ:ã>×>ÞEÔ
1/./6�1 8�9 HF2 þ ;���� 9 - A :/H�6V+ 8 - 9 -/.1/.p2LHd������� =d� G H � 132�, �

% �2���p�%���v�l�F¹��
p1
�
p2
�.�p� � �+� � ���+�2�§�

A1 x + B1 y + C1 = 0
�

A2 x + B2 y + C2 = 0
�p� �p���@���F� � �Æ�p�%�[�2���F�������@�M�[�

ϕ
����ä��!�U�p���§�� � �p��ä��U�p��¸=�F�p������F�

tan ϕ =
A1B2 − A2B1

A1A2 + B1B2
=

k2 − k1

1 + k1k2
,

� � �p�b�p�
k1 = −

A1

B1

�
k2 = −

A2

B2

�[�2���F�����p�'�@�M�v���2�
ϕ1

�
ϕ2

¯u�v����´¥�F���'�������
�

x
�¿�F�p�6º½�E� � ���p�����@�s�@»O�

O

ϕ2ϕ1

ϕ

p1

p2

Ç:ÈEÉ½Ê.Ë���Î &��M����������ä��!���v�l�2�2¹l�¼�2�U�p�<�p�	�p� �p���@���

²E� �p� � ���l�Æ���p�E¹�� � ���v�Æ�v�¼�F�u�p�2�2�p�U�p�%�¥ú��2�����O�¿��û�)
þ -32 q + þ7�38�����8�9 4/:<; �����5= .�4/:�-/.?- ��@�� : � H � 0 ��q�B

- ������EDF���P@������������� : �������
��� H ������EDF��� 0 �������������q���������
���
H G a�b ;�- t H N�@>t 0 =������õþ� 132 a�b ;�;�- t 0 � H tV@L=�k ;�- t H N�@>t 0 =�=d�
1/./6�1 8�9 HF2 þ ;���� 9 - A :/H�6V+l4 q 4VInH þ Hd������� =d� G H � 132�, �

²M� � �a�E� � ����� � ���p�����v�l�F¹��
p1
�
p2
�+�2�v�2�����������2�2�^�p�w�@�M����������ä��¼�U�p��´À�p� � �

�+�2���@�����H�����<�2�2���p�
A1B2 − A2B1 = 0

ÅD� � ���F�p���
k1 = k2

��² � �p���F�	�u�v�v�2���
�F���.�p���F�2�F���{�v�.�2�2�b�p�

A1A2 + B1B2 = 0
Å�� � ���F�p���

k2 = −
1

k1

º=�+�2���{�E�����
�F�F�p�U�p���¼�v�2�����F���r�w�p� � �+�2�	�p���@�����Æ�+�a�p���@�M�a���v�l�E�½»O�
'�¥���p���®�p� � �:���F���v�l� � �l�2���p� �p� �p� � ����� � �RQ+����¹�� �p�����p�E¹�� � ���v�ò�2�U�p���v�v�2���

�+�2�v�2������� � �2���F� ���v�l�F¹����@�p�F� � �2�@�§�v�E�[�@���:�F�2�F����¹��§�+� � �2���:���v�l�2�2¹a�@�p�F�
� �2�@���v�E�[�@���µýI�p���§�)�p�����������p� �F�����2�U�p�����u�v�v�2���U�p� � �8���w�p� � �2�����v�l�F¹l�
�+�2�v�2�������+������:�F�2�F���{�[�M�
8 - 9 -/.1/.- ����8�9 4/:<; þ���8L= .�4/:�-/.?- ��@���������B
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- ���Fþ��EDF���P@����Fþ���������������8��EDF����������8��������
a�b ; ���������E�p�yt - �F@>t3���5=d� 132�, �

4 q 4VInH:�- ����8�9 4/:<; þ���8L= .�4/:�-/.r- ��@���������B
- ���Fþ��EDF���P@����Fþ���������������8��EDF����������8��������
a�b ; �����E�p�����ytV@L�p�yt - �5=d� 132�, �

8 - 9 -/.1/.p2LH�� ����8�9 4/:<; 8�� K = .�4/:�-/.l- ��@���������� H ���
������8��EDF����������8�������� - ��� K �EDF���P@���� K ������ H ����� a7b ;�- t��5�p�ytp@L=d�
H G H �/�/� þ� 132 8�9 HF2 þ ;���� 9 - A :/H�6V+ 8 - 9 -/.1/.p2LHd������� =d� 1/./6�1
8�9 HF2 þ ;���� 9 - A :/H�6V+ 8 - 9 -/.1/.p2LHr- q�q 4r0�1�6.0�1�,�1�:/H�H ��9 - �
0�1�,�2y- q 2�+5.�H~� =d��8�9 HF2 þ ;RH �5=d� G H � 132�, �

4 q 4VInH þ H�� ����8�9 4/:<; 8�� K = .�4/:�-/.X- ��@���������� H ���
������8��EDF����������8�������� - ��� K �EDF���P@���� K ������ H ����� a7b ;�- t��/N�ytp@L=d�
H G H �/�/� þ� 132 8�9 HF2 þ ;���� 9 - A :/H�6V+l4 q 4VInH þ Hd������� =d� 1/./6�1
8�9 HF2 þ ;���� 9 - A :/H�6V+X4 q 4VInH þ H - q�q 4?0�1�6.0�1�,�1�:/H�H ��9 - �
0�1�,�2y- q 2�+5.�H~� =d��8�9 HF2 þ ;RH �5=d� G H � 132�, �

ù��b�v�p�<�v�2���������{�[�b���v�l�F¹l�
p1
Å
p2
�
p3
�.�p� � �+� � ���+�2�§�

A1 x + B1 y + C1 = 0, A2 x + B2 y + C2 = 0, A3 x + B3 y + C3 = 0
� � �����%� � �p� � �{�v���M�l�p���^¯u�v�	�~���U�p��´����E�+�2�E�RQ+¹�� �p���~�v�D���F�v���p�¼�l� � ���F�F� �v�l�2�r�v� � �
���E�F���E�������~�2�F�������~�[�2�����E�����~�2�F���@���p���~�v���Hº½�=��� � �a�p��+�2�v�2���������~����� � �a�p�^�p� �p���@�
��p� � ���U�w�v�E�[�@�½»O�
% �2�§�p�b���v�l�F¹��

p1
�
p2
�p� �p���@�����v�E�[�@�

T (x, y)
�F� � �����+�2��� � ���p�

x
�
y�~�F�E¹¿�p���~�v� B1 C2−B2 C1

A1 B2−A2 B1

� C1 A2−C2 A1

A1 B2−A2 B1

�����E�p�u�v�����¼������´��
p3

� �F���{�2�2���

A3B1C2 − A3B2C1 + B3C1A2 − B3C2A1 + C3A1B2 − C3A2B1

A1B2 − A2B1
= 0.

`®�2�@���2Å��v�����v�l�F¹��H���p�F���2�������u�v�F�·�v�E�[�2�F� �p� � �������2�2�®�p�%�����v�2���!���p�U�p�����@�

∆ = A3 (B1C2 − B2C1) + B3 (C1A2 − C2A1) + C3 (A1B2 − A2B1)�p� � �+�2���@�����d�
% �2�Æ�p�����v�l�F¹��

p1
Å
p2
�
p3
�+�2�v�2���������D�F� � ��p���U�p��´����E�>�2�E�RQ+¹�� �p���~�v�:�F���l�2���

�p�����2¹�� �v�2�§�
A2 = λA1

Å
B2 = λB1

Å
A3 = µA1

Å
B3 = µB1

Å:�l�§�����2�Æ�p�l�2�����
���p�U�p���F�

λ
�
µ
�v�2���������{�v��� � �@�����2�®���E�p�u�v�����§���<�v�	�E�p� �p� � ���F�u�v�'�

∆
�F�:���®�p�

� �F���{�2��@�����M�
W®���p�@�M�v��Å6�2�2���p�

∆ = 0
Å6�:� � � �p�������������^�v���p� � �+�2�2�F�u���

A1B2 − A2B1�E� � ����� � �§���p���½�p���
T

(

B1 C2−B2 C1

A1 B2−A2 B1

, C1 A2−C2 A1

A1 B2−A2 B1

) ���v�l�2�2¹l�
p1
�
p2
�l� � ���F�r�

� �v�l�2�	�p� � �+� � �����B� �
p3
�h`®�2�@���2Å<�[���v�p�0���v�l�F¹l���p���2�F�������~�[�2���+�M�§'���p���

���F�F���"�+�2�������{�v�'�p� � �����i�2�2�!�p�
A1 B2 − A2 B1 6= 0

Å^�=���±�2�2�
p1
�

p2
�����p�

�+�2�v�2���������d�
% �2� �p�

p1
�

p2
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− 2 x2x1 + x1
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− 2 y1y2 + y2
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2
− 2 x2x1 + x1

2 + y1
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− 2 y1y2 + y2
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