POUCCI O LEPTIRIMA
ZVONKO CERIN

SAZETAK. Ovaj ¢lanak opisuje ¢etiri dokaza klasi¢nog teorema o leptirima za
tetive kruznice. Prva tri dokaza koriste standardne tehnike sliénih trokuta,
trigonometrije, i potencije tocke. Cetvrti dokaz je ostvaren upotrebom ra¢unala.
Istom metodom se dokazuju i tri stupnja poopcenja teorema o leptirima tako
da zavrsna faza vrijedi za sve konike (elipse, hiperbole, i parabole).

1. CETIRI DOKAZA ZADATKA 122

Na stranici 40 knjige ”Izabrani zadaci i teoremi planimetrije” od Skljarskog,
Cencova, i Jagloma (vidi [8] iz popisa referenci) nalazi se zadatak 122 koji glasi:

Zadatak 122 (Leptirov teorem). Neka je A, B, C, D, P, i () Sest to¢aka na
kruznici k sa sredistem O i neka je S poloviste tetive P(). Neka w oznacava pravac
PQ. Ako je S=wNAB =wNCD, onda je S poloviste tocaka U = w N AC' i
V =wnN BD i poloviste tocaka X =wNADiY =wn BC.

SLIKA 1. Tocka S je truplo a trokuti ADS i BC'S su krila leptira.
Jos jedan leptir s istim truplom ima trokute AC'S i BDS za krila.
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Isti zadatak nalazimo i u knjizi ” Trokut i kruznica” od Dominika Palmana (vidi
[6]) 1 to na stranici 197 kao Zadatak 22.15 s imenom ”Leptirov teorem”.

Prvi dokaz Zadatka 122. Neka je O srediste zadane kruznice (vidi Sliku 2).
Jer je OS okomito na P(), za dokaz tvrdnje da je X.5 = SY dovoljno se uvjeriti
da je ZXOS = £ZSOY (vidi Sliku 3).

SLIKA 2. Pretpostavka: AB i C'D se sijeku u polovistu S od PQ.
Tvrdnja: XS =YS, gdjesu X 1Y presjeci AD i BC sa PQ.

SLIKA 3. Dovoljno je pokazati da je kut £ SOX jednak kutu Z SOY.
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SLIKA 4. Tocka O je poloviste tetive AD i projekcija O na AD
dok je O, polovite tetive BC' i projekcija O na BC.

SLIKA 5. Kutevi Z A0S i ZCO,S su jednaki jer su trokuti A0S
1 CO4S sliéni.

Neka je O projekcija tocke O na tetivu AD i neka je O, projekcija tocke O na

tetivu BC' (vidi Sliku 4). Onda su O; i Oy polovista tih tetiva. Nadalje, vrijedi
/ZDAB =/2DCB

LADC = £ ABC
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SLIKA 6. Oko cetverokuta SOO; X i SOO.Y mogu se opisati
kruznice jer oba imaju dva nasuprotna prava kuta.

SLIKA 7. Kutevi u O i O, trokuta SOY i SO,Y su isti (nad SY).
Kutevi u O i Oy trokuta SOX i SO, X su isti (nad SX). Kako je
£LC0yS = LAO S slijedidaje ZYOS = £XOS paje XS =S8Y.

jer su to kutevi nad istim lukom. Zbog toga su trokuti DAS i BCS sli¢ni. Ali
onda ¢e trokuti 01 AS i O,C'S takoder biti sliéni buduéi da imaju proporcionalne
stranice AS 1 C'S odnosno AO; = 22 i CO, = <2 i isti kut (u vrhovima A i C)
medu njima. Slijedi da je

LAOS = £LCO5S
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(vidi Sliku 5).

Uoc¢imo sada cetverokute SOO; X i SOO,Y . Oni imaju dva nasuprotna prava
kuta pa se oko njih mogu opisati kruznice (vidi Sliku 6).
Iz toga slijedi

LXO0S=2X0S
jer su to kutevi nad istim lukom kruznice (vidi Sliku 7). Sli¢no je

LY O8S = 2LYOS.

Kako je ZC0O5S = £ A0, S slijedi da je /YOS = ZXO0S paje XS =S8Y.
Drugi dokaz Zadatka 122.

SLIKA 8. Definicija kuteva a, 3, 1 7.

Oznacimo (vidi Slike 8 1 9)
a=2CSY =2£XSD,
B=LASX =/LYSB,
v=4DAS =2£SCY,
r=XS y=2SY z=PS=50Q.
Prema teoremu o umnosku odsjecaka dviju tetiva kruznice (vidi Sliku 10) vri-
jedi:
DX -XA=PX -XQ=(z—2)(z+2)=2">—2%
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SLIKA 9. Definicije duzina x = XS, y = 95Y,1 2= PS = S0Q.

SuikA 10. Na PQ i AD primjenim teorem o potenciji (na tocku X).

Primjenimo li na trokut DX .S teorem sinusa (vidi Sliku 11) dobivamo
T sin o T sin o

b= sin[r — (o + 5+ 7)] :sin(a—l—ﬁjt'y)'
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SLIKA 11. Na trokut DSX primjenim teorem o sinusima.

SLIKA 12. Na trokut ASX isto primjenim teorem o sinusima.

Analogno, iz trokuta X AS (vidi Sliku 12), imamo

XA:xsm@

sin vy
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Zato je

z? sin a sin 3 9 9

DX -XA=— . =2 —x°.
siny sin(a 4+ 5+ )

Odavde mozemo izraziti duljinu x:

2 2?2 siny sin(a + 3 +7)
~ sina sin 3 4 siny sin(a 4+ 5+ 7)°

T

Izraz za duljinu segmenta SY = y dobiva se iz gornjeg izraza za xr zamjenom
kuteva a i 8 kutevima 3 i a. Ali, u tom izrazu kutevi o i 3 se pojavljuju
simetric¢no, pa je
9 2? siny sin(B + a + ) _ 2

v sin 8 sina + siny sin(f4+a +7)

Zakljucujemo da je
r=y to jest XS =79Y.
Trec¢i dokaz Zadatka 122.

SLIKA 13. Treéi dokaz koristi projekcije X7, X511 Y7, Y5 tocaka X
1Y i cetiri para slicnih pravokutnih trokuta.
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Nozista okomica spustenih iz tocaka X i Y na tetive AB i CD su X; i X,
odnosno Y, i Y] (vidi Sliku 13).
Uvedimo oznake (vidi Sliku 9):

z=PS =50, r=XS5, y=SY.
Vrijedi ocito:

/L DAB=/2DCB

LADC = L ABC.

Osim toga su slijedec¢i parovi pravokutnih trokuta sli¢ni:

SXXq,S5YYs; SXX,, SYYy;

AXX,,0YYy;  DXX., BYY,.

Imamo sada:

r XXy r XXy

y YY) oy YY)
XX, AX XX, XD
YY, CY’ YY, YB’

Odatle je dalje:

2 YY, VY,

AX-XD PX-XQ
T~ COY-YB PY-YQ
(-2 (z+x) 22 —a?
Ct+y)z—y) 22—y

.I'Q XX1 XX2
2

odakle slijedi x = y.

Cetvrti dokaz Zadatka 122 (pomoéu racunala). U slijedecem dokazu
Zadatka 122 koristimo se ra¢unalom i programom Maple V (verzija 5). Ono
sto moramo natipkati ("input”) naznaceno je u redovima koji zapocinju znakom
kursora > dok ostali redovi prikazuju ono §to nam izracuna rac¢unalo (”output”).

Ideja dokaza je da se pretpostavi da je promatrana kruznica jedini¢na kruznica
u pravokutnom koordinatnom sustavu i da se upotrebom analiticke geometrije
dokaze tvrdnja.

Bilo koja tocka P na jedini¢noj kruznici ima koordinate (cos ¢, sin ¢) za jedin-
stveni kut 0 < ¢ < 27 (vidi Sliku 14). Iskoristimo li univerzalnu trigonometrijsku
substituciju vidimo da su koordinate od P prikazive kao par

1—p2 2p
1+p? 1+p?)’

gdje je p = tan% realan broj.



10 ZVONKO CERIN

SLIKA 14. Tocka na jedini¢noj kruznici odredena je kutem ¢ (f
na slici). Apcisa joj je kosinus a ordinata joj je sinus tog kuta.

Zato prvo definiramo funkciju f koja bilo kojem realnom broju a pridruzuje

uredeni par
1—-a*> 2a
{1%—@2’ 1—|—a2] ‘
> f:=proc(a) [(1-a"2)/(1+a"2),2xa/(1+a"2)]:end:
Sada mnogo ucinkovitije mozemo definirati Sest tocaka leA, leB, leC, leD,
leP, i le@ na jedini¢noj kruznici (slova le dolaze od "leptir”).
> leA:=f(a);leB:=f(b);leC:=f(c);leD:=f(d);leP:=f(p);leQ:=f(q);

1—a?

leA ::[14—(12’ 15(12]
el ::[1122’ 141:192]
0= il
leD ::[ijz’ 1+dd2]
el ‘:[;iz’ 1—fp2]
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2
—4q 4q
le 2
Slijedec¢a funkcija pridruzuje paru tocaka koordinate polovista duzine kojoj
su te tocke krajevi. To poloviste ima koordinate koje su aritmeticka sredina

koordinata krajeva.

> ejmid:=proc (A, B)

> 1local a, u, b, v;

> a:=A[1];u:=A[2];b:=B[1];v:=B[2];
factor(simplify([(a+b)/2, (u+v)/2])): end:

Sada definiramo poloviste leS duzine (leP)(le@).

%

> leS:=ejmid(leP,leQ);

(pe—-1)(1+pg (¢+p)A+pq)

1+p)(1+¢*) " (1+p°)(1+¢)

U pripremi za §to jednostavnije definiranje pravaca potrebnih za odredivanje
nekih tocaka promatrane konfiguracije uvodimo funkciju ejli koja bilo kojem
paru razli¢itih tocaka pridruzuje trojku [A, B, C] ¢ije koordinate su koeficijenti
(linearne!) jednadzbe oblika Ax + By + C = 0 tog pravca.

leS =

> ejli:=proc (A, B)
> local a, b, c, d;
> a:= A[1]; b = A[2]; ¢ := B[1]; d := B[2];
factor(simplify([b—d, c-a, axd-bxc])): end:

Funkcijom ejli lagano definiramo pravce koji ¢e se pojavljivati u daljnem.

V

> leAB:=ejli(leA,leB);
> leAC:=ejli(leA,leC);leAD:=ejli(leA,leD);
> leBC:=ejli(leC,1eB);leBD:=ejli(leD,1leB);
> 1leCD:=ejli(leC,1eD);1lePQ:=ejli(leP,1leqQ);
. (ba—1)(=b+a)  (=b+a)(b+a) _(ba+1)(-b+a)
e o= |2 G R e T AP
o (ca—1)(—c+a) _(—c+a)(c+a) (ca+1)(—c+a)
leAC = [ i) (1) "t (lid) 2(1—1—&2)(1—1—02)}
| sda=1)(=d+a)  (=d+a)(d+a) (da+1)(—d+a)
leAD '_l i) 0+®) tixad)(+d) (1+a2)(1+d2)}
[y eb=1)(=c+b) _(=c+d)(b+c) _(cb+1)(—c+D)
leBO"[ 1) 1+8) 0+ +62)(1+62)]
_ladb=1)(=d+b) _(=d+b)(b+d) _(db+1)(-d+b)
e e i e e i ey

[ s de=1)(=d+c) (—d+c)(d+c)  (de+1)(—d+c)
ZGCD'_{ S N R G T M (1+02)(1+d2)}
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[ oWe—D(=g+p) ,(=g+tp)leg+p) _(A+pg(—g+p)
lePQ = |—2 , 2 , —2
(I+p)A+¢)  (1+p*)(1+¢) (1+p%) (1+¢%)
Naravno, treba nam i funkcija ejin koja paru pravaca pridruzuje tocku njihovog

presjeka ili nas izvjestava da su ti pravci paralelni.

> ejin:=proc (ml, m2)

local a, b, ¢, u, v, w, izl, iz2, iz3;
a :=mi[1]; b :=ml1[2]; ¢ := m1[3];
u :=m2[1]; v := m2[2]; w := m2[3];

izl := axv-b*u; 1z2 := b*w-c*v; 1z3 :=cxu-ax*w;
if izl <> 0 then
factor(simplify([iz2/iz1, iz3/iz1])):
> else print(‘pravci su paralelni‘) fi end:
Slijede definicije tocaka le X, leY, i eSO kao presjeka slijede¢ih parova pravaca:
(lePQ, leAD), (lePQ, leBC), i (leAB, leCD).

vV V.V VVV

> leX:=ejin(1lePQ,1eAD);leY:=ejin(1lePQ,1eBC);1leS0:=ejin(1leAB,1eCD);

X e [_ gda+q+pda+p—d—a—pgd—pqa
—pqd—pqa+d+a+qgda—q+pda—7p’
5 da—pq }
—pqd—pga+d+a+qgda—qg+pda—p

oY - _qcb+q+pcb+p—b—c—qu—pqc
' —pgb—pgc+b+c+qcb—q+pcb—p’
2

cb—pq
—pgb—pgc+b+c+qgcb—qg+pcb—p

—bdc—b—adc—a+bad+bac+d+c
"~ bad+bac—d—c—bdc+b—adc+a
9 ba—dc ]
bad+bac—d—c—bdc+b—adc+a
Pretpostavka da se pravei leAB i leC'D sijeku u tocki leS (tj. da se tocke leS i

[eS0 podudaraju) vodi na zaklju¢ak da postoje jednoznacno odredene vrijednosti
parametara a i ¢ kada se to postize.

Y

eSO = [

> rj:=solve({leS0[1]=1eS[1],1leS0[2]=1eS[2]},{a,c});

P?ab-2p"¢ —p*+pPb+pb—q*+qb
bp* —p*q—p—p¢® —q+bg*+20b
C:—ﬁ—ﬂﬂﬁ”—f+qd+pfd+ﬁqd+mﬁ
2d—pg®—q—p—p*q+d¢®+dp
Na kraju, treba nam i funkcija ejkdis koja paru tocaka pridruzuje kvadrat
njihove udaljenosti u standardnoj Euklidskoj metrici na ravnini.

rj:={a=

Y
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ejkdis:=proc (A, B)

local a, u, b, v;

a := A[1]; u := A[2]; b :=B[1]; v := B[2];
factor(simplify((a-b)"2 + (u-v)~"2)): end:

Odredimo razliku kvadrata udaljenosti parova tocaka (leX, leS) i (leY, leS).

vV V VvV V

> con:=factor(simplify(ejkdis(leS,leX)-ejkdis(leS,1leY)));

con = —4((pgc—qcb—p*q—p@P+cq@ +cp*+d +dp* +ag® +ap*+
pqga—qda—pdb+bg®>+pgd+bde—2p2¢*> —cqd+2cp?¢* +2dp? ¢*
+2ap? P +bp? +2bp* ¢ +pgb—pcb—pda—apb—p3 —pdc— ¢
—2p?¢@ +bad+adc+bac—2aqpchb—agp*dc+adp’cb+adg®ch
—apgcb—ap’¢dcb—ap’qcb+ap*qbdec —qgbd+apg®bdce
—adep’ @ +2aqbde+bp*Pd+bp*¢*d—acpgdd+2apbde
—2aqdpc—aqc—apc+ap*@cect+ap’Pe—p*@Pd—pPPa+dpdqie
+dp*@Pe+pPPad+@dap® —bpdde—bpdqdec+p*@Peb+pPg®ch
- @Pb—pPdec—2pcbgd—abpgdd—abpPqd —2aqdpb — abdp? ¢?
+pPa®b+p*dab—bga—bdp*¢*c)(—bad+bac—adc+pda+qda
—pga+pqb—pgd—qcb+bdc+pge—pch))/(
(—pgqb—pqgc+b+c+qcb—q+pchb—p)?
(—=pqd—pgqa+d+a+qda—q+pda—p)?)

Tako smo dokaz Zadatka 122 sveli na provjeru da li je izraz con jednak nuli

kada u njega uvrstimo vrijednosti za a i ¢ iz rj.

> factor(simplify(subs(rj,con)));
0
Kako je doista dobivena nula nas dokaz pomoc¢u racunala je uspjesno zavrsen.

2. MALO POOPCENJE ZADATKA 122

Malo poopceni Zadatak 122. Neka je A, B, C, D, P, i () Sest tocaka na
kruznici k sa sredistem O i neka je S poloviste tetive PQ). Neka w oznacava pravac
PQ. Ako je S poloviste tocaka H =wNAB i1 K =wNCD, onda je S takoder
poloviste tocaka U =wNAC i V =w N BD i poloviste tocaka X =wnN AD i
Y =wn BC.

Dokaz malo poopéenog Zadatka 122.

I dalje ¢emo koristiti racunalo i izmjeniti cetvrti dokaz Zadatka 122 tako da
dobijemo zakljuc¢ak gornjeg poopéenja (vidi Sliku 15).

Prvo nademo koordinate tocaka iz iskaza.

> leU:=ejin(lePQ,1leAC);leV:=ejin(1ePQ,1leBD);
> leH:=ejin(1ePQ,1eAB) ;leK:=ejin(1ePQ,1eCD);
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SLIKA 15. Slika za Malo poopceni Zadatak 122.

agc+q+apc+p—c—a—pgc—pqa
—pgc—pqa+c+a+aqc—q+apc—p
ca—pq
—pqc—pqa—l—c—l—a—l—aqc—q—l—apc—p]
dgb+q+dpb+p—d—b—pgd—pqb
—pqd—pgb+d+b+dgb—q+dpb—1p’
db—pq
—pqd—qu+d—|—b+dqb—q—l—dpb—p]
qgba+q+pba+p—b—a—pqb—pqa
- —pgb—pga+b+a+qgba—q+pba—p
ba—pq
—qu—pqa—i—b+a+qba—q+pba—p]

leU = [—

2

leV :i=[—

2

leH := |

2

dgc+q+dpc+p—d—c—pqd—pqc
" —pgqd—pqc+d+c+dge—q+dpe—7p’
dc—pq
—pqd—pqc+d+c+dqc—q—l—dpc—p]

leK =

2
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Ovaj puta vidimo da se uvjet da je tocka S poloviste duzine H K moze rijesiti
po parametru d.

> rjm:=solve({ejmid(leH,1leK) [1]=1eS[1],
> ejmid(leH,leK) [2]=1eS[2]},{d});

rim :={d= (pcb+p*q—bq*+qcb—cq* —pgc—ap* —bp* +pg*—
20 > —cp? —2cp?’® —aq® —2ap*¢®* —pga—bac—pgb+ @ +pPc
PP 2P P 1203 — PP P b — PP eb+ P —pPadc—pPagb—
pPagdc—pPadb+pPPa+qgba+pbat+apgdcb+ap’®cb+apiqch
+2aqpcb+apc+aqe)/(—pa—pb—pc—qa—qb—qc—2pqgch+ p?
+@+pg+2p?P@ +pgPbac+p*gbac—bap?*q® +2qgbac+2pbac
+ba+ca—2pgcatcb+pdbac—p @ —pPgeb—p@Peb—apgdec
—p*@Pbec—apigqect+agdchb—p*tac—2pgba+p @b+ pdda
—pPqba+p*Po+p*Pa—p@Pba+pP e+ pPe’c)}

Sada samo provjerimo da li su razlike kvadrata udaljenosti od X do S'iod Y

do S odnosno od U do S'iod V do S jednake nuli.

> factor(simplify(subs(rjm,ejkdis(leX,leS)-ejkdis(1leS,1leY))));
> factor(simplify(subs(rjm,ejkdis(1leU,leS)-ejkdis(leS,1eV))));
0
0

3. LEPTIROV TEOREM ZA KRUZNICE I PRAVCE

Prethodno smo u iskazu Zadatka 122 i u njegovom malom poopéemju uvijek
pretpostavljali da je PQ tetiva zadane kruznice. Sada ¢emo tu tetivu zamijeniti
bilo kakvim pravcem a tocka S ¢e biti projekcija sredista kruznice na taj pravac
(vidi Sliku 16 i [9]).

Leptirov teorem za kruznice i pravce. Neka je A, B, C, i D cetiri
tocaka na kruznici k sa sredistem O i neka je S projekcija od O na pravac
w u ravnini kruznice. Ako je S poloviste tocaka H =wNAB i K =wnNCD,
onda je S takoder poloviste tocaka U = w N AC'i V = w N BD i poloviste tocaka
X=wnNADiY =wnBC.

Dokaz Leptirovog teorema za kruznice i pravce. Ovaj puta prvo zadamo
pravac trojkom realnih brojeva.

> lew:=[p,q,r];

lew := [p, q, 7]
Sada nam treba funkcija koja tocki i pravcu pridruzuje projekciju te tocke na
zadani pravac.
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SLIKA 16. Leptirov teorem za kruznice i pravce.

ejproj:=proc (A, m)

local a, b, ¢c, u, v;

u := A[1]; v := A[2];

a :=m[1]; b :=m[2]; ¢ := m[3];
factor(simplify (([-(b*a*xv-uxb~2+axc)/(a~2+b~2),
> (-b*c+a”2xv-a*uxb)/(a"2+b~2)]))): end:

Slijedi zadavanje tocke S.

vV V.V VYV

> leS:=ejproj([0,0],lew);
pr qr ]

leS = [— , —
p2 + q2 p2 + q2
Koordinate tocaka X, Y, U, V, H,i K su:
> leX:=ejin(lew,leAD);leY:=ejin(lew,1leBC);
> leU:=ejin(lew,1leAC);leV:=ejin(lew,1leBD);
> leH:=ejin(lew,leAB);leK:=ejin(lew,1eCD);

qda+q+rd+ra —rda+r+pda+p

MX"_[pd+pa+qda—q’pd+pa+qda—q]

ZQY::[_qcb—i-q%—rc—l—rb —rcb—l—r—l—pcb—l—p]
pc+pb+qcb—q’ pc+pb+qeb—gq
agc+q+rc+ra —rca+r+apc+p

leU :=[— ]

pct+pat+aqgec—q pctpatage—q
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_dgbt+g+rd+rb —rdb+r+dpb+p

eV = = b s dgb—q pdspbidgb—q.
leH::[_qba+q+7"b+ra —rba+r+pba+p]
pb+pa+qba—q pb+pa+qgba—gq
dgc+q+rd+rc —rdc+r+dpc+p
leK := | ]

pd+pce+dge—q pd+pc+dge—g
Opet se uvjet da je S poloviste segmenta H K moze rijesiti po parametru d:
> rjm:=solve({ejmid(leH,1leK) [1]=1eS[1],
> ejmid(leH,leK) [2]=1eS[2]},{d});

rim :={d=—(-2p*¢+pda+pg®b+pi®ct+pg’bac+p’a+p’c+p’bt
pPbac—2¢ +2rqgbap —rbap?*c+rbacg® +2rqgpbe+2rqgpac—rbg?
—rag®—rc@d+rp*ct+rbp +rap®*—2rqp)/(pd® +rtba+pqihbc
+pqtac+pdichb—2rbaqgep+2rqpe+racg® +rbeg  —rap’c
—rbp?’c—rbap* +rbag® +2rqbp+2rqap—rq¢> +2aqg®ch
+2p?qbac+rp* +pd+p*ca+pihba)}
Zavrsetak dokaza je isti.
> factor(simplify(subs(rjm,ejkdis(leX,leS)-ejkdis(leS,1leY))));
> factor(simplify(subs(rjm,ejkdis(1leU,leS)-ejkdis(1leS,1eV))));
0
0

4. LEPTIROV TEOREM ZA KONIKE

Sada ¢emo opisati prosirenje Leptirovog teorema za kruznice i pravce na konike
(ili cunjosjecnice) (vidi [1]). Nazalost ne mogu se koristiti svi pravci veé se
moramo ograniciti samo na pravce koji su okomiti na pravac simetrije zadane
konike.

Leptirov teorem za konike. Neka je S tocka na pravcu simetrije z za koniku
k i neka je w pravac kroz S okomit na z. Neka su A, B, C', i D razli¢ite tocke na
k inekanam H, K, U, V, X, and Y oznacavaju presjeke pravca w s pravcima
AB, CD, AC, BD, AD, and BC, redom. Ako je tocka S poloviste jednog od
segmenata HK, UV, i XY, onda je ona poloviste svih njih.

Primjetimo da Leptirov teorem za konike povlaci Leptirov teorem za kruznice
i pravce jer je svaki pravac koji prolazi sredistem kruznice njen pravac simetrije.

Dokaz leptirovog teorema za konike. Prisjetimo se da ako uzmemo fokus
konike & za pol (ishodiste) i glavnu os konike (tj. pravac simetrije kroz fokus) m za
polarnu os polarnog koordinatnog sustava onda zadana konika k ima jednadzbu

p

e= 1+ ¢ cos?d’
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gdje je p polarni radijus, ¢ je polarni kut, a p i € su nenegativni realni brojevi.
(Na Slici 17 je prikazan slucaj parabole kada je e = 1).

SLIKA 17. Prikaz parabole u polarnom koordinatnom sustavu.

Dakle, u pridruzenom pravokutnom koordinatnom sustavu tocke A, B, C,i D
imaju koordinate
p cos p sin
(1 +ecosd 1+¢ cosmﬁ})7
gdje je polarni kut ¥ jednak redom kutevima a, (3, v, 1 6. Mogli bi smo nastaviti
upotrebljavati trigonometrijske funkcije ali je mnogo jednostavnije opet iskoristiti
univerzalnu trigonometrijsku supstituciju i pisati

1—a? _ 2a

T sina = —,

14 a? 1+ a?

i slicno za preostale tri tocke. Zakljucujemo da tocke A, B, C'; i D imaju koor-
dinate

COS (¥ =

p(1—1t?) 2pt
(5(1—t2)+t2+1’5(1 — )+ 12+ 1
za parametar t jednak a, b, ¢, i d.
Zato sada koristimo slijede¢u funkciju:

> f:=proc(t)
>  [px(1-t~2)/(epsilon*(1-t~2)+t"2+1),
> 2*xp*t/(epsilon*(1-t~2)+t"2+1)] :end:

)
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Tocke A, B, C, i D zadane su sa:
> leA:=f(a);leB:=f(b);leC:=f(c);leD:=f(d);

2
fed = [ PUL=@) e ]
e(l—a?)+a?+1" e(l—a?)+a®+1
1_2
o = PU=0) ph ]
e(1-0)+b2+1 e(1-0)+b2+1
1_2
oo =[P be ]
e(l—c)+c2+1 e(1—-c)+c2+1
1_2
leD = | p(l=d) pd

e(1—d*)+d>+1’ 5(1—d2)+d2—|—1]

Dokazimo prvo gornji teorem u slucaju kada je pravac z glavna os m konike k
(vidi Sliku 18). Tocka S onda ima koordinate (s, 0) za neki realan broj s a pravac
w ima jednadzbu z = s.

SLIKA 18. Leptirov teorem za elipsu kada je pravac w okomit na
glavnu os simetrije z.

> leS:=[s,0];
leS :=[s, 0]
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> lew:=[1,0,-8];
lew :=[1, 0, —s]

Slijedeci korak je odredivanje Sest pravaca koji spajaju tocke A, B, C',i D.
> leAB:=ejli(leA,1leB);leAC:=ejli(leA,1leC);leAD:=ejli(leA,leD);
> leBC:=ejli(leC,1leB);leBD:=ejli(leD,1leB);leCD:=ejli(leC,1leD);

pla—>b)(abe —ba+e+1)

(—e+eca?—a?—1)(—e+eb? -0 —-1)

pla—b)(a+b)

(—e+ea?—a?—1)(—e+eb>-0>—-1)

p?(ba+1)(a—b)

(—5+5a2—a2—1)(—5+5b2—62—1)]

pla—c)(ace —ca+e+1)

(—e+ca2—a?—1)(—e+ec2—2—-1)

pla—c)ato

(—e+cecaz—a?—1)(—e+ec2—2—-1)

p*(ca+1)(a—rc)

(—5—|—5a2—a2—1)(—5+5c2—02—1)]

pla—d)(ade —da+e+1)

(—e+ceca?—a?—1)(—e+ed>—d>*—-1)

p(a—d)(a+d

(—et+ca2—a?—1)(—e+ed>—d>—1)

p*(da+1)(a—d)

(—5+€a2—a2—1)(—€+5d2—d2—1)]

p(b—c)(bce —cb+e+1)

(—e+ec2—c2—1)(—e+eb?—bp—1)

p(b—c)(b+c)

(—e+ec?—c—1)(—e+eb?—b>—1)

P (cb+1) (b= o)

(—€+802—02—1)(—€+5b2—b2—1)]

p(b—d)(bde —db+e+1)

(—e+ted®—d>—1)(—e+eb> -0 —1)

p(b—d)(b+d)

(—e+ed>—d>—1)(—e+ecb> - —1)

5 p*(db+1)(b—d) ]
(—e4+ed?>—d>—1)(—e+eb?2—-b>—-1)

leAB :=[2

2

—2

leAC :=[2

2

—2

leAD :=[2

2

—2

leBC :=[-2

—2

2

leBD = [—2
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plc—=d)(cde —dc+e+1)
(—et+ec2—c?—1)(—e+ed>—d*>-1)
ple—d)(c+d)
(—e+ec2—c2—1)(—e+ed>—d*-1)
9 p*(dc+1)(c—d)
(—e+ec?—c2—1)(—e+ed®—-d>-1)
Sada su na redu tocke H, K, U, V, X, iY:

> leX:=ejin(lew,leAD);leY:=ejin(lew,1eBC);
> leU:=ejin(lew,1leAC);leV:=ejin(lew,1leBD);
> leH:=ejin(lew,leAB);leK:=ejin(lew,1leCD);

sade —sda+se+s—pda—p

leCD :=[2

2

]

leX =
‘ s a+d ]
leY::[S’_sbcs—scb—i—se—i—s—pcb—p]
b+c
leU::[S7_sacs—sca+ss~|—s—pca—p]
a—+c
bde —sdb —pdb—
leV::[s,—S E—S +se+s—p p]
b+d
leH::[&_sabs—sba+ss+s—pba—p]
a+b
leK::[87_scda—sdc+sa+s—pdc—p]
c+d

Uvjet da je tocka S poloviste od HK opet se moze rijesiti po parametru d:

> rj:=solve({ejmid(leH,1leK) [1]1=1eS[1],
> ejmid(leH,leK) [2]=1eS[2]},{d});

rj={d=—
sabsc—sbac—i—scs—l—sc—pbac—pc—l—sas—l—Sb5+sa—|—sb—pa—pb}

sabe —sba+se+s—pba—p+sace+sbce —sca—scb—pca—pch
Zadnji korak nam je ve¢ poznat:

> factor(simplify(subs(rj,ejkdis(leX,leS)-ejkdis(leS,1leY))));
> factor(simplify(subs(rj,ejkdis(leU,leS)-ejkdis(leS,1eV))));
0
0
Ako je k parabola, onda je dokaz zavrsen buduéi da je jedini pravac simetrije
parabole njezina glavna os (vidi Sliku 19).
Kada je k bilo elipsa ili hiperbola, moramo takoder promatrati i drugi pravac
simetrije (okomicu n na m u centru O od k) kao drugu (i stoga posljednju, ako k
nije kruznica) moguénost za pravac z. Slucaj kada je k kruznica smo ve¢ dokazali
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SLIKA 19. Leptirov teorem za parabolu kada je pravac w okomit
na glavnu os simetrije m koja je njena jedina os simetrije.

u Leptirovom teoremu za kruznice i pravce. Dakle, kada je z = n, onda tocka S
ima koordinate
pe
&1
za neki realan broj s a pravac w ima jednadzbu y = s (vidi Sliku 20).

> leS:=[p*epsilon/(epsilon~2-1),s];

__P¢e
leS = [52—_1, S]
> lew:=[0,1,-s8];

lew := [0, 1, —s]

> leX:=ejin(lew,leAD);leY:=ejin(lew,1leBC);
> leU:=ejin(lew,leAC);leV:=ejin(lew,1leBD);
> leH:=ejin(lew,leAB);leK:=ejin(lew,1eCD);
—pda—p+sa+sd ]
ade —da+e+1
]

leX :=|

pcb+p—sb—sc

leY =
¢ [bce—cb+5+1’s
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SLIKA 20. Leptirov teorem za hiperbolu kada je pravac w paralelan
glavnoj osi simetrije m.

pca+p—Ssa—Ssc

leU :=| , 5
ace—ca+e+1
. —pdb—p+sb+sd
eV = e —dbrer1 0 °
lel] — [pba+p—sa—sb’8]
abe —ba+e+1
—pdc— d
leK = [— pacmprscts , S|

cde —dc+e+1
> rj:=solve({ejmid(leH,1lek) [1]=1eS[1],
> ejmid(leH,lek) [2]=1eS[2]},{d});

rji:={d=(-sac+2p+sbac—sa—sabec—sc—sb+sce®+ sbe>

—sce—sbe+4dep+2pe?—sbace® +sabedc+saed +sae? +sced

23

+sb£3)/(sabg—sba—sca—scb+sbcg+5520b+s+saca—saba3

+se—4pbace +2pbac—se*+sbac®+sace?—sbedc—sagdc
+2pbace® —s&d)}
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b

> factor(simplify(subs(rj,ejkdis(leX,leS)-ejkdis(leS,1leY))));
> factor(simplify(subs(rj,ejkdis(leU,leS)-ejkdis(leS,1leV))))

0
0

REFERENCE

[1] Zvonko Cerin, A generalization of the butterfly theorem for circles to conics, Mathematical
Communications (Osijek), (prijavljeno).

[2] H. S. M. Coxeter, Projective geometry, Blaisdell, New York, 1964., p. 78.

[3] H. Eves, A survey of geometry, Allyn and Bacon, Boston, 1963., p. 171.

[4] Larry Hoehn, A New Proof of the Double Butterfly Theorem, Math. Mag., 63 (1990),
256-257.

[5] Murray S. Klamkin, An extension of the butterfly problem, Math. Mag., 38 (1965), 206—
208.

[6] Dominik Palman, Trokut i kruznica, Element, Zagreb, 1994.

[7] J. Sledge, A generalization of the butterfly theorem, J. of Undergraduate Math., 5 (1973),
3—4.

[8] D.O. Skljarski, N. N. Cencov, I. M. Jaglom, Izabrani zadatci i teoremi planimetrije, Nauka,
Moskva, 1967. (na ruskom).

[9] Vladimir Volenec, A generalization of the butterfly theorem, Mathematical Communica-~
tions (Osijek), 6 (2001), 157-160.

KOPERNIKOVA 7, 10010 ZAGREB, CROATIA, EUROPE
FE-mail address: cerin@math.hr



