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Saºetak. Ovo je tekst predavanja iz kolegija "Metri£ki prostori"
koje ve¢ vi²e godina predajem u zimskom semestru i to dva sata
tjedno (uz dva sata vjeºbi). Ranije je taj kolegij predavao prof.
K. Horvati¢. Ja sam uglavnom zadrºao njegov slijed izlaganja i
glavne teme ali sam na£inio i neke preinake i dodao mnoge stvari.
Krenuo sam od rukom pisanih zapisa anonimnog studenta njegovih
predavanja i pripremio na ra£unalu ovu verziju kojom ºelim razum-
jevanje i usvajanje ove dosta apstraktne materije ²to je mogu¢e vi²e
olak²ati mnogobrojnim crteºima. Svi dokazi su paºljivo i cjelovito
izloºeni. Djelovi koji su namijenjenji samo izuzetno sposobnim (tj.
izvrsnim) studentima i studenticama zapo£inju sa

5
a zavr²avaju sa
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Iako je ova verzija nepotpuna i nekorigirana nadam se da ¢e
ipak nekima biti korisna. Ako dobronamjerni £itatelji primjete
neke pogre²ke ili imaju primjedbe bilo bi mi drago da ih uklju£im
u budu¢im doradama teksta.
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1. Metri£ki prostori
Definicija 1.1. Za funkciju d : X ×X → R sa Kartezijevog kvad-

rata nepraznog skupa X u skup R svih realnih brojeva kaºemo da je
metrika (na skupu X) ako ona zadovoljava slijede¢a £etiri uvjeta za
bilo kakav izbor elemenata a, b, i c iz skupa X.

(MET 1) d(a, b) ≥ 0.
(MET 2) d(a, b) = 0 ako i samo ako je a = b.
(MET 3) d(a, b) = d(b, a).
(MET 4) d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c).
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Slika 1. De�nicija metri£kog prostora.

Metriku na skupu moºemo jo² nazivati i funkcija udaljenosti, raz-
daljinska funkcija, ili metri£ka funkcija. Naziv metrika je svakako naj-
kra¢i pa se i naj£e²¢e koristi.

Uvjeti (MET 1) � (MET 4) su aksiomi metrike i svaki od njih dade
se preciznije nazvati opisnim imenima POZITIVNA DEFINITNOST za
(MET 1), STROGOST za (MET 2), SIMETRI�NOST za (MET 3), i
NEJEDNAKOST TROKUTA za (MET 4). Dakle, metrika na skupu
X je stroga simetri£na pozitivno de�nitna realna funkcija na kvadratu
X ×X koja zadovoljava nejednakost trokuta.

Ako se aksiom (MET 2) zamijeni slabijim zahtjevom
(pseudoMET 2) a = b povla£i d(a, b) = 0.

onda se za funkciju d kaºe da je pseudometrika na skupu X. Prema
tome, aksiomi za pseudometriku su

• (MET 1),
• (pseudoMET 2),
• (MET 3), i
• (MET 4).
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S druge strane, ako se ispusti simetri£nost (MET 3), onda se za funkciju
d kaºe da je kvazimetrika na skupu X. Dakle, aksiomi za kvazimetriku
su

• (MET 1),
• (MET 2), i
• (MET 4).

Sli£no, ako se pak aksiom (MET 4) zamijeni sa ja£im zahtjevom
(ultraMET 4) d(a, c) ≤ max{d(a, b), d(b, c)}.

onda se za funkciju d kaºe da je ultrametrika na skupu X. Prema tome,
aksiomi za ultrametriku su

• (MET 1),
• (MET 2),
• (MET 3), i
• (ultraMET 4).

Definicija 1.2. Ure�eni par (X, d) koji se sastoji od nepraznog
skupa X i na njemu de�nirane metrike d nazivamo metri£ki prostor a
pri tom elemente skupa X zovemo to£ke metri£kog prostora.

Mnogo puta ¢emo ispu²tati naznaku metrike na metri£kom pros-
toru pa ¢emo pisati jednostavno X (ili neku drugo slovo ili oznaku) za
metri£ki prostor dok ¢e metrika na X biti jasna iz konteksta i preteºno
¢e biti ozna£ena simbolom d ili % (£itaj: ro � gr£ko slovo r).

Propozicija 1.1. U svakom metri£kom prostoru (X, d) za svaki
prirodan broj n ≥ 3 i za sve to£ke x1, . . . , xn iz X vrijedi nejednakost
mnogokuta:

(nMET 4) d(x1, xn) ≤ d(x1, x2) + d(x2, x3) + · · ·+ d(xn−1, xn).

Dokaz. Dokaz provodimo matemati£kom indukcijom. Za n = 3,
su (MET 4) i (3MET 4) o£igledno ekvivalentne tvrdnje (radi se samo
o zamjeni slova).

Pretpostavimo sada da nejednakost (nMET 4) vrijedi za n = k za
neki prirodan broj k ≥ 3 i neka su x1, x2, . . . , xk, xk+1 to£ke metri£kog
prostora X. Iz (MET 4) (stavimo li a = x1, b = xk, i c = xk+1) slijedi
nejednakost

d(x1, xk+1) ≤ d(x1, xk) + d(xk, xk+1).

Po pretpostavci, prvi sumand desne strane gornje nejednakosti je manji
ili najvi²e jednak sumi

d(x1, x2) + d(x2, x3) + · · ·+ d(xk−1, xk).

Zato je
d(x1, xk+1) ≤ d(x1, x2) + d(x2, x3) + · · ·+ d(xk, xk+1).

Time smo dokazali korak indukcije pa iz aksioma matemati£ke indukcije
slijedi istinitost propozicije. ¤



1. METRI�KI PROSTORI 5

x1

x2

x3
x4

xk

xk+1

Slika 2. Korak indukcije u dokazu Propozicije 1.1.

Propozicija 1.2. Za bilo koje £etiri to£ke w, x, y, i z metri£kog
prostora X vrijedi nejednakost

(MET 4£) | d(w, x)− d(y, z) | ≤ d(w, y) + d(x, z)

w

x
y

z

Slika 3. U Propoziciji 1.2 je apsolutna vrijednost raz-
like duljina punih crta najvi²e jednaka zbroju ispreki-
danih crta.

Dokaz. Primjenimo li Propoziciju 1.1 na to£ke w, y, z, x dobivamo
d(w, x) ≤ d(w, y) + d(y, z) + d(z, x)

pa prebacivanjem d(y, z) na lijevu stranu i upotrebom simetri£nosti
slijedi

d(w, x)− d(y, z) ≤ d(w, y) + d(x, z)
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Ponovimo li isto to za to£ke y, w, x, z sli£no dobivamo
d(y, z)− d(w, x) ≤ d(w, y) + d(x, z).

Posljednje dvije nejednakosti povla£e nejednakost (MET 4£). ¤
Prisjetimo se sada nekih pojmova vezanih uz prirodni ure�aj skupa

R svih realnih brojeva. Realni broj m zovemo donja me�a podskupa
S od R ako je m ≤ s za svaki s ∈ S. Ako neprazni podskup S ima
bar jednu donju me�u onda kaºemo da je on odozdo ome�en. Za
neprazni odozdo ome�en podskup S od R, skup svih njegovih donjih
me�a prema svojstvu neprekidnosti realnih brojeva ima najve¢i ele-
ment kojeg zovemo in�mum (pod)skupa S i ozna£avamo inf S. Dakle,
in�mum (pod)skupa S je takva njegova donja me�a k da za svaku
drugu njegovu donju me�u m vrijedi m ≤ k. Prema tome, donja me�a
k od S je in�mum ako i samo ako za svaki ε > 0 postoji s ∈ S takav
da je k ≤ s < k + ε. Primjetimo da in�mum (pod)skupa S moºe a i ne
mora pripadati (pod)skupu S. Ako inf S pripada (pod)skupu S onda
je inf S najmanji (minimalni) element (pod)skupa S.

P LQI�6
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Slika 4. Broj m je donja me�a podskupa S od R a
najve¢a od njih je njegov in�mum inf S.

Potpuno analogno se za neprazni (pod)skup S u R de�niraju gornje
me�e, supremum sup S (najmanja gornja me�a), i maksimum (ako on
postoji, tj., ako je sup S ∈ S).

Ako je (pod)skup S u R istovremeno ome�en i odozgo i odozdo onda
kaºemo da je to ome�eni (pod)skup. Dakle, svaki neprazni ome�eni
(pod)skup ima i in�mum i supremum pri £emu niti jedan od njih ne
mora pripadati tom (pod)skupu. Naprimjer, za otvoreni segment (0, 1)
in�mum je broj 0 (nula) a supremum je broj 1 (jedan).

Definicija 1.3. Za to£ku x metri£kog prostora (X, d) i njegov
neprazni podskup S de�niramo udaljenost d(x, S) to£ke x od podskupa
S da bude in�mum skupa {d(x, s) : s ∈ S}.
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Primjetimo da je gornja de�nicija korektna jer ako je S neprazan
podskup od X, skup {d(x, s) : s ∈ S} ¢e biti neprazan i zbog aksioma
(MET 1) ome�en odozdo nulom pa njegov in�mum svakako postoji i pri
tome je on ve¢i ili jednak nula. Tako�er je o£igledno da je d(x, S) = 0
ako je x ∈ S dok primjer x = 0 i S = (0, 1) pokazuje da d(x, S) = 0 ne
povla£i nuºno da je x ∈ S.

Propozicija 1.3. Za bilo koji neprazni podskup S metri£kog pros-
tora (X, d) i bilo koji par njegovih to£aka x, y ∈ X vrijedi nejednakost

(DIST) | d(x, S)− d(y, S) | ≤ d(x, y).

x

y
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Slika 5. Apsolutna vrijednost razlike udaljenosti dvije
to£ke do podskupa S je najvi²e jednaka udaljenosti tih
to£aka.

Dokaz. Neka je ε > 0 bilo koji realan broj. Neka je a = d(x, S)
i b = d(y, S). Znamo da postoji t ∈ S takav da je d(y, t) ≤ b + ε. Za
svaki s ∈ S sada primjenom nejednakosti (MET 4£) dobivamo

d(x, s)− b ≤ d(x, s)− d(y, t) + ε ≤ d(x, y) + d(s, t) + ε.

Neka je
A = { d(x, s)− b : s ∈ S }

i
B = { d(x, y) + d(s, t) + ε : s ∈ S }.

Zbog gornje nejednakosti, sigurno je inf A ≤ inf B. Za s = t, vidimo
da je broj d(x, y) + ε iz skupa B. Slijedi da je inf A ≤ d(x, y) + ε.
Jer to vrijedi za svaki ε > 0, slijedi da je a− b ≤ d(x, y) budu¢i da je
inf A = a− b. Kako je gornji argument potpuno simetri£an s obzirom
na to£ke x i y, na isti na£in slijedi b− a ≤ d(x, y). Tako smo dokazali
nejednakost (DIST). ¤
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Definicija 1.4. Za neprazne podskupove S i T metri£kog prostora
(X, d) de�niramo udaljenost d(S, T ) podskupova S i T da bude in�mum
skupa {d(x, y) : x ∈ S, y ∈ T}.

Primjetimo da je gornja de�nicija korektna jer ako su S i T neprazni
podskupovi od X, skup {d(x, y) : x ∈ S, y ∈ T} ¢e biti neprazan i zbog
aksioma (MET 1) ome�en odozdo nulom pa njegov in�mum svakako
postoji i pri tome je on ve¢i ili jednak nula. Tako�er je o£igledno da je
d(S, T ) = 0 ako se S i T sijeku dok primjer S = (−1, 0) i T = (0, 1)
pokazuje da d(S, T ) = 0 ne povla£i nuºno da se S i T sijeku.

Definicija 1.5. Neka su (X, d) i (Y, %) metri£ki prostori. Funkcija
f : X → Y je izometrija (ili izometri£ko preslikavanje) od X na Y ako
je ona bijekcija i ako £uva udaljenosti, tj., ako vrijede uvjeti

(BIJE) Postoji funkcija g : Y → X za koju su ispunjene jednakosti
f ◦ g = idY i g ◦ f = idX , gdje su idX i idY identi£ne funkcije.

(IZO) Jednakost d(x, y) = %(f(x), f(y)) je ispunjena za sve to£ke
x i y u prostoru X.

Primjeri izometrija su translacije i rotacije u ravnini dok su ho-
motetije i inverzije primjeri funkcija koje obi£no nisu izometrije.

Definicija 1.6. Za metri£ke prostore (X, d) i (Y, %) kaºemo da su
metri£ki ekvivalentni ili izometri£ni i pi²emo X ∼=

m
Y ako postoji bar

jedna izometrija od X na Y .
Propozicija 1.4. Relacija izometri£nosti ∼=

m
je relacija ekviva-

lencije, tj. ona ima svojstva re�eksivnosti (relacija X ∼=
m

X vrijedi za
svaki prostor X), simetri£nosti (relacija X ∼=

m
Y uvijek povla£i relaciju

Y ∼=
m

X), i tranzitivnosti (relacije X ∼=
m

Y i Y ∼=
m

Z zajedno uvijek
povla£e relaciju X ∼=

m
Z).

Dokaz. Re�eksivnost je posljedica £injenice da je identi£no pres-
likavanje svakog metri£kog prostora o£igledno izometrija. Sli£no, svoj-
stvo simetri£nosti slijedi iz £injenice da je inverz svake izometrije i sam
izometrija dok tranzitivnost slijedi zato jer je kompozicija izometrija i
sama izometrija. ¤

Zadatak 1.1. Neka je (X, d) metri£ki prostor. Dokaºi da je skup
Izo(X, d) svih izometrija prostora X na sebe nekomutativna grupa u
odnosu na operaciju koja bilo kakvim izometrijama f i g iz Izo(X, d)
pridruºuje njihovu kompoziciju g ◦ f .

Rje²enje. Prvo moramo provjeriti da je kompozicija g ◦ f dvije
izometrije f, g ∈ Izo(X, d) opet izometrija prostora X na sebe.

Jer je kompozicija bijekcija opet bijekcija i svaka izometrija je po
de�niciji bijekcija, vidimo da je g ◦ f bijekcija.

Da bi smo provjerili da je udaljenost bilo koje dvije to£ke x i y iz
X jednaka udaljenosti njihovih slika (g ◦ f)(x) i (g ◦ f)(y), vidimo da



2. PRIMJERI METRI�KIH PROSTORA 9

vrijedi

d((g ◦ f)(x), (g ◦ f)(y))
(1)
=d(g(f(x)), g(f(y)))

(2)
=

d(f(x), f(y))
(3)
=d(x, y).

Pri tome su jednakosti (2) i (3) posljedice toga ²to izometrije g i f
£uvaju udaljenosti dok (1) slijedi iz de�nicije kompozicije.

Sada pokazujemo da je inverz f−1 izometrije f ∈ Izo(X, d) opet
izometrija iz Izo(X, d).

Neka su x i y bilo koje to£ke iz prostora X. Jer je f bijekcija,
moºemo na¢i to£ke a i b iz X takve da vrijedi x = f(a) i y = f(b).
Imamo redom

d(f−1(x), f−1(y))
(1)
=d(f−1(f(a)), f−1(f(b)))

(2)
=

d(a, b)
(3)
=d(f(a), f(b))

(4)
=d(x, y).

Tu smo u (1) i (4) koristili to kako su to£ke a i b odabrane, u (2) da
je kompozicija f−1 ◦ f = idX , i u (3) koristimo pretpostavku da je f
izometrija.

I na kraju, da provjerimo da grupa (Izo(X, d), ◦ ) nije komutativna,
neka je (X, d) ravnina R2 s Euklidskom metrikom, neka je f rotacija
oko ishodi²ta za 90 stupnjeva, i neka je g re�eksija u x-osi. Onda je
f ◦ g 6= g ◦ f jer kompozicija f ◦ g preslikava to£ku (1, 0) u to£ku (0, 1)
dok je kompozicija g ◦ f preslikava u to£ku (0, −1). O£ito su te slike
(0, 1) i (0, −1) razli£ite. ¤

2. Primjeri metri£kih prostora
2.1. Pravac. Na skupu R svih realnih brojeva moºemo de�nirati

standardnu metriku pravilom d1(a, b) = |a− b|. Drugim rije£ima, mi
za udaljenost dvaju realnih brojeva uzimamo apsolutnu vrijednost nji-
hove razlike. Ovako de�nirana funkcija d1 : R× R→ R o£igledno za-
dovoljava aksiome (MET 1) � (MET 3). Provjerimo sada da funkcija
d1 tako�er ima svojstvo (MET 4). Neka su a, b, i c bilo kakva tri re-
alna broja. Ako su sva tri jednaka ili su pak dva od njih jednaka onda
o£igledno vrijedi d1(a, c) ≤ d1(a, b) + d1(b, c). Zato moºemo pretpostaviti
da su ta tri broja svi razli£iti. Vidimo sada da vrijedi jedna i samo
jedna od slijede¢ih ²est mogu¢nosti: (i) a < b < c, (ii) a < c < b, (iii)
b < a < c, (iv) b < c < a, (v) c < a < b, i (vi) c < b < a. Ako vrijedi
(i) onda je

d1(a, c) = c− a, d1(a, b) = b− a, i d1(b, c) = c− b

pa je
d1(a, c) = d1(a, b) + d1(b, c).

Ako pak vrijedi (ii), onda je
d1(a, c) = c− a, d1(a, b) = b− a, i d(b, c) = b− c
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pa je
d1(a, c) < d1(a, b) + d1(b, c)

budu¢i da je to zapravo nejednakost
c− a < (b− a) + (b− c) = 2 b− c− a

koja vrijedi jer je 2 c < 2 b. Sli£no se provjere i preostala £etiri slu£aja.
Funkcija % : R× R→ R de�nirana sa %(a, b) = arctan |a− b| za

sve a, b∈R je tako�er metrika na brojevnom pravcu R. Klju£na prov-
jera svojstva (MET 4) je vrlo sli£na gornjoj provjeri za metriku d1 i
koristi £injenicu da je funkcija arctan strogo rastu£a.

|c - a|

|d - b|
x

y

1O

X(a, b)

Y(c, d)

Slika 6. U ravnini R2 je udaljenost izme�u to£aka
X(a, b) i Y (c, d) jednaka

√
(c− a)2 + (d− b)2.

2.2. Ravnina. Znamo da to£ke ravnine moºemo zami²ljati kao
ure�ene parove realnih brojeva tj. kao skup R× R. Uvedemo li oznaku
R2 = R× R vidimo da je ravninu mogu¢e poistovjetiti sa skupom R2.
Pravilom d2(a, b) =

√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 za parove a = (a1, a2) i

b = (b1, b2) iz R2 de�nirana je Euklidska metrika na ravnini. Ponovo
je provjera svojstava (MET 1) � (MET 3) trivijalna dok je svojstvo
(MET 4) upravo tvrdnja da je u svakom trokutu zbroj dviju stranica
ve¢i ili jednak tre¢oj stranici. To obja²njava izbor imena nejednakost
trokuta za svojstvo (MET 4).

2.3. Euklidski n-dimenzionalni prostor. Prethodna dva prim-
jera moºemo poop¢iti na slijede¢i na£in. Neka je n bilo koji priro-
dan broj. Neka nam Rn bude oznaka za skup svih ure�enih n-torki
a = (a1, a2, . . . , an) realnih brojeva. Pravilom

dn(a, b) =
√

(a1 − b1)2 + · · ·+ (an − bn)2

de�nirana je Euklidska metrika dn : Rn × Rn → R. Nejednakost tro-
kuta za dn pokazuje se lagano matemati£kom indukcijom. Primjetimo
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da se dn za n jednak jedan i dva podudara sa d1 i d2 iz prva dva prim-
jera.

y - b

x - a

z - c

d(X, Y)

X(a, b, c)

Y(x, y, z)

y

x

z

c

b

a

Slika 7. U 3-dimenzionalnom Euklidskom prostoru R3

je udaljenost izme�u to£aka X(a, b, c) i Y (x, y, z) jed-
naka

√
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2.

2.4. Normirani linearni prostori. Prisjetimo se da neku funk-
ciju ‖ ‖ : V → R de�niranu na realnom linearnom prostoru V nazi-
vamo norma (na prostoru V ) ako za sve vektore a, b ∈ V i sve realne
brojeve λ vrijedi

(NOR 1) ‖ a ‖ ≥ 0.
(NOR 2) ‖ a ‖ = 0 ako i samo ako je a = 0.
(NOR 3) ‖λ a ‖ = |λ | ‖ a ‖.
(NOR 4) ‖ a + b ‖ ≤ ‖ a ‖+ ‖ b ‖.
Kako je pridodno opisati gornja £etiri svojstva kao POZITIVNA

DEFINITNOST za (NOR 1), HOMOGENOST za (NOR 3), STRO-
GOST za (NOR 2), i NEJEDNAKOST TROKUTA za (NOR 4), moºe-
mo re£i da je norma svaka stroga pozitivno de�nitna homogena funkcija
na realnom linearnom prostoru koja zadovoljava nejednakost trokuta.
Sada je normirani linearni prostor ure�eni par (V, ‖ ‖) koji se sastoji
od realnog linearnog prostora V i norme ‖ ‖ na njemu.

Svaki normirani linearni prostor (V, ‖ ‖) postaje metri£ki prostor
ako de�niramo metriku d‖ ‖ induciranu normom ‖ ‖ pravilom

d‖ ‖(a, b) = ‖ a− b ‖
za sve a, b ∈ V . Primjetimo da svojstva (MET 1) i (MET 2) za d‖ ‖
slijede iz (NOR 1) i (NOR 2), svojstvo (MET 3) iz (NOR 3) jer je

d‖ ‖(a, b) = ‖ a− b ‖ = ‖ − (b− a) ‖ = | − 1| ‖ b− a ‖ = d‖ ‖(b, a),

dok (MET 4) slijedi iz (NOR 4) jer za sve a, b, i c iz V vrijedi
‖ a− c ‖ = ‖ (a− b) + (b− c) ‖ ≤ ‖ (a− b) ‖+ ‖ (b− c) ‖.
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Pri tome je lijevi kraj te nejednakosti d‖ ‖(a, c) dok je njen desni kraj
d‖ ‖(a, b) + d‖ ‖(b, c).

x

y

(0, x)1

(x, y)

O

Slika 8. U ravnini R2 je norma ‖ (x, y) ‖1 vektora (x, y)
jednaka |x|+ |y| (zbroju apsolutnih vrijednosti koordi-
nata tj. zbroju duljina horizontalnog i vertikalnog po-
debljanog segmenta).

x

y

1O

(x, y)

Slika 9. U ravnini R2 je norma ‖ (x, y) ‖2 vektora (x, y)

jednaka
√

x2 + y2 (najkra¢i put od ishodi²ta do to£ke
odre�ene vektorom).

Da bi smo naveli neke primjere normi, primjetimo da se za svaki
prirodan broj n na linearnom prostoru Rn svih n-torki realnih brojeva
a = (a1, a2, . . . , an) moºe de�nirati niz normi ‖ ‖k tako da se za svaki
prirodan broj k stavi

‖ a ‖k = k
√
| a1 |k + | a2 |k + · · ·+ | an |k.
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Uvjeti (NOR 1) - (NOR 3) su o£igledno ispunjeni dok je uvjet
(NOR 4) ekvivalentan jednoj varijanti Hölderove nejednakosti. Druga
mogu¢nost je da de�niramo normu ‖ ‖∞ pravilom

‖ a ‖∞ = max{| a1 |, | a2 |, · · · , | an |}.
Pri tome je interesantno da vrijedi limk→∞ ‖ a ‖k = ‖ a ‖∞ za svaki vek-
tor a iz V ²to donekle opravdava notaciju za normu ‖ ‖∞.

Dakle, norme ‖ ‖∞ i ‖ ‖k induciraju metri£ke prostore (Rn, d‖ ‖∞)
i (Rn, d‖ ‖k

) za svaki prirodan broj k pa smo tako dobili primjer skupa
i na njemu de�niranih beskona£no mnogo metrika. Primjetimo da je
dn = d‖ ‖2 .

2.5. Prostor ome�enih funkcija. Slijede¢i primjer opisuje jedno
poop¢enje dijela prethodnog primjera. Prisjetimo se da je funkcija
f : S → R skupa S u skup svih realnih brojeva ome�ena ako je njezina
slika f(S) (skup svih vrijednosti te funkcije) ome�eni podskup od R.
Drugim rije£ima, funkcija f je ome�ena ako postoje realni brojevi D i
G takvi da je D < f(x) < G za svaki x u skupu S.

R

I

D

G

S
VOLND�IXQNFLMH�I�

UHDOQL�EURMHYL

Slika 10. Shematska slika ome�ene realne funkcije.

Skup B(S) svih ome�enih realnih funkcija na skupu S postaje
normirani linearni prostor ako de�niramo zbroj f + g vektora f i g, pro-
dukt λ f realnog broja λ i vektora f , te normu | f |∞ vektora f pravilom
(f + g)(x) = f(x) + g(x) odnosno (λ f)(x) = λ f(x) za svaki x ∈ S te
| f |∞ = supx∈S | f(x) |. Svojstva (NOR 1)-(NOR 4) su o£igledno is-
punjena. Normu | |∞ zovemo normom supremuma ili kra¢e supnorma.
Njome je inducirana metrika d| |∞ i to tako da je

d| |∞(f, g) = | f − g |∞ = sup
x∈S

| f(x)− g(x) |.

Sada je par (B(S), d| |∞) metri£ki prostor svih ome�enih realnih funk-
cija na skupu S. Neki izbori za skup S daju interesantne slu£ajeve.
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Tako za S = N (skup svih prirodnih brojeva) dobivamo prostor
B(N) svih ome�enih nizova.

Ako je n bilo koji prirodan broj i S = {1, 2, . . . , n}, onda je B(S)
mogu¢e identi�cirati sa Rn. U tom slu£aju je ‖ ‖∞ = | |∞.

2.6. Unitarni linearni prostori. Prisjetimo se da je funkcija
( , ) : V × V → R skalarni produkt na realnom linearnom prostoru V
ako za sve vektore a, b, i c i sve realne brojeve λ vrijede slijede¢a £etiri
uvjeta:

(UNI 1) (a, b) = (b, a).
(UNI 2) (a, b + c) = (a, b) + (a, c).
(UNI 3) (a, λ b) = λ (a, b).
(UNI 4) (a, a) ≥ 0 i iz (a, a) = 0 slijedi a = 0.
Ure�eni par (V, ( , )) koji se sastoji od realnog linearnog prostora

V i skalarnog produkta na njemu zovemo unitarni prostor.
Ako je (V, ( , )) unitarni prostor, onda se lagano provjerava da je

funkcija ‖ ‖( , ) : V → R de�nirana sa ‖ ‖( , )(a) =
√

(a, a) norma na
realnom linearnom prostoru V . Dakle, svaki unitarni (realni linearni)
prostor je na prirodan na£in normirani (realni linearni) prostor a svaki
normirani (realni linearni) prostor je pak na prirodan na£in metri£ki
prostor.

X3 X2

X4X1

Slika 11. Prikaz diskretnih metri£kih prostora od 1, 2,
3, i 4 to£ke. Udaljenost bilo koje dvije razli£ite to£ke je
uvijek 1.

2.7. Diskretni metri£ki prostor. Na svakom nepraznom skupu
S moºemo de�nirati takozvanu diskretnu metriku DS

0 tako da stavimo
DS

0 (a, b) = 1 ako je a 6= b odnosno DS
0 (a, b) = 0 ako je a = b za sve a

i b iz skupa S. Provjera svojstava (MET 1) � (MET 4) za funkciju
DS

0 je vrlo lagana. Par (S, DS
0 ) zovemo diskretni metri£ki prostor. U
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takvom prostoru svaka to£ka na istoj je udaljenosti od svih drugih njoj
razli£itih to£aka pa ti prostori nisu zanimljivi.

2.8. Metri£ki prostor malih udaljenosti. Neka je (M, d) bilo
koji metri£ki prostor. Pravilom

d♣(a, b) =
d(a, b)

1 + d(a, b)

de�nirana je nova metrika d♣ na M . Primjetimo da je udaljenost bilo
koje dvije to£ke a i b iz M u metrici d♣ manja od jedan.

2.9. Primjer pseudometrike. Ako su a = (a1, a2) i b = (b1, b2)
to£ke ravnine R2, neka je d(a, b) = | a1 − b1 | (apsolutna vrijednost raz-
like prvih koordinata). Funkcija d je pseudometrika koja nije metrika
jer sve to£ke s istom prvom koordinatom imaju (pseudo)udaljenost jed-
naku nula. Zato vrijedi (pseudoMET 2) a ne vrijedi (MET 2).

d(a, b)
x

y

a1

a2

b2

b1

q

p1= q1 1O

a

b

p

Slika 12. Primjer pseudometrike na ravnini. To£ke p i
q su razli£ite iako im je pseudoudaljenost nula (jer imaju
iste apcise � prve koordinate).

Zadatak 2.1. Neka je f : X→R nenegativna realna funkcija na
skupu X. Pravilom

d(a, b) =

{
max{ f(a), f(b) } za a 6= b,
0 za a = b ,

za sve elemente a, b∈X, de�nirana je pseudometrika na skupu X.
Ako funkcija f ima dodatno svojstvo da za sve a, b∈X iz jednakosti
f(a) = 0 = f(b) slijedi jednakost a = b, onda je funkcija d metrika na
skupu X.
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Skica rje²enja. Provjera svih uvjeta pseudometrike (MET 1),
(pseudoMET 2), (MET 3), i (MET 4) provodi se lagano koriste¢i stan-
dardna svojstva funkcije maksimuma. Dodatna pretpostavka o pon-
a²anju funkcije f nam o£igledno treba da bi smo provjerili uvjet (MET
2). ¤

3. Ome�eni i potpuno ome�eni prostori
Za metri£ki prostor (M, d) kaºemo da je ome�en ako je skup uda-

ljenosti d(a, b) za a, b ∈ M ome�eni podskup od R. Drugim rije£ima,
(M, d) je ome�en ako moºemo na¢i (pozitivan) realan broj G takav da
je 0 ≤ d(a, b) ≤ G za sve a i b iz M .

Primjetimo da se svaki neprazni podskup S metri£kog prostora
(M, d) na prirodan na£in moºe opskrbiti metrikom tako da se funk-
cija d : M ×M → R ograni£i na podskup S × S od M ×M . Dakle,
restrikcija funkcije d na podskup S × S dati ¢e nam metriku na pod-
skupu S. Prirodno je novu metriku ozna£iti istim simbolom, tako da
smo iz metri£kog prostora (M, d) dobili novi metri£ki prostor (S, d).
Kaºemo da je (S, d) potprostor metri£kog prostora (M, d). Ispustimo
li oznaku metrike, vidimo da se svaki neprazni podskup S metri£kog
prostora M moºe promatrati kao njegov potprostor.

Sada moºemo de�nirati da je neprazan podskup (ili potprostor) S
metri£kog prostora M ome�en ako je potprostor S ome�en, tj., ako
postoji (pozitivan) realni broj G takav da je 0 ≤ d(a, b) ≤ G za sve a i
b iz S. Primjetimo da je o£igledno svaki podskup ome�enog podskupa
i sam ome�en.

Naprimjer, jedini£ni zatvoreni krug D2 = {a ∈ R2 : a2
1 + a2

2 ≤ 1} je
ome�eni podskup ravnine (R2, d2). Ome�eni su tako�er pravac R
sa metrikom d(a, b) = arctan | a− b |, svaki diskretan metri£ki prostor
(S, DS

0 ), i svaki metri£ki prostor (M, d) sa metrikom d♣.
Za neprazni podskup S metri£kog prostora M pi²emo diamS = ∞

ako S nije ome�en. Ako je pak S ome�en, onda diamS ozna£ava realan
(nenegativan) broj

sup{d(a, b) : a, b ∈ S}.
Pro²ireni broj diamS nazivamo dijametar (pod)skupa S. Primjetimo
da za podskupove A i B metri£kog prostora M relacija A ⊂ B povla£i
nejednakost diam A ≤ diamB. Dakle, dijametar podskupa je manji ili
najvi²e jednak dijametru skupa.

Propozicija 3.1. Za svaka dva podskupa A i B metri£kog prostora
(M, d) vrijedi nejednakost

diam (A ∪B) ≤ diamA + diamB + d(A, B),

ili rije£ima, dijametar unije dvaju skupova manji je ili najvi²e jednak
sumi njihovih dijametara i njihove udaljenosti.
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Dokaz. Kako je udaljenost d(A, B) skupova A i B jednaka in�-
mumu udaljenosti d(a, b) za a iz A i za b iz B, za svaki realni broj ε > 0
moºemo na¢i to£ke aε ∈ A i bε ∈ B takve da je d(aε, bε) < d(A, B) + ε.
Sada primjenom nejednakosti mnogokuta za bilo kakve to£ke a ∈ A i
b ∈ B imamo
d(a, b) ≤ d(a, aε)+d(aε, bε)+d(bε, b) ≤ diamA+d(A, B)+ε+diamB.

Gornja nejednakost vrijedi za svaki ε > 0 pa zaklju£ujemo da je
d(a, b) ≤ diamA + d(A, B) + diamB.

za ma kakve a ∈ A i b ∈ B. Kako je tako�er

B

A

G�$��%��

GLDP�%

GLDP�$

GLDP�$�8�%�

Slika 13. Dijametar unije dva skupa je najvi²e jednak
sumi njihovih dijametara i udaljenosti.

d(a, x) ≤ diamA ≤ diamA + d(A, B) + diamB,

za sve a i x iz A, i sli£no je
d(y, b) ≤ diamB ≤ diam A + d(A, B) + diamB.

za sve y i b iz B, zaklju£ujemo da je
d(x, y) ≤ diam A + d(A, B) + diamB.

za ma kakve x ∈ A ∪B i y ∈ A ∪B. Zato je
diam (A ∪B) ≤ diamA + diamB + d(A, B).

¤
Korolar 3.1. Unija od kona£no mnogo bilo kakvih ome�enih pod-

skupova metri£kog prostora je opet ome�eni podskup tog prostora.
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Dokaz. Lagani dokaz ovog korolara matemati£kom indukcijom i
upotrebom prethodne Propozicije moºemo prepustiti £itateljima. ¤

Familiju F = {Sj : j ∈ J } podskupova skupa S indeksiranu nekim
skupom indeksa J ¢emo zvati pokriva£em skupa S ako svaka to£ka od
S pripada bar jednom od skupova Sj. Drugim rije£ima, unija svih
£lanova familije mora biti £itavi skup S da bi ta familija bila pokriva£
tog skupa. Ve¢ prema broju elemenata indeksnog skupa (broju in-
deksa) moºemo imati kona£ne i prebrojive pokriva£e skupova. Tako je
pokriva£ F kona£an ako postoji prirodan broj n i bijekcija indeksnog
skupa J na skup { 1, 2, . . . , n }. Sli£no je pokriva£ F prebrojiv ako
postoji bijekcija indeksnog skupa J na skup N svih prirodnih brojeva.

Slijede¢i primjeri ilustriraju gornje de�nicije. Neka je
F1 = { (a, b) : a, b ∈ R, a < b }, F2 = { (a, b) : a, b ∈ Q, a < b },
F3 = { [n, n + 1) : n ∈ Z }, F4 = { (−∞, 0], (0, +∞) }, F5 = {R }.
Onda je F1 beskona£an neprebrojiv pokriva£ pravca R, nadalje F2 i F3

su njegovi prebrojivi pokriva£i, dok su F4 i F5 kona£ni pokriva£i od R.
Definicija 3.1. Metri£ki prostor (M, d) je potpuno ome�en ako

za svaki pozitivan realan broj ε postoji kona£an pokriva£ od M pod-
skupovima dijametra manjeg od ε. U nekih autora se potpuno ome�eni
metri£ki prostori zovu jo² i totalno ome�eni (metri£ki) prostori.

Slika 14. Potpuno ome�en metri£ki prostor se uvijek
dade prikazati kao unija kona£no mnogo po volji sitnih
dijelova.

O£igledno je da su svi neprazni potprostori potpuno ome�enog
metri£kog prostora i sami potpuno ome�eni metri£ki prostori.

Iz Korolara 3.1 slijedi da je svaki potpuno ome�eni metri£ki prostor
ome�en jer je unija kona£no mnogo ome�enih potprostora. Obrat te
tvrdnje, tj., da je svaki ome�eni metri£ki prostor potpuno ome�en,
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ne vrijedi kao ²to pokazuje diskretni metri£ki prostor (N, DN
0 ) koji je

ome�en (ima dijametar jedan) ali nije potpuno ome�en jer su jedini
njegovi potprostori dijametra manjeg od jedan jedno£lani potprostori
a kona£no mnogo takvih sigurno ne mogu prekriti beskona£an skup N.

Slijede¢i teorem pokazuje da ekvivalentnost potpune ome�enosti i
ome�enosti vrijedi u Euklidskim prostorima (Rn, dn).

Teorem 3.1. Za svaki prirodan broj n, u Euklidskom prostoru
(Rn, dn) je svaki ome�eni potprostor potpuno ome�en.

Dokaz. Neka su dani prirodan broj n i ome�eni podskup S Euk-
lidskog metri£kog prostora (Rn, dn). Moramo dakazati da je podskup
S potpuno ome�en, tj., da za svaki pozitivan realan broj ε postoji
kona£an pokriva£ od S skupovima £iji dijametri su manji od ε. Da
to dokaºemo dovoljno je pokazati da je S podskup nekog potpuno
ome�enog skupa X u Rn jer je svaki podskup potpuno ome�enog skupa
i sam potpuno ome�en.

(-r, r) (r, r)

(r, -r)(-r, -r)

O

S

Slika 15. Odabir centralne kocke duljine brida 2 r koja
sadrºi ome�eni skup S u prostoru Rn za n = 2.

Neka je slovo O = (0, . . . , 0) oznaka za ishodi²te prostora Rn. Jer
je jedno£lan skup {O } o£igledno ome�en slijedi da je unija S ∪ {O }
tako�er ome�ena. Zato postoji pozitivan realan broj r takav da je skup
S ∪ {O } sadrºan u skupu X = X1 × · · · ×Xn, gdje je Xj = [−r, r] za
svaki j = 1, . . . , n.

Dakle, sada nam preostaje provjeriti da je kocka X potpuno ome�eni
prostor. Neka je zadan bilo koji pozitivan realan broj ε. Odaberimo
prirodan broj k tako velik da vrijedi k > r

√
n/ε. Podijelimo svaki od

segmenata Xj na 2 k segmenata

X i
j = [r (i− 1)/k, r i/k],
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gdje je i element skupa Z = {−(k − 1), −(k − 2), . . . , −1, 0, 1, . . . , k}.
O£igledno je kocka X prekrivena familijom manjih kocaka

Kv = X i1
1 ×X i2

2 × · · · ×X in
n ,

gdje je v = (i1, i2, . . . , in) bilo koja to£ka iz Zn (Kartezijevog produkta
n kopija skupa Z). Kocaka Kv ima kona£no mnogo (preciznije, ima ih
to£no (2 k)n) i ako pokaºemo da su im dijametri manji od ε na² dokaz
¢e biti zavr²en.

Ako su x i y dvije to£ke iz kocke Kv, onda za njihove koordinate
vrijedi |xi − yi | ≤ r/k za svaki i = 1, . . . , n. Zato je

dn(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 ≤
√

n(r/k)2 = r
√

n/k < ε.

Prema tome, dokazali smo da je diamKv < ε. ¤

Zadatak 3.1. Vrijedi li tvrdnja prethodnog teorema za sve normi-
rane linearne prostore?

4. Topologizacija metri£kog prostora
Definicija 4.1. Neka je (M, d) metri£ki prostor, neka je x to£ka

tog prostora, i neka je r pozitivan realan broj. Skup
K(x, r) = { y ∈ M : d(x, y) < r }

svih to£aka prostora M koje su za manje od r udaljene od to£ke x
nazivamo otvorena kugla (sa sredi²tem u to£ki x s polumjerom r). U
nekim situacijama vaºno je naglasiti metriku koja se koristi za odre�i-
vanje otvorene kugle pa se tada koristi oznaka Kd(x, r) i naziv otvorena
d-kugla. Na sli£an na£in de�niramo zatvorenu kuglu Z(x, r) odnosno
zatvorenu d-kuglu Zd(x, r) (sa sredi²tem u to£ki x i s polumjerom r) kao
skup

{ y ∈ M : d(x, y) ≤ r },
gdje smo uklju£ili i one to£ke koje su od x udaljene to£no za r. Ovaj
posljedni skup to£aka naziva se sfera odnosno d-sfera (sa sredi²tem u
to£ki x i s polumjerom r) i ozna£ava sa S(x, r) odnosno sa Sd(x, r).
Dakle,

S(x, r) = { y ∈ M : d(x, y) = r }.
Primjetimo da su za svaki skup M , svaki x ∈ M , i svaki pozitivan

realan broj r, u diskretnom metri£kom prostoru (M, DM
0 ) kugle i sfere

dane ovako:

K(x, r) =

{
{ x }, ako je r ≤ 1,
M, ako je r > 1.

Z(x, r) =

{
{ x }, ako je r < 1,
M, ako je r ≥ 1.
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S(x, r) =





∅, ako je r < 1,
M \ { x }, ako je r = 1,
∅, ako je r > 1.

Iz tog primjera zaklju£ujemo da kugle razli£itih polumjera i istog
centra u metri£kom prostoru mogu biti identi£ne. U Euklidskim pros-
torima to nije mogu¢e jer je kugla jedinstveno odre�ena svojim centrom
i svojim polumjerom.

Slijede¢i primjer pokazuje da kugle bitno ovise o metrici. Proma-
trajmo ravninu R2 sa slijede¢e tri metrike:

f(a, b) = | a1 − b1 |+ | a2 − b2 |,
g(a, b) =

√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2,

h(a, b) = max { | a1 − b1 |, | a2 − b2 | }.
Za otvorene kugle polumjera jedan s centrom u ishodi²tu O = (0, 0)
imamo da je Kf (O, 1) unutra²njost kvadrata sa vrhovima u to£kama
(−1, 0), (0, −1), (1, 0), i (0, 1), kugla Kg(O, 1) je unutra²njost kruga
polumjera jedan sa centrom u ishodi²tu, dok je Kh(O, 1) unutra²njost
kvadrata sa vrhovima u to£kama (−1, −1), (−1, 1), (1, −1), i (1, 1).

Kf

-1

-1

1

1O

-1

-1

1

1O

Kg

Kh-1

-1

1

1O Kf

Kh-1

-1

1

1

Kg

O

Slika 16. Kugle oko ishodi²ta u ravnini radijusa 1 u
odnosu na metrike f , g, i h odvojeno i sve tri zajedno.

Definicija 4.2. Za podskup U metri£kog prostora (M, d) kaºemo
da je d-otvoren ako je on unija otvorenih d-kugala. Ako je jasno o kojoj
metrici se radi, onda ¢emo ispu²tati oznaku metrike iz nazivlja i oznaka
pa tako moºemo jednostavnije re£i da je podskup U metri£kog prostora
M otvoren ako je on unija otvorenih kugala.
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Slika 17. Unutra²njost elipse je otvoreni skup ravnine
jer je unija otvorenih kugli.

Slijede¢i teorem daje nam jednostavan kriterij za provjeru kada
je podskup metri£kog prostora otvoren. U njegovom dokazu koristiti
¢emo ovu jednostavnu lemu.

Lema 4.1. Neka je x to£ka metri£kog prostora M i neka je p > 0
realan broj. Onda za svaku to£ku y otvorene kugle K(x, p) moºemo
na¢i pozitivan realan broj q takav da je K(y, q) ⊂ K(x, p).

q

p
y

x .�\��T�

K(x, p)

Slika 18. Shematski prikaz Leme 4.1.

Dokaz. Neka je a = d(x, y). Jer je y to£ka otvorene kugle K(x, p),
sigurno je a < p. Zato postoji pozitivan realan broj q takav da je
a + q < p. Taj broj ¢e imati svojstvo da je K(y, q) ⊂ K(x, p).

I doista, neka je z bilo koja to£ka otvorene kugle K(y, q). Onda je
d(y, z) < q. S druge strane, jer je d(x, y) = a, iz nejednakosti trokuta
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(MET 4) slijedi
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) < a + q < p.

Dakle, d(x, z) < p ²to povla£i da je z ∈ K(x, p). Zato je
K(y, q) ⊂ K(x, p).

¤
Teorem 4.1. Podskup U metri£kog prostora M je otvoren ako i

samo ako za svaku to£ku x iz U moºemo na¢i pozitivan realan broj r
takav da je otvorena kugla K(x, r) sadrºana u skupu U .

Dokaz. (=⇒). Pretpostavimo da je podskup U unija otvorenih
kugala i neka je y bilo koja to£ka od U . Po pretpostavci, postoji to£ka x
(nuºno iz skupa U) i pozitivan realan broj p takvi da je y ∈ K(x, p) ⊂ U .
Iz prethodne leme slijedi postojanje pozitivnog realnog broja q takvog
da je K(y, q) ⊂ K(x, p). O£igledno je K(y, q) ⊂ U pa je ova imp-
likacija dokazana.

(⇐=). Pretpostavimo da podskup U ima svojstvo da za svaku
njegovu to£ku x moºemo na¢i pozitivan realan broj rx takav da je
K(x, rx) ⊂ U . Jer je x ∈ K(x, rx) za svaki x u skupu U , vidimo da
je U unija familije otvorenih kugala {K(x, rx) : x ∈ U } (indeksirane
elementima skupa U) pa je i ova implikacija dokazana. ¤

q

p

UUU

y
x

y
xy

Slika 19. Koraci u dokazu implikacije (=⇒) u Teoremu 4.1.

Na² slijede¢i rezultat opisuje osnovna svojstva kolekcije Ud svih ot-
vorenih podskupova metri£kog prostora (M, d).

Teorem 4.2. Neka je (M, d) metri£ki prostor i neka je Ud kolekcija
svih njegovih otvorenih podskupova. Onda je

(TOP 1) Unija bilo koje familije £lanova od Ud je £lan od Ud.
(TOP 2) Presjek kona£ne mnogo £lanova od Ud je £lan od Ud.
(TOP 3) Prazan podskup ∅ i £itav prostor M su £lanovi od Ud.
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Slika 20. U dokazu implikacije (⇐=) u Teoremu 4.1 oko
svake to£ke skupa U postoji otvorena kugla sadrºana u
skupu pa je on unija takvih kugli i zato otvoren.

Dokaz. (TOP 1). Ovo svojstvo o£igledno vrijedi zato jer je unija
skupova koji su unije otvorenih kugala ponovo unija otvorenih kugala
(svih njih zajedno !!).

(TOP 2). Dovoljno je pokazati da je presjek svaka dva otvorena
podskupa opet otvoreni podskup jer se nakom toga dokaz lagano provodi
matemati£kom indukcijom.

Neka su U i V otvoreni podskupovi metri£kog prostora M . Neka je
W njihov presjek. Da bi smo pokazali da je W tako�er otvoren skup,
pokazati ¢emo da za svaku to£ku x iz W postoji pozitivan realan broj
r takav da je otvorena kugla K(x, r) sadrºana u presjeku W .

p

q = r

V

W = U ^ V

U

K(x, p)

K(x, q)

x

Slika 21. Dokaz svojstva (TOP 2) u Teoremu 4.2.

Jer je to£ka x iz otvorenog skupa U , postoji pozitivan realan broj
p takav da je otvorena kugla K(x, p) sadrºana u skupu U . Iz sli£nog
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razloga, postoji pozitivan realan broj q takav da je K(x, q) ⊂ V . Neka
je r manji od brojeva p i q. Tada je o£igledno K(x, r) ⊂ W .

(TOP 3). Prazan skup ∅ je unija prazne familije otvorenih kugala
dok se £itavi prostor M moºe prikazati kao unija familije

{K(x, 1) : x ∈ M }
otvorenih kugala gdje se kao indeksi koriste sve to£ke prostora M .
Jasno da se ovdje broj 1 moºe zamijeniti bilo kojim pozitivnim realnim
brojem. Zato su ∅ i M otvoreni skupovi. ¤

Kolekciju Ud svih otvorenih podskupova metri£kog prostora (M, d)
zovemo topolo²ka struktura ili jednostavno topologija na metri£kom
prostoru M .

Prema tome, vidimo da svaka metrika d na nepraznom skupu M
inducira na njemu topologiju Ud. U slijede¢em paragrafu ¢emo prou£iti
kako ta topologija ovisi od metrike, tj., kada razli£ite metrike induciraju
iste topologije.

5. Ekvivalentne metrike
Definicija 5.1. Neka su p i q dvije metrike na istom nepraznom

skupu M . Kaºemo da su one topolo²ki ekvivalentne i pi²emo p ∼
t

q

ako se topolo²ka struktura Up na metri£kom prostoru (M, p) podudara
s topolo²kom strukturom Uq na metri£kom prostoru (M, q), tj., ako
je Up = Uq. Drugim rije£ima, metrike su topolo²ki ekvivalentne ako in-
duciraju istu topolo²ku strukturu, tj., istu kolekciju otvorenih skupova.

Primjetimo da je relacija ∼
t
topolo²ke ekvivalencije metrika doista

relacija ekvivalencije na skupu svih metrika na istom nepraznom skupu
jer relacija jednakosti familija ima svojstva re�eksivnosti, simetri£nosti,
i tranzitivnosti.

Teorem 5.1. Dvije metrike p i q na istom nepraznom skupu M su
topolo²ki ekvivalentne ako i samo ako za svaku to£ku x prostora M i
svaki pozitivan realan broj a postoji pozitivan realan broj b takav da je
Kp(x, b) ⊂ Kq(x, a) i Kq(x, b) ⊂ Kp(x, a).

Dokaz. (=⇒). Pretpostavimo da je p ∼
t

q. Neka su to£ka x iz M

i pozitivan realan broj a zadani. Jer je otvorena kugla Kq(x, a) ele-
ment familije Uq, iz Uq = Up, slijedi da je ta kugla p-otvoren skup,
pa prema Teoremu 4.1 postoji pozitivan realan broj c takav da je
Kp(x, c) ⊂ Kq(x, a). Na isti na£in vidimo da postoji pozitivan realan
broj d takav da je Kq(x, d) ⊂ Kp(x, a). Neka je b pozitivan realan broj
manji od brojeva c i d. Za njega o£igledno vrijedi Kp(x, b) ⊂ Kq(x, a)
i Kq(x, b) ⊂ Kp(x, a).

(⇐=). Pretpostavimo da za svaku to£ku x prostora M i svaki
pozitivan realan broj a postoji pozitivan realan broj b takav da je
Kp(x, b) ⊂ Kq(x, a) i Kq(x, b) ⊂ Kp(x, a). Da bi smo pokazali da je



26

Kq

Kq(x, d)

(x, c)

(x, a)

x

(x, a)

Kp

Kp

Slika 22. Dokaz implikacije (=⇒) u Teoremu 5.1.

p ∼
t

q dovoljno je provjeriti jednakost Up = Uq. To ¢e biti pokazano
ako provjerimo da je Up ⊂ Uq i Uq ⊂ Up. Argumenti za obje inkluzije
su sli£ni, pa ¢emo dokazati samo prvu.

Neka je U neki £lan familije Up. Dakle, U je p-otvoren skup i na²
zadatak je da vidimo da je on i q-otvoren. On ¢e sigurno biti q-otvoren
ako pokaºemo da je unija otvorenih q-kugala.

U

(x, bxKq

(x, ax

)

)Kp

x

Slika 23. Dokaz implikacije (⇐=) u Teoremu 5.1.

Neka je x bilo koja to£ka skupa U . Jer je skup U po pretpostavci
p-otvoren, postoji pozitivan realan broj ax takav da je Kp(x, ax) ⊂ U .
Po pretpostavci, moºemo na¢i pozitivan realan broj bx sa svojstvom
da je Kq(x, bx) ⊂ Kp(x, ax). Sada je jasno da je skup U unija familije
{Kq(x, bx) : x ∈ U } otvorenih q-kugala. Zato je skup U q-otvoren.

¤
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Primjetimo da su na ravnini R2 metrike f , g, i h de�nirane sa
f(a, b) = | a1 − b1 |+ | a2 − b2 |,

g(a, b) =
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2,

h(a, b) = max { | a1 − b1 |, | a2 − b2 | }.
topolo²ki ekvivalentne jer je jasno da za svaki par { p, q } iz skupa
{ f, g, h } vrijedi da za svaku to£ku x ravnine i svaki pozitivan realan
broj a postoji pozitivan realan broj b takav da je Kp(x, b) ⊂ Kq(x, a)
i Kq(x, b) ⊂ Kp(x, a).

f -- h g -- hf -- g

Slika 24. Shematski prikaz razloga topolo²ke ekviva-
lentnosti metrika f , g, i h u ravnini.

Definicija 5.2. Za metriku d na nepraznom skupu M kaºemo da je
ome�ena ako postoji pozitivan realan broj G takav da je d(x, y) < G za
sve to£ke x i y iz skupa M . Drugim rije£ima, ako je dijametar diamM
£itavog prostora M kona£an.

Propozicija 5.1. Neka je M neprazan skup. Svaka metrika d na
M je topolo²ki ekvivalentna s nekom ome�enom metrikom % na M .

Dokaz. Neka je % = d♣, gdje je metrika d♣ bila ranije de�nirana
pravilom

d♣(a, b) =
d(a, b)

1 + d(a, b)

za sve to£ke a i b iz skupa M . Metrika % je ome�ena (za broj G moºemo
uzeti broj jedan), pa preostaje pokazati da su metrike d i % topolo²ki
ekvivalentne.

Prema Teoremu 5.1, dovoljno je provjeriti da za svaku to£ku x pros-
tora M i svaki pozitivan realan broj a postoji pozitivan realan broj b
takav da je K%(x, b) ⊂ Kd(x, a) i Kd(x, b) ⊂ K%(x, a).
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Neka su to£ka x prostora M i pozitivan realan broj a dani. Bez
smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da je a < 1. Neka je b bilo
koji pozitivan realan broj manji od broja a/(1 + a).

Da bi smo pokazali inkluziju K%(x, b) ⊂ Kd(x, a) moramo vidjeti da
za to£ku y iz M iz %(x, y) < b slijedi d(x, y) < a. Neka je w = d(x, y).
Dakle, moramo dokazati da iz w/(1 + w) < b slijedi w < a. Ali, jer je
b < a/(1 + a) vrijedi w/(1 + w) < a/(1 + a). Pomnoºimo li obje strane
posljednje nejednakosti sa pozitivnim brojem (1 + w)(1 + a) dobijemo
w + aw < a + aw ili w < a ²to smo i ºeljeli.

Kao posljednje, da bi smo pokazali inkluziju Kd(x, b) ⊂ K%(x, a)
moramo vidjeti da za to£ku y iz M iz d(x, y) < b slijedi %(x, y) < a.
Neka je opet w = d(x, y). Dakle, moramo dokazati da iz w < b sli-
jedi w/(1 + w) < a. Ali, jer je b < a/(1 + a) vrijedi w < a/(1 + a).
Pomnoºimo li obje strane posljednje nejednakosti sa pozitivnim brojem
1 + a dobijemo w < a (1− w) ili w/(1 + w) < a (1− w)/(1 + w). Ako
sada primjetimo da je broj (1− w)/(1 + w) uvijek manji od jedan, jer
je nejednakost (1− w)/(1 + w) < 1 ekvivalentna nejednakosti 1− w <
1 + w koja sigurno vrijedi budu¢i da je 0 < 2 w. Kako je w/(1 + w) =
%(x, y), slijedi ocjena %(x, y) < a ²to smo i trebali pokazati. ¤

Zanimljivo je da skup svih metrika na nepraznom skupu dopu²ta jo²
jednu vrstu ekvivalencije koja je mnogo �nija od topolo²ke ekvivalencije
∼
t
. Dakle, u toj ekvivalenciji biti ¢e vi²e klasa ekvivalentnosti.
Definicija 5.3. Neka su p i q dvije metrike na istom nepraznom

skupu M . Kaºemo da su one uniformno ekvivalentne i pi²emo p ∼
u

q

ako postoje pozitivni realni brojevi h i k takvi da vrijedi
p(x, y) < h q(x, y) i q(x, y) < k p(x, y)

za sve x i y iz M .
Naprimjer, metrike f , g, i h na ravnini koje smo ve¢ dva puta

spominjali su uniformno ekvivalentne.
Propozicija 5.2. Svake dvije uniformno ekvivalentne metrike na

istom nepraznom skupu M su uvijek i topolo²ki ekvivalentne.
Dokaz. Neka su p i q uniformno ekvivalentne metrike na skupu

M . Odaberimo pozitivne realne brojeve h i k takve da vrijedi
p(x, y) < h q(x, y) i q(x, y) < k p(x, y)

za sve x i y iz M . Da bi smo pokazali da su metrike p i q topolo²ki
ekvivalentne, prema Teoremu 5.1, dovoljno je dokazati da za svaku
to£ku x prostora M i svaki pozitivan realan broj a postoji pozitivan
realan broj b takav da je Kq(x, b) ⊂ Kp(x, a) i Kp(x, b) ⊂ Kq(x, a).

Neka su to£ka x prostora M i pozitivan realan broj a dani. Neka je
b pozitivan realan broj manji od brojeva a/h i a/k.

Da bi smo pokazali inkluziju Kp(x, b) ⊂ Kq(x, a) moramo vidjeti da
za to£ku y iz M iz p(x, y) < b slijedi q(x, y) < a. Ali, po pretpostavci,
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iz nejednakosti q(x, y) < k p(x, y) i p(x, y) < a/k odmah slijedi nejed-
nakost q(x, y) < a ²to smo i ºeljeli.

Analogno se dokazuje i druga inkluzija Kq(x, b) ⊂ Kp(x, a). ¤
Primjetimo da obrat prethodne Propozicije ne vrijedi op¢enito. To

se moºe vidjeti na razli£ite na£ine pa i upotrebom slijede¢e interesantne
propozicije.

Propozicija 5.3. Ome�ena i neome�ena metrika na nepraznom
skupu ne mogu biti uniformno ekvivalentne.

Dokaz. Neka je p ome�ena a q neka je neome�ena metrika na
nepraznom skupu M . Jer je metrika p ome�ena, postoji pozitivan
realan broj G takav da je p(x, y) < G za sve to£ke x i y iz skupa M . S
druge strane, jer metrika q nije ome�ena, za svaki pozitivan realan broj
B postoje to£ke xB i yB iz skupa M takve da vrijedi q(xB, yB) > B.
Kad bi metrike p i q bile uniformno ekvivalentne, postojao bi pozitivan
realan broj h takav da bi vrijedilo q(x, y) < hp(x, y) za sve x, y ∈ M .
Neka je B = hG. Onda bi istovremeno moralo biti q(xB, yB) > B i
q(xB, yB) < h p(xB, yB) < h G = B, jer je p(xB, yB) < G. Ali, to je
o£igledno nemogu¢e.

Primjetimo da se moºe pokazati malo vi²e. Naime, za uniformno
ekvivalentne metrike p i q vrijedi da ako je metrika p (ne)ome�ena onda
metrika q mora tako�er biti (ne)ome�ena. ¤

Sada je jasno za²to obrat tvrdnje iz Propozicije 5.2 ne vrijedi: Neka
nam d ozna£ava standardnu metriku na pravcu R. Prema Propozi-
ciji 5.1, metrika d je topolo²ki ekvivalentna metrici d♣. Ali, prema
Propoziciji 5.3, metrike d i d♣ ne mogu biti uniformno ekvivalentne
jer je metrika d neome�ena dok je metrika d♣ ome�ena. Zato su d i
d♣ primjer topolo²ki ekvivalentnih metrika koje nisu uniformno ekvi-
valentne.

6. Direktni produkt metri£kih prostora
Neka su (X, p) i (Y, q) metri£ki prostori. Na Kartezijevom pro-

duktu Z = X × Y ºelimo de�nirati metriku za koju ¢emo mo¢i kazati
da je inducirana metrikama p i q, tj., koja podjednako ovisi o obje
metrike. To se moºe na£initi na bezbroj na£ina. Najjednostavnije su
slijede¢e tri metrike:

fp, q(z, w) = p(x, u) + q(y, v),

gp, q(z, w) =
√

p(x, u)2 + q(y, v)2,

hp, q(z, w) = max{ p(x, u), q(y, v) },
za sve to£ke z = (x, y) i w = (u, v) Kartezijevog produkta Z = X × Y .

Propozicija 6.1. Naprijed de�nirane funkcije fp, q, gp, q, i hp, q su
doista metrike na produktu Z.
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Dokaz. Te funkcije o£igledno sve zadovoljavaju svojstva (MET 1)
- (MET 3). Da bi smo provjerili svojstvo (MET 4), promatrajmo tri
to£ke z = (x, y), w = (u, v), i t = (r, s) iz produkta Z. Svojstvo (MET
4) vrijedi za metrike p i q pa imamo

p(x, r) ≤ p(x, u) + p(u, r), q(y, s) ≤ q(y, v) + q(v, s).

Zato je

fp, q(z, t) = p(x, r) + q(y, s) ≤ p(x, u) + p(u, r)+

q(y, v) + q(v, s) = fp, q(z, w) + fp, q(w, t),

²to dokazuje svojstvo (MET 4) za fp, q.
Provjera svojstva (MET 4) za funkciju gp, q je ne²to sloºenija a svodi

se na o£iglednu nejednakost
(p(x, u) q(v, s)− p(u, r) q(y, v))2 ≥ 0,

dok je to svojstvo za funkciju hp, q vrlo lagano provjeriti. ¤

Propozicija 6.2. Za metrike fp, q, gp, q, i hp, q za sve z = (x, y) i
w = (u, v) iz Z vrijede slijede¢e nejednakosti:

(a) hp, q(z, w) ≤ gp, q(z, w) ≤
√

2 hp, q(z, w),

(b) hp, q(z, w) ≤ fp, q(z, w) ≤ 2 hp, q(z, w),

(c) gp, q(z, w) ≤ fp, q(z, w) ≤
√

2 gp, q(z, w).

Dokaz. (a). Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da
je p(x, u) ≥ q(y, v). Onda je

hp, q(z, w) = p(x, u) ≤
√

p(x, u)2 + q(y, v)2 = gp, q(z, w),

²to je prva nejednakost u dijelu (a). Da bi smo dokazali drugu nejed-
nakost, primjetimo da je

2 hp, q(z, w)2 = 2 p(x, u)2 ≥ p(x, u)2 + q(y, v)2 = gp, q(z, w)2.

Izvadimo li kvadratni korijen iz lijevog i desnog kraja gornje nejed-
nakosti dobiti ¢emo drugu nejednakost iz (a).

(b). Opet moºemo pretpostaviti da je p(x, u) ≥ q(y, v). Onda je
hp, q(z, w) = p(x, u) ≤ p(x, u) + q(y, v) = fp, q(z, w),

²to je prva nejednakost u (b). Za drugu nejednakost, imamo odmah da
je

2 hp, q(z, w) = 2 p(x, u) ≥ p(x, u) + q(y, v) = fp, q(z, w).

(c). Kako je

fp, q(z, w)2 − gp, q(z, w)2 = (p(x, u) + q(y, v))2−
p(x, u)2 − q(y, v)2 = 2 p(x, u) q(y, v) ≥ 0,
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slijedi da je fp, q(z, w) ≥ gp, q(z, w). S druge strane, iz

2 gp, q(z, w)2 − fp, q(z, w)2 = 2 (p(x, u)2 + q(y, v)2)−
(p(x, u) + q(y, v))2 = (p(x, u)− q(y, v))2,

o£igledno slijedi druga nejednakost u (c). ¤

Korolar 6.1. Neka su (X, p) i (Y, q) metri£ki prostori. Onda su
metrike fp, q, gp, q, i hp, q na Kartezijevom produktu Z = X × Y uni-
formno ekvivalentne.

Dokaz. Nejednakosti (a), (b), i (c) nam omogu¢uju da odmah
na�emo konstante h i k u de�niciji uniformne ekvivalentnosti za svaki
par me�u metrikama fp, q, gp, q, i hp, q. ¤

Kako uniformna ekvivalentnost povla£i topolo²ku ekvivalentnost
metrika, odaberemo li bilo koju od metrika fp, q, gp, q, ili hp, q na Kartezi-
jevom produktu Z = X × Y ¢e biti inducirana ista topolo²ka struktura
koju zovemo topologija direktnog produkta topologija Up i Uq. Pro-
dukt Z = X × Y zajedno s bilo kojom od metrika fp, q, gp, q, ili hp, q je
metri£ki prostor koji zovemo direktni produkt metri£kih prostora (X, p)
i (Y, q).

Gornje razmatranje sada moºemo lagano sa slu£aja produkta dvaju
metri£kih prostora pro²iriti na slu£aj produkta bilo kojeg kona£nog
broja metri£kih prostora.

Neka je k bilo koji prirodan broj. Neka su (Xj, qj) metri£ki prostori
za j = 1, . . . , k. Neka je Q = {q1, . . . , qk}. Na Kartezijevom produktu
X = X1 × · · · ×Xk moºemo na tri razli£ita na£ina de�nirati metrike
fQ, gQ, i hQ tako da stavimo

fQ(x, y) = q1(x1, y1) + · · ·+ qk(xk, yk),

gQ(x, y) =
√

q1(x1, y1)2 + · · ·+ qk(xk, yk)2,

hQ(x, y) = max {q1(x1, y1), · · · , qk(xk, yk)},
za sve x = (x1, . . . , xk) i y = (y1, . . . , yk) iz X.

Za tako de�nirane metrike vrijede nejednakosti

hQ(x, y) ≤ gQ(x, y) ≤
√

k hQ(x, y),

hQ(x, y) ≤ fQ(x, y) ≤ k hQ(x, y),

gQ(x, y) ≤ fQ(x, y) ≤
√

k gQ(x, y),

za sve to£ke x = (x1, . . . , xk) i y = (y1, . . . , yk) iz produkta X.
Odatle slijedi da su metrike fQ, gQ, i hQ uniformno ekvivalentne.

Zato su one tako�er i topolo²ki ekvivalentne pa induciraju istu topo-
logiju na produktu X. Kaºemo da je X direktni produkt metri£kih
prostora X1,..., Xk a topologija na X je topologija direktnog produkta.
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7. Potprostor metri£kog prostora
Neka je (M, p) metri£ki prostor. Neka je S podskup od M . Onda

je produkt S × S podskup produkta M ×M . Zato moºemo proma-
trati restrikciju q : S × S → R funkcije udaljenosti p : M ×M → R.
Dakle, q(x, y) = p(x, y) za sve x, y ∈ S. Lagano se provjeri da funkcija
q ima svojstva (MET 1) � (MET 4), pa je par (S, q) metri£ki prostor
koji zovemo potprostor metri£kog prostora (M, p).

Ako je (S, q) sada potprostor metri£kog prostora (M, p), onda ima-
mo inducirane dvije topologije: Up na M i Uq na S. Slijede¢i teorem
opisuje kako se Uq moºe jednostavno dobiti iz Up. To£nije, on tvrdi da
je V ∈ Uq onda i samo onda ako postoji U ∈ Up takav da je V = U ∩ S.

Teorem 7.1. Neka je S potprostor metri£kog prostora M . Podskup
V od S je otvoren u S ako i samo ako postoji otvoreni podskup U od
M takav da je V = U ∩ S.

V

Kq

S

(x, r)
(x, r)Kpx

M

Slika 25. Dokaz implikacije (=⇒) u Teoremu 7.1.

Dokaz. (=⇒). Neka je V otvoren skup u potprostoru S. Onda
za svaku to£ku x iz V moºemo na¢i pozitivan realan broj rx takav da
je Kq(x, rx) ⊂ V , gdje je q oznaka za metriku na podskupu S ²to je
inducira metrika p na £itavom prostoru M . Primjetimo sada da je
o£igledno Kq(x, rx) = Kp(x, rx) ∩ S i da je skup U = ∪x∈V Kp(x, rx)
otvoren u M budu¢i da je unija otvorenih kugala. Nadalje, imamo

U ∩ S = [∪x∈V Kp(x, rx)] ∩ S =

∪x∈V [Kp(x, rx) ∩ S] = ∪x∈V Kq(x, rx) = V.

(⇐=). Neka je sada V podskup potprostora S za koji postoji otvo-
reni podskup U prostora M takav da je V = U ∩ S. Da bi smo pokazali
da je skup V otvoren u S, dovoljno je pokazati da za svaku to£ku x
iz V postoji pozitivan realan broj r takav da je Kq(x, r) ⊂ V , gdje q
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ponovo ozna£ava metriku na podskupu S ²to je inducira metrika p na
prostoru M .

Jer je V ⊂ U i U je otvoren u M , za svaku to£ku x iz V moºemo
na¢i pozitivan realan broj r takav da je Kp(x, r) ⊂ U . Ali, onda vrijedi

Kq(x, r) = Kp(x, r) ∩ S ⊂ U ∩ S = V.

¤

U

V

Kq

S

(x, r)
(x, r)Kpx

M

Slika 26. Dokaz implikacije (⇐=) u Teoremu 7.1.
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8. De�nicija topolo²kog prostora
Definicija 8.1. Familija T podskupova skupa X je topologija (na

skupu X) ako ona zadovoljava slijede¢a tri uvjeta:
(TOP 1) Unija

⋃ {B |B ∈ S } £lanova svake podfamiliju S od T
je iz T .

(TOP 2) Presjek
⋂ {B |B ∈ S } £lanova svake kona£ne pod-

familiju S od T je iz T .
(TOP 3) Prazan podskup ∅ i cijeli skup X su £lanovi familije T .
Par (X, T ) od nekog skupa X i topologije T na njemu nazivamo

topolo²ki prostor. Elemente skupa X zovemo to£kama a £lanove topo-
logije T zovemo otvoremin skupovima topolo²kog prostora (X, T ).

Dakle, topolo²ki prostor je skup to£aka zajedno s familijom otvo-
renih skupova takvom da je unija otvorenih skupova otvoreni skup, da
je presjek kona£no mnogo otvorenih skupova otvoreni skup, i da su
prazan skup i skup svih to£aka otvoreni skupovi.

Zahtijevi (TOP 1) - (TOP 3) iz gornje de�nicije nazivaju se ak-
siomi topologije. Primjetimo da ovdje nismo de�nirali pojam otvore-
nog skupa ve¢ se on smatra osnovnim pojmom £ija svojstva su opisana
implicitno aksiomima topologije. Kasnije ¢emo vidjeti da se topologija
moºe opisati i na druge na£ine polaza¢i od drugih osnovnih pojmova
i druga£ijim aksiomima naprimjer od pojma zatvorenog skupa ili od
pojma zatvara£a skupa i aksioma Kuratowskog.

Prisjetimo se da smo u svakom metri£kom prostoru (X, d) de�nirali
familiju Td njegovih otvorenih podskupova koja zadovoljava aksiome to-
pologije (TOP 1) - (TOP 3). Zato je par (X, Td) primjer topolo²kog
prostora. Dakle, svaki metri£ki prostor na prirodan na£in moºe se snab-
djeti topologijom koja ovisi od (klase topolo²ke ekvivalencije) metrike
tog metri£kog prostora.

Sada se moºemo zapitati da li vrijedi obrat gornje tvrdnje, tj., nije
li moºda svaka topologija T na skupu X oblika Td za neku metriku d na
X. Kasnije ¢emo vidjeti da postoje mnogi primjeri topologija koje se
nemogu dobiti na taj na£in, tj., inducirati bilo kakvom metrikom. One
topologije koje se mogu dobiti iz metrika zasluºuju posebnu paºnju.

Definicija 8.2. Za topolo²ki prostor (X, T ) kaºemo da je met-
rizabilan ako na skupu X postoji metrika d takva da je T = Td, tj.,
otvoreni i d-otvoreni skupovi se podudaraju.

Na istom skupu moºe se istovremeno de�nirati vi²e topologija. Kako
su sve one familije podskupova istog skupa moºemo ih uspore�ivati ko-
riste¢i inkluziju kao ure�aj.

Definicija 8.3. Neka su U and V topologije na skupu X. Kaºemo
da je U slabija od V ili da je V ja£a od U i pi²emo U ≤ V odnosno
V ≥ U ako je U ⊂ V .

Dakle, ako je topologija U slabija od topologije V onda je svaki skup
koji je otvoren u topologiji U otvoren u topologiji V .
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Za rije£i slabija i ja£a kao sinonimi koriste se manja, grublja odnosno
ve¢a, �nija.

Skup svih topologija na skupu X je parcijalno ure�eni skup u
odnosu na ure�aj ≤. On op¢enito nije linearno ure�en jer mogu pos-
tojati neuporedive topologije, tj., takve topologije U i V za koje ne vri-
jedi niti U ≤ V niti V ≥ U . S druge strane, svaki skup ima indiskretnu
topologiju koja je najslabija od svih njegovih topologija i diskretnu
topologiju koja je najja£a od svih njegovih topologija.

Definicija 8.4. Za bilo koji skup X, neka nam R(X) bude oznaka
za indiskretnu topologiju {∅, X} £iji elementi su samo prazan podskup
∅ od X i sam skup X. Sli£no je P(X) oznaka za diskretnu topologiju
£iji elementi su svi podskupovi od X (tj., partitivni skup od X � skup
svih njegovih dijelova).

Sada ¢emo opisati nekoliko primjera topolo²kih prostora koji ilust-
riraju gornje de�nicije.

Primjer 8.1. Na praznom skupu i na jedno£lanim skupovima mo-
ºemo de�nirati samo jednu topologiju. Na tim skupovima (i samo
na njima) se diskretna i indiskretna topologija podudaraju. Dosta je
jasno da su topolo²ki prostori bez to£aka ili samo s jednom to£kom
jednostavni i da su sve tvrdnje o tim prostorima obi£no trivijalne.

Primjer 8.2. Neka je X dvo£lani skup s elementima a i b. Onda je
a 6= b, pa na X moºemo de�nirati ove £etiri topologije (i samo njih): in-
diskretnu topologiju T1 = {∅, X}, drugu topologiju T2 = {∅, {a}, X},
tre¢u topologiju T3 = {∅, {b}, X}, i diskretnu topologiju

T4 = {∅, {a}, {b}, X}.
Topolo²ki prostor (X, T4) nazivamo dijada (ili dvoto£je). O£igledno su
T2 i T3 neuporedive topologije ali kao ²to ¢emo vidjeti kasnije, topolo²ki
prostori (X, T2) i (X, T3) su u biti identi£ni jer su homeomorfni, tj.,
oni su izomorfni u kategoriji topolo²kih prostora.

Primjer 8.3. Na skupu R svih realnih brojeva moºemo de�nirati
bezbroj topologija. Slijede¢e tri imaju relativno jednostavne opise.

U prvoj T1 podskup U od R je otvoren ako i samo ako je on unija
otvorenih intervala, tj., ako i samo ako za svaki x iz U postoje re-
alni brojevi a i b takvi da je a < b i da vrijedi x ∈ (a, b) ⊂ U . To-
pologija T1 se podudara s topologijom induciranom metrikom funkcije
apsolutne vrijednosti i naziva se prirodna topologija na R. Topolo²ki
prostor (R, T1) zovemo £esto pravac, ne²to odre�enije realni pravac (jer
ima i drugih vrsta pravaca, npr. dugi pravac), ili jednodimenzionalni
Euklidski prostor (jer ima Euklidskih prostora svih dimenzija).

U drugoj T2 podskup U od R je otvoren ako i samo ako je on ili
prazan podskup ∅ ili £itav skup R ili je otvorena zraka (−∞, r) za neki
realni broj r. Topolo²ki prostor (R, T2) nije metrizabilan budu¢i da ne
postoje disjunktni otvoreni skupovi U i V takvi da je 0 ∈ U i 1 ∈ U .
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U tre¢oj T3 podskup U od R je otvoren ako i samo ako je on prazan
podskup ∅ ili je R \ U kona£an skup. Dakle, otvoreni su jedino prazan
podskup i komplementi kona£nih podskupova od R. Topolo²ki prostor
(R, T3) tako�er nije metrizabilan i to iz istog razloga kao i (R, T2).

Primjer 8.4. Neka je (X, T ) topolo²ki prostor i neka je Y podskup
od X. Dakako da op¢enito na skupu Y moºemo de�nirati na bezbroj
na£ina topologije. Od svih tih mogu¢nosti jedino se slijede¢a de�nicija
name¢e jednostavno²¢u i mnogim pogodnostima u koje ¢emo se uvjeriti
kasnije.

Sa T |Y ozna£imo familiju svih presjeka U ∩ Y gdje je U bilo koji
£lan topologije T .

U

Y

V

X

Slika 27. De�nicija relativne topologije T |Y na pod-
skupu Y topolo²kog prostora (X, T ) .

Propozicija 8.1. Familija T |Y je topologija na skupu Y .
Dokaz. Moramo provjeriti da familija T |Y zadovoljava svojstva

(TOP 1) - (TOP 3).
Neka je S familija £lanova od T |Y . Onda postoji familija Z £lanova

od T takva da je B ∈ S ako i samo ako postoji C ∈ Z za koji vrijedi
B = C ∩ Y .

Iz svojstva (TOP 1) za topologiju T slijedi da je unija
U =

⋃
{C |C ∈ Z }

£lanova familije Z £lan topologije T . Neka je V =
⋃ {B |B ∈ S }. Jer

je V = U ∩ Y , vidimo da je unija £lanova od S £lan od T |Y ²to dokazuje
da T |Y zadovoljava aksiom (TOP 1).

S druge strane, ako je polazna familija S bila kona£na, jasno je
da ¢e njoj pridruºena familija Z tako�er biti kona£na. Zato se gornje
zaklju£ivanje moºe u cijelosti ponoviti i na presjeke kona£nih familija
£lanova of T |Y .
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Na kraju, jer je ∅ = ∅ ∩ Y i Y = X ∩ Y , jasno je da (TOP 3) za T
povla£i (TOP 3) za T |Y . ¤

Topologiju T |Y nazivamo relativna topologija na podskupu Y in-
ducirana danom topologijom T na X. Par (Y, T |Y ) se zove potprostor
(topolo²kog) prostora (X, T ).

Primjetimo da ako je Y potprostor metri£kog prostora (X, d), onda
restrikcija d|Y×Y metrike d na Y inducira relativnu topologiju, tj.,
(Y, Td|Y×Y

) postaje potprostor topolo²kog prostora (X, Td). Drugim
rije£ima, vrijedi jednakost Td|Y = Td|Y×Y

.
Primjer 8.5. Neka je n prirodan broj. Prisjetimo se da je dn

oznaka za Euklidsku metriku na skupu Rn svih n-torki realnih brojeva.
Par (Rn, Tdn) nazivamo n-dimenzionalni Euklidski prostor. Kako je
metrika dn topolo²ki ekvivalentna svakoj od metrika d‖ ‖∞ i d‖ ‖k

za bilo
koji prirodan broj k, jasno je da smo u de�niciji mogli umjesto metrike
dn uzeti bilo koju od tih metrika.

SB

O 1O 1

n n-1

Slika 28. Prikazi standardne n-¢elije i standardne
(n− 1)-sfere za n = 2 (u ravnini).

Primjer 8.6. Mnogo novih primjera topolo²kih prostora dobivamo
ako spojimo posljedna dva primjera. Naime, dovoljno je odabrati neki
podskup n-dimenzionalnog Euklidskog prostora i promatrati ga sa rela-
tivnom topologijom. Dva vaºna prostora koji se dobivaju na taj na£in
su standardna n-¢elija

Bn = { (x1, . . . , xn) ∈ Rn |x2
1 + · · ·+ x2

n ≤ 1 }
i standardna n-sfera

Sn = { (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |x2
1 + · · ·+ x2

n+1 = 1 }.
Za topolo²ke prostore vaºne su funkcije koje £uvaju njihove topolo-

gije. Te funkcije zovemo homeomor�zmi i de�niramo ih ovako.
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Definicija 8.5. Neka su (X, S) i (Y, T ) topolo²ki prostori. Za bi-
jekciju f : X → Y kaºemo da je homeomor�zam (prostora X na pros-
tor Y ) ako je podskup U od X iz S onda i samo onda ako je njegova
slika f(U) iz T .

Y

f

X

U otvoren u X
slika od U mora biti 

SUDVOLND�RG�9�PRUD�ELWL
V otvoren u Y

RWYRUHQD�X�;

RWYRUHQD�X�<

KRPHRPRUIL]DP� �ELMHNFLMD���RERVWUDQR
�

RWYRUHQLK VNXSRYDRþXYDQMH

Slika 29. Shematski prikaz homeomor�zma.

Dakle, homeomor�zam preslikava otvorene skupove iz prostora X
na otvorene skupove iz prostora Y , i obratno. Zato f nije samo obo-
strano jednozna£na korespondencija (bijekcija) na nivou to£aka pros-
tora, nego i na nivou topolo²kih struktura, tj., otvorenih skupova na
tim prostorima.

Propozicija 8.2. Identi£na funkcija na topolo²kom prostoru je
homeomor�zam tog prostora na samog sebe. Inverz homeomor�zma
je homeomor�zam. Kompozicija homeomor�zama je homeomor�zam.

Dokaz. Jednostavne dokaze gornjih tvrdnji prepu²tamo £itatelju
za vjeºbu. ¤

Definicija 8.6. Za topolo²ke prostore (X, S) i (Y, T ) kaºemo da
su homeomorfni i pi²emo X ∼= Y ako postoji bar jedan homeomor�zam
prostora X na prostor Y .

Teorem 8.1. Binarna relacija ∼= homeomorfnosti topolo²kih pros-
tora je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Slijedi neposredno iz Propozicije 8.2. ¤

Relacijom ∼= klasi�ciramo topolo²ke prostore u klase me�usobno
homeomorfnih prostora. Prostori iz iste klase imaju dakako isti broj
elemenata (jer je homeomor�zam po de�niciji bijekcija) i iste topolo²ke
strukture, pa se mogu razlikovati jedino u naravi svojih to£aka. Dakle,
homeomorfni prostori se s apstraktnog stanovi²ta smatraju jednakima.
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Definicija 8.7. Svojstvo P topolo²kih prostora takvo da prostor
ima svojstvo P onda i samo onda ako svojstvo P ima svaki njemu
homeomorfan prostor naziva se topolo²ko svojstvo ili topolo²ka invari-
janta.

Topolo²ke invarijante su predmet prou£avanja topologije a £esto
se koriste da bi se pokazalo da dva promatrana prostora X i Y nisu
homeomorfna. To se radi tako da se izmisli neko topolo²ko svojstvo
kojeg jedan od tih prostora ima a drugi ga nema. Tada ti prostori
sigurno nisu homeomorfni.

Primjer 8.7. Kardinalni broj topologije (broj otvorenih skupova
topolo²kog prostora) je o£igledno topolo²ko svojstvo. Za prostor (X, T3)
iz Primjera 8.2 ta topolo²ka invarijanta je 3 dok je za prostor (X, T4)
iz istog primjera ona 4, pa ti prostori nisu homeomorfni.

Topolo²ke invarijante su naprimjer dimenzija prostora, broj kom-
ponenata povezanosti, kompaktnost, i razni algebarski objekti (funda-
mentalni grupoid, grupe homotopije, grupe homologije, grupe koho-
mologije,. . . ) pridruºeni prostoru.

Primjer 8.8. Ako prostor ima to£ku £iji komplement je disjunktna
unija tri otvorena skupa, jasno je da ¢e i svaki prostor koji je njemu
homeomorfan tako�er imati bar jednu takvu to£ku. Sada moºemo za-
klju£iti da slova I i Y nisu homeomorfna (tj. da jedini£ni segment I
i prostor Y koji je unija dvije kopije I1 i I2 od I tako da je presjek
I1

⋂
I2 unutra²nja to£ka od I1 i rubna to£ka od I2). Doista, komple-

ment to£ke I1

⋂
I2 (to£ka susreta triju krakova slova Y ) u prostoru Y

je disjunktna unija tri otvorena skupa dok niti jedna to£ka intervala I
nema to svojstvo.

Interesantan (i lagani) problem je da se odredi koja su slova abecede
me�usobno homeomorfna. Naprimjer, E i F su oba homeomorfna sa
Y dok su O i D isto homeomorfni ali su bitno razli£iti od prostora Y
(za²to?).

Definicija 8.8. Topolo²ki prostor koji je homeomorfan sa stan-
dardnom ¢elijom Bn dimenzije n naziva se topolo²ka n-¢elija, a topolo²ki
prostor koji je homeomorfan sa standardnom sferom Sn dimenzije n
naziva se topolo²ka n-sfera.

9. Baza topologije
Pojmom baze topologije koji ¢emo sada de�nirati ºelimo posti¢i da

zadamo topologiju opisivanjem samo nekih otvorenih skupova dok se
bilo koji otvoreni skup mora mo¢i prikazati kao unija £lanova baze.

Definicija 9.1. Neka je T topologija na skupu X. Za podfamiliju
B od T kaºemo da je baza topologije T ako je svaki £lan od T unija
£lanova od B.
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Slika 30. Primjeri topolo²kih n-¢elija i topolo²kih
(n− 1)-sfera za n = 2 (u ravnini).

samo neki otvoreni skupovi

baza

svi otvoreni skupovi

topologija

svaki otvoreni je unija otvorenih iz baze 
 

Slika 31. De�nicija baze topologije.

Naprimjer, u metri£kom prostoru (X, d) familija
{K(x, ε) : x ∈ X, ε > 0 }

otvorenih kugala je baza topologije Td.
Teorem 9.1. Svaka baza B topologije T na skupu X ima svojstva
(1) Familija B je pokriva£ za X, tj., svaka to£ka od X leºi u bar

jednom £lanu od B.
(2) Za svaka dva £lana U i V od B i za svaku to£ku x iz presjeka

U
⋂

V postoji tre¢i £lan W od B takav da je x ∈ W ⊂ U
⋂

V .

Dokaz svojstva 1. Prema aksiomu (TOP 3), skup X je otvoren
pa se moºe prikazati kao unija £lanova od B ²to povla£i da je B pokriva£
od X. ¤
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U
V

W

x

Slika 32. Drugo svojstvo baze topologije.

Dokaz svojstva 2. Jer su £lanovi baze otvoreni skupovi, prema
aksiomu (TOP 2), presjek U

⋂
V je otvoren i zato je unija £lanova od

B. Za otvoreni skup W moºemo uzeti bilo koji £lan spomenute unije
koji sadrºi to£ku x. ¤

Primjetimo da se drugo svojstvo moºe iskazati ekvivalentno i ovako:
Presjek bilo koja dva £lana od B je unija £lanova od B.

Zanimljivo je da su spomenuta dva svojstva baze topologije do-
voljna za karakterizaciju te topologije jer vrijedi slijede¢i obrat gornjeg
teorema.

Teorem 9.2. Neka familija B podskupova skupa X zadovoljava
svojstva iz prethodnog teorema. Onda postoji jedna i samo jedna to-
pologija T na skupu X kojoj je B baza. �lanovi topologije T su oni
podskupovi od X koji se mogu dobiti kao unije £lanova od B.

Dokaz. Neka je T kolekcija onih podskupova od X koji se mogu
prikazati kao unije elemenata od B. Tvrdimo da je T topologija na X.

I doista, aksiom (TOP 1) je zadovoljen jer je unija skupova koji su
unije £lanova od B i sama (jedna velika) unija £lanova od B.

Za provjeru aksioma (TOP 2), dovoljno je pokazati da je presjek
P = U

⋂
V bilo koja dva £lana U i V od B tako�er £lan od B.

Prema drugom svojstvu, za svaku to£ku p iz presjeka P postoji £lan
Wp od B koji sadrºi to£ku p i podskup je od P . To vrijedi zato jer su
U i V unije £lanova od B, pa to£ka p leºi u presjeku F

⋂
G skupova F

i G iz B takvih da je p ∈ F ⊂ U i p ∈ G ⊂ V . Kako je P =
⋃

p∈P Wp,
vidimo da je P unija elemenata of B i stoga pripada familiji T .

Aksiom (TOP 3) isto vrijedi jer je prazan skup unija prazne familije
£lanova od B. S druge strane, £itav skup X je unija (svih) £lanova od
B jer mu je B pokriva£.
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Iz de�nicije baze topologije je jasno da je B baza od T i da je T
jedina topologija na X kojoj je B baza. ¤

Ne²to jednostavniju karakterizaciju baze topologije daje slijede¢i
teorem.

Teorem 9.3. Neka je T topologija na skupu X. Podskup B od T
je baza topologije T ako i samo ako za svaku to£ku x od X i za svaki
otvoreni skup U koji sadrºi tu to£ku postoji £lan V od B takav da je
x ∈ V ⊂ U .

Dokaz. Ako je B baza topologije T i ako su to£ka x i otvoreni skup
U dani, onda zbog toga ²to je U unija £lanova od B, sigurno postoji
skup V s gore opisanim svojstvom.

Obrnuto, ako familija B ima to svojstvo, onda za svaki otvoreni
U i svaku njegovu to£ku x moºemo na¢i £lan Vx od B takav da je
x ∈ Vx ⊂ U . Jer je o£igledno U =

⋃
x∈U Vx, vidimo da je U unija

£lanova od B pa je B baza topologije T . ¤

U

V

x

Slika 33. Svojstvo baze topologije iz Teorema 9.3.

�esto se topologija na nekom skupu zadaje svojom bazom, tj., opi-
som familije njegovih podskupova koja ima dva gore navedena svojstva.
Tako smo postupili i prilikom de�nicije topologije Td na metri£kom
prostoru (X, d).

Primjetimo da je topologija T sama sebi baza i da je u nekim pros-
torima (kao recimo na dvo£lanom skupu X = { a, b } s topologijom
T2 = { ∅, {a}, X }) to jedina baza.

Op¢enito, topologija ima mnoge i raznobrojne baze. Naprimjer, na
metri£kom prostoru (X, d), za svaki realni broj r > 0, familija

Br = {K(x, ε) : x ∈ X, 0 < ε < r }
svih otvorenih kugala radijusa manjeg od r je baza topologije Td.
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Posebno je zanimljivo pitanje koliko najmanje £lanova moºe imati
baza zadane topologije. Taj kardinalni broj je vaºna topolo²ka invari-
janta prostora X koju nazivamo teºina prostora i ozna£avamo oznakom
w(X) (prema engleskoj rije£i "weight" za teºinu).

Definicija 9.2. Teºina topolo²kog prostora (X, T ) je najmanji
kardinalni broj w takav da postoji baza B topologije T sa svojstvom da
je card(B) = w. Ako je w(X) kona£an broj ili ℵ0 (kardinalni broj skupa
N svih prirodnih brojeva), onda kaºemo da prostor x ima prebrojivu
bazu ili da zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.

Primjer 9.1. Neka je prostor X skup R svih realnih brojeva sa
standardnom topologijom induciranom funkcijom apsolutne vrijednosti.
Familija B1 = { (a, b) : a, b ∈ R, a < b } je baza od X koja ima kon-
tinuum mnogo £lanova (tj., isto onoliko koliko ima realnih brojeva ili
card(B1) = c = card(R)). Drugu, bitno manju, bazu tvori familija

B2 = { (a, b) : a, b ∈ Q, a < b }
koja je prebrojiva jer je skup Q prebrojiv. Da je B2 doista baza slijedi
iz £injenice da se svaki realan broj moºe po volji dobro aproksimirati
racionalnim brojevima, tj., da za svaki realan broj r i svaki poziti-
van realan broj ε postoji racionalan broj q takav da je | r − q | < ε.
Tako je interval (0,

√
2) iz B1 koji nije u B2 mogu¢e prikazati kao

unija (0,
√

2) =
⋃∞

i=1 (0, qi) segmenata iz B2, gdje je { qi }∞i=1 bilo koji
uzlazni niz koji konvergira prema (iracionalnom) broju

√
2 (recimo

1, 1.4, 1.41, 1.412, . . .). Kako se £itav pravac ne moºe prekriti s kona£-
no mnogo intervala, vidimo da je teºina prostora X jednaka w(X) = ℵ0

pa Euklidski jednodimenzionalni prostor zadovoljava drugi aksiom pre-
brojivosti. Gornje zaklju£ivanje uz neznatne izmjene moºemo ponoviti
i za kona£ne produkte pravaca pa dobivamo da Euklidski prostori svih
dimenzija zadovoljavaju drugi aksiom prebrojivosti.

Primjer 9.2. Ako je (X, P(X)) diskretan prostor, onda je familija
{ { x } : x ∈ X } njegovih jedno£lanih podskupova apsolutno najmanja
baza pa je w(X) = card(X). Uzmemo li da je X neprebrojiv, dobiti
¢emo primjer prostora koji ne zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.
To je ujedno primjer metri£kog prostora s istim svojstvom jer znamo
da je svaki diskretan prostor metri£ki.

Jo² manje skupova treba opisati ako zadajemo topologiju njenom
predbazom koju sada de�niramo.

Definicija 9.3. Ako je T topologija na skupu X, onda njenom
predbazom nazivamo bilo koju familiju S otvorenih skupova takvu da
familija svih presjeka kona£no mnogo £lanova iz S tvori bazu topologije
T . Dakle, svaki otvoreni skup je unija kona£nih presjeka elemenata iz
predbaze.
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Slika 34. Horizontalne i vertikalne trake zajedno tvore
predbazu standardne topologije na ravnini.

Primjer 9.3. Vertikalne trake i horizontalne trake (a, b)× R i
R× (c, d) za a, b, c, d ∈ R uz a < b i c < d tvore predbazu standardne
topologije na ravnini R2 = R× R.

Propozicija 9.1. Svaki pokriva£ S skupa X je predbaza neke to-
pologije na X.

Dokaz. Neka je B familija svih kona£nih presjeka skupova iz S.
Tvrdimo da je B baza neke topologije na X. Prema Teoremu 9.1,
dovoljno je provjeriti da je B pokriva£ od X (²to sigurno vrijedi jer B
sadrºi S koji je pokriva£ od X po pretpostavci) i da je presjek U

⋂
V

bilo koja dva £lana U i V iz B unija £lanova iz B. Ali, ovdje vrijedi £ak
i vi²e, jer je taj presjek i sam kona£an presjek £lanova od S, on pripada
familiji B. ¤

10. Unutra²njost skupa
Postojanje otvorenih skupova omogu£ava de�niciju najve¢eg otvo-

renog podskupa zadanog skupa. To je njegova unutra²njost ili nutrina
£ija svojstva obra�uje ovaj paragraf.

Definicija 10.1. Ako je A podskup topolo²kog prostora X, onda
njegovom unutra²njo²¢u ili nutrinom Int(A) ili

◦
A nazivamo uniju svih

otvorenih podskupova od A.
Kako je unija otvorenih skupova opet otvoreni skup, unutra²njost

Int(A) je otvoren skup u X i to najve¢i otvoreni podskup od A.
Primjer 10.1. Zatvoreni segment [a, b ] realnih brojeva ima ot-

voreni segment (a, b) za nutrinu ako na R promatramo standardnu
topologiju. U diskretnoj topologiji na R unutra²njost segmenta [a, b ]
se podudara s njim samim dok je u odnosu na indiskretnu topologiju
nutrina prazan skup.
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Slika 35. De�nicija unutra²njosti ili nutrine podskupa
topolo²kog prostora.

Standardna 2-¢elija B2 ima otvoreni krug { x ∈ R2 : x2
1 + x2

2 < 1 }
za unutra²njost.

Kako je otvorene skupove pravilno zami²ljati kao "debele" skupove,
svi "mr²avi" skupovi u ravnini imaju praznu unutra²njost. To vrijedi za
sve prebrojive podskupove (kona£ne i beskona£ne), i za sve nuldimen-
zionalne i jednodimenzionalne objekte (kao Kantorov kompakt dobiven
izbacivanjem srednjih tre¢ina u jedini£nom segmentu i sve krivulje).
Moºe se pokazati da je podskup ravnine dvodimenzionalan ako i samo
ako sadrºi neprazan otvoren skup (tj., ako i samo ako ima nepraznu
unutra²njost).

Teorem 10.1. Podskup S topolo²kog prostora X je otvoren ako i
samo ako se podudara sa svojom nutrinom.

Dokaz. Ako je S otvoren, on je jednak uniji svih otvorenih sku-
pova sadrºanih u S jer je S sigurno jedan od £lanova te unije pa je
S = Int(S).

Obrnuto, ako je S = Int(S), onda je S otvoren jer je Int(S) otvoren.
¤

Teorem 10.2. Operator Int : P(X) → P(X) koji svakom podskupu
topolo²kog prostora pridruºuje njegovu nutrinu ima slijede¢a svojstva za
sve podskupove A i B prostora X.

(1) Int(A) ⊂ A.
(2) Int(Int(A)) = A.
(3) Int(A

⋂
B) = Int(A)

⋂
Int(B).

(4) A ⊂ B povla£i Int(A) ⊂ Int(B).
(5) Int(X) = X i Int(∅) = ∅.
Dokaz. Jedino tre¢e svojstvo zahtjeva malo rada jer se ostala svoj-

stva dokazuju s lako¢om.
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Neka je C = Int(A
⋂

B), D = Int(A)
⋂

Int(B), i E = A
⋂

B. Iz
relacija E ⊂ A i E ⊂ B dobivamo Int(E) ⊂ Int(A) i Int(E) ⊂ Int(B)
pa je C ⊂ D.

S druge strane, iz relacija Int(A) ⊂ A i Int(B) ⊂ B slijedi D ⊂ E.
Ali, D je otvoreni skup sadrºan u E pa mora biti podskup od Int(E).
Dakle, D ⊂ C. Zato je doista D = C. ¤

11. Okoline to£aka
Definicija 11.1. Okolinom to£ke x prostora X nazivamo svaki

podskup N od X koji sadrºi to£ku x u svojoj nutrini.
Dakle, ako je N okolina to£ke x, onda postoji otvoreni skup U sa

svojstvom da je x ∈ U ⊂ N .
�itavi prostor X je okolina svake svoje to£ke. U indiskretnom pros-

toru X je jedina okolina bilo koje svoje to£ke a u diskretnom prostoru
svi podskupovi koji sadrºe to£ku su njene okoline. Op¢enito to£ka ima
mnogo okolina i nije to£no da je svaki nadskup to£ke njena okolina.

,QW�1�
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Slika 36. De�nicija okoline to£ke u topolo²kom prostoru.

Propozicija 11.1. Podskup U topolo²kog prostora (X, T ) je otvoren
ako i samo ako je on okolina svake svoje to£ke.

Dokaz. Ako je U otvoren i ako je x to£ka iz U onda vrijedi relacija
x ∈ Int(U) = U , pa je U okolina to£ke x.

Obrnuto, pretpostavimo da je U takav podskup od X da je on
okolina svake svoje to£ke. Onda je x ∈ Int(U) za svaki x ∈ U pa je
U ⊂ Int(U). Kako je uvijek Int(U) ⊂ U , slijedi da je U = Int(U) ²to
upravo zna¢i da je U otvoren skup. ¤

Neka nam n(x) ili preciznije n(x, T ) bude oznaka za familiju svih
okoline to£ke x u topolo²kom prostoru (X, T ).
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Teorem 11.1. Familija N = {n(x) : x ∈ X } okolina svih to£aka
prostora X ima slijede¢a svojstva.

(1) n(x) 6= ∅.
(2) Ako je U ∈ n(x), onda je x ∈ U .
(3) Ako su U ∈ n(x) i V ∈ n(x), onda je U

⋂
V ∈ n(x).

(4) Ako je U ∈ n(x) i V je nadskup od U , onda je V ∈ n(x).
(5) Ako je U ∈ n(x), onda postoji V takav da je x ∈ V ⊂ U i da

je V ∈ n(y) za svaki y ∈ V .
Dokaz. Ve¢ smo primjetili da svaka to£ka ima najmanje cijeli X

za okolinu pa je n(x) neprazan za svaki x ∈ X. Drugo svojstvo sli-
jedi zato jer je nutrina skupa njegov podskup a tre¢e je posljedica
jednakosti Int(A)

⋂
Int(B) = Int(A

⋂
B). �etvrto svojstvo slijedi iz

de�nicije okoline. Na kraju, za peto svojstvo, dovoljno je za skup V
uzeti Int(U) jer je Int(U) ∈ n(y) za svaki y ∈ Int(U) zbog jednakosti
Int(Int(U)) = Int(U). ¤

Primjetimo da se tre¢e svojstvo indukcijom lagano pro²iruje do
tvrdnje da je presjek kona£no mnogo okolina to£ke opet okolina te
to£ke. No, to nije nuºno to£no za presjeke beskona£no mnogo okolina
jer su, naprimjer, otvoreni segmenti Sn = (− 1

n
, 1

n
) za svaki prirodan

broj okoline broja 0 a njihov presjek { 0 } =
⋂∞

n=1 Sn to nije.
Definicija 11.2. Bazom okolina to£ke x prostora X nazivamo

svaku familiju b(x) njezinih okolina koja ima svojstvo da za svaku
okolinu U ∈ n(x) postoji okolina V ∈ b(x) za koju vrijedi V ⊂ U .

Primjer baze okolina to£aka daje familija o(x) svih otvorenih nad-
skupova to£ke x. U metri£kom prostoru (X, d), familija

ok(x) = {K(x, ε) : ε > 0 }
svih otvorenih kugala sa sredi²tem u to£ki x i pozitivnim radijusom je
baza okolina od x. Mnogo manje £lanova ima baza okolina koju tvore
otvorene kugle K(x, qi), gdje su { qi }∞i=0 £lanovi niza pozitivnih realnih
brojeva koji konvergira k nuli.

Definicija 11.3. Najmanji kardinalni broj κ takav da postoji baza
okolina b(x) to£ke x u prostoru X kojoj je broj elemenata κ naziva se
teºina prostora X u to£ki x i ozna£ava sa w(X, x). Broj w(X, x) naziva
se katkada i lokalna teºina prostora X u to£ki x ili karakter prostora X
u to£ki x.

Primjer 11.1. Lokalna teºina pravca R u svakoj to£ki je ℵ0 jer
svaka to£ka x ima prebrojivu bazu okolina { (x− 1

n
, x + 1

n
) : n ∈ N }

a baza okolina s manje (tj. s kona£no mnogo) okolina o£igledno nema.
Primjer 11.2. Op¢enitije, svaki metri£ki prostor (X, d) u svakoj

svojoj to£ki ima karakter ℵ0 jer svaka njegova to£ka x ima prebro-
jivu bazu okolina {K(x, 1

n
) : n ∈ N } a baza okolina s manje £lanova

nema. Doista, ako je k ∈ N prirodan broj i ako su U1,. . . , Uk okoline
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to£ke x onda postoji dovoljno mali pozitivan realan broj η takav da je
K(x, η) ⊂ Ui za svaki i = 1, . . . , k. Svaka kugla s centrom u to£ki x i
radijusom manjim od η je okolina koja sigurno ne sadrºi niti jednu od
okolina U1,. . . , Uk ²to povla£i da skup tih okolina ne moºe biti baza
okolina to£ke x.

Definicija 11.4. Ako je lokalna teºina prostora u svakoj njegovoj
to£ki najvi²e ℵ0, kaºemo da je taj prostor prebrojivog karaktera ili da
zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti

Primjetimo da ako prostor zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti
onda ¢e on zadovoljavati i prvi aksiom prebrojivosti (£lanovi prebro-
jive baze topologije koji sadrºe neku �ksiranu to£ku tvore prebrojivu
bazu njenih okolina) i da obrat op¢enito ne vrijedi ²to jasno pokazuje
diskretan metri£ki prostor sa neprebrojivo mnogo to£aka.

12. Zatvoreni skupovi
Definicija 12.1. Za podskup F prostora X kaºemo da je zatvoren

ako je njegov komplement X \ F otvoren.
Teorem 12.1. Familija F(X) svih zatvorenih podskupova prostora

X ima slijede¢a svojstva.
(1) Presjek bilo koje familije zatvorenih skupova je zatvoren skup.
(2) Unija kona£no mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.
(3) Prazan skup ∅ i £itav prostor X su zatvoreni skupovi.

8� �;�?�)
NRPSOHPHQW�X�;�RG�)�

SRGVNXS�SURVWRUD�;�

WRSRORãNL�SURVWRU;

)

Slika 37. De�nicija zatvorenih podskupova u topolo²-
kom prostoru. Podskup F je zatvoren ako mu je komp-
lement U otvoren (tj. pripada topologiji).

Dokaz. Slijedi neposredno iz de�nicije upotrebom DeMorganovih
formula. Naprimjer, da dokaºemo (2), pretpostavimo da je k prirodan
broj i da su F1,. . . , Fk zatvoreni skupovi u prostoru X. Po de�niciji
postoje otvoreni skupovi U1,. . . , Uk takvi da je Fi = X \ Ui za svaki
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i = 1, . . . , k. Neka je F = F1 ∪ · · · ∪ Fk i U = U1 ∩ · · · ∩ Uk. Cilj nam
je pokazati da je unija F zatvoreni skup.

Prema DeMorganovoj formuli imamo

F = (X \ U1) ∪ · · · ∪ (X \ Uk) = X \ U.

Kako je U otvoren prema svojstvu (TOP 2) (jer je presjek kona£no
mnogo otvorenih skupova) vidimo da je F oblika X \ U i dakle zatvoren
kao komplement otvorenog skupa U . ¤

Sada vidimo da se topologija na skupu X moºe aksiomatski de�ni-
rati tako da se prvo zada familija F podskupova od X koja zadovoljava
tri uvjeta iz prethodnog teorema. Prirodno je nazvati £lanove od F zat-
vorenim skupovima. Ako njihove komplemente proglasimo otvorenim
skupovima dobiti ¢emo na X topologiju u odnosu na koju ¢e zatvoreni
skupovi biti upravo £lanovi od F .

Primjer takve familije F na pravcu R su R i svi njegovi kona£ni
podskupovi. Jo² jedan primjer tako�er na pravcu su R i svi njegovi
ome�eni podskupovi.

Primjetimo da su u svakom prostoru X prazan podskup ∅ i cijeli
skup X uvijek podskupovi koji su istovremeno i otvoreni i zatvoreni.
Ali mogu postojati u X i drugi podskupovi koji su istovremeno i ot-
voreni i zatvoreni ²to se najlak²e vidi za diskretne topolo²ke prostore
gdje svi podskupovi imaju to svojstvo da su istovremeno i otvoreni i
zatvoreni. S druge strane na pravcu R osim ∅ i R nema drugih podsku-
pova koji su istovremeno i otvoreni i zatvoreni. Kasnije ¢emo vidjeti da
postojanje takvih podskupova ovisi o tome da li je promatrani prostor
povezan ili nepovezan, tj. sastoji li se od jednog ili od vi²e komada.

Na prirodno pitanje o postojanju podskupova koji nisu niti otvoreni
niti zatvoreni moºemo kazati da su u ne odve¢ posebnom prostoru velika
ve¢ina podskupova upravo takvi. Izuzetak £ine diskretni prostori dok
se na²a tvrdnja najbolje potvr�uje na indiskretnim prostorima.

Primjetimo da presjek beskona£no mnogo otvorenih skupova ne
mora biti otvoren skup. Naprimjer, na pravcu beskona£ni niz otvo-
renih intervala (− 1

k
, 1

k
) ima kao presjek jedno£lan skup {0} koji o£ito

nije otvoren jer ne sadrºi u sebi niti jedan otvoreni interval. Pod-
skupovi koji su presjeci prebrojivo mnogo otvorenih skupova nazivaju
se Gδ-skupovi.

Dualno, unija od beskona£no mnogo zatvorenih skupova ne mora
biti zatvoren skup. Naprimjer, na pravcu beskona£ni niz zatvorenih
intervala [−1 + 1

k
, 1− 1

k
] ima kao uniju otvoreni interval I = (−1, 1)

koji o£ito nije zatvoren jer njegov komplement nije otvoren budu¢i da
sadrºi to£ku 1 oko koje bilo koji otvoreni interval ne leºi u cjelosti u tom
komplementu. Podskupovi koji su unije prebrojivo mnogo zatvorenih
skupova nazivaju se Fσ-skupovi.
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Koriste¢i zatvorene skupove sada moºemo de�nirati pojam zat-
vara£a podskupa topolo²kog prostora koji je dualan ranije opisanom
pojmu nutrine podskupa.

$

; WRSRORãNL�SURVWRU

SRGVNXS�SURVWRUD�;�

]DWYDUDþ�SRGVNXSD�$
�

&O�$��

Slika 38. De�nicija zatvara£a podskupa u topolo²kom
prostoru. Zatvara£ podskupa A je najmanji zatvoreni
skup koji ga sadrºi (tj. presjek svih njegovih zatvorenih
nadskupova).

Ako je A podskup topolo²kog prostora X onda presjek svih za-
tvorenih podskupova od X koji sadrºe A nazivamo zatvara£em (eng.
closure) od A i ozna£avamo Cl(A) ili jednostavnije A.

Kako je presjek bilo koje familije zatvorenih skupova opet zatvoren
skup slijedi da je zatvara£ Cl(A) podskupa A zatvoren podskup od X.
To je dakle najmanji zatvoren podskup od X koji sadrºi A pa je Cl(A)
sadrºan u svakom zatvorenom skupu koji sadrºi skup A.

Teorem 12.2. Podskup A topolo²kog prostora X je zatvoren ako i
samo ako se on podudara sa svojim zatvara£em, tj. ako i samo ako je
A = Cl(A).

Dokaz. Ako je A zatvoren onda on sudjeluje u presjeku svih za-
tvorenih podskupova od X koji sadrºe A u de�niciji zatvara£a Cl(A).
Zato je o£igledno A = Cl(A).

Obrnuto, ako je A = Cl(A) onda jer je zatvara£ Cl(A) uvijek zat-
voren skup slijedi da je njemu jednak skup A tako�er zatvoren. ¤

Primjetimo da zatvara£ moºemo zami²ljati kao preslikavanje (funk-
ciju ili operator) Cl partitivnog skupa P(X) prostora X u sebe koje
svaki podskup A od X (tj. svaki element A od P(X)) preslikava u
njegov nadskup Cl(A) (tj. u element Cl(A) od P(X)). Na² slijede¢i
teorem opisuje osnovna svojstva zatvara£a.

Teorem 12.3. Neka je (X, T ) topolo²ki prostor. Operator zat-
vara£a Cl : P(X) → P(X) ima ova svojstva:
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(K1) Cl(∅) = ∅
(tj. zatvara£ praznog podskupa je prazan podskup).

(K2) A ⊂ Cl(A)
(tj. zatvara£ podskupa je uvijek nadskup tog podskupa).

(K3) Cl(Cl(A)) = Cl(A)
(tj. zatvara£ zatvara£a podskupa je uvijek zatvara£ tog pod-
skupa).

(K4) Cl(A ∪B) = Cl(A) ∪ Cl(B)
(tj. zatvara£ unije dvaju podskupova jednak je uniji njihovih
zatvara£a).

(K5) A ⊂ B ⇒ Cl(A) ⊂ Cl(B)
(tj. ako je prvi podskup sadrºan u drugom podskupu onda je
zatvara£ prvog podskupa sadrºan u zatvara£u drugog podskupa).

Dokaz. Svojstvo (K2) slijedi neposredno iz de�nicije a jer su prazan
podskup ∅ i zatvara£ Cl(A) zatvoreni iz prethodnog teorema vidimo
da vrijede (K1) i (K3).

Za dokaz svojstva (K5), dovoljno je primjetiti da je Cl(B) zatvoreni
skup koji sadrºi B pa zato i A jer je po pretpostavci A ⊂ B. Zato je
Cl(A) ⊂ Cl(B) jer je Cl(A) najmanji zatvoreni skup koji sadrºi A.

Da bi smo pokazali svojstvo (K4), neka su A i B podskupovi pros-
tora X. Jer je A ⊂ Cl(A) i B ⊂ Cl(B) vidimo da je Cl(A) ∪ Cl(B)
zatvoreni skup koji sadrºi A ∪B pa je sigurno

Cl(A ∪B) ⊂ Cl(A) ∪ Cl(B).

Obrnuto, jer je A ⊂ A ∪B iz svojstva (K5) slijedi
Cl(A) ⊂ Cl(A ∪B).

Sli£no je Cl(B) ⊂ Cl(A ∪B). Zato je Cl(A) ∪ Cl(B) ⊂ Cl(A ∪B).
¤

5
Iz slijede¢eg teorema poljskog matemati£ara K. Kuratowskog vidi

se da vrijedi obrat prethodnog teorema. Tako dobivamo mogu¢nost da
uvedemo topologiju opisivanjem zatvara£a svakog podskupa.

Teorem 12.4. Ako operator z : P(X) → P(X) na nekom skupu X
ima svojstva:
(K1z) z(∅) = ∅,
(K2z) A ⊂ z(A),
(K3z) z(z(A)) = z(A), i
(K4z) z(A ∪B) = z(A) ∪ z(B)

za sve podskupove A i B od X, onda postoji jedinstvena topologija T
na X takva da je z(A) = ClT (A) za svaki podskup A od X.

Dokaz. Pokaºimo najprije da svojstvo (K4z) povla£i svojstvo
(K5z) A ⊂ B ⇒ z(A) ⊂ z(B).
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I doista, ako je A ⊂ B onda je A ∪B = B pa iz (K4z) slijedi

z(A ∪B) = z(A) ∪ z(B) = z(B)

²to povla£i traºeni zaklju£ak da je z(A) ⊂ z(B).
Traºena topologija T sastoji se od otvorenih podskupova pri £emu

de�niramo otvorenima one podskupove U od X za koje vrijedi

z(X \ U) = X \ U.

Sada moramo provjeriti da je to doista topologija tj. da su ∅ i X iz
T i da je T zatvorena na unije i kona£ne presjeke.

Prvo pokazujemo da je ∅ otvoren skup. Kako je prema (K2z) skup
z(X) nadskup od X i jer je z(X) podskup od X (budu¢i da je element
skupa P(X) svih podskupova od X), zaklju£ujemo da je z(X) = X.
No, tu jednakost moºemo napisati i u obliku z(X \ ∅) = X \ ∅ ²to
prema gornjoj de�niciji povla£i da je prazan podskup od X otvoren.

Na sli£an na£in se vidi da je X tako�er otvoren. Svojstvo (K1z)
se moºe pisati i ovako z(∅) = z(X \X) = X \X = ∅ pa je X doista u
familiji T .

Neka je sada S bilo kakav skup i neka je f : S → T funkcija. �elimo
pokazati da je unija U =

⋃{ f(s) | s ∈ S } iz familije T , tj. da vrijedi
z(X \ U) = X \ U .

Upotrijebimo li De Morganova pravila komplementiranja vidimo da
moramo pokazati da je z(P ) = P , gdje nam P ozna£ava presjek

⋂
{X \ f(s) | s ∈ S }.

Za svaki s iz S vrijedi P ⊂ X \ f(s) pa je prema svojstvu (K5z)
skup z(P ) sadrºan u skupu X \ f(s). Zato je z(P ) ⊂ P . Kako je prema
svojstvu (K2z) sigurno P ⊂ z(P ) slijedi traºena jednakost z(P ) = P .

Sada provjeravamo da je familija T zatvorena na kona£ne presjeke.
Provjera se lagano provodi matemati£kom indukcijom ako se dokaºe da
je presjek dva otvorena skupa otvoreni skup.

Neka su U i V otvoreni skupovi. Dakle, skupovi z(X \ U) odnosno
z(X \ V ) jednaki su skupovima X \ U odnosno X \ V . Ozna£imo pres-
jek U ∩ V sa W . Primjenom De Morganovog pravila komplementiranja
imamo z(X \W ) = z((X \ U) ∪ (X \ V )) pa ako iskoristimo svojstvo
(K4z) i pretpostavke o U i V slijedi

z(X \W ) = z(X \ U) ∪ z(X \ V ) = (X \ U) ∪ (X \ V ) = X \W.

Prema de�niciji slijedi da je presjek W doista otvoren.
Sada dokazujemo da za svaki podskup A od X vrijedi jednakost

z(A) = ClT (A).
Iz svojstava (K3z) i (K2z) vidimo da je z(A) zatvoreni nadskup od

A i jer je ClT (A) najmanji zatvoreni nadskup od A vidimo da vrijedi
inkluzija z(A) ⊃ ClT (A).
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S druge strane, kako je ClT (A) zatvoreni nadskup od A i zatvoreni
skupovi su �ksne to£ke za operator z primjenom svojstva (K5z) imamo

z(A) ⊂ z(ClT (A)) = ClT (A).

Zato se skupovi z(A) i ClT (A) podudaraju.
Jedinstvenost topologije T slijedi iz £injenice da su njeni zatvoreni

skupovi jednozna£no odre�eni (kao �ksne to£ke operatora z). ¤
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Propozicija 12.1. Ako je U otvoreni a F je zatvoreni podskup
topolo²kog prostora X onda je U \ F otvoreni a F \ U je zatvoreni pod-
skup od X.

F\U

U\F

X
U

F

WRSRORãNL�SURVWRU�

]DWYRUHQ]DWYRUHQ

RWYRUHQ�RWYRUHQ�

Slika 39. Komplement zatvorenog podskupa u
otvorenom je otvoren podskup a komplement otvorenog
podskupa u zatvorenom je zatvoreni podskup.

Dokaz. Tvrdnje ove propozicije slijede iz £injenica da su komple-
menti X \ U i X \ F od U i F redom zatvoreni i otvoreni skupovi, da je
presjek dva otvorena skupa otvoreni skup, da je presjek dva zatvorena
skupa zatvoreni skup, i da vrijede jednakosti U \ F = U ∩ (X \ F ) i
F \ U = F ∩ (X \ U). ¤

Propozicija 12.2. Neka je (X, d) metri£ki prostor. Za bilo koju
to£ku x0 ∈X, jedno£lani skup { x0 } je zatvoreni podskup od X.

d

K(x, d/2)

x0

x

Slika 40. Dokaz Propozicije 12.2.
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Dokaz. Neka U bude oznaka za komplement X \ { x0 } od x0 u X.
Dovoljno je pokazati da je skup U otvoren.

Da bi smo to pokazali, neka je X bilo koja to£ka od U . Sigurno
je x 6= x0 pa je δ = d(x, x0) > 0. To ima za posljedicu da je otvorena
kugla K(x, δ

2
) sa sredi²tem u to£ki x radijusa polovica udaljenosti δ u

cijelosti sadrºana u skupu U . Stoga je U mogu¢e prikazati kao uniju
otvorenih kugala K(x, δ

2
) gdje se unija uzima preko svih to£aka skupa

U . Slijedi da je skup U otvoren jer je unija otvorenih skupova. ¤
Prostori u kojima su svi jedno£lani podskupovi zatvoreni nazivaju

se T1-prostori. Gornju propoziciju moºemo iskazati sada na slijede¢i
na£in.

Korolar 12.1. Svaki metri£ki prostor je T1-prostor.
Obrat ovog korolara naºalost ne vrijedi jer u topolo²kom prostoru

(X, T ) gdje je X skup sa samo dvije razli£ite to£ke a i b i topologijom
{ ∅, {a}, X } jedno£lani podskup { a } nije zatvoren (budu¢i da mu
komplement { b } nije otvoren).

Na² idu¢i teorem opisuje jednostavni kriterij koji daje nuºne i do-
voljne uvjete da bi to£ka bila u zatvara£u podskupa topolo²kog pros-
tora.

Teorem 12.5. To£ka x0 je u zatvara£u podskupa A prostora X ako
i samo ako svaka okolina od x0 u X sije£e skup A.

8
RNROLQD�RG�[�NRMD�QH�VLMHþH�$

Cl(A)

A
X

WRþND�[

V

x

RWYRUHQ�

A

V

x

Slika 41. Koraci u dokazu prve implikacije u Teoremu
12.5. Komplement X \ V otvorene okoline V je zatvoren,
sadrºi skup A, i ne sadrºi to£ku x.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je x0 to£ka iz zatvara£a Cl(A) od
A i da je U okolina od x0 u prostoru X.

Kad okolina U ne bi presjecala skup A onda bi postojala otvorena
okolina V od x0 u X koja ne sije£e A. Za V moºemo uzeti unutra²njost
okoline U . Njezin komplement X \ V bio bi tada zatvoren skup koji
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sadrºi A pa je Cl(A) ⊂ X \ V (jer je Cl(A) najmanji zatvoreni skup
koji sadrºi A). To je o£igledno nemogu¢e budu¢i da bi onda to£ka
x0 morala istovremeno biti u skupu V (jer je V okolina od x0) i u
njegovom komplementu X \ V (jer je x0 u Cl(A) koji je sadrºan u tom
komplementu).

Obrnuto, pretpostavimo da je x0 takva to£ka da svaka njena okolina
sije£e skup A. Kada to£ka x0 ne bi bila u zatvara£u Cl(A) od A onda
bi skup X \ Cl(A) bio (otvorena) okolina od x0 u X koja o£igledno
ne bi sjekla skup A. Dakle, to£ka x0 mora biti iz zatvara£a Cl(A) od
A. ¤

Definicija 12.2. Neka je A podskup topolo²kog prostora X. Za
to£ku x0 iz X kaºemo da je gomili²te ili to£ka gomilanja skupa A ako
svaka okolina od x0 sije£e skup A \ { x0 }.

Skup svih gomili²ta skupa A ozna£ujemo sa A′ i zovemo derivat
skupa A.

S druge strane, ako je x0 ∈ A onda ¢emo re¢i da je x0 izolirana to£ka
od A ako x0 nije gomili²te od A, tj., ako postoji bar jedna okolina od
x0 koja sije£e A jedino u to£ki x0.

Naprimjer, ako je
A = { x ∈ R2 |x2

1 + x2
2 < 1 }

jedini£ni otvoreni disk u ravnini onda je jedini£ni zatvoreni disk
B = { x ∈ R2 |x2

1 + x2
2 ≤ 1 }

njegov derivat a u skupu C = A
⋃ {(2, 0)} to£ka (2, 0) je njegova izoli-

rana to£ka.
Istinitost slijede¢eg korolara je o£igledna.
Korolar 12.2. Za svaki podskup A topolo²kog prostora X vrijedi

Cl(A) = A ∪ A′.

Teorem 12.6. Neka je x0 gomili²te podskupa A u T1-prostoru X.
Onda svaka okolina U to£ke x0 sije£e skup A u beskona£no mnogo
to£aka.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj., da postoje okolina U od x0 u
X, prirodan broj n, i to£ke x1,. . . , xn iz X takvi da je presjek skupova U
i A \ {x0} skup B, gdje je B = { x1, . . . , xn }. Jer je X po pretpostavci
T1-prostor, skup B je zatvoren pa ¢e prema Propoziciji 12.1 razlika
U \B biti okolina od x0 koja moºe sije£i skup A jedino u to£ki x0 ²to
se protivi pretpostavci da je x0 gomili²te skupa A. ¤

Za podskup A topolo²kog prostora X de�niramo njegovu granicu ( u
oznaci Fr(A) ili Bd(A) ili ∂(A) ) kao presjek zatvara£a od A i zatvara£a
od njegovog komplementa X \ A. Dakle,

Fr(A) = Cl(A) ∩ Cl(X \ A).
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Teorem 12.7. Neka je A podskup, U otvoreni podskup, i F zatvoreni
podskup topolo²kog prostora X. Onda je

Fr(A) = Cl(A) \ Int(A),

Cl(A) = A ∪ Fr(A),

F r(U) = Cl(U) \ U,

i
Fr(F ) = F \ Int(F ).

Dokaz. Neka je x bilo koja to£ka iz skupa Cl(A) \ Int(A) i neka
je V okolina od x. Okolina V sije£e skup F (jer je x iz Cl(A))
ali i skup X \ A (jer bi u protivnom V bila okolina od x u cijelosti
sadrºana u skupu A pa bi x ∈ Int(A) ²to smo isklju£ili kao mogu¢nost
pretpostavkom x ∈ Cl(A) \ Int(A)). Dakle, svaka okolina od x sije£e
oba skupa A i X \ A pa je x ∈ Cl(A) ∩ Cl(X \ A) = Fr(A). Zato je
Cl(A) \ Int(A) ⊂ Fr(F ).

Obrnuto, ako je x to£ka iz Fr(A), onda svaka okolina od x mora
presjecati skup X \ A (jer je x ∈ Cl(X \ A)). Slijedi da to£ka x nije
iz Int(A) (jer bi u protivnom Int(A) bila okolina od x koja ne bi
sjekla skup X \ A). Budu¢i da je x ∈ Cl(A) (jer je Fr(A) ⊂ Cl(A)),
zaklju£ujemo da vrijedi i obrnuta inkluzija Fr(A) ⊂ Cl(A) \ Int(A).
Zato je istinita formula Fr(A) ⊂ Cl(A) \ Int(A).

Jer je Fr(A) ⊂ Cl(A) o£ito je A ∪ Fr(A) ⊂ Cl(A). S druge strane,
ako je x neka to£ka iz Cl(A) onda je ili x ∈ A ili x ∈ X \ A. U dru-
gom slu£aju slijedi da je x ∈ Cl(A) i x ∈ Cl(X \ A). Dakle, tada je
x ∈ Fr(A) pa vrijedi i druga inkluzija Cl(A) ⊂ A ∪ Fr(A). Zato je
doista Cl(A) = A ∪ Fr(A).

Kako je U otvoreni skup njegov komplement X \ U je zatvoren skup
pa je Cl(X \ U) = X \ U . Zato vrijedi

Fr(U) = Cl(U) ∩ Cl(X \ U) = Cl(U) ∩ (X \ U) = Cl(U) \ U.

Na kraju, jer je Cl(F ) = F , iz jednakosti Fr(A) = Cl(A) \ Int(A)
slijedi Fr(F ) = F \ Int(F ). ¤

Zadatak 12.1. Za zatvorene skupove vrijedi ova dualna tvrdnja
onoj za otvorene: Ako je Y potprostor prostora X onda je podskup
A od Y zatvoren u prostoru Y ako i samo ako moºemo na¢i zatvoreni
podskup F u X takav da je A = F ∩ Y .

Rje²enje. Dovoljno je primjetiti da vrijedi
Y \A = Y \ (F ∩ Y ) = (X \F ) ∩ Y

i iskoristiti analognu tvrdnju za otvorene skupove. ¤
Zadatak 12.2. Neka je x bilo koja to£ka metri£kog prostora (X, d)

i neka je A podskup od X. Dokaºi ove tvrdnje:
(1) To£ka x je u unutra²njosti Int(A) skupa A ako i samo ako je

d(x, X \ A) > 0.
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(2) d(x, A) = 0 onda i samo onda ako je to£ka x u zatvara£u Cl(A)
skupa A.

Rje²enje. (1)(=⇒). Ako je x∈ Int(A), onda jer je Int(A) otvoren
skup, postoji realan broj r > 0 takav da je K(x, r)⊂ Int(A)⊂A. Iz
toga o£igledno slijedi d(x, X\A) ≥ r > 0.

(1)(⇐=). Ako je d(x, X\A) = r > 0 onda moraju skupovi X\A i
K(x, r

2
) biti disjunktni pa je K(x, r

2
)⊂A. Zato je x∈ Int(A).

(2)(=⇒). Ako je d(x, A) = 0, onda za svaki realan broj r > 0 pos-
toji to£ka at iz skupa A takva da je d(x, ar) < r. Zato je za svaki realan
broj r > 0 presjek K(x, r) ∩ A neprazan. Ali onda i svaka okolina od
x ima neprazni presjek sa skupom A pa je to£ka x iz zatvara£a od A.

(2)(⇐=). Ako je x∈Cl(A) onda za svaki realan broj r > 0 okolina
K(x, r) od x sije£e skup A. Zato je d(x, A) < r pa slijedi da je nuºno
d(x, A) = 0. ¤

13. Separabilnost
Za podskup D topolo²kog prostora X kaºemo da je gust u prostoru

X ako je njegov zatvara£ Cl(D) jednak £itavom prostoru X. Dakle, D
je gusti podskup od X ako i samo ako je X = Cl(D).

Iz Teorema 12.5 slijedi ova jednostavna karakterizacija gustih pod-
skupova.

Propozicija 13.1. Podskup D je gust u prostoru X ako i samo
ako ga sije£e svaki neprazni otvoreni skup U u X.

Sada zaklju£ujemo da je skup Q svih racionalnih brojeva gust u
prostoru R svih realnih brojeva (sa standardnom topologijom) jer svaki
otvoreni interval u R sadrºi racionalne brojeve.

Kaºemo da je prostor X separabilan ako sadrºi prebrojiv gust pod-
skup, tj. ako postoji podskup D od X takav da je

• card(D) ≤ ℵ0, i
• Cl(D) = X.

Naprimjer, pravac R je separabilan jer je Q njegov i prebrojiv i
gust podskup. Na sli£an na£in se vidi da je za svaki prirodan broj n
euklidski prostor Rn separabilan. S druge strane, svaki neprebrojivi
skup s diskretnom topologijom nije separabilan.

Teorem 13.1. Metri£ki prostor X je separabilan onda i samo onda
ako ima prebrojivu bazu topologije.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je X separabilan i da je D neki
njegov prebrojivi gusti podskup. Promatrajmo familiju otvorenih ku-
gala

B = {K(x,
1

n
) |x ∈ D i n ∈ N }.

Kako je skup D prebrojiv o£ito je takva i familija B. Tvrdimo da je B
baza topologije prostora X.
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Da bi smo to dokazali, prema jednom od Zadataka iz 2.2., dovoljno
je pokazati da za svaki neprazni otvoreni skup U i svaku njegovu to£ku
x ∈ U postoji £lan V familije B takav da je x ∈ V ⊂ U .

Neka je x to£ka nepraznog otvorenog skupa U u metri£kom pros-
toru (X, d). Kako je svaki otvoreni podskup metri£kog prostora unija
otvorenih kugala, sigurno postoji pozitivan realan broj δ takav da je
K(x, δ) ⊂ U . Odaberimo prirodan broj n takav da je 2

n
< δ. Zatim

iskoristimo pretpostavku da je d gusti podskup od X da bi smo odabrali
to£ku y iz (nepraznog) presjeka D ∩K(x, 1

n
). Traºeni £lan familije B

je V = K(y, 1
n
).

I doista, jer je d(x, y) < 1
n
slijedi da je x ∈ V . Nadalje, ako je z bilo

koja to£ka kugle V onda iz nejednakosti trokuta slijedi

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) <
1

n
+

1

n
=

2

n
< δ

pa je z iz kugle K(x, δ). Zato je x ∈ V ⊂ U .
Obrnuto, pretpostavimo da je B = {Ui | i ∈ N } prebrojiva baza to-

pologije na prostoru X. Za svaki i ∈ N odaberimo to£ku xi iz nepraz-
nog skupa Ui. Onda je skup D = { x1, x2, . . . } o£igledno prebrojiv.
Sada ¢emo pokazati da je D gusti podskup prostora X, tj. da je X
separabilan.

Dovoljno je pokazati da svaki neprazni otvoreni podskup U od X
sadrºi bar jedan element skupa D. To je sigurno to£no jer je U unija
£lanova baze od kojih svaki sadrºi po jednu to£ku iz skupa D. ¤

Zadatak 13.1. Dokaºi da je svaki potpuno ome�en metri£ki prostor
X separabilan.

Rje²enje. Jer je X potpuno ome�en, za svaki prirodan broj n
postoji prirodan broj kn i neprazni podskupovi U(n, 1),. . . , U(n, kn)
od X dijametra manjeg od 1

m
koji prekrivaju X. Iz svakog od skupova

U(n, k) odaberimo to£ku x(n, k) i neka je
D = { x(n, k) |n ∈ N, k = 1, . . . , kn }.

Skup D je prebrojivi podskup od X za koji ¢emo sada pokazati da je
gust u X.

Neka je U bilo koji neprazni otvoreni podskup prostora X i neka je
x ∈ U . Odaberimo prirodan broj n tako da otvorena kugla K(x, 1

n
) leºi

u skupu U . Sada moºemo na¢i prirodan broj k takav da £lan U(n, k)
pokriva£a {U(n, 1), . . . , U(n, kn) } sadrºi to£ku x. Kako je dijametar
od U(n, k) manji od 1

n
slijedi da je d(x, x(n, k)) < 1

n
. Zato je x(n, k)

to£ka skupa D koja leºi u skupu U . ¤

14. Produkt i kvocijent prostora
Neka su (X, U) i (Y, V) topolo²ki prostori. Promatrajmo Kartezijev

produkt X × Y = { (x, y) |x ∈ X, y ∈ Y } skupova X i Y . Taj skup
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ºelimo snabdjeti topologijom koja je odre�ena topologijama U i V . U
tu svrhu de�nirajmo skup

B = U × V = {U × V |U ∈ U , V ∈ V }.
Tvrdimo da je to baza topologije na X × Y .

U

V

X × Y

X

Y

U × V

Slika 42. Tipi£ni element U ×V baze topologije na pro-
duktu X ×Y .

Zaista, B je o£igledno pokriva£ produkta X × Y . S druge strane,
ako su A×B i C ×D dva £lana skupa B onda je njihov presjek

(A×B) ∩ (C×D) = (A ∩ C)×(B ∩D)

tako�er £lan skupa B.
Zaklju£ujemo da baza B odre�uje jedinstvenu topologiju T na pro-

duktu X×Y . Ta se topologija zove topologija (direktnog) produkta, a
skup snadbjeven tom topologijom zove se (direktni) produkt prostora
X Y . Ovu de�niciju lagano moºemo poop¢iti na vi²e, tj. na bilo koji
kona£an broj, faktora, a postoji i slijede¢a generalizacija na beskona£no
mnogo faktora.

Neka je S bilo koji skup i neka je X = { (Xi, Ui) | i ∈ S } familija
nepraznih topolo²kih prostora indeksirana elementima skupa S. Neka
je

P =
∏

X = { f : S →
⋃
i∈S

Xi | f(i) ∈ Xi za svaki i ∈ S }

Kartezijev produkt skupova {Xi }i∈S (tj. skup svih funkcija izbora
zadane familije skupova). Neka je B oznaka za familiju svih produkata∏

i∈S Ui gdje je Ui element topologije Ui za svaki i iz S i postoji kona£an
podskup F od S takav da je Ui = Xi za sve i ∈ S \ F . Dakle, familija
B se sastoji od svih kutija kojima je samo kona£no mnogo bridova
(iz zadanih topologija) prikra£eno. Sada se lagano provjerava da je B
baza topologije T na P koju zovemo topologijom (direktnog) produkta
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topologija {Ui }i∈S. Par (P, T ) nazivamo (direktni) produkt familije
prostora {Xi }i∈S.

Primjer 14.1. Ako su (X, P ) i (Y, q) metri£ki prostori, vidjeli smo
da je produkt X×Y metri£ki prostor u svakoj od induciranih metrika
r1, r2, i r3, gdje je

r1(x, y) = p(x, y) + q(x, y),

r2(x, y) =
√

p(x, y)2 + q(x, y)2,

r3(x, y) = max (p(x, y), q(x, y)).

Njima inducirane topologije podudaraju se s topologijom produkta na
X×Y (kad na X i Y promatramo topologije inducirane metrikama p i
q redom).

Primjer 14.2. Torus S1×S1 je produkt dviju kopija kruºnice. Prim-
jer torusa daje nam zra£nica automobilske gume.

Primjer 14.3. Mnogo op¢enitije, za bilo koji prirodan broj n, pro-
dukt Sn−1×S1 (n− 1)-dimenzionalne sfere Sn−1 i kruºnice S1 naziva
se n-dimenzionalni torus.

Primjer 14.4. Produkt B2×S1 diska B2 i kruºnice S1 je puni (3-
dimenzionalni) torus. Isto tako ¢e, za svaki prirodan broj n, produkt
Bn−1×S1 (n− 1)-dimenzionalnog diska Bn−1 i kruºnice S1 biti puni
n-dimenzionalni torus.

Primjer 14.5. Beskona£an cilindar je produkt R×S1 realnog pravca
R i kruºnice S1. Produkt R×I realnog pravca R i jedini£nog segmenta
I je beskona£na traka.

Neka je R relacija ekvivalencije na topolo²kom prostoru (X, T ).
Dakle, R je podskup produkta X×X koji ima svojstva:

• (re�eksivnosti) (x, x) ∈ R za svaki x ∈ X,
• (simetri£nosti) za sve x, y ∈ X iz (x, y) ∈ R slijedi (y, x) ∈ R,
• (tranzitivnosti) za svaka tri elementa x, y, z ∈ X iz (x, y) ∈ R
i (y, z) ∈ R slijedi (x, z) ∈ R.

Neka je X/R kvocijentni skup skupa X po relaciji ekvivalencije R,
tj. skup {R[x] |x ∈ X } svih (disjunktnih) klasa ekvivalencije R[x]
obzirom na relaciju R, gdje je R[x] = { y ∈ X | (x, y) ∈ R }. Taj skup
prirodno snabdjevamo topologijom na ovaj na£in.

Neka je q : X → X/R kvocijentno preslikavanje tj. preslikavanje
koje svakom elementu pridruºuje njegovu klasu ekvivalencije. Dakle,
za svaki x ∈ X, slika q(x) od x je R[x].

Sada ¢emo podskup V od X/R proglasiti otvorenim ako i samo
ako je njegova praslika q−1(V ) otvoreni podskup prostora X, tj. £lan
topologije T .

Lako se provjeri da smo tako na X/R de�nirali topologiju. Pokaºimo
npr. da je unija otvorenih skupova u X/R opet otvoren skup.
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Neka je {Vi | i ∈ S } familija otvorenih skupova u X/R indeksiranih
£lanovima skupa S. Jer je

q−1(
⋃
i∈S

Vi) =
⋃
i∈S

q−1(Vi)

otvoren u X (kao unija familije {q−1(Vi) | i ∈ S} otvorenih u X sku-
pova), vidimo da je unija

⋃
i∈S Vi otvorena u X/R.

Kvocijentni skup X/R snabdjeven upravo de�niranom topologijom
(tzv. kvocijentnom topologijom) naziva se kvocijentni prostor (pros-
tora X po relaciji R).

Primjer 14.6. Na jedini£nom zatvorenom segmentu I sa standard-
nom topologijom promatrajmo relaciju ekvivalencije R danu sa

R = { (x, x) |x ∈ I } ∪ { (0, 1), (1, 0) }.
Kvocijentni prostor I/R homeomorfan je kruºnici S1. Dakle, identi-
�kacijom rubnih to£aka zatvorenog segmenta dobivamo kruºnicu.

Primjer 14.7. Na jedini£nom zatvorenom disku D2 u ravnini sa
standardnom topologijom promatrajmo relaciju ekvivalencije R danu
sa

R = { (x, x) |x ∈ Int(D2) } ∪ { (x, −x), (−x, x) |x ∈ Bd(D2) }.
Kvocijentni prostor D2/R je projektivna ravnina P 2. Dakle, identi-
�kacijom dijametralno suprotnih rubnih to£aka zatvorenog diska dobije
se projektivnu ravninu.

Primjer 14.8. Na jedini£nom zatvorenom kvadratu I×I u ravnini
sa standardnom topologijom promatrajmo relaciju ekvivalencije R danu
sa

R = { (x, x) |x ∈ (0, 1)×I }∪
{ ((0, y), (1, y)), ((1, y), (0, y)) | y ∈ I }.

Kvocijentni prostor (I×I)/R je cilindar (bez dna i bez poklopca).
Dakle, identi�kacijom odgovaraju£ih to£aka na dvije suprotne stranice
kvadrate dobije se ²uplji cilindar.

S druge strane, ako na tom istom kvadratu de�niramo relaciju ek-
vivalencije

Q = { (x, x) |x ∈ (0, 1)×I }∪
{ ((0, y), (1, 1− y)), ((1, 1− y), (0, y)) | y ∈ I }

onda je kvocijentni prostor (I×I)/Q tzv. Möbiusova traka. Zna£i,
ako dvije jednako orijentirane nasuprotne stranice kvadrata slijepim
dobivam ²uplji cilindar a ako razli£ito orijentirane nasuprotne stranice
kvadrata slijepim dobivam Möbiusovu traku.

Primjer 14.9. Ako u kvadratu I×I horizontalne stranice orijenti-
ramo od lijeva prema desno a vertikalne od dolje prema gore onda nji-
hovim lijepljenjem uz po²tivanje tih orijentacija dobivamo torus S1×S1.
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Primjer 14.10. Ako u kvadratu I×I horizontalne stranice orijen-
tiramo od lijeva prema desno, lijevu vertikalnu od dolje prema gore,
i desnu vertikalnu od gore prema dolje onda njihovim lijepljenjem uz
po²tivanje tih orijentacija dobivamo tzv. Kleinovu bocu. To je neor-
jentabilna ploha (2-mnogostrukost) koja se bez samopresjeka nemoºe
realizirati u 3-dimenzionalnom prostoru.

Primjer 14.11. Ako u trokutu u ravnini s vrhovima u to£kama
(0, 0), (2, 0), i (1,

√
3), horizontalnu stranicu orijentiramo od lijeva

prema desno a kose stranice od dolje prema gore, onda njihovim lije-
pljenjem uz po²tivanje tih orijentacija dobivamo tzv. lakrdija²evu kapu
(Borsukovu ²ubaru - (eng. dunce hat)). To je tako�er neorjentabilna
ploha (2-mnogostrukost) koja se bez samopresjeka nemoºe realizirati u
3-dimenzionalnom prostoru.

15. Aksiomi separacije
Iako osnovni aksiomi topologije (TOP 1) � (TOP 3) imaju mnoge

posljedice bez nekih dodatnih pretpostavki o svojstvima zadane to-
pologije nemoºemo ba² mnogo toga dokazati niti posti¢i. Dakle, sam
pojam topolo²kog prostora je odve¢ op¢enit. Sada ¢emo opisati seriju
takvih pretpostavki o tome kako se u prostoru mogu otvorenim skupo-
vima odvojiti ili separirati dva razli£ita objekta (npr. to£ke i zatvoreni
podskupovi).

Definicija 15.1. Za topolo²ki prostor X kaºemo da zadovoljava
aksiom T0 ili da je T0-prostor ako u njemu za svaki par razli£itih to£aka
a i b bar jedna od njih ima okolinu koja ne sadrºi drugu to£ku.

Definicija 15.2. Za topolo²ki prostor X kaºemo da zadovoljava
aksiom T1 ili da je T1-prostor ako u njemu za svaki par razli£itih to£aka
a i b svaka od tih to£aka ima okolinu koja ne sadrºi drugu to£ku.

X

VU

X

baba
ili

Slika 43. U T0-prostoru bar jedna od bilo koje dvije
razli£ite to£ke ima okolinu koja ne sadrºi drugu.
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XX

U V
a ba b

i

Slika 44. U T1-prostoru uvijek svaka od bilo koje dvije
razli£ite to£ke ima okolinu koja ne sadrºi drugu.

Definicija 15.3. Za topolo²ki prostor X kaºemo da zadovoljava
aksiom T2 ili da je T2-prostor ili da je Hausdor�ov prostor ako u njemu
za svaki par razli£itih to£aka a i b postoji okolina U od a u X i okolina
V od b u X takve da je U ∩ V = ∅.

X

U

Va

b

Slika 45. U T2-prostoru bilo koje dvije razli£ite to£ke
imaju okoline koje se ne sijeku.

Definicija 15.4. Za topolo²ki prostor X kaºemo da zadovoljava
aksiom T3 ili da je T3-prostor ako u njemu za svaki zatvoreni podskup
A i svaku to£ku b izvan A (tj. iz skupa X \ A) postoji okolina U od A
u X i okolina V od b u X takve da je U ∩ V = ∅.

Definicija 15.5. Za topolo²ki prostor X kaºemo da zadovoljava
aksiom T3 1

2
ili da je T3 1

2
-prostor ako u njemu za svaki zatvoreni podskup

A i svaku to£ku b izvan A (tj. iz skupa X \ A) postoji neprekidna
funkcija f : X → R takva da je f(A) = 0 i f(b) = 1.
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X
U

V
A

b

Slika 46. U T3-prostoru zatvoren skup moºemo odvojiti
disjunktnim okolinama od svake to£ke izvan njega.

f

X

R

0

1b

$

Slika 47. U T3 1
2
-prostoru zatvoren skup moºemo odvo-

jiti funkcijski od svake to£ke izvan njega.

Definicija 15.6. Za topolo²ki prostor X kaºemo da zadovoljava
aksiom T4 ili da je T4-prostor ako u njemu za svaki par disjunknih
zatvorenih podskupova A i B postoji okolina U od A u X i okolina V
od B u X takve da je U ∩ V = ∅.

Definicija 15.7. Prostor koji zadovoljava istodobno aksiome T1

i T3 zove se regularni prostor, prostor koji zadovoljava istodobno ak-
siome T1 i T3 1

2
zove se potpuno regularni prostor, a onaj prostor koji

zadovoljava istodobno aksiome T1 i T4 naziva se normalni prostor.
Ako je sa T ozna£ena klasa svih topolo²kih prostora, sa T0 klasa svih

T0-prostora, sa T1 klasa svih T1-prostora, sa H klasa svih Hausdor�ovih
prostora, sa R klasa svih regularnih prostora, sa P klasa svih potpuno
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A V

U
X

B

Slika 48. U T4-prostoru disjunktne zatvorene skupove
moºemo odvojiti disjunktnim otvorenim skupovima.

regularnih prostora, sa N klasa svih normalnih prostora, i sa M klasa
svih metri£kih prostora, onda vrijedi:

Teorem 15.1. Za gore de�nirane klase prostora vrijede inkluzije
M ⊂ N ⊂ P ⊂ R ⊂ H ⊂ T1 ⊂ T0 ⊂ T .

Pri tome je svaka od navedenih inkluzija prava.
Dokaz. Osim prve inkluzije koju ¢emo dokazati, sve druge osim

druge su vrlo jednostavne pa njihove dokaze prepu²tamo £itateljima
za vjeºbu. Druga inkluzija je posljedica Tietzeovog teorema pro²irenja
koji kaºe da je prostor X normalan ako i samo ako za svaki zatvoreni
podskup A od X i svaku neprekidnu funkciju f : A → R postoji nep-
rekidna funkcija g : X → R takva da je g(a) = f(a) za svaki a ∈ A.

Da su sve inkluzije prave pokazano je na vjeºbama protuprimjerima.
¤

Ranije smo (u paragrafu 2.3.) de�nirali T1-prostore kao one u ko-
jima je svaki jedno£lan podskup zatvoren skup. Pokaºimo da je ta
de�nicija ekvivalentna sa na²om sada²njom de�nicijom T1-prostora.

Teorem 15.2. U topolo²kom prostoru X svaki jedno£lan podskup
je zatvoren skup onda i samo onda ako u njemu za svake dvije razli£ite
to£ke a i b postoji okolina od a u X koja ne sadrºi to£ku b.

Dokaz. Neka u prostoru X za svake dvije razli£ite to£ke a i b
postoji okolina od a u X koja ne sadrºi to£ku b i neka je B = { b } jed-
no£lan podskup od X. Za svaku to£ku a iz komplementa X \B sigurno
je a 6= b pa postoji okolina Ua od a u X koja ne sadrºi to£ku b. Neka
je Va = Int(Ua) za svaki a ∈ X \B. Onda vrijedi X \B =

⋃
a∈X\B Va

²to povla£i da je X \B otvoren skup (budu¢i da je unija otvorenih
skupova).
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Ua

X

)= int(Ua
Va

a
b

Slika 49. Ilustracija prve implikacije u Teoremu 15.2.

Obrnuto, pretpostavimo da je u prostoru X svaki jedno£lan pod-
skup zatvoren skup i da su a i b dvije njegove razli£ite to£ke. Onda
je B = { b } zatvoren skup pa je njegov komplement U = X\B okolina
to£ke a koja ne sadrºi to£ku b. ¤

Teorem 15.3. Svaki metri£ki prostor je normalan prostor, tj. vri-
jedi inkluzija M⊂N .

Dokaz. Neka je (X, d) metri£ki prostor. Kako smo vidjeli ranije,
u metri£kom prostoru je svaki jedno£lan podskup uvijek zatvoren skup,
tj. X je T1-prostor, pa prema de�niciji normalnog prostora treba jo²
dokazati da je svaki metri£ki prostor T4-prostor, tj. da se u X svaka
dva disjunktna zatvorena podskupa mogu separirati (razdvojiti) dis-
junktnim otvorenim skupovima.

Neka su F i G disjunktni zatvoreni podskupovi prostora X. Za
svaki element x skupa F de�nirajmo da je dx jednak udaljenosti d(x, G)
to£ke x od podskupa G.

Prvo ¢emo provjeriti da je dx > 0. I doista, kad bi bilo
dx = d(x, G) = 0,

onda bi prema Zadatku 12.2 slijedilo da je x∈Cl(G) = G i zato da je
F ∩G 6= ∅ ²to je protivno pretpostavci. Dakle, za svaki x∈F vrijedi
dx > 0.

Analogno je za svaki y∈G broj dy = d(y, F ) pozitivan.
Za svaki x∈F neka nam Ux bude kratka oznaka za otvorenu kuglu

K(x, dx

2
) i sli£no za svaki y∈G neka nam Uy bude otvorena kugla

K(y, dy

2
). Neka je U =

⋃
x∈F Ux i V =

⋃
y∈G Uy. Primjetimo da su

U i V otvoreni skupovi koji sadrºe F i G redom. Tvrdimo da su oni
i disjunktni pa su upravo to traºeni disjunktni otvoreni skupovi koji
separiraju (razdvajaju) skupove F i G.



68

G\

G[

GF
9\

8[

\

x

Slika 50. Ilustracija odabira okolina U i V u dokazu
Teorema 15.3.
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Slika 51. Ilustracija pretpostavke da se okoline U i V
u dokazu Teorema 15.3 sijeku.

Pretpostavimo, suprotno, tj. da je presjek U ∩ V skupova U i V ne-
prazan i da je z∈U ∩ V . Kako su U i V unije kugala, postoje to£ke x∈F
i y∈G takve da je z∈Ux i z∈Uy. Drugim rije£ima, vrijede nejednakosti
d(x, z) < dx

2
i d(y, z) < dy

2
. Bez umanjenja op¢enitosti, moºemo pret-

postaviti da je dx ≥ dy. Onda iz nejednakosti trokuta dobivamo

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) <
dx

2
+

dy

2
≤

dx = d(x, G) = inf{ d(x, w) |w∈G }
²to je u kontradikciji s na£inom de�nicije broja dx. ¤

Zadatak 15.1. Kaºemo da je neko svojstvo topolo²kog prostora X
nasljedno (ili hereditarno) ako svaki njegov potprostor Y ima to isto
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svojstvo. Na primjer, svojstvo "biti metrizabilan prostor" je nasljedno
svojstvo. Koja od svojstava "biti Ti-prostor" za i = 0, 1, 2, 3, 31

2
, 4

su nasljedna? Da li su regularnost, potpuna regularnost, i normalnost
prostora nasljedna svojstva?

Rje²enje. Za svaku gore navedenu vrijednost indeksa i osim za
i = 4 svojstvo "biti Ti-prostor" je nasljedno. Zato normalnost nije
nasljedna dok su regularnost i potpuna regularnost nasljedne. ¤

16. Konvergencija
16.1. Nizovi i mreºe. Prisjetimo se da nizom u topolo²kom pros-

toru X nazivamo bilo koju funkciju σ : N→ X skupa svih prirodnih
brojeva N u prostor X. Obi£no vrijednost σ(i) za i∈N kratko pi²emo
σi i zovemo i-tim £lanom niza σ. Kadkad se niz σ opisuje rije£ima "niz
σ1, σ2, σ3, . . . " ili ne²to kra¢e "niz (σi)i∈N" ili jo² kra¢e "niz σi". Svi ti
na£ini opisivanja nizova nisu tako kratki i precizni kao ona gdje se na
niz gleda kao na funkciju de�niranu na skupu N.

Za prou£avanje metri£kih prostora nizovi bi bili dostatni ali za
op¢enitije topolo²ke prostore umjesto nizova bolje je koristiti poop¢ene
nizove (ili mreºe) kod kojih domena nije nuºno skup N svih prirodnih
brojeva ve¢ bilo kakav usmjeren skup.

Usmjeren skup je par (D, ≤) koji se sastoji od skupa D i binarne
relacije ≤ ⊂D×D na njemu koja ima slijede¢a svojstva:

• (re�eksivnosti) Za sve x∈D vrijedi x ≤ x.
• (tranzitivnosti) Za sve x, y, z∈D iz x ≤ y i y ≤ z slijedi x ≤ z.
• (usmjerenosti) Za svaka dva elementa x i y iz D postoji tre¢i
element z takav da je istovremeno x ≤ z i y ≤ z.

Kad govorimo o usmjerenim skupovima obi£no ispu²tamo spomenuti
binarnu relaciju ≤ pa kaºemo npr. "Neka je D usmjeren skup." pri
¢emu se dogovaramo da je ta relacija gotovo uvijek ozna£ena standard-
nom oznakom ≤.

Najjednostavniji primjer usmjerenog skupa je skup N svih prirodnih
brojeva (sa standardnom relacijom ure�aja manje ili jednako).

Drugi primjer je skup n(x0, X) svih okolina neke to£ke x0 u topolo²-
kom prostoru X. Pri tome se usmjerenje ≤ de�nira ovako: Za okoline U
i V to£ke x0 u prostoru X je U ≤ V ako i samo ako je V ⊂U . Relacija
≤ ima svojstvo usmjerenosti jer je za U, V ∈n(x0, X) njihov presjek
W = U ∩ V okolina od x0 za koju vrijedi U ≤ W i V ≤ W .

Tre¢i primjer je skup Pok(X) svih pokriva£a topolo²kog prostora X.
Pri tome se usmjerenje ≤ de�nira ovako: Za pokriva£e U i V je U ≤ V
ako i samo ako V pro�njuje U . Relacija ≤ ima svojstvo usmjerenosti
jer za U , V ∈Pok(X) jeW = {U ∩ V |U∈U , V ∈V } pokriva£ od X za
koji vrijedi U ≤ W i V ≤ W .

�etvrti primjer je skup Top(X) svih topologija na skupu X. Pri
tome se usmjerenje ≤ de�nira ovako: Za topologije U i V na X je
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U ≤ V ako i samo ako je topologija V �nija od topologije U . Relacija
≤ ima svojstvo usmjerenosti jer za U , V ∈Top(X) je

W = {U ∩ V |U ∈U , V ∈V }
topologija na X za koju vrijedi U ≤ W i V ≤ W .

Posljednji peti primjer je skup Fin(X) svih kona£nih podskupova
skupa X. Pri tome se usmjerenje ≤ de�nira ovako: Za kona£ne pod-
skupove U i V od X je U ≤ V ako i samo ako je V nadskup od U . Re-
lacija ≤ ima svojstvo usmjerenosti jer za U, V ∈Fin(X) je W = U ∪ V
kona£an podskup od X za koji vrijedi U ≤ W i V ≤ W .

Definicija 16.1. Preslikavanje σ : D → X usmjerenog skupa D u
skup X nazivamo mreºa u skupu X. Za bilo koji d∈D vrijednost σ(d)
kra¢e pi²emo σd i zovemo d-ti £lan mreºe σ.

Iz £injenice da je skup N svih prirodnih brojeva sa standardnim
usmjerenjem ≤ usmjeren skup slijedi da je svaki niz mreºa. Pri tome
obrat o£ito ne vrijedi.

16.2. Konvergencija mreºa i nizova. Topolo²ki prostori su up-
ravo objekti u kojima moºemo osmisliti ideju pribliºavanja ili konver-
gencije £lanova mreºe nekoj to£ki prostora.

Definicija 16.2. Za mreºu σ : D → X u topolo²kom prostoru X
kaºemo da konvergira ako postoji to£ka x0 iz X takva da za svaku
okolinu U od x0 u X postoji dU ∈D takav da je σd ∈U za svaki d ≥ dU .
To£ku x0 nazivamo grani£nom to£kom ili limesom mreºe σ i pi²emo
σ → x0 ili lim σ = x0.

s

dU X

D

+)s(dU

+

dU

U

x0

Slika 52. Ilustracija De�nicije 16.2. Na slici je sa d+
U

ozna£en skup { d∈D : d ≥ dU }.

U slu£aju nizova gornja de�nicija se reducira na slijede¢u ne²to
jednostavniju de�niciju.
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Definicija 16.3. Neka je (X, T ) bilo koji topolo²ki prostor. Za
niz σ : N→ X u prostoru X kaºemo da konvergira ako postoji to£ka
x0 iz X takva da za svaku okolinu U od x0 u X postoji iU ∈D takav
da je σi ∈U za svaki i ≥ iU .

Kako svaka okolina U to£ke x0 sadrºi neku okolinu iz baze okolina
b(x0) to£ke x0, dovoljno je gornji uvjet provjeriti za sve okoline iz neke
baze okolina limesa. Jer u metri£kom prostoru otvorene kugle pozi-
tivnog radijusa tvore bazu okolina, za slu£aj niza u metri£kim pros-
torima imamo ovakvu jo² jednostavniju de�niciju.

Definicija 16.4. Neka je (X, d) metri£ki prostor. Za niz σ : N→ X
u prostoru X kaºemo da konvergira prema to£ki x0 iz X ako za svaki
ε > 0 postoji iε ∈N takav da je d(σi, x0) < ε za svaki i ≥ iε.

I na kraju, za nizove realnih brojeva iz gornjih de�nicija specijali-
zacijom dobivamo jo² jednostavniju slijede¢u de�niciju.

Definicija 16.5. Niz σ : N→ R realnih brojeva konvergira prema
broju x0 ∈ R ako za svaki ε > 0 postoji iε ∈N takav da je |σi − x0| < ε
za svaki i ≥ iε.

bilo koja okolina limesa x0 R realni brojevi

svaki j > i ide u okolinu

j i+1 i=ie i-1
N prirodni brojevi

x0x0-e +e s2si-1si
si+1 sj

4 3

x0 s1

12

Slika 53. Ilustracija De�nicije 16.5.

Teorem 16.1. U metri£kom prostoru (X, d) svaki je konvergentan
niz σ ome�en.

Dokaz. Neka je x0 limes niza σ. Onda postoji prirodan broj i
takav da je d(σj, x0) < 1 za svaki j > i. Dakle, skup S = {σj | j > i }
je ome�en (jer ima dijametar najvi²e 2). Tada je skup

σ(N) = {σ1, . . . , σi } ∪ S

tako�er ome�en kao unija dva ome�ena skupa. ¤
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X prostor

, 1)K(x0

svaki j > i ide u kuglu

j i+1

N
i

prirodni brojevi

brojevi manji od i

4

kugla

3 12

limes x0
si

sj
s1

s4

s3

s2

Slika 54. Ilustracija dokaza Teorema 16.1.

Prisjetimo se da je lim 1
n

= 0 i lim n
n+1

= 1. Tako�er, za svaki realan
broj a vrijedi

lim an =





0, ako je |a| < 1,

ne postoji, ako je |a| > 1,

1, ako je a = 1,

ne postoji, ako je a = −1.

Teorem 16.2. Topolo²ki prostor X je Hausdor�ov onda i samo
onda ako u njemu svaka mreºa ima najvi²e jednu to£ku tog prostora
kao grani£nu to£ku.

s

X

D

s(d)
V

s(d)

y

Ux

d

d2

d1

Slika 55. Ilustracija prve implikacije u dokazu Teorema 16.2.

Dokaz. Neka je σ : D → X mreºa u Hausdor�ovom prostoru X i
pretpostavimo da ona ima dvije razli£ite to£ke x i y iz X kao grani£ne
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to£ke. Dakle, σ → x i σ → y. Jer je prostor X Hausdor�ov, postoje
disjunktni otvoreni skupovi U i V takvi da je x∈U i y ∈V . Zbog
σ → x moºemo na¢i dx iz D takav da je σd ∈U za svaki d ≥ dx. Sli£no,
zbog σ → y moºemo na¢i dy iz D takav da je σd ∈V za svaki d ≥ dy.
Sada iskoristimo svojstvo usmjerenosti skupa D da odaberemo element
d takav da je istovremeno d ≥ dx i d ≥ dy. To£ka σd leºala bi tada u
presjeku skupova U i V ²to je nemogu¢e jer su oni disjunktni. Zato
mreºa σ moºe imati najvi²e jedan limes.

Obrnuto, pretpostavimo da je X prostor u kojem svaka mreºa ima
najvi²e jednu grani£nu to£ku i da X nije Hausdor�ov prostor. Ova
druga pretpostavka povla£i postojanje u X dviju razli£itih to£aka x i y
takvih da za svaku okolinu U od x u X i svaku okolinu V od y u X u
presjeku U ∩ V postoji (bar jedna) to£ka z(U, V ). Skup D = n(x)×n(y)
(Kartezijev produkt skupa svih okolina to£ke x u X sa skupom svih
okolina to£ke y u X) postaje usmjeren skup ako na njemu de�ni-
ramo usmjerenje ≥ na slijede¢i na£in: Za (U, V ) i (P, Q) iz D je
(U, V ) ≥ (P, Q) ako i samo ako je U ⊂P i V ⊂Q. Sada moºemo
de�nirati mreºu σ : D → X pravilom σ((U, V )) = z(U, V ) za svaki ele-
ment (U, V ) skupa D. Lagano se moºe provjeriti da σ → x i σ → y (tj.
da su x i y grani£ne to£ke mreºe σ) ²to se protivi na²oj pretpostavci
o prostoru X (da u njemu svaka mreºa ima najvi²e jednu grani£nu
to£ku). ¤

Korolar 16.1. U metri£kom prostoru svaki niz ima najvi²e jedan
limes.

Dokaz. Ranije smo pokazali da su metri£ki prostori Hausdor�ovi
pa moºemo primjeniti prethodni teorem. ¤

Zadatak 16.1. Neka su α i β nizovi realnih brojeva takvih da
α → α0 i β → β0 za neke α0 i β0 iz R. Neka je λ∈R. Onda je

• lim(α + β) = α0 + β0,
• lim(λα) = λα0,
• lim(α β) = α0 β0,

gdje su nizovi α + β, λα, i α β de�nirani ovako:
(α + β)(n) = α(n) + β(n),

(λα)(n) = λ · α(n),

(α β)(n) = α(n) · β(n),

za svaki n∈N.
Rje²enje. Jer α → α0 i β → β0, za svaki ε > 0 postoji iε ∈N takav

da je |αi − α0| < ε
2
i |βi − β0| < ε

2
za svaki i ≥ iε. Za sve takve indekse

i onda po nejednakosti trokuta vrijedi
|(α + β)i − α0 − β0| < |αi − α0|+ |βi − β0| < ε.
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Zato α + β → α0 + β0. Preostale dvije tvrdnje se dokazuju analogno.
¤

Zadatak 16.2. Pretpostavimo da je σ : D → X mreºa u prostoru
X koji je direktni produkt Y×Z prostora Y i Z. Neka su p : X → Y
i q : X → Z projekcije. Neka je x∈X. Onda σ → x ako i samo ako
p ◦ σ → p(x) i q ◦ σ → q(x).

Rje²enje. Pretpostavimo prvo da σ → x i da je U okolina to£ke
p(x) u prostoru Y . Jer σ → x i produkt U×Z je okolina to£ke x u
prostoru X postoji dU ∈D takav da je σd ∈U×Z za svaki d ≥ dU .
O£igledno je onda (p ◦ σ)d ∈U za svaki d ≥ dU . Zato p ◦ σ → p(x).
Sli£no se dokazuje da q ◦ σ → q(x).

Obrnuto, pretpostavimo da p ◦ σ → p(x) i q ◦ σ → q(x) i da je U
okolina to£ke x u prostoru X. Jer je X direktni produkt prostora Y i Z
postoje okolina V to£ke p(x) u Y i okolina W to£ke q(x) u Z takve da
je V×W ⊂U . Sada iskoristimo p ◦ σ → p(x) i q ◦ σ → q(x) da na�emo
dU ∈D takav da je (p ◦ σ)d ∈V i (q ◦ σ)d ∈W za svaki d ≥ dU . Za sve
takve indekse o£igledno vrijedi σd = ((p ◦ σ)d, (q ◦ σ)d)∈V×W ⊂U. Iz
toga slijedi da σ → x. ¤

16.3. Zatvorenje i konvergencija.
Teorem 16.3. To£ka x0 topolo²kog prostora X pripada zatvara£u

Cl(A) njegovog nepraznog podskupa A onda i samo onda ako postoji
mreºa σ : D → A u A koja u X konvergira prema to£ki x0.

Dokaz. Pretpostavimo da to£ka x0 pripada zatvara£u Cl(A) od A.
Onda svaka okolina U od x0 u X sije£e skup A. Neka je xU ∈U ∩ A.
Neka je D = n(x0, X). Znamo da je D usmjeren skup ako za okoline
U, V ∈D stavimo U ≥ V ako i samo ako je U ⊂V . De�nirajmo mreºu
σ : D → X pravilom σ(U) = xU za svaki U ∈D. Onda je σ mreºa u
skupu A koja konvergira u X prema x0 jer za bilo koju okolinu U ∈D
za sve V ≥ U vrijedi σV = xV ∈V ∩ A ⊂U ∩ A⊂U.

Obrnuto, neka je σ : D → A mreºa u skupu koja u X konvergira
prema to£ki x0 ∈X. Kad x0 ne bi pripadala zatvara£u Cl(A) od A onda
bi skup U = X\Cl(A) bio okolina od x0 u X (budu¢i da je otvoren
skup koji sadrºi to£ku x0). Zbog σ → x0 tada bi postojao element
d∈D takav da je σd ∈U ∩ A ²to je nemogu¢e jer su skupovi A i U
disjunktni. ¤

Za metri£ke prostore implikaciju =⇒ prethodnog teorema moºemo
dokazati u snaºnijem obliku da umjesto mreºa stavimo nizove.

Teorem 16.4. Ako je x0 neka to£ka koja leºi u zatvara£u Cl(A)
podskupa A metri£kog prostora X, onda postoji niz σ : N→ A takav da
σ → x0.
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Dokaz. Za svaki prirodan broj n∈N, u presjeku kugle K(x0,
1
n
) i

skupa A moºemo na¢i neku to£ku an. Traºeni niz je de�niran pravilom
σ(n) = an za svaki n∈N.

Da bi smo provjerili da σ → x0 u X, neka je U okolina od x0 u X.
Odaberimo ε > 0 takav da je K(x0, ε)⊂U . Zatim odaberimo m∈N
takav da je 1

m
< ε. Za svaki n ≥ m sigurno vrijedi

σn = an ∈K(x0,
1

n
)⊂K(x0,

1

m
)⊂K(x0, ε)⊂U.

¤

Korolar 16.2. Podskup A metri£kog prostora X je zatvoren ako
i samo ako je grani£na to£ka svakog konvergentnog u X niza u A
sadrºana u podskupu A.

Dokaz. Sjetimo se da je podskup zatvoren ako i samo ako se po-
dudara sa svojim zatvara£em i primjenimo prethodni teorem. ¤

16.4. Podnizovi i konvergencija. Za funkciju ϕ : N→ N kaºemo
da je strogo uzlazna ako za sve prirodne brojeve m i n iz m < n uvijek
slijedi ϕ(m) < ϕ(n).

Ako je σ : N→ X niz u skupu X onda svaku kompoziciju σ ◦ ϕ
strogo uzlazne funkcije ϕ : N→ N i niza σ zovemo podniz od σ i ozna£a-
vamo σϕ. Dakle, za svaki n∈N je n-ti £lan podniza σϕ je ϕn-ti £lan
niza σ.

Propozicija 16.1. Ako niz σ : N→ X u topolo²kom prostoru X
konvergira prema to£ki x0 ∈X, onda i svaki njegov podniz σϕ konvergira
prema x0.

Dokaz. Neka je U bilo koja okolina to£ke x0 u X. Kako po pret-
postavci σ → x0, postoji iU ∈N takav da je σi ∈U za svaki i ≥ iU .
Jer je ϕ : N→ N strogo uzlazna funkcija, postoji jU ∈N takav da je
ϕ(jU) > iU . Zato za svaki j ≥ ju vrijedi ϕ(j) ≥ ϕ(jU) ≥ iU pa je

σϕ(j) = σ(ϕ(j))∈U.

¤

Za to£ku x0 topolo²kog prostora X kaºemo da je to£ka gomilanja
za mreºu σ : D → X ako za svaku okolinu U od x0 u X i svaki element
d iz skupa D postoji e = e(U, d)∈D takav da je e ≥ d i σe ∈U .

Dakle, x0 je to£ka gomilanja mreºe ako svaka okolina od x0 sadrºi
£lanove mreºe s po volji velikim indeksima. Naprimjer, brojevi −1
i 1 su to£ke gomilanja niza σ realnih brojeva de�niranog jednako²¢u
σn = (−1)n · n

n+1
za svaki n∈N.

Propozicija 16.2. Ako je x0 grani£na to£ka mreºe σ : D → X u
Hausdor�ovom topolo²kom prostoru X onda je x0 jedina to£ka gomi-
lanja mreºe σ.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da pored to£ke x0 mreºa σ
ima jo² jednu to£ku gomilanja y0. Odaberimo disjunktne otvorene sku-
pove U i V takve da je x0 ∈U i y0 ∈V . Iz na²ih pretpostavki slijedi
postojanje elementa dU ∈D takvog da je σd ∈U za svaki d ≥ dU i ele-
menta e ≥ dU za koji je σe ∈V . To£ka σe morala bi onda biti iz presjeka
skupova U i V ²to je nemogu¢e. ¤

Propozicija 16.3. Svaka to£ka gomilanja x0 podniza σϕ niza σ u
topolo²kom prostoru X je tako�er i to£ka gomilanja niza σ.

Dokaz. Neka su dani okolina U od x0 u X i bilo koji element d od
N. Jer je x0 to£ka gomilanja podniza σϕ postoji e0 = e0(U, d, σϕ)∈N
takav da je e0 > d i σϕ(e0)∈U . Preostaje jo² samo primjetiti da je
e = ϕ(e0) > d jer je funkcija ϕ strogo uzlazna i da je σ(e) = σϕ(e0)∈U .

¤
Umetri£kim prostorima imamo ovakvu karakterizaciju to£aka gomi-

lanja nizova.
Teorem 16.5. To£ka x0 metri£kog prostora X je to£ka gomilanja

niza σ : N→ X u X onda i samo onda ako postoji podniz σϕ toga niza
koji konvergira prema x0.

Dokaz. Pretpostavimo da je x0 to£ka gomilanja niza σ. Mi ¢emo
de�nirati matemati£kom indukcijom strogo uzlaznu funkciju ϕ : N→ N
takvu da ¢e podniz σϕ od σ konvergirati prema to£ki x0.

Jer je x0 to£ka gomilanja niza σ i kugla K(x0, 1) je okolina to£ke
x0, postoji prirodan broj ϕ1 takav da je σ(ϕ1)∈K(x0, 1).

Pretpostavimo da smo na²li prirodne brojeve ϕ1 < ϕ2 < · · · < ϕn

takve da je σ(ϕi)∈K(x0,
1
i
) za svaki i = 1, 2, . . . , n.

Kako je x0 to£ka gomilanja niza σ za okolinu K(x0,
1

n+1
) od x0

u X i prirodan broj ϕn postoji prirodan broj ϕn+1 > ϕn takav da je
σ(ϕn+1)∈K(x0,

1
n+1

).
Dakle, tako smo matemati£kom indukcijom de�nirali strogo uzlaznu

funkciju ϕ : N→ N sa svojstvom da je σ(ϕn)∈K(x0,
1
n
) za svaki n∈N.

Sada je o£igledno da podniz σϕ od σ konvergira prema to£ki x0.
Obrnuto, pretpostavimo da podniz σϕ od σ konvergira prema to£ki

x0 iz X. Da bi smo provjerili da je x0 to£ka gomilanja niza σ proma-
trajmo bilo koju okolinu U od x0 u X i bilo koji prirodan broj n.

Jer σϕ → x0, postoji k ∈N takav da je σ(ϕi)∈U za svaki i ≥ k.
Kako je funkcija ϕ strogo uzlazna, sigurno postoji i ≥ k takav da je
ϕi > n. Kako je σ(ϕi)∈U i ϕi > n na²a tvrdnja je dokazana. ¤

Teorem 16.6. Skup TG(σ) svih to£aka gomilanja mreºe σ : D → X
u topolo²kom prostoru X je zatvoren podskup od X.

Dokaz. Neka je y0 to£ka iz zatvara£a Cl(TG(σ)) skupa TG(σ).
Ako uspijemo pokazati da je y0 ∈TG(σ) onda ¢e slijediti da je skup
TG(σ) zatvoren budu¢i da se podudara sa svojim zatvara£em.
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Promatrajmo bilo koju okolinu U od y0 u X i bilo koji element d iz
usmjerenog skupa D. Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti
da je skup U otvoren. Jer je y0 iz Cl(TG(σ)), okolina U od y0 sije£e
skup TG(σ). Neka je x0 ∈TG(σ) ∩ U . Jer je U okolina to£ke x0 i jer
je x0 to£ka gomilanja mreºe σ, postoji e > d takav da je σe ∈U . Zato
je y0 to£ka gomilanja mreºe σ. ¤

Slijede¢i teorem je poznat pod imenom Bolzano-Weierstrassov teo-
rem.

Teorem 16.7. Neka je n bilo koji prirodan broj. Svaki ome�eni niz
σ : N→ Rn ima bar jednu to£ku gomilanja.

Dokaz. Mi ¢emo dokazati gornji teorem samo za slu£aj n = 2. Za
ostale vrijednosti broja n dokaz je sli£an.

Jer je niz σ : N→ R2 ome�en, postoji pozitivan realan broj a takav
da je σ(N)⊂K, gdje je K oznaka za kvadrat [−a, a]×[−a, a]. Neka
su p : K → [−a, a] i q : K → [−a, a] projekcije kvadrata K na seg-
mente £iji je on produkt. Koordinatne osi su horizontalna i vertikalna
os simetrije kvadrata K i dijele ga na £etiri kvadrata K1, K2, K3, i
K4. Za bar jedan od ta £etiri podkvadrata (nazovimo ga K5) pos-
toji beskona£an podskup B1 od N za koji su ispunjena slijede¢a dva
uvjeta: σ(B1)⊂K5 i min(B1) > min(N) = 1. Horizontalna i vertikalna
os simetrije kvadrata K5 dijele ga u £etiri kvadrata K6, K7, K8, i
K9. Za bar jedan od ta £etiri podkvadrata (nazovimo ga K10) postoji
beskona£an podskup B2 od B1 za koji su ispunjena slijede¢a dva uvjeta:
σ(B2)⊂K10 i min(B2) > min(B1). Primjetimo da je K5⊂K10 i dok
kvadrat K5 ima bridove duljine a kvadrat K10 ima bridove duljine a

2
.

Ponovimo li taj postupak beskona£no mnogo puta dobiti ¢emo silazni
niz kvadrata

K ⊃ K5 ⊃ K10 ⊃ · · · ⊃ K5i ⊃ · · · ,

silazni niz njihovih projekcija na horizontalni smjer
[−a, a] ⊃ p(K5) ⊃ p(K10) ⊃ · · · ⊃ p(K5i) ⊃ · · · ,

silazni niz njihovih projekcija na vertikalni smjer
[−a, a] ⊃ q(K5) ⊃ q(K10) ⊃ · · · ⊃ q(K5i) ⊃ · · · ,

i silazni niz beskona£nih skupova
N ⊃ B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bi ⊃ · · · ,

takvih da je σ(Bi)⊂K5i i min(Bi+1) > min(Bi) za svaki i∈N. Pri
tome segmenti p(K5i) i q(K5i) imaju duljine a/2i−1 za svaki i∈N.

Prema Cantorovom svojstvu realnih brojeva dva gornja silazna niza
segmenata £iji dijametri teºe prema nuli odre�uju jednozna£no realne
brojeve x0, y0 ∈ [−a, a] (koji su presjeci svih segmenata u nizu).

Tvrdimo da je z0 = (x0, y0) to£ka gomilanja niza σ. Prema Teo-
remu 16.5 dovoljno je na¢i strogo uzlaznu funkciju ϕ : N→ N takvu da
podniz σϕ od σ konvergira prema to£ki z0.
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Traºena funkcija je de�nirana pravilom ϕ(i) = min(Bi) za svaki
i∈N.

Neka je W bilo koja okolina to£ke z0 u R2. Presjek K ∩W je okolina
od z0 u K. Zato postoji prirodan broj i takav da je A×B⊂W , gdje
je

A = (x0 − a

2i
, x0 +

a

2i
) ∩ [−a, a],

B = (y0 − a

2i
, y0 +

a

2i
) ∩ [−a, a].

Za bilo koji prirodan broj j ≥ i je K5j ⊂A×B⊂W i ϕ(j)∈Bj pa je
σ(ϕj)∈K5j ⊂W . Dakle, doista σϕ → z0. ¤

16.5. Nizovi funkcija. Neka je S bilo kakav skup i neka je (M, d)
metri£ki prostor. Neka F = F(S, M) bude oznaka za skup svih funk-
cija f : S → M . Za niz funkcija σ : N→ F kaºemo da u to£ki x0 ∈S
konvergira prema funkciji σ0 : S → M ako niz σi(x0) u M konvergira
prema to£ki σ0(x0).

Kaºemo da niz funkcija σ : N→ F konvergira po to£kama (ili da
konvergira obi£no) prema funkciji σ0 : S → M i pi²emo lim σ = σ0 ako
niz σ konvergira prema funkciji σ0 u svakoj to£ki x∈S. Dakle, mora
vrijediti da za svaki element x∈S i svaki realan broj ε > 0 postoji
prirodan broj i = i(x, ε) takav da je d(σj(x), σ0(x)) < ε za svaki j ≥ i.

Prethodnu de�niciju moºemo sada lagano pro²iriti na slu£aj kon-
vergencije mreºe funkcija iz skupa S u topolo²ki prostor X. Dakle,
mreºa funkcija σ : D → F(S, X) konvergira po to£kama prema funkciji
σ0 : S → X ako vrijedi da za svaki element x∈S i svaku okolinu U od
σ0(x) u X postoji element d = d(x, U) iz usmjerenog skupa D takav
da je σe(x)∈U za svaki e ≥ d.

Slijede¢u snaºniju vrstu konvergencije dobivamo za slu£aj metri£kih
prostora ako zahtijevamo da indeks i u gornjoj de�niciji ne ovisi od
elementa x∈S ve¢ samo od odabranog broja ε > 0. Pri tome posljedna
nejednakost mora vrijediti za sve elemente skupa S.

Kaºemo da niz funkcija σ : N→ F konvergira uniformno (ili da
konvergira jednoliko) prema funkciji σ0 : S → M i pi²emo lim σ

u
= σ0

ako za svaki realan broj ε > 0 postoji prirodan broj i = i(ε) takav da
je d(σj(x), σ0(x)) < ε za svaki j ≥ i i za svaki element x∈S.

O£igledno je da uniformna konvergencija povla£i obi£nu konvergen-
ciju. Slijede¢i klasi£ni primjer pokazuje da obrat op¢enito nije istinit.

Primjer 16.1. Za svaki prirodan broj i promatrajmo funkciju

fi : [0, 1] → R

de�niranu pravilom f(t) = ti za svaki t∈ [0, 1]. Neka je funkcija

f0 : [0, 1] → R
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dana sa

f0(t) =

{
0, ako je t 6= 1,

1, ako je t = 1.

Jer za svaki t∈ [0, 1) geometrijski niz potencija { ti } konvergira prema
0 i jer je niz { 1i } konstantan i konvergira prema 1, vidimo da niz funk-
cija { fi } konvergira po to£kama prema funkciji f0. Ali taj niz funkcija
ne konvergira uniformno prema f0 jer za ε = 1

2
ne postoji prirodan broj

i = i(ε) takav da je

|fj(t)− f0(t)| = |tj − 0| = tj <
1

2

za svaki j ≥ i i za svaki t∈ [0, 1]. I doista, za t = 1− 1
2j

imamo

tj = (1− 1

2j
)j

²to je > 1
2
za dovoljno velike prirodne brojeve j jer je

lim
j→∞

[(1− 1

2j
)j − 1

2
] = e−

1
2 − 1

2
> 0.

Za skup S i metri£ki prostor (M, d) ozna£imo sa B = B(S, M) skup
svih ome�enih funkcija f : S → M . Na skupu B de�niramo metriku d∞
pravilom

d∞(f, g) = sup{ d(f(x), g(x)) |x∈S },
za f, g ∈B. Dakle, par (B, d∞) je metri£ki prostor. Slijede¢i teorem
pokazuje da je za nizove ome�enih funkcija uniformna konvergencija
ekvivalentna konvergenciji u odnosu na metriku d∞. Zato se katkada
ta metrika naziva metrikom uniformne konvergencije.

Teorem 16.8. Niz ome�enih funkcija σ : N→ B(S, M) konvergira
uniformno prema funkciji σ0 ∈B(S, M) onda i samo onda ako je

lim
i→∞

d∞(σi, σ0) = 0,

(tj. onda i samo onda ako niz funkcija {σi } konvergira u metri£kom
prostoru (B(S, M), d∞) prema funkciji σ0).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da niz σ uniformno konvergira prema
funkciji σ0. Onda po de�niciji za svaki realan broj ε > 0 moºemo na¢i
prirodan broj i = i(ε) takav da je d(σj(x), σ0(x)) < ε

2
za svaki j ≥ i i

svaki x∈S. No, tada je
d∞(σj, σ0) = sup{ d(σj(x), σ0(x)) |x∈S } < ε

za svaki j ≥ i. Zato niz σ konvergira prema funkciji σ0 u metrici d∞.
Obrnuto, pretpostavimo da niz σ konvergira prema funkciji σ0 u

metrici d∞. Onda za bilo koji realan broj ε > 0 postoji prirodan broj
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i = i(ε) takav da je d∞(σj, σ0) = sup{ d(σj(x), σ0(x)) |x∈S } < ε za
svaki j ≥ i. Ali, tada za svaki j ≥ i i svaki x∈S vrijedi

d(σj(x), σ0(x)) < ε

pa niz σ uniformno konvergira prema funkciji σ0. ¤

16.6. Cauchyjevi nizovi.
Definicija 16.6. Za niz σ u metri£kom prostoru (M, d) kaºemo

da je Cauchyjev niz ili kra¢e da je C-niz ako za bilo koji realan broj
ε > 0 postoji prirodan broj i = i(ε) takav da je d(σm, σn) < ε za sve
prirodne brojeve m, n ≥ i.

Teorem 16.9. Neka je (M, d) metri£ki prostor. Svaki konvergen-
tan niz σ u M je Cauchyjev niz.

Dokaz. Ako niz σ konvergira, onda postoji to£ka x0 ∈M takva
da σ → x0. Za bilo koji realan broj ε > 0 moºemo na¢i prirodan broj
i = i(ε) takav da je d(σj, x0) < ε

2
za svaki j ≥. Sada za sve prirodne

brojeve m, n ≥ i uz pomo¢ nejednakosti trokuta imamo
d(σm, σn) ≤ d(σm, x0) + d(σn, x0) <

ε

2
+

ε

2
= ε,

pa je niz σ doista Cauchyjev niz. ¤
Obrat prethodnog teorema ne vrijedi op¢enito tj. Cauchyjev niz ne

mora biti konvergentan.
Primjer 16.2. U metri£kom prostoru R+ = { x∈R | x > 0 } (pot-

prostoru metri£kog prostora svih realnih brojeva s metrikom induci-
ranom funkcijom apsolutne vrijednosti) promatrajmo niz σ : N→ R+

de�niran pravilom σ(i) = 1
i
za svaki i∈N. Niz σ je Cauchyjev jer ako

je ε bilo koji pozitivan realan broj i ako je i = i(ε) prirodan broj takav
da je 1

i
< ε onda za sve prirodne brojeve m, n ≥ i vrijedi

|σm − σn| = | 1
m
− 1

n
| < 1

min{m, n } ≤
1

i
< ε.

Ali niz σ nije konvergentan jer on moºe konvergirati jedino prema broju
0 koji nije element prostora R+.

Teorem 16.10. Neka je (M, d) metri£ki prostor. Pretpostavimo da
je σ Cauchyjev niz u M . Ako neki podniz σϕ od σ konvergira prema
to£ki x0 ∈M , onda σ → x0.

Dokaz. Neka je ε > 0 odabran po volji. Kako je po pretpostavci
niz σ Cauchyjev niz, postoji prirodan broj i = i(ε) takav da je udalje-
nost d(σm, σn) < ε

2
za sve m, n ≥ i. Sada ¢emo iskoristiti pretpostavku

da podniz σϕ konvergira prema to£ki x0 da bi smo odabrali prirodan
broj u takav da je ϕu > i i d(σ(ϕv), x0) < ε

2
za sve v ≥ u. Dakle, ako

je j ≥ i onda imamo
d(σj, x0) ≤ d(σj, σ(ϕu)) + d(σ(ϕu), x0) <

ε

2
+

ε

2
= ε.
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Zato je σ Cauchyjev niz u metri£kom prostoru M . ¤
Teorem 16.11. Svaki Cauchyjev niz σ u metri£kom prostoru (M, d)

je ome�en.
Dokaz. Jer je σ Cauchyjev niz, postoji prirodan broj i sa svoj-

stvom da za sve m, n ≥ i vrijedi d(σm, σn) < 1 (primjena de�nicije
za slu£aj ε = 1). Slijedi da je skup σ(N) jednak uniji A ∪B, gdje je
A = {σ1, σ2, . . . , σi } i B = K(σi, 1) (kugla sa sredi²tem u to£ki σi i
radijusa 1). Skupovi A i B su o£ito ome�eni pa je zato i skup σ(N)
tako�er ome�en budu¢i da je unija dva ome�ena skupa. ¤

Teorem 16.12. Neka je n bilo koji prirodan broj. U Euklidskom
n-dimenzionalnom prostoru Rn svaki Cauchyjev niz σ je konvergentan.

Dokaz. Prema Teoremu 16.11 niz σ je ome�en pa prema Bolzano-
Weierstrassovom Teoremu 16.7 postoje to£ka x0 ∈Rn i podniz σϕ od
σ takvi da σϕ → x0. Ali onda prema Teoremu 16.10 slijedi da niz σ
konvergira prema to£ki x0. ¤

16.7. Potpun metri£ki prostor. Kaºemo da je metri£ki prostor
X potpun ako u njemu svaki Cauchyjev niz konvergira, tj. ako za svaki
Cauchyjev niz σ u prostoru X postoji to£ka x0 ∈X takva da σ → x0.

Potpuni unitarni linearni prostor kra¢e zovemo Hilbertov prostor
dok potpuni unitarni linearni prostor kra¢e zovemo Banachov prostor.
Prema Teoremu 16.12 slijedi da je za svaki prirodan broj n Euklid-
ski prostor Rn osnovni primjer kako Hilbertovog tako i Banachovog
prostora. Beskona£no dimenzionalni analogon tog primjera je prostor
`2 svih kvadratno sumabilnih nizova realnih brojeva s unutra²njim (ili
skalarnim) produktom 〈σ, τ〉 =

∑∞
i=1 σi · τi za sve

σ, τ ∈ `2 = { ν : N→ R |
∞∑
i=1

ν2
i < ∞}.

Teorem 16.13. Svaki zatvoreni podskup Y potpunog metri£kog pros-
tora X je i sam potpuni metri£ki prostor.

Dokaz. Neka je σ Cauchyjev niz u potprostoru Y i neka je j : Y→X
inkluzija. Niz j ◦σ je Cauchyjev niz u prostoru X pa zbog toga ²to je
X potpun postoji x0 ∈X takav da j ◦σ→x0. Dakle, σ je niz u Y koji
u X konvergira prema to£ki x0 pa je x0 ∈Cl(Y ). Jer je Y zatvoren u
X mora biti x0 ∈Y . Zato σ→x0 u prostoru Y pa je Y potpun. ¤

Iz Teorema 16.12 i iz prethodnog teorema slijedi da su svi zatvoreni
potprostori bilo kojeg Euklidskog prostora Rn i Hilbertovog prostora
`2 potpuni metri£ki prostori.

Djelomi£ni obrat Teorema 16.13 ostvaren je u slijede¢em teoremu.
Teorem 16.14. Neka je Y potprostor metri£kog prostora X. Ako

je Y potpun metri£ki prostor onda je Y zatvoreni podskup X.
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Dokaz. Dovoljno je pokazati da je Cl(Y )⊂Y jer ¢e tada vrijediti
Cl(Y ) = Y pa ¢e Y biti zatvoren podskup od X.

Neka je x0 ∈Cl(Y ). Prema Teoremu 16.2 postoji niz σ : N→Y
takav da σ→x0 u prostoru X. Iz Teorema 16.9 slijedi da je niz σ
Cauchyjev niz u prostoru Y . Pretpostavka da je Y potpun ima za
posljedicu postojanje to£ke y0 ∈Y takve da σ→ y0 u Y . Prema tome
σ je niz u metri£kom prostoru X koji istovremeno konvergira prema
to£kama x0 i y0. Dakle, iz Teorema 16.2 sada dobivamo x0 = y0 pa
slijedi da je x0 ∈Y . ¤

Jedna ugodna posljedica prethodnog teorema je da skup Q svih
racionalnih brojeva nije potpun metri£ki prostor jer o£ito nije zatvo-
ren podskup skupa R svih realnih brojeva. Naravno da to moºemo
dokazati i direktno tako da primjetimo da je niz (1 + 1

n
)n Cauchyjev

niz racionalnih brojeva koji ne konvergira prema niti jednom racional-
nom broju ve¢ konvergira prema iracionalnom broju e � bazi prirodnih
logaritama.

Zadatak 16.3. Neka je B(S) oznaka za normirani linearni pros-
tor svih ome�enih realnih funkcija na skupu S gdje je tzv. norma
supremuma ‖ ‖∞ dana pravilom ‖f‖∞ = sup{ f(x) | x∈S } za svaku
ome�enu funkciju f : S→R. Pokaºi da je svaki Cauchyjev niz σ u
B(S) konvergentan tj. da je B(S) primjer Banachovog prostora (koji
op¢enito nije Hilbertov prostor).

Rje²enje. Za svaki element x∈S niz σn(x) je Cauchyjev niz real-
nih brojeva. Budu¢i da je skup R svih realnih brojeva potpun prema
Teoremu 16.12, moºemo na¢i σ0(x)∈R takav da σn(x)→σ0. Na taj
na£in de�nirali smo funkciju σ0 : S→R. Sada se lagano pokaºe da je
funkcija σ0 ome�ena i da σ→ σ0. ¤

Definicija 16.7. Neka je (X, d) metri£ki prostor. Za par ((Y, %), h)
koji se sastoji od potpunog metri£kog (Y, %) i izometrije h : X→Y
kaºemo da je upotpunjenje prostora X ako je h(X) gust u prostoru Y .

U gornjoj de�niciji pretpostavka da je funkcija h izometrija zna£i da
za svake dvije to£ke x, y ∈X vrijedi d(x, y) = %(h(x), h(y)). Primje-
timo da su izometrije nuºno injektivna preslikavanja jer za h(x) = h(y)
odmah slijedi d(x, y) = 0 ili x = y.

Najjednostavniji primjer upotpunjenja je prostor R svih realnih bro-
jeva koji upotpunjuje prostorQ svih racionalnih brojeva. U tom slu£aju
je izometrija h inkluzija od Q u R.

Teorem 16.15. Za svaki metri£ki prostor (X, d) postoji njegovo
upotpunjenje ((Y, %), h). Svaka takva dva upotpunjenja ((Y, %), h) i
((Z, ϑ), k) od X su izomorfna u smislu da postoji izometrija f prostora
Y na prostor Z takva da je f ◦h = k.

5
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Dokaz. Dokaz ovog teorema je tehni£ki sloºen jer se moraju pro-
vjeravati mnoge tvrdnje. Kako je provjera svake od tih tvrdnji ipak
dosta lagana njih ¢emo prepustiti £itateljima.

Neka nam CN(X) bude oznaka za skup svih Cauchyjevih nizova
u prostoru X. Na skupu CN(X) de�niramo binarnu relaciju ∼ tako
da za Cauchyjeve nizove σ, τ : N→X stavimo σ ∼ τ ako i samo ako
za svaki realan broj ε > 0 moºemo na¢i prirodan broj i takav da je
d(σj, τj) < ε za sve j ≥ i.

Tvrdnja 1. Binarna relacija ∼ je relacija ekvivalencije na skupu
CN(X) svih Cauchyjevih nizova u prostoru X, tj. za sve α, β, i γ
iz CN(X) vrijede svojstva re�eksivnosti (α ∼ α), simetri£nosti (α ∼ β
povla£i β ∼ α), i tranzitivnosti (α ∼ β i β ∼ γ zajedno povla£e α ∼ γ).

Neka nam Y bude kratka oznaka za kvocijentni skup CN(X)/ ∼.
Dakle, to£ke skupa Y su klase ekvivalencije [σ] Cauchyjevih nizova u
prostoru X gdje je [σ] = { τ ∈CN(X) | τ ∼ σ }.

De�nirajmo sada funkciju % : Y ×Y →R na slijede¢i na£in: Za
klase ekvivalencije [σ] i [τ ] Cauchyjevih nizova σ i τ stavimo

%([σ], [τ ]) = sup{ d(σi, τi) | i∈N }.

Tvrdnja 2. De�nicija funkcije % je korektna tj. ne ovisi od izbora
reprezentanata σ i τ klasa ekvivalencije [σ] i [τ ].

Tvrdnja 3. Funkcija % je metrika na skupu Y .
Tvrdnja 4. Metri£ki prostor (Y, %) je potpun tj. svaki Cauchyjev

niz Ω : N→Y konvergira.
U dokazu Tvrdnje 4 za svaki prirodan broj i neka je Ωi = [σ〈i〉] za

neki σ〈i〉 ∈CN(X). De�nirajmo niz δ : N→X pravilom δ(i) = σ〈i〉(i)
za svaki i∈N. Lagano se provjeri da je δ Cauchyjev niz u prostoru X
i da Ω→ [δ].

Da bi smo de�nirali funkciju h : X→Y uvedimo oznaku ω〈x〉 za
konstantni niz kome je vrijednost neka to£ka x∈X. Za svaki element
x od X, neka je h(x) = [ω〈x〉].

Tvrdnja 5. Funkcija h je izometrija metri£kog prostora (X, d) u
metri£ki prostor (Y, %).

Tvrdnja 6. Skup h(X) je gust u prostoru Y .
I doista, ako su [σ]∈Y i realan broj ε > 0 dani onda za dovoljno

velike indekse i vrijedi %([σ], [ω〈σi〉]) < ε.
Jo² preostaje pokazati da su svaka dva upotpunjenja ((Y, %), h) i

((Z, ϑ), k) od (X, d) izomorfni.
Neka je [σ]∈Y . O£igledno je da [h(σi)]→ [σ].
Tvrdnja 7. Niz [k(σi)] je Cauchyjev niz u prostoru (Z, ϑ).
Jer je Z potpun metri£ki prostor postoji z0 ∈Z takav da [k(σi)]→ z0.

Neka je f([σ]) = z0.
Tvrdnja 8. Gornja de�nicija funkcije f : Y →Z je korektna tj. ne

ovisi od izbora reprezentanta σ klase ekvivalencije [σ].
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Tvrdnja 9. Funkcija f : Y →Z je izometrija metri£kog prostora
(Y, %) u metri£ki prostor (Z, ϑ).

Tvrdnja 10. Funkcija f : Y →Z je surjekcija. ¤
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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16.8. Banachov teorem o �ksnoj to£ki. Neka je X bilo koji
skup i neka je f : X→X funkcija. Kaºemo da je x0 ∈X �ksna to£ka
za funkciju f ako vrijedi f(x0) = x0.

Jedan od vaºnijih problema u matematici je saznati da li neka funk-
cija ima �ksnih to£aka i kakva je njihova priroda. Mnogi rezultati o
egzistenciji rje²enja jednadºbi (kako algebarskih tako i diferencijalnih
odnosno parcijalnih diferencijalnih) mogu se formulirati kao pitanja o
postojanju �ksnih to£aka za neke pridruºene funkcije.

Primjer 16.3. Linearna funkcija f : R→R dana sa f(x) = a x + b
za realne brojeve a i b ima to£no jednu �ksnu to£ku x0 = b

1−a
za a 6= 1

dok za a = 1 nema �ksnih to£aka.
Kvadratna funkcija g : R→R dana sa g(x) = a x2 + b x + c za re-

alne brojeve a, b, i c uz a 6= 0 ima to£no dvije, jednu, ili nema �ksnu
to£ku ve¢ prema tome da li je izraz (b− 1)2 − 4 a c pozitivan, jednak
nuli, ili negativan.

5
U topologiji su teoremi o postojanju �ksnih to£aka neprekidnih

funkcija mnogobrojni a jedan od najpoznatijih je slijede¢i Brouwerov
teorem o �ksnoj to£ki za kocke. stranica

sadrºi
5

Sjetimo se da za svaki prirodan broj n (direktni) produkt I × · · ·× I
od n kopija jedini£nog zatvorenog segmenta I = [0, 1] nazivamo n-
dimenzionalna kocka i ozna£avamo kao In. Direktni produkt prebrojivo
beskona£no mnogo kopija od I naziva se Hilbertova kocka i ozna£ava
sa I∞ ili sa Q.

Teorem 16.16. Neka je prostor X homeomorfan bilo Hilbertovoj
kocki Q bilo n-dimenzionalnoj kocki In za neki prirodan broj n. Onda
svaka neprekidna funkcija f : X→X ima (bar jednu) �ksnu to£ku.

Skica dokaza. Pretpostavimo prvo da je X kona£mo dimenzion-
alna kocka. Dokaz tvrdnje postiºemo upotrebom slijede¢eg teorema o
nepostojanju retrakcije kocke X na njezinu granicu ∂X koja se sas-
toji od svih to£aka od X koje nemaju otvorenu okolinu homeomorfnu
prostoru Rn.

Pri tome se retrakcije de�niraju ovako: Neka je A podskup prostora
X. Za neprekidnu funkciju r : X→A kaºemo da je retrakcija (£itavog
prostora X na njegov podskup A) ako su sve to£ke od A (i jedino
one) �ksne to£ke funkcije r. Ako postoji retrakcija prostora na njegov
podskup onda se za podskup kaºe da je retrakt tog prostora.

Teorem 16.17. Ne postoji retrakcija kona£no dimenzionalne kocke
na njezinu granicu.

Premda je prethodni teorem intuitivno o£igledan (zamislimo li gu-
menu opnu razapetu na kruºnici od ºice jasno je da bez rezanja ili
bu²enja ne¢emo mo¢i gumu gurnuti na obru£) njegov strogi dokaz za-
htjeva sloºeni aparat topologije.
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U nekoliko rije£i ideja dokaza je da se svakom prostoru X pridruºi
neki algebarski objekt G(X) (naj£e²¢e grupa, npr. grupa homotopije
πk(X) ili grupa homologije Hk(X) za svaki cijeli broj k) tako da svaka
neprekidna funkcija f : X→Y (£ak i njezina klasa homotopije [f ])
funktorijalno inducira homomor�zam G(f) : G(X)→G(Y ) pridruºenih
grupa. Zatim se pokaºe da je grupa G(In) trivijalna i da je grupa
G(∂In) netrivijalna. Ali, kad bi postojala retrakcija r : In→ ∂In onda
bi netrivijalna grupa G(∂In) morala biti podgrupa trivijalne grupe
G(In) ²to je nemogu¢e.

Dokaºimo sada tvrdnju da svaka neprekidna funkcija f : X→X na
n-dimenzionalnoj kocki X ima �ksnu to£ku. Neka je

Bn = { x∈Rn |x2
1 + · · ·+ x2

n ≤ 1 }.
O£igledno je

∂Bn = Sn−1{ x∈Rn |x2
1 + · · ·+ x2

n = 1 }.
Neka je h : X→Bn homeomor�zam. Neka je g : Bn→Bn kompozicijastranica

sadrºi
5

h ◦ f ◦h−1. Ako pokaºemo da neprekidna funkcija g ima �ksnu to£ku y0

onda je x0 = h−1(y0) �ksna to£ka za funkciju f jer iz g(y0) = y0 slijedi
(h ◦ f ◦h−1)(y0) = y0 odnosno f(h−1(y0)) = h−1(y0) ili f(x0) = x0.

Kad bi g(x) 6= x za svaki x∈Bn onda bi zraka s po£etkom u to£ki
f(x) kroz to£ku x sjekla Sn−1 u nekoj to£ki r(x). Na taj na£in bila
bi de�nirana retrakcija r : Bn→Sn−1 ²to znamo da je nemogu¢e (jer
tvrdnja o nepostojanju retrakcije kocke na njezinu granicu jasno vrijedi
i za punu kuglu Bn koja joj je homeomorfna).

Slu£aj Hilbertove kocke dokazuje se ovako: Neka je f : Q→Q nep-
rekidna funkcija. Za bilo koji prirodan broj n neka je fn : In→ In

neprekidna funkcija de�nirana pravilom fn(x) = pn ◦ f ◦ jn(x) za svaki
x∈ In, gdje je jn : In→Q ulaganje dano sa

jn(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . ),

a pn : Q→ In je projekcija dana sa pn(x1, x2, . . . ) = (x1, . . . , xn).
Znamo da svaka od funkcija fn ima �ksnu to£ku x〈n〉. Sada se

lagano moºe pokazati da to£ke jn(x〈n〉) konvergiraju prema �ksnoj
to£ki funkcije f . ¤

Definicija 16.8. Kaºemo da prostor X ima svojstvo �ksne to£ke
ako svaka neprekidna funkcija f : X→X ima �ksnu to£ku.

U toj terminologiji moºemo prethodni teorem izraziti kratko ovako:
Sve kocke imaju svojstvo �ksne to£ke. Problem odre�ivanja cjelovitog
popisa svih prostora koji imaju svojstvo �ksne to£ke jo² uvijek nije u
cijelosti rije²en iako su poznati mnogobrojni djelomi£ni rezultati.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ideja Banachovog teorema o �ksnoj to£ki je da se za posebne funkcije
(tzv. kontrakcije) moºe na potpunim metri£kim prostorima dokazati
postojanje (jedinstvene) �ksne to£ke. Kontrakcije preslikavaju to£ke
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tako da je udaljenost slika bilo kojeg para to£aka bitno manja od uda-
ljenosti tih to£aka. Formalna de�nicija je slijede¢a:

Definicija 16.9. Neka je (X, d) metri£ki prostor i neka jef : X→X
funkcija. Kaºemo da je f kontrakcija ili stezanje ako postoji realan broj
0 ≤ κ < 1 (koji nazivamo koe�cijentom kontrakcije) takav da je

d(f(x), f(y)) ≤ κ · d(x, y)

za sve x, y ∈X.
Primjer 16.4. Neka su a i b realni brojevi. Linearna funkcija f iz

R u R dana sa f(x) = a x + b za svaki x∈R je kontrakcija onda i samo
onda ako je |a| < 1 (i tada je |a| njen koe�cijent kontrakcije).

Kontrakcije su specijalan slu£aj tzv. Lipscitzovih funkcija koje se
£esto susre¢u u matematici pa £emo ih zato sada de�nirati.

Definicija 16.10. Funkciju F : X→Y izme�u metri£kih prostora
(X, d) i (Y, %) nazivamo Lipscitzovom funkcijom ako vrijedi

%(F (x), F (y)) ≤ M d(X, y)

za neku stalnu konstantu M i za sve x, y ∈X. Najmanja takva kon-
stanta M zove se Lipshitzova konstanta L(F ) od F. Dakle, funkcija F je
kontrakcija onda i samo onda ako je L(F ) < 1 (tj. njezina Lipschitzova
konstanta je strogo manja od 1). Funkcije F za koje je L(F ) = 1 (tj. ko-
jima je Lipschitzova konstanta jednaka 1) nazivaju se neekspanzivnim
funkcijama.

U dokazu Banachovog teorema o �ksnoj to£ki trebati ¢e nam sli-
jede¢a jednostavna lema koja ima kao posljedicu da su sve kontrakcije
uniformno neprekidne funkcije.

Lema 16.1. Svaka Lipschitzova funkcija f : X→Y me�u metri£kim
prostorima (X, d) i (Y, %) je uniformno neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka je κ Lipschitzova konstanta funkcije f . Ako je κ = 0,
onda je f konstantna funkcija i zato trivijalno uniformno neprekidna.
Prema tome, moºemo pretpostaviti da je κ > 0. Neka je ε bilo kakav
pozitivan realan broj. Neka je δ = ε

κ
. Za bilo koji par to£aka x, y ∈X

takav da je d(x, y) < δ vrijedi

d(f(x), f(y)) ≤ κ · d(x, y) < κ · ε

κ
= ε.

¤

Za funkciju f : X→X na skupu X i bilo koji cijeli broj n ≥ 0 de�ni-
ramo indukcijom f0 = idX , f1 = f i fn = f ◦ fn−1 za n > 1. Ako je x
bilo koja to£ka skupa X onda niz { fn(x) }n≥0 nazivamo (pozitivnom)
orbitom to£ke x za funkciju f i ozna£avamo simbolom O+

f (x).
Slijede¢i teorem je prvi dokazao poljski matemati£ar Stefan Banach

a danas je poznat pod imenom Banachov teorem o �ksnoj to£ki.
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Teorem 16.18. Ako je (X, d) potpuni metri£ki prostor onda svaka
kontrakcija f : X→X ima jedinstvenu �ksnu to£ku u. Za bilo koju
to£ku x∈X njena pozitivna orbita O+

f (x) konvergira prema to£ki u.
Pri tome vrijedi ocjena

d(fn(x), u) <
κn

1− κ
d(f(x), x),

gdje je κ koe�cijent kontrakcije za kontrakciju f .

Dokaz. Neka je x bilo koja to£ka prostora X i neka je κ koe�cijent
kontrakcije za kontrakciju f .

Za svaki cijeli broj n ≥ 0 uvedimo oznaku xn = fn(x). Dakle, pozi-
tivna orbita O+

f (x) je niz { xn }n≥0.
Tvrdnja 1. Za svaki cijeli broj i ≥ 0 vrijedi

d(xi, xi+1) ≤ κi d(x0, x1).

Dokaz Tvrdnje 1 provodimo matemati£kom indukcijom. Za i = 0
o£ito vrijedi

d(x0, x1) ≤ κ0 d(x0, x1).

Pretpostavimo da nejednakost vrijedi za i = n tj. da je

d(xn, xn+1) ≤ κn d(x0, x1)

i promatrajmo slu£aj i = n + 1. Imamo

d(xn+1, xn+2) = d(f(xn), f(xn+1)) ≤ κ · d(xn, xn+1) ≤
≤ κ · κn · d(x0, x1) = κn+1 · d(x0, x1)

Dakle, nejednakost vrijedi i za i = n + 1 pa matemati£kom indukcijom
slijedi da ona vrijedi za svaki cijeli broj i ≥ 0.

Tvrdnja 2. Za svaki prirodan broj j vrijedi nejednakost

1 + κ + κ2 + · · · + κj <
1

1− κ
.

I doista, znamo da za svaki j ∈N vrijedi

1− κj+1 = (1− κ)(κj + κj−1 + · · ·+ κ + 1).

Zbog 0 ≤ κ < 1, slijedi 1− κj+1 < 1 pa je

1 + κ + · · ·+ κj <
1

1− κ
.

Jer to vrijedi za svaki prirodan broj j time je Tvrdnja 2 provjerena.
Tvrdnja 3. Niz { xn }n≥0 iteracija pod f to£ke x∈X je Cauchyjev

niz.
Dovoljno je pokazati da za svaki realan broj ε > 0 postoji prirodan

broj i takav da je d(xi, xi+j) < ε za sve cijele brojeve j ≥ 0.
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Neka je zadan realan broj ε > 0. Odaberimo prirodan broj i tako
da je κi

1−κ
d(x0, x1) < ε tj. da je

i >
ln

(
ε (1−κ)
d(x0, x1)

)

ln κ
.

Prema nejednakosti mnogokuta i Tvrdnjama 1 i 2 za svaki prirodan
broj j vrijedi

d(xi, xi+j) ≤ d(xi, xi+1) + d(xi+1, xi+2) + · · ·+ d(xi+j−1, xi+j) ≤
≤ κi · d(x0, x1) + κi+1 · d(x0, x1) + · · ·+ κi+j−1 · d(x0, x1) ≤

≤ κi · d(x0, x1) [1 + κ + · · ·+ κj−1] <
κi

1− κ
d(x0, x1) < ε.

Sada kada znamo da je {xn } Cauchyjev niz moºemo iskoristiti pret-
postavku o potpunosti prostora X i zaklju£iti da postoji to£ka u∈X
kojoj taj niz konvergira.

Tvrdnja 4. To£ka u je �ksna to£ka za funkciju f .
I doista, f(u) = f(lim xn) = lim f(xn) = lim xn+1 = u. Ovdje smo

za jednakost f(lim xn) = lim f(xn) iskoristili Lemu 16.1 (da zaklju£imo
da je f neprekidna) i Teorem 18.4 (o tome da lim i neprekidna funk-
cija mogu izmjeniti mjesta tj. da je slika limesa niza pri neprekidnoj
funkciji jednaka limesu slika £lanova niza). Za jednakost lim xn+1 = u
se koristimo £injenicom da je { xn+1 } podniz od {xn } i da svaki podniz
konvergentnog niza konvergira prema limesu niza.

Tvrdnja 5. To£ka u je jedinstvena �ksna to£ka za funkciju f .
Dovoljno je pokazati da za svaku �ksnu to£ku v od f vrijedi u = v.
Imamo, d(u, v) = d(f(u), f(v)) ≤ κ · d(u, v). Zato je

(1− κ) · d(u, v) ≤ 0.

Jer je κ < 1, vidimo da je 1− κ > 0 i jer je d(u, v) ≥ 0 slijedi da mora
biti d(u, v) = 0 odnosno u = v. ¤

5

17. Primjena Banachovog teorema na
integralne i diferencijalne jednadºbe

stranica
sadrºi

5

Da bi smo mogli primjeniti Banachov teorem o �ksnoj to£ki na
funkciju F : X→X potpunog metri£kog prostora X u sebe moramo
znati da je F kontrakcija u odnosu na neku potpunu metriku d na X.
Ako zadana funkcija F nije kontrakcija u odnosu na metriku d katkada
je ipak mogu¢e na¢i neku drugu potpunu metriku % u odnosu na koju
F postaje kontrakcija.

Primjer 17.1. Neka je F : R2→R2 linearna funkcija ravnine de�ni-
rana pravilom F (x, y) = (8 x

10
+ 8 y

10
, x

10
+ y

10
) za sve to£ke (x, y) ravnine
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R2. Neka su potpune metrike d i % na R2 dane formulama
d((x, y), (u, v)) =

√
(x− u)2 + (y − v)2

i
%((x, y), (u, v)) = |x− u|+ |y − v|,

za sve (x, y), (u, v)∈R2. Onda F nije kontrakcija u odnosu na metriku
d jer je omjer udaljenosti

d(F ((0, 0)), F ((−6, −2))) =

√(
48

10
+

16

10

)2

+

(
6

10
+

2

10

)2

=
4

5

√
65

slika to£aka (0, 0) i (−6, −2) i udaljenosti tih to£aka

d((0, 0), (−6, −2)) =
√

62 + 22 =
4

5

√
125

2

ve¢i od 1. S druge strane, u odnosu na metriku % funkcija F je kon-
trakcija s koe�cijentom kontrakcije 9

10
jer je

%(F ((x, y)), F ((u, v))) ≤ 9

10
%((x, y), (u, v))

za sve (x, y), (u, v)∈R2.stranica
sadrºi
samo

5

Dakle, svaka potpuna metrika d na metri£kom prostoru X odre�uje
klasu K(d) funkcija f : X→X koje su kontrakcije u odnosu na metriku
d. Pri tome je op¢enito K(d) 6= K(%) £ak i ako su (potpune) metrike d
i % uniformno ekvivalentne.

Ako je E Banachov prostor (tj. potpuni normirani linearni prostor),
onda smo norme | | i ‖ ‖ zvali uniformno ekvivalentnima ako moºemo
na¢i pozitivne konstante D i G takve da je D |x| ≤ ‖x‖ ≤ G |x| za
sve vektore x∈E. Sada je jasno da ¢e bilo koja Lipschitzova funk-
cija u odnosu na neku normu biti Lipschitzova funkcija i u odnosu
na svaku njoj uniformno ekvivalentnu normu. Zato je, u Banachovim
prostorima, za pru£avanje Lipschitzove funkcije F : E→E vrlo £esto
korisno na¢i uniformno ekvivalentnu normu u odnosu na koju je funk-
cija F kontrakcija.

Takva razmatranja su najljep²e ilustrirana u slijede¢em dokazu egzis-
tencije rje²enja za Volterrinu integralnu jednadºbu druge vrste.

Teorem 17.1. Neka je T pozitivan realan broj i pretpostavimo da za
neprekidnu funkciju K : [0, T ]× [0, T ]×R→R postoji pozitivan realan
broj L takav da je

|K(t, s, x)−K(t, s, y)| ≤ L |x− y|
za sve t, s∈ [0, T ] i sve x, y ∈R. Onda za svaku neprekidnu funkciju
v : [0, T ]→R integralna jednadºba

u(t) = v(t) +

∫ t

0

K(t, s, u(s)) ds (0 ≤ t ≤ T )
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ima jedinstveno rje²enje u : [0, T ]→R u skupu C([0, T ]) svih neprekid-
nih realnih funkcija na segmentu [0, T ]. Pored toga, odaberemo li bilo
koju funkciju u1 ∈C([0, T ]) i de�niramo li niz funkcija un ∈C([0, T ])
induktivnim pravilom

un+1(t) = v(t) +

∫ T

0

K(t, s, un(s)) ds

za n∈N i t∈ [0, T ] onda niz {un }∞n=1 konvergira uniformno na [0, T ]
prema tom jedinstvenom rje²enju u.

Dokaz. Neka je E = C([0, T ]) Banachov prostor svih neprekidnih
realnih funkcija na segmentu [0, T ] snabdjeven normom

〈h〉 = max {e−L t |h(t)| : 0 ≤ t ≤ T}.
Ta norma je potpuna i uniformno je ekvivalentna sup-normi ‖h‖ jer za
svaki h∈E vrijedi e−L T‖h‖ ≤ 〈h〉 ≤ ‖h‖. stranica

sadrºi
samo

5

De�nirajmo funkciju F : E→E pravilom

F (h)(t) = v(t) +

∫ t

0

K(t, s, h(s)) ds.

Da bi smo dokazali da zadana integralna jednadºba ima rje²enje
dovoljno je dokazati da funkcija F ima �ksnu to£ku. To ¢e slijediti iz
Banachovog teorema o �ksnoj to£ki ako pokaºemo da je F kontrakcija.
Imamo redom

〈F (h)− F (k)〉 ≤ max
0≤ t≤T

e−L t

∫ t

0

|K(t, s, h(s))−K(t, s, k(s))| ds

≤ L max
0≤ t≤T

e−L t

∫ t

0

|h(s)− k(s)| ds

= L max
0≤ t≤T

e−L t

∫ t

0

eL s e−L s|h(s)− k(s)| ds

≤ L 〈h− k〉 max
0≤ t≤T

e−L t

∫ t

0

eL s ds

= L 〈h− k〉 max
0≤ t≤T

e−L t e
L t − 1

L

≤ (1− e−L T ) 〈h− k〉,
za bilo kakve h, k ∈E. Budu¢i da je 1− e−L T < 1, zaklju£ujemo da
je funkcija F kontrakcija pa nam Banachov teorem o �ksnoj to£ki osi-
gurava prije svega postojanje jedinstvene �ksne to£ke u za F a zatim
i tvrdnju da niz iteracija {un }∞n=1 opisan u iskazu teorema uniformno
konvergira u normi 〈·〉 i zato tako�er i u njoj uniformno ekvivalentnoj
sup-normi ‖ · ‖ prema toj �ksnoj to£ki. ¤

Primjetimo da kada bi smo u prethodnom dokazu umjesto norme 〈·〉
koristili njoj uniformno ekvivalentnu sup-normu ‖ · ‖, onda bi funkcija
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F bila kontrakcija jedino ako bi se promatrala kao funkcija prostora
C([0, S]) u sebe gdje je S ≤ min{T, 1

L
}. Dakle, ako je T > 1

L
onda

nam Banachov teorem o �ksnoj to£ki primjenjen na uobi£ajenu sup-
normu osigurava jedinstveno rje²enje samo na nekom podintervalu od
[0, T ] dok smo modi�kacijom norme uspjeli zaklju£iti da jedinstveno
rje²enje postoji na £itavom intervalu [0, T ].stranica

sadrºi
5

Teorem 17.2. Ako za funkciju f : [0, T ]×R→R postoji pozitivan
realan broj L takav da je

|f(s, x)− f(s, y)| ≤ L |x− y|
za sve s∈ [0, T ] i sve x, y ∈R, onda diferencijalna jednadºba s po£etnim
uvjetom

dh

ds
= f(s, h), h(0) = 0,

ima to£no jedno rje²enje h de�nirano na £itavom intervalu [0, T ].

Dokaz. Stavimo li u prethodnom teoremu K(t, s, x) = f(s, x) i
v(t) = 0, Volterrina jednadºba postaje

u(t) =

∫ t

0

f(s, u(s)) ds.

Kako je derivacija odre�enog integrala funkcije po njegovoj promjenji-
voj gornjoj granici jednaka podintegralnoj funkciji jasno je da ¢e svako
rje²enje te integralne jednadºbe biti rje²enje zadane diferencijalne jed-
nadºbe sa danim po£etnim uvjetom. ¤

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

18. Neprekidne funkcije
18.1. De�nicija. Da bi neka funkcija bila neprekidna mora pres-

likavati bliske to£ke domene u bliske to£ke kodomene. Pri tome se u
metri£kim prostorima pojam bliskosti uvodi zahtjevom da udaljenost
to£aka bude neki relativno mali pozitivan realan broj. U op¢enitijim
topolo²kim prostorima nemamo udaljenosti i relnih brojeva ve¢ se blis-
kost mjeri otvorenim skupovima.

Definicija 18.1. Neka su (X, T ) i (Y, S) topolo²ki prostori. Kaºe-
mo da je funkcija f : X→Y neprekidna u to£ki x0 ∈X ako je f−1(V )
okolina od x0 u prostoru X za svaku okolinu V od f(x0) u prostoru Y .
Ako funkcija f nije neprekidna u to£ki x0 onda kaºemo da je prekidna
ili diskontinuirana u to£ki x0. Funkcija f je neprekidna ako je nepre-
kidna u svakoj to£ki svoje domene. Umjesto rije£i "neprekidna funk-
cija" £esto se koristi rije£ "preslikavanje". Iako to nije bitno skra£enje u
engleskom jeziku se koristi "continuous function" za "neprekidna funk-
cija" i mnogo kra£e "map" za "preslikavanje".
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Lagano se provjerava da se uvjet "ako je f−1(V ) okolina od x0

u prostoru X za svaku okolinu V od f(x0) u prostoru Y " iz gornje
de�nicije moºe zamijeniti bilo kojim od slijede¢ih uvjeta:

(1) f je neprekidna u x0 ∈X ⇐⇒ za svaku okolinu V od f(x0) u Y
postoji okolina U od x0 u X takav da je f(U)⊂V .

(2) f je neprekidna u x0 ∈X ⇐⇒ za svaku okolinu V od f(x0) u Y
iz neke baze okolina b(f(x0), Y ) postoji okolina U od x0 u X iz neke
baze okolina b(x0, X) takva da je f(U)⊂V .

Tvrdnja (2) pokazuje da je neprekidnost dovoljno provjeriti samo
za elemente baza okolina to£ke i njene slike. U slu£aju kada su X i Y
metri£ki prostori onda za te baze moºemo uzeti familije

{K(f(x0), ε) | ε > 0 }
{K(x0, δ) | δ > 0 }

svih otvorenih kugli s centrima u f(x0) odnosno u x0. Dakle, u tome
slu£aju ekvivalencija (2) povla£i.

Teorem 18.1. Neka su (X, d) i (Y, %) bilo kakvi metri£ki prostori.
Funkcija f : X→Y je neprekidna u to£ki x0 ∈X ako i samo ako za
svaki realan broj ε > 0 postoji realan broj δ > 0 takav da relacije x∈X
i d(x, x0) < δ imaju za posljedicu relaciju %(f(x), f(x0)) < ε.

U posebnom slu£aju kada su oba X i Y realni pravac R sa stan-
dardnom metrikom induciranom funkcijom apsolutne vrijednosti onda
imamo za posljedicu slijede¢i korolar.

Korolar 18.1. Realna funkcija f : R→R je neprekidna u to£ki
x0 ∈R ako i samo ako za svaki realan broj ε > 0 postoji realan broj
δ > 0 takav da iz x∈R i |x− x0| < δ slijedi |f(x)− f(x0)| < ε.

Neka su (X, T ) i (Y, S) topolo²ki prostori. Promatrajmo njihov
(direktni) produkt (X ×Y, T ×S). Onda se funkcije p : X ×Y →X
i q : X ×Y →Y de�nirane formulama p(x, y) = x i q(x, y) = y za sve
(x, y)∈X ×Y nazivaju se projekcijama (produkta X ×Y na njegove
faktore X i Y redom).

Propozicija 18.1. Projekcije p i q produkta X ×Y na njegove
faktore X i Y su neprekidne funkcije.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je projekcija p produkta X ×Y na
prvi faktor X neprekidna funkcija jer je argument za drugu projekciju
q potpuno analogan.

Neka je (x0, y0) bilo koja to£ka iz produkta X ×Y i neka je U bilo
koja okolina njene slike x0 = p(x0, y0) u prostoru X. Budu¢i da je
p−1(U) = U ×Y o£ito okolina to£ke (x0, y0) u produktu X ×Y , slijedi
da je projekcija p doista neprekidna funkcija. ¤

Zadatak 18.1. Neka je X realni normirani linearni prostor. Dokaºi
da su neprekidne slijede¢e funkcije:
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• zbrajanje vektora s : X ×X→X dano sa s(x, y) = x + y za
sve x, y ∈X.

• mnoºenje vektora mλ : X→X £vrstim skalarom λ∈R dano
pravilom mλ(x) = λx za svaki x∈X.

Rje²enje. ¤
Linearni topolo²ki prostor je skup koji je snabdjeven strukturom

linearnog prostora i strukturom topolo²kog prostora s time da su te
dvije strukture uskla�ene tj. operacije de�nirane u linearnom pros-
toru (zbrajanje vektora i mnoºenje vektora skalarom) su neprekidne
funkcije. Iz prethodnog zadatka odmah slijedi: Svaki realni normirani
linearni prostor je primjer linearnog topolo²kog prostora.

Zadatak 18.2. Prisjetimo se da je algebra linearni prostor X u ko-
jem je jo² de�nirano i mnoºenje vektora (x, y)→ x y koje ima slijede¢a
tri svojstva za sve x, y, z ∈X i sve skalare λ:

• (kvaziasocijativnost) (λx) y = λ (x y) = x (λ y).
• (desna distributivnost prema zbrajanju) (x + y) z = x z + y z.
• (lijeva distributivnost prema zbrajanju) x (y + z) = x y + x z.

Uz dodatne uvjete na mnoºenje algebra dobiva atribute: asocija-
tivna, s jedinicom, komutativna, itd.

Normirana algebra je asocijativna algebra X de�nirana na normi-
ranom linearnom prostoru s time da norma po²tuje uvjet:

‖ x y ‖≤‖ x ‖ ‖ y ‖
za sve x, y ∈X.

Banachova algebra je normirana algebra de�nirana na Banachovom
prostoru.

Dokaºi: mnoºenje vektora u svakoj normiranoj algebri (posebno i
u svakoj Banachovoj algebri) je neprekidna funkcija.

Rje²enje. ¤

18.2. Osnovna svojstva; Kategorijalnost.
Teorem 18.2. Identi£na funkcija idX : X→X na topolo²kom pros-

toru X je neprekidna funkcija. Kompozicija g ◦ f : X→Z bilo koje
dvije neprekidne funkcije f : X→Y i g : Y →Z me�u topolo²kim pros-
torima je neprekidna funkcija.

Dokaz. Tvrdnja o tome da je identi£na funkcija neprekidna je
o£igledno istinita. Za dokaz tvrdnje o kompoziciji, pretpostavimo da je
x bilo koja to£ka prostora X i da je W bilo koja okolina to£ke (g ◦ f)(x)
u prostoru Z.

Jer je funkcija g neprekidna u to£ki f(x), skup g−1(W ) je okolina
od f(x) u prostoru Y . Sada moºemo iskoristiti neprekidnost funkcije
f u to£ki x da zaklju£imo da je skup f−1(g−1(W )) okolina od x u
prostoru X. Budu¢i da je (g ◦ f)−1(W ) = f−1(g−1(W )) vidimo da je
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(g ◦ f)−1(W ) okolina od x u prostoru X. Zna£i, pokazali smo da je
kompozicija g ◦ f neprekidna funkcija u to£ki x. Kako je x proizvoljna
to£ka prostora X slijedi da je g ◦ f neprekidna funkcija. ¤

Korolar 18.2. Topolo²ki prostori kao objekti i neprekidne funkcije
kao mor�zmi £ine jednu kategoriju koja se zove topolo²ka kategorija i
obi£no pi²e sa T OP.

Teorem 18.3. Neka su (X, T ) i (Y, S) topolo²ki prostori i neka
je f : X→Y funkcija. Onda je funkcija f neprekidna onda i samo
onda ako za svaku mreºu σ : D→X u X koja konvergira prema nekoj
to£ki x0 ∈X mreºa f ◦σ : D→Y konvergira u prostoru Y prema to£ki
f(x0).

Dokaz. (=⇒). Neka je V bilo koja okolina to£ke f(x0) u pros-
toru Y . Jer je funkcija f neprekidna u to£ki x0, postoji okolina U
od x0 u prostoru X takva da je f(U)⊂V . Pretpostavka da σ→x0

povla£i da postoji element d∈D takav da je σe ∈U za svaki e ≥ d
iz usmjerenog skupa D. Dakle, za svaki takav element e∈D vrijedi
f(σe) = (f ◦σ)e ∈V ²to zna£i da f ◦σ→ f(x0).

(⇐=). Pretpostavimo suprotno tj. da funkcija f nije neprekidna.
Onda mora postojati neka to£ka x0 u prostoru X i bar jedna okolina
V to£ke f(x0) u prostoru Y takva da je za svaku okolinu U to£ke x0 u
prostoru X mogu¢e na¢i najmanje jedan element xU ∈U sa svojstvom
da f(xU) /∈ V . Neka nam D bude kratka oznaka za usmjeren skup
n(x0, X) svih okolina to£ke x0 u prostoru X sa izvrnutom inkluzijom
kao usmjerenjem. Pravilom σ(U) = xU za svaki U ∈D de�nirana je
mreºa σ : D→X. Pri tome o£igledno σ→ x0. S druge strane mreºa
f ◦σ ne konvergira prema to£ki f(x0) jer se svi njezini £lanovi nalaze
izvan njene okoline V . Ali, postojanje takve mreºe σ protivi se na²oj
pretpostavci pa funkcija f mora biti neprekidna. ¤

Slijede¢i teorem pokazuje da za metri£ke prostore vrijedi verzija
prethodnog teorema gdje se umjesto mreºa koriste jednostavniji i mnogo
poznatiji nizovi. Ta karakterizacija neprekidnosti funkcija me�u metri£-
kim prostorima pripisuje se njema£kom matemati£aru Heineu.

Teorem 18.4. Neka su (X, d) i (Y, %) metri£ki prostori. Funkcija
f : X→Y je neprekidna onda i samo onda ako za svaki niz σ : N→X
u X koji konvergira prema nekoj to£ki x0 ∈X niz f ◦σ : N→Y kon-
vergira u prostoru Y prema to£ki f(x0).

Dokaz. (=⇒). Ova implikacija slijedi iz prethodnog teorema jer
je svaki niz mreºa.

(⇐=). Pretpostavimo suprotno tj. da funkcija f nije neprekidna.
Onda mora postojati neka to£ka x0 u prostoru X i bar jedna okolina
V to£ke f(x0) u prostoru Y takva da je za svaku okolinu U to£ke x0 u
prostoru X mogu¢e na¢i najmanje jedan element xU ∈U sa svojstvom
da f(xU) /∈ V . U posebnom, za svaki prirodan broj n postoji to£ka
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xn ∈K(x0,
1
n
) (iz otvorene kugle sa sredi²tem u to£ki x0 i radijusom 1

n
)

takva da f(xn) /∈V . Pravilom σ(n) = xn za svaki n∈N de�niran je niz
σ : N→X. Pri tome o£igledno σ→x0. S druge strane niz f ◦σ ne kon-
vergira prema to£ki f(x0) jer se svi njegovi £lanovi nalaze izvan njene
okoline V . Ali, postojanje takvog niza σ protivi se na²oj pretpostavci
pa funkcija f mora biti neprekidna. ¤

Zadatak 18.3. Ako se neprekidne funkcije f i g topolo²kog pros-
tora X u Hausdor�ov topolo²ki prostor Y podudaraju na gustom pod-
skupu A od X onda se one podudaraju u svim to£kama domene X.

Rje²enje. Neka je x0 ∈X. Dovoljno je vidjeti da je f(x0) = g(x0).
Jer je podskup A gust u prostoru X postoji mreºa σ : D→A takva

da σ→ x0. Budu¢i da se funkcije f i g podudaraju na skupu A mreºe
f ◦σ i g ◦σ se podudaraju. Ali, jer su f i g neprekidne funkcije mora
f ◦σ→ f(x0) i g ◦σ→ g(x0). Sada na kraju iskoristimo £injenicu da u
Hausdor�ovom prostoru mreºe imaju jedinstveni limes da do�emo do
ºeljenog zaklju£ka da je f(x0) = g(x0). ¤

18.3. Karakterizacije neprekidnosti.
Teorem 18.5. Neka su (X, T ) i (Y, S) topolo²ki prostori. Funkcija

f : X→Y je neprekidna ako i samo ako je f−1(V )∈T za svaki V ∈S
tj. ako i samo ako je potpuna praslika bilo kojeg otvorenog skupa u
kodomeni otvoreni skup u domeni.

Dokaz. (=⇒). Neka je V ∈S i neka je x0 ∈ f−1(V ). Kako je V
okolina to£ke f(x0) i funkcija f je neprekidna u x0, sigurno postoji
okolina U to£ke x0 u X takva da je f(U)⊂V . Dakle, U ⊂ f−1(V ) pa je
f−1(V ) okolina to£ke x0 kao nadskup okoline U . Prema tome f−1(V )
je okolina svake svoje to£ke i stoga je otvoren skup tj. f−1(V )∈S.

(⇐=). Neka je x0 ∈X i neka je V okolina to£ke f(x0) u prostoru Y .
Po pretpostavci f−1(Int(V )) je otvorena okolina to£ke x0 u prostoru
X. Ali, onda je i njen nadskup f−1(V ) tako�er okolina to£ke x0 pa je
f neprekidna funkcija. ¤

Teorem 18.6. Neka su (X, T ) i (Y, S) topolo²ki prostori. Funkcija
f : X→Y je neprekidna ako i samo ako je f−1(G) zatvoren podskup
prostora X za svaki zatvoreni podskup G prostora Y tj. ako i samo ako
je potpuna praslika bilo kojeg zatvorenog skupa u kodomeni zatvoreni
skup u domeni.

Dokaz. (=⇒). Neka je G zatvoreni podskup prostora Y . Njegov
komplement Y \G je otvoreni podskup prostora Y i jer je f neprekidna
funkcija prethodni teorem povla£i da je skup f−1(Y \G) = X\f−1(G)
otvoren u prostoru X. Zato je potpuna praslika f−1(G) zatvoreni pod-
skup prostora X.

(⇐=). Neka je x0 ∈X i neka je V okolina to£ke f(x0) u pros-
toru Y . Po pretpostavci f−1(Y \Int(V )) = X\f−1(Int(V )) je zatvoreni
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podskup prostora X. Zato je f−1(Int(V )) otvorena okolina to£ke x0 u
prostoru X. Ali, onda je i njen nadskup f−1(V ) tako�er okolina to£ke
x0 pa je f neprekidna funkcija. ¤

Teorem 18.7. Neka su (X, T ) i (Y, S) topolo²ki prostori. Funkcija
f : X→Y je neprekidna ako i samo ako za svaki podskup A prostora
X vrijedi inkluzija f(Cl(A))⊂Cl(f(A)).

Dokaz. (=⇒). Neka je A podskup prostora X. Skup Cl(f(A)) je
zatvoreni podskup prostora Y . Iz prethodnog teorema slijedi da je skup
f−1(Cl(f(A))) zatvoreni podskup prostora X. Taj podskup o£igledno
sadrºi skup A zato jer je f(A)⊂Cl(f(A)). Budu¢i da je Cl(A) naj-
manji zatvoreni nadskup od A mora biti Cl(A)⊂ f−1(Cl(f(A))). Dakle,
pogledamo li slike tih skupova u prostoru Y , imamo traºenu inkluziju
f(Cl(A))⊂Cl(f(A)).

(⇐=). Neka je G zatvoreni podskup prostora Y . Ako pokaºemo da
je skup f−1(G) zatvoren u prostoru X onda ¢e iz prethodnog teorema
slijediti da je f neprekidna funkcija.

Iz pretpostavki dobivamo

f(Cl(f−1(G)))⊂Cl(f(f−1(G))) = Cl(G) = G

pa je Cl(f−1(G))⊂ f−1(G). Kako uvijek vrijedi f−1(G)⊂Cl(f−1(G))
zaklju£ujemo da je Cl(f−1(G)) = f−1(G) tj. da je f−1(G) zatvoreni
podskup prostora X. ¤

Zadatak 18.4. Pretpostavimo da je f : R→R neprekidna rastu£a
funkcija. Dokaºite da ako za neki podskup A od R postoji inf A onda
postoji i inf f(A) i vrijedi f(inf A) = inf f(A). Analogna tvrdnja za
supremum je tako�er istinita.

Rje²enje. Neka je a = inf A i neka je b = f(a). Moramo pokazati
da je b = inf f(A).

Za svaki x∈A vrijedi a ≤ x ²to povla£i b ≤ f(x) jer je funkcija f
rastu£a. Dakle, b je donja me�a skupa f(A). Da bi smo provjerili da
je b najve¢a donja me�a od f(A), moramo dokazati da za svaki realan
broj ε > 0 postoji to£ka bε iz skupa f(A) takva da je b ≤ bε < b + ε.

Neka je realan broj ε > 0 zadan. Budu¢i da je funkcija f nepre-
kidna u to£ki a postoji realan broj δ > 0 takav da x∈R i |x− a| < δ
povla£e |f(x)− b| < ε. Jer je a = inf A, postoji to£ka aδ ∈A takva da
je a ≤ aδ < a + δ. Neka je bε = f(aδ). ¤

18.4. Homeomor�zmi. Neka su (X, T ) i (Y, S) topolo²ki pros-
tori. Bijekciju f : X→Y nazivamo homeomor�zam ako ona po²tuje
topolo²ke strukture tj. ako vrijedi:

• f(U)∈S za svaki U ∈T ,
• f−1(V )∈T za svaki V ∈S.
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Sada ¢emo homeomor�zme karakterizirati u terminima neprekidnih
funkcija. Prisjetimo se da je idX : X→X oznaka za identi£nu funkciju
na skupu X de�niranu pravilom idX(x) = x za svaki x∈X.

Teorem 18.8. Neka su (X, T ) i (Y, S) topolo²ki prostori. Funkcija
f : X→Y je homeomor�zam onda i samo onda ako je f neprekidna
funkcija i postoji neprekidna funkcija g : Y →X takva da je g ◦ f = idX

i f ◦ g = idY .
Dokaz. (=⇒). Ako je f homeomor�zam, onda je f bijekcija pa

sigurno postoji funkcija g = f−1 : Y →X takva da je g ◦ f = idX i
f ◦ g = idY . Preostaje jo² pokazati da su f i g neprekidne funkcije.

Ako je V bilo koji otvoren skup u prostoru Y onda je po pretpostavci
skup f−1(V ) otvoren u prostoru X pa je prema Teoremu 18.5 funkcija
f neprekidna.

Sli£no, ako je U bilo koji otvoren skup u prostoru X onda je po
pretpostavci skup g−1(U) = f(U) otvoren u prostoru Y pa je ponovo
prema Teoremu 18.5 funkcija g neprekidna.

(⇐=). Iz jednakosti g ◦ f = idX i f ◦ g = idY o£igledno slijedi da je
funkcija f bijekcija. Ako je U bilo koji otvoreni skup u prostoru X onda
je f(U) = g−1(U) otvoreni podskup u prostoru Y jer je g neprekidna
funkcija. Sli£no, ako je V bilo koji otvoreni skup u prostoru Y onda je
f−1(V ) otvoreni podskup u prostoru X jer je f neprekidna funkcija. ¤

Prema tome imamo sada slijede¢u alternativnu de�niciju heomeo-
mor�zma koju mnogi autori uzimaju kao izvornu de�niciju tog pojma.

Korolar 18.3. Funkcija f : X→Y me�u topolo²kim prostorima
(X, T ) i (Y, S) je homeomor�zam ako i samo ako je f bijekcija i
funkcije f i f−1 su neprekidne.

Za topolo²ke prostore X i Y kaºemo da su homeomorfni i pi²emo
X ∼= Y ako postoji najmanje jedan homeomor�zam f : X→Y pros-
tora X na prostor Y .

Primjetimo da je binarna relacija ∼= (homeomorfnosti prostora) re-
lacija ekvivalencije koja klasi�cira topolo²ke prostore na u parovima
disjunktne klase me�usobno homeomorfnih prostora koji su sa apstrak-
tnog stanovi²ta jednaki i mogu se razlikovati jedino u prirodi elemenata.

Postavlja se prirodno pitanje da li je u Korolaru 18.3 potrebno zah-
tijevati da funkcija f−1 bude neprekidna ili se to moºe dokazati kao
posljedica samo £injenice da je f neprekidna bijekcija. Slijede¢i prim-
jer pokazuje da se bez dodatnih pretpostavki o prostorima X i Y taj
zahtjev ne moºe ispustiti.

Primjer 18.1. Neka je X segment [0, 1) i neka je Y kruºnica
S1 = { (x, y)∈R2 | x2 + y2 = 1 }.

De�nirajmo funkciju f : X→Y pravilom
f(t) = (cos (2 π t), sin (2 π t))
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za svaki t∈X. Funkcija f ostvaruje namatanje poluotvorenog seg-
menta X na kruºnicu Y . O£igledno je f neprekidna bijekcija ali njen
inverz f−1 nije neprekidna funkcija jer bliske to£ke kruºnice (npr. (1, 0)
i (cos(2 π (1− 1

n
)), sin(2 π (1− 1

n
))) za n∈N) moºe preslikati u daleke

to£ke segmenta (0 i 1− 1
n
redom).

18.5. Uniformna neprekidnost.
Definicija 18.2. Za funkciju f : X→Y me�u metri£kim pros-

torima (X, d) i (Y, %) kaºemo da je uniformno ili jednoliko neprekidna
na podskupu A od X ako za svaki realan broj ε > 0 postoji realan broj
δ = δ(ε) > 0 takav da je za sve elemente x, y ∈A za koje je d(x, y) < δ
ispunjeno %(f(x), f(y)) < ε. Za funkciju koja je uniformna neprekidna
na £itavoj domeni X kaºe se da je uniformno neprekidna.

Uspredbom prethodne de�nicije sa de�nicijom neprekidne funkcije
vidimo da je svaka uniformno neprekidna funkcija neprekidna funkcija.
Naime, u de�niciji neprekidnosti za svaki realan broj ε > 0 i svaki ele-
ment domene x∈X se traºi postojanje realnog broja δ = δ(ε, x) > 0
(koji ovisi od to£ke x i od broja ε) tako da za svaki y ∈X iz d(x, y) < δ
slijedi %(f(x), f(y)) < ε dok se u de�niciji uniformne neprekidnosti za
svaki realan broj ε > 0 traºi postojanje realnog broja δ = δ(ε) (koji
ovisi samo od broja ε) tako da za sve to£ke x, y ∈X iz d(x, y) < δ
slijedi %(f(x), f(y)) < ε.

Slijede¢i primjer pokazuje da obrat gornje tvrdnje ne vrijedi tj. da
postoje neprekidne funkcije koje nisu uniformno neprekidne.

Primjer 18.2. Funkcija f : R \ { 0 }→R dana pravilom f(x) = 1
x

za svaki x∈R \ { 0 } je neprekidna funkcija (kao kvocijent neprekidnih
funkcija od kojih ona u nazivniku nikada nije nula) koja nije uniformno
neprekidna funkcija. I doista, uzmemo li za ε broj 1

2
onda za svaki

realan broj δ > 0 moºemo na¢i prirodan broj n∈N takav da je 1
n

< δ.
Slijedi da su x = 1

n
i y = 1

n+1
dvije to£ke iz domene funkcije f za koje

vrijedi d(x, y) < δ i

%(f(x), f(y)) = |(n + 1)− n| = 1 >
1

2
= ε.

Zato f ne moºe biti uniformno neprekidna funkcija jer je uvjet iz de�ni-
cije za ε = 1

2
neostvariv.

Na² slijede¢i teorem pokazuje da uniformno neprekidne funkcije £u-
vaju Cauchyjeve nizove. Ranije smo vidjeli da neprekidne funkcije £u-
vaju konvergentne nizove. Primjetimo da one ne moraju £uvati Cauchy-
jeve nizove jer je { 1

n
} Cauchyjev niz u domeni neprekidne funkcije f

iz prethodnog primjera (f(x) = 1
x
) £ija slika {n } nije Cauchyjev niz u

kodomeni.
Teorem 18.9. Neka je f : X→Y uniformno neprekidna funkcija

me�u metri£kim prostorima (X, d) i (Y, %). Za svaki Cauchyjev niz
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σ : N→X u prostoru X je kompozicija f ◦σ : N→Y Cauchyjev niz u
prostoru Y .

Dokaz. Neka je realan broj ε > 0 zadan. Mi moramo pokazati
da postoji prirodan broj i0 takav da je %((f ◦σ)i, (f ◦σ)j) < ε za sve
prirodne brojeve i, j ≥ i0.

Prvo iskoristimo pretpostavku da je f uniformno neprekidna funk-
cija da odaberemo realan broj δ > 0 takav da za sve x, y ∈X iz relacije
d(x, y) < δ slijedi relacija %(f(x), f(y)) < ε.

Zatim iskoristimo pretpostavku da je σ Cauchyjev niz da bi smo
na²li traºeni prirodan broj i0 koji ima svojstvo da je d(σi, σj) < δ za
sve prirodne brojeve i, j ≥ i0.

Sada je jasno da za sve prirodne brojeve i, j ≥ i0 vrijedi

%((f ◦σ)i, (f ◦σ)j) = %(f(σi), f(σj)) < ε.

¤

Teorem 18.10. Neka je A gusti podskup metri£kog prostora (X, d).
Neka je f : A→Y uniformno neprekidna funkcija sa podskupa A u pot-
pun metri£ki prostor (Y, %). Onda postoji samo jedna uniformno nep-
rekidna funkcija g : X→Y koja pro²iruje funkciju f tj. za koju vrijedi
g(x) = f(x) za svaki x∈A.

Dokaz. Jer je podskup A gust u metri£kom prostoru X za svaku
to£ku x∈X postoji niz σ〈x〉 : N→A takav da σ〈x〉→ x. O£igledno
je σ〈x〉 Cauchyjev niz u prostoru X. Kako je funkcija f uniformno
neprekidna, prema prethodnom teoremu slijedi da je f ◦σ〈x〉 Cauchy-
jev niz u prostoru Y . Budu¢i da je Y potpun metri£ki prostor pos-
toji to£ka y〈x, σ〉 ∈Y takva da f ◦σ〈x〉→ y〈x, σ〉. Sada de�niramo
g(x) = y〈x, σ〉 za svaki x∈X.

Ova de�nicija je korektna tj. ne ovisi od izbora Cauchyjevog niza σ
jer ako je τ neki drugi niz u A koji tako�er konvergira prema istoj to£ki
x onda su ti nizovi ekvivalentni u smislu da za svaki realan broj ε > 0
postoji prirodan broj i takav da je d(σj, τj) < ε za sve prirodne brojeve
j ≥ i. Jer se lagano dokazuje da uniformno neprekidna funkcija pres-
likava ekvivalentne nizove u ekvivalentne nizove i jer dva ekvivalentna
niza konvergiraju k istoj to£ki slijedi da je y〈x, σ〉 = y〈x, τ〉.

Ovaj argument tako�er povla£i da se na potprostoru A funkcija g
podudara sa funkcijom f (za niz σ moºemo uzeti konstantan niz u x
ako je to£ka x iz A) a i da je funkcija g jednozna£no odre�ena.

Preostaje provjeriti da je g uniformno neprekidna funkcija. Neka
je realan broj ε > 0 zadan. Jer je f uniformno neprekidna funkcija,
postoji realan broj δ > 0 takav da za sve x, y ∈A iz relacije d(x, y) < δ
slijedi relacija %(f(x), f(y)) < ε

3
.
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Promatrajmo sada to£ke x, y ∈X takve da je d(x, y) < δ. Oda-
berimo nizove σ, τ : N→A takve da σ→ x i τ → y. Znamo da vri-
jedi f ◦σ→ g(x) i f ◦ τ → g(y). Zato postoji prirodan broj i sa svoj-
stvom da je %(f(σj), g(x)) < ε

3
i %(f(τj), g(y)) < ε

3
za svaki prirodan

broj j ≥ i. Sada iskoristimo konvergencije σ→ x i τ → y da odaberemo
prirodan broj j ≥ i takav da je d(σj, τj) < δ. Upotrebom nejednakosti
trokuta i na²ih odabira imamo

%(g(x), g(y)) ≤ %(g(x), f(σj)) + %(f(σj), f(τj))+

+ %(f(τj), g(y)) <
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

¤
Korolar 18.4. Svaki normirani realni linearni prostor X je gust

potprostor nekog Banachovog prostora Y . Taj prostor Y je upotpunjenje
polaznoga prostora X i jedinstven je (do na izomor�zam).

Dokaz. Neka je par ((Y, %), h) upotpunjenje normiranog linearnog
prostora (X, ‖ ‖). Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti
da je X gusti podskup od Y i da je izometrija h : (X, d‖ ‖)→ (Y, %)
inkluzija, gdje je d‖ ‖ metrika na X inducirana normom ‖ ‖. Sada ¢emo
upotrebom prethodnog teorema de�nirati operacije zbrajanja vektora i
mnoºenja vektora realnim brojem i normu kojima ¢e Y postati traºeni
Banachov prostor.

Neka je z : X ×X→X operacija zbrajanja vektora u linearnom
prostoru X. Onda je X ×X gusti podskup od Y ×Y pa se po prethod-
nom teoremu kompozicija h ◦ z zbrajanja z i inkluzije h na jedinstveni
na£in dade pro²iriti do uniformno neprekidne funkcije Z : Y ×Y →Y .
Na£in na koji smo de�nirali to pro²irenje pomo¢u nizova u X ×X ima
za posljedicu da sva svojstva zbrajanja vektora ima i pro²irena funkcija
Z. Potpuno analogno se postupa s uvo�enjem mnoºenja vektora real-
nim brojem i norme u prostor Y . Dakle, Y je Banachov prostor. ¤

Korolar 18.5. Svaki unitarni realni linearni prostor X je gust
potprostor nekog Hilbertovog prostora Y . Taj prostor Y je upotpunjenje
polaznoga X i jedinstven je (do na izomor�zam).

Dokaz. Ovaj korolar se dokazuje sli£no kao i prethodni za normi-
rane prostore. ¤
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19. Povezanost
Svojstvo povezanosti koje ¢emo promatrati u ovom poglavlju, grubo

re£eno, opisuje prostore koji se sastoje od jednog dijela za razliku od
onih prostora koji se sastoje od vi²e dijelova koji su daleko jedan od
drugoga sli£no diskretnim prostorima poput prostora prirodnih brojeva
N.

Definicija 19.1. Kaºemo da je topolo²ki prostor X povezan ako
ne postoje dva neprazna, disjunktna, i otvorena podskupa od X koji
ga zajedno prekrivaju.

Teorem 19.1. Za bilo koji topolo²ki prostor X slijede¢i uvjeti su
ekvivalentni:

(1) Prostor X je povezan.
(2) U prostoru X ne postoje dva neprazna, disjunktna, i zatvorena

podskupa koji ga zajedno prekrivaju.
(3) Prazan skup ∅ i £itav prostor X su jedini podskupovi od X koji

su istovremeno otvoreni i zatvoreni.
(4) Ako je X unija razdvojenih podskupova A i B (tj. ako je

X = A ∪B i A ∩B = ∅ = A ∩B), onda je A ili B prazan
skup.

(5) Svaka neprekidna funkcija f : X → D prostora X u diskretan
prostor na dvo£lanom skupu D = {0, 1} je konstantna.

Dokaz. (1) ⇒ (2). Kad bi u prostoru X postojala dva neprazna,
disjunktna, i zatvorena podskupa F i G koji ga zajedno prekrivaju
onda bi njihovi komplementi G i F bila dva neprazna, disjunktna, i
otvorena podskupa koji bi zajedno prekrivali prostor X ²to se protivi
na²oj pretpostavci.

(2) ⇒ (3). Kad bi u prostoru X postojao podskup F koji je is-
tovremeno otvoren i zatvoren i koji se razlikuje od praznog skupa i od
£itavog prostora X, onda bi F i njegov komplement X \ F bila dva
neprazna, disjunktna, i zatvorena podskupa koji bi zajedno prekrivali
prostor X ²to se protivi na²oj pretpostavci.

(3) ⇒ (4). Neka je X prikazan kao unija razdvojenih podskupova
A i B. Onda je A ⊂ X \B ⊂ A pa slijedi da je A = A. Zato je A
zatvoren. Sli£no je i B isto zatvoren. Jer su A i B zatvoreni i disjunktni,
oni su tako�er otvoreni pa prema (3) bar jedan od njih mora biti prazan.

(4) ⇒ (5). Pretpostavimo da postoji neka neprekidna i nekonstan-
tna funkcija f : X → D prostora X na diskretan prostor na dvo£lanom
skupu D = {0, 1}. Onda su skupovi A = f−1(0) i B = f−1(1) neprazni,
razdvojeni, i prekrivaju X. Ali, postojanje takvih podskupova onemo-
gu¢uje na²a pretpostavka.

(5) ⇒ (1). Ova implikacija slijedi iz £injenice da ako (1) ne vri-
jedi (tj. ako se prostor X moºe prekriti sa dve disjunktna, neprazna
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otvorena skupa A i B), onda je pravilom

f(x) =

{
1, ako je x ∈ B

0, ako je x ∈ A,

de�nirana neprekidna nekonstantna funkcija sa X na D. ¤

Korolar 19.1. Svaki povezani potpuno regularan prostor s naj-
manje dva elementa ima najmanje toliko elemenata koliko ima realnih
brojeva.

Dokaz. Neka je X povezani potpuno regularan prostor i neka su x1

i x2 njegove dvije razli£ite to£ke. Jer je potpuno regularan prostor po
de�niciji T1-prostor, vidimo da sigurno postoji neprekidna funkcija f
od X u jedini£ni segment I takva da je f(x1) = 0 i f(x2) = 1. Tvrdimo
da je f surjekcija.

I doista, kad bi postojao broj ξ, ve¢i od 0 i manji od 1, koji nije u
skupu vrijednosti funkcije f , onda bi A = f−1([0, ξ)) i B = f−1((ξ, 1])
bila dva disjunktna, neprazna, otvorena podskupa od X koji prekrivaju
prostor X ²to se protivi na²oj pretpostavci.

Dakle, f je surjekcija tako da u prostoru X ima najmanje onoliko
to£aka koliko ima realnih brojeva u jedini£nom segmentu. ¤

Teorem 19.2. Jedini£ni zatvoreni segment I = [0, 1] je povezan.

Dokaz. Kad prostor I ne bi bio povezan, onda bi postojala dva
neprazna, disjunktna, otvorena njegova podskupa A i B koji ga prekri-
vaju. Moºemo pretpostaviti da je 0 ∈ A. Ozna£imo sa S skup svih t iz
I takvih da A prekriva segment [0, t]. Primjetimo da skup S sigurno
nije prazan jer je po£etak 0 svakako u S budu¢i da A prekriva 0 pa
zato i segment [0, 0].

Budu¢i da je S neprazan i ome�en (jer je podskup ome�enog skupa
I), prema svojstvu neprekidnosti realnih brojeva on ima supremum
s ∈ I.

Element s mora leºati u jednom od skupova A ili B jer oni u uniji
daju £itav segment I.

Pretpostavimo prvo da je s ∈ A i da je s < 1. Kako je A otvoren
skup i s je supremum skupa S sigurno postoje ε > 0 i t ∈ S takvi da
je s− ε < t ≤ s < s + ε < 1 i (s− 2 ε, s + 2 ε) ⊂ A. Jer je [0, t] ⊂ A,
slijedi da je [0, s + ε] ⊂ A ²to se protivi de�niciji broja s. Dakle, ako
je s ∈ A onda mora biti s = 1. Ali, za s = 1, ponavljanjem gornjeg
zaklju£ivanja vidimo da postoje ε > 0 i t ∈ S takvi da je 1− ε < t ≤ 1
i (1− ε, 1] ⊂ A. Jer je ponovo [0, t] ⊂ A, slijedilo bi kao i ranije da je
[0, 1] ⊂ A ²to bi vodilo na zaklju£ak da je B = ∅. Vidimo da broj s ni
u kom slu£aju ne moºe biti u skupu A.

S druge strane, ako je s ∈ B, onda jer je B tako�er otvoren, postoje
ε > 0 i t ∈ S takvi da je 0 < s− ε < t ≤ s i interval (s− 2 ε, s + 2 ε)
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je podskup od B. Kako je opet [0, t] ⊂ A, slijedilo bi da je broj s− ε
istovremeno u oba A i B ²to je nemogu¢e jer su ti skupovi disjunktni.

Tako smo se uvjerili da supremum s skupa S ne moºe biti niti u
A niti u B. To je o£igledna kontradikcija, pa je na²a pretpostavka da
jedini£ni segment I nije povezan laºna, tj. I je doista povezan. ¤

Teorem 19.3. Neprekidne funkcije £uvaju povezanost. To£nije, ako
je f : X → Y neprekidna surjekcija povezanog prostora X na prostor
Y , onda je kodomena Y tako�er povezana.

Dokaz. (Prvi). Kada kodomena Y ne bi bila povezana, mogli
bi smo na¢i otvorene, neprazne, i disjunktne njene podskupove A i
B takve da je Y = A ∪B. Jer je funkcija f neprekidna surjekcija
C = f−1(A) i D = f−1(B) bi onda bili otvoreni, neprazni, i disjunktni
podskupovi od X takvi da je X = C ∪D. Ali, takav rastav prostora
X nije mogu¢ budu¢i da je on povezan. ¤

Dokaz. (Drugi). Kada kodomena Y ne bi bila povezana, mogli bi
smo na¢i neprekidnu surjekciju g : Y → {0, 1} prostora Y na dvo£lani
skup koji se sastoji od brojeva 0 (nula) i 1 (jedan). Onda bi kom-
pozicija g ◦ f bila neprekidna surjekcija prostora X na {0, 1}. Tu smo
koristili teoreme o tome da je kompozicija neprekidnih funkcija nep-
rekidna funkcija i da je kompozicija surjekcija ponovo surjekcija. Ali,
takva surjekcija poput g ◦ f na prostoru X ne postoji budu¢i da je on
povezan. ¤

Primjer 19.1. Sada ¢emo opisati prebrojivi povezani Hausdor�ov
prostor. Prema Korolaru 19.1, povezani potpuno regularan prostor
nemoºe biti prebrojiv, a lagano je vidjeti da isto vrijedi i za regularne
prostore jer je svaki prebrojiv regularan prostor normalan i zato pot-
puno regularan.

Traºeni prostor X ima za to£ke sve to£ke (x, y) gornje poluravnine

R2
g = {(x, y) : x, y ∈ R, y ≥ 0}

kojima su obje koordinate x i y racionalni brojevi. Skup X je o£igledno
prebrojiv.

Sada ¢emo na skupu X opisati topologiju tako da opi²emo bazu
okolina svake to£ke u X.

Za bilo koju to£ku A(a, b) gornje poluravnine, neka A1(a1, 0) i
A2(a2, 0) budu to£ke na x-osi takve da je a1 < a2 i AA1A2 je jednakos-
trani£an trokut (sve tri stranice jednake odnosno sva tri kuta jednaka).
Ako je to£ka A na x-osi, onda uzimamo da je A = A1 = A2.

Neka je k prirodan broj i neka je A(a, b) to£ka skupa X. Ozna£imo
sa Uk(A) skup koji se sastoji od A i presjeka sa X unije otvorenih segme-
nata (a1 − 1

k
, a1 + 1

k
) i (a2 − 1

k
, a2 + 1

k
) na x-osi {(x, y) ∈ R2

g : y = 0}
koju kao i u ovom dokazu obi£no identi�ciramo sa realnim pravcem.
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Prema na²em dogovoru, ako je to£ka A(a, 0) na x-osi, onda je skup
Uk(A) presjek sa X otvorenog segmenta (a− 1

k
, a + 1

k
) te osi.

Lagano se moºe provjeriti da kolekcija {Uk(A) : k ∈ N, A ∈ X} za-
dovoljava £etiri aksioma (BO1)�(BO4) baza okolina to£aka tako da se
njome na prirodan na£in na skupu X de�nira Hausdor�ova topologija
kojoj je ta kolekcija jedna od baza okolina to£aka.

U toj topologiji zatvara£ skupa Uk(A) je skup svih onih to£aka od X
koje su od najmanje jednog od pravaca AA1 i AA2 udaljene ne vi²e od
broja

√
3

2 k
. Kada je A na x-osi, u opisu tog zatvara£a moramo zamijeniti

pravce AA1 i AA2 s pravcima to£kom A koji sa x-osi zatvaraju kuteve
od π

3
odnosno 2 π

3
radijana. Dakle, u oba slu£aja, zatvara£ skupa Uk(A)

je unija dviju beskona£nih traka ²irine
√

3
k

£ije sredi²nje zrake sa x-osi
zatvaraju kuteve od π

3
i 2 π

3
radijana.

Sada je jasno da se za bilo koje dvije to£ke A i B prostora X i
za bilo kakve prirodne brojeve m i n zatvara£i okolina Um(A) i Un(B)
sijeku u nepraznom skupu. To svojstvo o£igledno povla£i da je prostor
X povezan.

20. Operacije s povezanim prostorima
O£igledno je da potprostor povezanog prostora ne mora biti povezan.

Na primjer, jedini£ni segment I je povezan, a on ima kao potprostor
skup D = {0, 1} krajeva koji nije povezan.

Teorem 20.1. Potprostor C topolo²kog prostora X je povezan ako
i samo ako za svaki par A i B razdvojenih podskupova od X koji u uniji
daju C vrijedi A = ∅ ili B = ∅.

Dokaz. Pretpostavimo da je povezani potprostor C prostora X
prikazan kao unija razdvojenih u X podskupova A i B. Drugim ri-
je£ima, neka je C = A ∪B gdje je A ∩ ClX(B) = ∅, i B ∩ ClX(A) = ∅.
Kako je ClC(A) = C ∩ ClX(A) i ClC(B) = C ∩ ClX(B), vidimo da su
skupovi A i B razdvojeni u C, pa iz Teorema 19.1 slijedi da je A = ∅
ili B = ∅.

Obrnuto, ako potprostor C nije povezan, tada postoji par nje-
govih nepraznih disjunktnih zatvorenih podskupova A i B takvih da je
C = A ∪B. Skupovi A i B su o£igledno razdvojeni u X i pokazuju da
uvjet iz iskaza teorema ne vrijedi. ¤

Korolar 20.1. Ako je potprostor C topolo²kog prostora X povezan,
onda za svaki par njegovih razdvojenih podskupova A i B £ija unija
prekriva C vrijedi da je C ⊂ A ili C ⊂ B.

Dokaz. Skupovi A ∩ C i B ∩ C su razdvojeni u X i u uniji daju
C. Iz prethodnog teorema slijedi da bar jedan od ta dva presjeka mora
biti prazan pa ¢e skup C biti sadrºan u onom drugom presjeku. ¤
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Teorem 20.2. Neka je X topolo²ki prostor i neka je {Cj}j∈J fami-
lija povezanih podskupova od X. Ako postoji indeks k ∈ J takav da skup
Ck nije razdvojen od niti jednog od skupova Cj iz promatrane familije,
onda je unija ∪j∈J Cj povezana.

Dokaz. Neka je C = ∪j∈J Cj. Pretpostavimo da je C unija razd-
vojenih u X podskupova A i B. Jer je Ck povezan, iz prethodnog
korolara slijedi da je Ck sadrºan u najmanje jednom od skupova A i
B. Moºemo uzeti da je Ck ⊂ A. Svaki drugi £lan Cj (j ∈ J \ {k})
tako�er mora biti podskup bar jednog od skupova A i B, ali jer po
pretpostavci nemoºe biti razdvojen od Ck (koji leºi u A), zaklju£ujemo
da svi £lanovi Cj (j ∈ J) leºe u skupu A. Dakle, C ⊂ A i B = ∅. ¤

Korolar 20.2. Neka je X topolo²ki prostor. Ako familija {Cj}j∈J

povezanih podskupova Cj od X ima neprazni presjek, onda je njezina
unija ∪j∈J Cj isto povezana.

Korolar 20.3. Ako je C povezani podskup topolo²kog prostora X,
onda su svi podskupovi B od X koji sadrºe C i koji su sadrºani u
zatvara£u od C povezani.

Dokaz. Ako podskup B zadovoljava C ⊂ B ⊂ C za neki povezani
podskup C, onda familija {C} ∪ {x}x∈B ispunjava uvjete Teorema 20.2
za Ck = C. ¤

Korolar 20.4. Prostor koji sadrºi povezani gusti potprostor je i
sam povezan.

Korolar 20.5. Prostor u kojem je svaki par to£aka sadrºan u po-
vezanom potprostoru je i sam povezan.

Dokaz. Neka je X prostor sa svojstvom iz iskaza teorema i neka je
a njegova to£ka. Za bilo koju drugu to£ku b od X, po pretpostavci, pos-
toji povezani potprostor Cb od X koji sadrºi istovremeno a i b. Dakle,
X je povezan budu¢i da je unija povezanih potprostora s nepraznim
presjekom. ¤

Teorem 20.3. Produkt P =
∏

j∈J Xj nepraznih topolo²kih prostora
Xj je povezan ako i samo ako je Xj povezan za svaki j ∈ J . Dakle,
produkt je povezan onda i samo onda su mu svi faktori povezani.

Dokaz. Ako je produkt P povezan i neprazan onda je za svaki
j ∈ J faktor Xj neprazan i povezan prema Teoremu 19.3 jer je prirodna
projekcija pj : P → Xj neprekidna surjekcija.

Obrnuto, pretpostavimo da su svi faktori Xj neprazni i povezani.
Da bi smo pokazali da je njihov produkt P povezan, prvo ¢emo pokazati
da je produkt kona£no nepraznih povezanih prostora povezan a zatim
¢emo pokazati da produkt P ima povezani gusti potprostor.

Za prvi korak, primjetimo da u produktu X × Y dva neprazna
povezana prostora, bilo koji par to£ (a, b) i (c, d) leºe u potprostoru
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X × {b} ∪ {c} × Y koji je povezan jer je unija dva povezana potpros-
tora s nepraznim presjekom. Iz Korolara 20.2 slijedi da je X × Y
povezan. Sada se primjenom indukcije lagano pokazuje na²a tvrdnja
da je produkt kona£no nepraznih povezanih prostora povezan.

U drugom koraku, kre¢emo od familije {Xj}j∈J nepraznih povezanih
prostora. Odaberimo u svakom od tih prostora to£ku, tj. neka je
xj ∈ Xj sa svaki j ∈ J . Sa x ozna£imo to£ku produkta P kojoj su xj

koordinate. Neka je K skup svih kona£nih podskupova skupa J . Za
bilo koji kona£an podskup F skupa J , neka je

CF = { (yj)j∈J : yj = xj za svaki j /∈ F }.
Vidimo da je CF potprostor produkta P koji je homeomorfan produktu∏

k∈F Xk. Iz prvog koraka slijedi da je skup CF povezan za svaki kon-
a£an podskup F skupa J . Jer je x ∈ CF za svaki F ∈ K, iz Korolara
20.2 ponovo zaklju£ujemo da je unija C = ∪F∈K CF povezani potpros-
tor produkta P . Primjetimo da se potprostor C sastoji od svih onih
to£aka produkta P kojima se sve koordinate podudaraju sa odgovara-
ju¢im koordinatama to£ke x osim za najvi²e kona£no mnogo indeksa
j.

Traºeni zaklju£ak da je produkt P povezan slijediti ¢e sada iz Ko-
rolara 20.4 ako pokaºemo da je potprostor C gust u P .

Potprostor C ¢e biti gust u P ako za svaku to£ku y = (yj)j∈J iz
P i svaku njezinu okolinu U postoji to£ka c = c(y, U) iz C koja leºi u
okolini U .

Neka su dakle to£ka y produkta i njezina okolina U zadane. Moºemo
pretpostaviti da ta okolina ima oblik U =

∏
j∈J Uj pri ¢emu postoji

kona£an podskup F od J takav da je Uj okolina to£ke yj u prostoru Xj

za svaki j ∈ J i da je Uj = Xj za svaki j /∈ F . Neka je c = (cj)j∈J gdje
je cj = yj za j ∈ F i cj = xj za j /∈ F . Vidimo da je c traºena to£ka
budu¢i da ona o£igledno pripada istovremeno okolini U i skupu CF (pa
zato i skupu C). ¤

Korolar 20.6. Za svaki prirodan broj n i svaki kardinalan broj
τ , Tychono�jeva kocka Iτ , Euklidski n-dimenzionalni prostor Rn, i
Hilbertova kocka I∞ su povezani prostori.

Primjetimo da su kvocijentni prostori povezanih prostora uvijek
povezani jer je kvocijentna projekcija neprekidna surjekcija a znamo
da neprekidne surjekcije £uvaju povezanost.

Slijede¢i primjer pokazuje da inverzni limes inverznog niza povezanih
prostora ne mora biti povezan prostor.

Primjer 20.1. Neka je T trokut u ravnini sa vrhovima u to£kama
A(0, 0), B(4, 0), i C(2, 1). Neka je X prostor dobiven uklanjanjem iz
T otvorene stranice AB, tj.

X = T \ { (s, 0) : 0 < s < 4 }.
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Za svaki prirodan broj i neka Xi bude oznaka za potprostor od X
koji se sastoji od svih onih to£aka prostora X kojima je druga koordi-
nata najvi²e 1

i
. Primjetimo da je X = X1 ⊃ X2 ⊃ X3 ⊃ · · · silazni niz

povezanih prostora. Uzmemo li za svaki prirodan broj n za vezno pres-
likavanje fn : Xn+1 → Xn inkluziju, dobiti ¢emo inverzni niz povezanih
prostora kojemu inverzni limes {A, B} nije povezan.

Definicija 20.1. Kaºemo da je X kontinuum ako je on povezan,
kompaktan i metri£ki prostor istovremeno.

5
Primjetimo da prostori u Primjeru 20.1 nisu kompaktni. Slijede¢i

teorem pokazuje da kompaktnost donosi promjenu.
Teorem 20.4. Limes X inverznog sistema X = {Xj, pj

i , J } kon-
tinuuma Xj (j ∈ J) je kontinuum.

Dokaz. Kako je limes X zatvoreni podskup produkta P =
∏

i∈J Xj

iz Teorema 25.1 i 27.1 slijedi da je X kompaktan. Da bi smo pokazali
da je limes X tako�er povezan, pretpostavimo da postoje zatvoreni i
disjunktni potprostori A i B od X takvi da je X = A ∪B. Na² cilj je
pokazati da je jedan od skupova A odnosno B prazan.

Za svaki indeks j u usmjerenom skupu J , neka je

Aj = pj(A), Bj = pj(B), Cj = Aj ∩Bj.

gdje nam pj : X → Xj ozna£ava projekciju. Primjetimo da su svi gore
de�nirani prostori kompaktni.

Sada ºelimo prvo provjeriti da prostori {Cj}j∈J sa restrikcijama

qj
i = pj

i |Ci : Ci → Cj

(za i ≥ j u J) tvore inverzni sistem C = {Cj, qj
i , J } kompaktnih pros-

tora.
U toj provjeri moramo jedino dokazati da je pj

i (Ci) ⊂ Cj za svaki
par i ≥ j elemenata od J budu¢i da su ostali dijelovi te provjere lagani
i slijede iz £injenice da je X inverzni sistem.

Neka su dakle i ≥ j iz usmjerenog skupa J . Onda je

pj
i (Ci) = pj

i (Ai ∩Bi) ⊂ pj
i (Ai) ∩ pj

i (Bi) =

pj
i ◦ pi(A) ∩ pj

i ◦ pi(B) = pj(A) ∩ pj(B) = Aj ∩Bj = Cj

Jo² lak²e se vidi da su A = {Aj, sj
i , J } i B = {Bj, tji , J } isto in-

verzni sistemi kompaktnih prostora uzmemo li za vezna preslikavanja
ponovo restrikcije sj

i = pj
i |Ai i tji = pj

i |Bi.
Lagano se uvjeriti da su A i B limesi inverznih sistema A i B.

S druge strane, limes C inverznog sistema C o£igledno mora leºati u
presjeku A ∩B koji je po pretpostavci prazan skup pa slijedi da je
C = ∅.
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Prisjetimo li se sada da je limes inverznog sistema kompaktnih
nepraznih prostora neprazan, vidimo da postoji indeks k u skupu J
takav da vrijedi Ck = Ak ∩Bk = ∅.

Skupovi Ak i Bk su disjunktni zatvoreni skupovi u normalnom pros-
toru Xk, pa moºemo na¢i otvorene skupove Uk i Vk u Xk takve da je

Ak ⊂ Uk, Bk ⊂ Vk, Uk ∩ Vk = ∅.
Za svaki indeks j ≥ k u J , stavimo Uj = (pk

j )
−1(Uk), Vj = (pk

j )
−1(Vk),

i
Wj = Xj \ (Uj ∪ Vj),

a za preostale £lanove j skupa J (tj. za one koji ne zadovoljavaju j ≥ k)
de�niramo Wj = Xj.

Sada se lagano provjerava da je W = {Wj, rj
i , J } inverzni sistem

kompaktnih prostora uzmemo li za vezna preslikavanja rj
i opet restrik-

cije veznih preslikavanja pj
i .

Limes W inverznog sistemaW je potprostor limesa X kome projek-
cija rk(W ) = pk(W ) u vezni prostor Zk mora leºati u projekciji Ak ∪Bk

od X u Xk. Budu¢i da su skupovi Wk i Ak ∪Bk disjunktni, to je mogu¢e
jedino tako da je W = ∅.

Ponovo kao i za sistem C gore, vidimo da mora postojati indeks
m ∈ J takav da je Wm = ∅.

Ako je m ≥ k onda je Xm = Um ∪ Vm pa smo povezani prostor Xm

prikazali kao uniju dva disjunktna otvorena skupa Um i Vm. Zato je
Um = ∅ ili Vm = ∅. Uzmimo prvo da je Um = ∅. Kako je

Am = pm(A) ⊂ (pk
m)−1 ◦ pk

m ◦ pm(A) = (pk
m)−1(Ak) ⊂ Um

vidimo da mora biti Am = ∅ i stoga A = ∅. Potpuno na isti na£in se
vidi da iz Vm = ∅ slijedi B = ∅.

Preostaje razmotriti ²to se de²ava ako je Wm = ∅ za neki indeks
m koji ne zadovoljava m ≥ k. Jer je u tom slu£aju po konstrukciji
Wm = Xm, slijedi da je tada Xm = ∅ pa je X = ∅ i oba skupa A i B
moraju biti prazni.

Tako smo pokazali da bar jedan od zatvorenih disjunktnih skupova
A i B koji u uniji daju £itav limes X mora biti prazan pa je taj limes
povezan. Prema tome, on je kontinuum jer smo na po£etku dokaza
odmah pokazali da je i kompaktan. ¤

Korolar 20.7. Ako je neka familija kontinuuma {Xj}j∈J zatvo-
rena na kona£ne presjeke, onda je presjek ∩j∈J Xj svih £lanova polazne
familije opet kontinuum.

Dokaz. Neka nam K bude oznaka za skup svih kona£nih podsku-
pova skupa J indeksa zadane familije. Skup K postaje usmjeren skup
ako za relaciju usmjerenja uzmemo inkluziju (tj. ako za A, B ∈ K
stavimo A ≥ B onda i samo onda ako je A ⊃ B (kona£an podskup A
je nadskup kona£nog podskupa B).
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Za svaki A ∈ K (tj. za svaki kona£an podskup A od J), neka je
presjek ∩j∈A Xj svih onih £lanova zadane familije £iji indeksi pripadaju
kona£nom skupu A ozna£en sa XA. Isto tako, za usporedive elemente
A, B ∈ K takve da je B ⊃ A, neka pA

B bude inkluzija presjeka XB u
presjek XA.

Tako smo izgradili inverzni sistem X = {XA, pA
B, K} kontinuuma

£iji limes je homeomorfan s presjekom ∩j∈J Xj svih £lanova familije.
Na kraju, iz prethodnog teorema slijedi da je taj presjek tako�er kon-
tinuum. ¤

Korolar 20.8. Presjek ∩∞i=1 Xi silaznog niza X1 ⊃ X2 ⊃ · · · kon-
tinuuma je kontinuum.

Primjetimo da prostor preslikavanja Y X me�u povezanim pros-
torima X i Y ne mora biti povezan. Potraga za uvjetima koji osig-
uravaju povezanost prostora preslikavanja Y X dala je mno²tvo lijepih
rezultata od kojih bez dokaza navodimo samo slijede¢i teorem.

Teorem 20.5. Neka je n prirodan broj i neka je X potprostor Euk-
lidskog n-dimenzionalnog prostora Rn. Prostor (Sn−1)X svih preslika-
vanja sa prostora X u (n − 1)-dimenzionalnu sferu Sn−1 snabdjeven
kompaktno-otvorenom topologijom je povezan onda i samo onda ako je
njegov komplement Rn \X povezan.

Jednostavna posljedica tog teorema je i tvrdnja da da ¢e za homeo-
morfne potprostore X i Y od Rn komplement Rn \X biti povezan ako
i samo ako je komplement Rn \ Y povezan. I doista, ako su potprostori
X i Y homeomorfni, onda ¢e biti homeomorfni i prostori preslikavanja
(Sn−1)X i (Sn−1)Y pa moºemo primjeniti gornji teorem da zaklju£imo
da je Rn \X povezan onda i samo onda ako je Rn \ Y povezan. Sli-
jedi da je taj teorem zna£ajno poop¢enje Jordanovog teorema o jednos-
tavnoj zatvorenoj krivulji koji tvrdi da za svaku jednostavnu zatvorenu
krivulju (tj. homeomorfnu sliku kruºnice) C u ravnini R2 komplement
R2 \ C nije povezan.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Definicija 20.2. Komponentom (povezanosti) to£ke x u topolo²kom
prostoru X nazivamo uniju svih povezanih potprostora od X koji sadrºe
to£ku x.

Kako je (vidi Korolar 20.3) zatvara£ povezanog potprostora povezan
i (vidi Korolar 20.2) unija svih povezanih potprostora koji sadrºe istu
to£ku je povezana, vidimo da su kompomente zatvoreni povezani pot-
prostori. Komponente dvije razli£ite to£ke se ili podudaraju ili su dis-
junktne. Zato sve komponente prostora X daju dekompoziciju tog
prostora na u parovima disjunktne povezane zatvorene potprostore koje
jo² nazivamo i kompomentama (povezanosti) prostora X.

Teorem 20.6. Neka je P produkt
∏

j∈J Xj familije prostora. Onda
se komponenta to£ke x = (xj)j∈J u produktu P podudara sa produktom
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C =
∏

j∈J Cj gdje je Cj komponenta to£ke xj u prostoru Xj za svaki
j ∈ J .

Dokaz. Neka nam K bude oznaka za komponentu to£ke x u pro-
duktu P . Cilj nam je pokazati da je K = C.

Ozna£imo sa pj : P → Xj prirodnu projekciju produkta P na fak-
tor Xj za svaki j ∈ J . Jer je projekcija pj(K) komponente K povezani
potprostor od Xj koji sadrºi to£ku xj, vidimo da mora biti pj(K) ⊂ Cj

za svaki j ∈ J . Zato je K ⊂ C.
S druge strane, prema Teoremu 20.3, C je povezani potprostor od

P jer je produkt povezanih prostora. Kako C sadrºi to£ku x, slijedi da
je C ⊂ K.

Prema tome, K = C jer smo uspjeli pokazati prvo da je K ⊂ C a
zatim da je C ⊂ K. ¤

Definicija 20.3. Kvazikomponenta to£ke x topolo²kog prostora X
je presjek svih potprostora od X koji sadrºe to£ku x i koji su istovre-
meno otvoreni i zatvoreni u X.

Vidimo da su kvazikomponente zatvoreni potprostori jer je svaka
unija zatvorenih skupova zatvoreni skup. Kvazikomponente dviju ra-
zli£itih to£aka prostora se ili podudaraju ili su disjunktne. Zato kvazi-
komponente to£aka prostora X tvore dekompoziciju od X na u parovima
disjunktne zatvorene potprostore koje jo² nazivamo kvazikomponente
prostora X.

Teorem 20.7. Kvazikomponenta Q to£ke x topolo²kog prostora X
uvijek sadrºi komponentu C to£ke x.

Dokaz. Neka je Z bilo koji potprostor od X koji sadrºi to£ku
x i koji je istovremeno otvoren i zatvoren u X. Jer su podskupovi
Z i W = X \ Z razdvojeni (tj., Z ∩W = ∅ = W ∩ Z), takvi ¢e biti i
skupovi D = C ∩ Z i E = C ∩W . Budu¢i da je D 6= ∅ (oba C i Z
sadrºe to£ku x), iz Teorema 19.1, slijedi da je E = ∅. Dakle, skup C
ne sije¢e komplement od Z, pa je C ⊂ Z. Zato je C ⊂ Q jer je Q unija
skupova poput Z. ¤

5

Teorem 20.8. U kompaktnom Hausdor�ovom topolo²kom prostoru
X, komponenta svake to£ke x ∈ X podudara se sa njenom kvazikompo-
nentom.

Dokaz. Iz prethodnog teorema slijedi da je dovoljno pokazati da
je kvazikomponenta Q to£ke x povezana. I doista, ako je Q povezana,
onda je Q sadrºana u komponenti C od x jer je C unija svih povezanih
podskupova od X koji sadrºe to£ku x. Kako znamo da Q sadrºi C,
slijediti ¢e da je C = Q.
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Da bi smo pokazali da je kvazikomponenta Q povezana, pretpos-
tavimo suprotno, tj. da je Q unija dvaju disjunktnih zatvorenih pot-
prostora A i B. Moºemo pretpostaviti da je x ∈ A. Jer su (zbog toga
²to je Q zatvoren) skupovi A i B tako�er zatvoreni u X i jer je svaki
kompaktan Hausdor�ov prostor normalan, postoje otvoreni skupovi U
i V u X takvi da je

A ⊂ U, B ⊂ V, U ∩ V = ∅.
Slijedi da je kompaktan potprostor Q sadrºan u otvorenom skupu
S = U ∪ V .

Sada ¢emo prvo pokazati da postoji prirodan broj n i skupovi
F1,. . . ,Fn koji su svi istovremeno otvoreni i zatvoreni takvi da je

Q ⊂ F ⊂ S,

gdje je F = ∩n
i=1 Fi presjek tih skupova.

Neka je Z familija svih potprostora od X koji su istovremeno ot-
voreni i zatvoreni i koji sadrºe to£ku x. Primjetimo da je skup W svih
kona£nih podskupova od Z usmjeren skup uzmemo li za usmjerenje
relaciju sadrºavanja skupova. Kada gore opisanog prirodanog broja n
i skupova F1,. . . ,Fn ne bi bilo, onda bi za za svaki element w skupa
W (tj. za svaki kona£an skup w = {Z1, . . . , Zk } potprostora od X
koji su istovremeno otvoreni i zatvoreni i koji sadrºe to£ku x) mogli
prona¢i to£ku zw iz presjeka Zw = ∩k

i=1 Zi koja ne pripada otvorenom
skupu S. Stavimo li ϕ(w) = zw za svaki w ∈ W , de�nirali smo mreºu
u kompaktnom prostoru X \ S. Zbog te kompaktnosti, mreºa ϕ ima
najmanje jednu to£ku nakupljanja (recimo p ∈ X \ S). S druge strane,
jer je kvazikomponenta Q presjek svih potprostora od X koji su istovre-
meno otvoreni i zatvoreni i koji sadrºe to£ku x bar jedan takav skup
Z ne sadrºi to£ku p. Komplement X \ Z potprostora Z je okolina
to£ke p a jedno£lani skup w = {Z} je element usmjerenog skupa W
(domene mreºe ϕ), pa mora postojati ve¢i indeks v ≥ w takav da je
ϕ(v) = zv ∈ X \ Z. Kako je v = {Z, Z1, Z2, . . . , Zm } za neki cijeli
broj m ≥ 0 i neke elemente Z1,. . . ,Zm skupa Z, vidimo da zv ∈ Z.
Dakle, uspjeli smo zaklju£iti da je to£ka zv istovremeno u i izvan skupa
Z ²to je o£igledna kontradikcija.

Sada moºemo nastaviti s dokazom na²eg teorema i pri tome se slo-
bodno moºemo koristiti ranije de�niranim skupom F . Primjetimo da je
on istovremeno otvoren i zatvoren. Isto vrijedi i za presjek U ∩ F jer je
njegova otvorenost o£igledna (presjek dvaju otvorenih) dok zatvorenost
slijedi iz

U ∩ F ⊂ U ∩ F = U ∩ (U ∩ V ) ∩ F = U ∩ F.

Budu¢i da je to£ka x sadrºana u presjeku U ∩ F koji je istovremeno
otvoren i zatvoren, kvazikomponenta Q leºi u tom presjeku. Podskup B
te kvazikomponente zato leºi u skupu U . Kako je B isto tako podskup
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skupa V , a U i V su disjunktni, to se sve moºe zadovoljiti jedino tako
da je B = ∅.

Potpuno analogno se pokazuje da ako je x ∈ B mora biti A = ∅.
Zato je kvazikomponenta Q povezana. ¤
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Primjer 20.2. Sada ¢emo opisati prostor u kome se komponente i
kvazikomponente razlikuju.

Neka je X potprostor ravnine R2 koji se sastoji od niza segmenata

Xi = [0, 1]× {1

i
}

(za i = 1, 2, . . .) i to£aka s = (0, 0) i t = (1, 0). Primjetimo da su
komponente od X segmenti Xi (i = 1, 2, . . .) i jedno£lani skupovi {s}
i {t}. Sada ¢emo pokazati da je kvazikomponenta Q to£ke s dvo£lani
skup {s, t}.

Neka je Z potprostor prostora X koji sadrºi to£ku s i koji je is-
tovremeno otvoren i zatvoren u X. Jer je Z okolina to£ke s i niz
lijevih krajeva segmenata Xi konvergira prema to£ki s, vidimo da pos-
toji prirodan broj n takav da su to£ke ( 1

m
, 0) (lijevi krajevi segmenata

Xm) sadrºane u potprostoru Z za svaki m ≥ n. Kako je svaki seg-
ment Xm (m ≥ n) povezan, potprostor Z sadrºi Xm za svaki m ≥ n.
Zato mora sadrºavati i to£ku t koja je limes niza (1, 1

m
) desnih krajeva

segmenata Xm za m ≥ n. Time smo pokazali da je {s, t} ⊂ Q pa je
kvazikomponenta to£ke s razli£ita od njene komponente.

Zamijenimo li to£ke s i t segmentima [0, 1
2
)× {0} i (1

2
, 1]× {0}

dobiti ¢emo lokalno kompaktan prostor u kojem postoje to£ke £ije se
komponente i kvazikomponente ne podudaraju.

5

Lema 20.1. Svaka komponenta C pravog nepraznog zatvorenog pot-
prostora A kontinuuma X sije£e granicu Bd(A) od A.

Dokaz. Neka je c ∈ C. Prema Teoremu 20.8, komponenta C je
presjek familije K svih potprostora od A koji su istovremeno otvoreni
i zatvoreni i koji sadrºe to£ku c.

Pretpostavimo da je C ∩Bd(A) = ∅. Budu¢i da je familija K zatvo-
rena na kona£ne presjeke i granica Bd(A) je kompaktna, sigurno postoji
K ∈ K koji ne sije£e Bd(A). Odaberimo otvoreni skup U u X takav
da je U ∩ A = K. Jer je K ∩Bd(A) = ∅, slijedi da je K = U ∩ Int(A)
²to zna£i da je skup K otvoren u prostoru X. S druge strane, skup
K je tako�er zatvoren u X jer je kompaktan potprostor Hausdor�ovog
prostora a i sadrºi to£ku c. Zato je K = X pa bi granica Bd(A) koja
ne sije£e K morala biti prazan skup ²to je o£igledno nemogu¢e. ¤

Lema 20.2. Ako je kontinuum X prekriven u parovima disjunktnim
zatvorenim skupovima X1, X2, . . . od kojih su najmanje dva neprazna,
onda za svaki prirodan broj n postoji kontinuum C koji ne sije£e skup
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Xn ali ima svojstvo da su najmanje dva £lana niza C ∩X1, C ∩X2,
. . . neprazna.

Dokaz. Ako je Xn = ∅, moºemo staviti C = X. Ako je Xn 6= ∅,
odaberimo prirodan broj m 6= n takav da je Xm 6= ∅. Jer su Xn i Xm

dva disjunktna zatvorena skupa u normalnom prostoru, postoje otvo-
reni skupovi U i V u X takvi da je Xn ⊂ U i Xm ⊂ V .

Odaberimo to£ku p u skupu Xm i neka je C komponenta od p u
prostoru V (zatvara£u skupa V ). Na² odabir osigurava da je C kon-
tinuum koji ne sije£e Xn ali sije£e Xm (najmanje u to£ki p). Preostaje
jo² pokazati da postoji najmanje jedan prirodan broj k 6= m, n takav
da presjek C ∩Xk nije prazan.

Prvo primjetimo da iz prethodne leme slijedi da je C ∩Bd(V ) 6= ∅.
S druge strane, skup Xm leºi u skupu V i zato tako�er i u unutra²njosti
zatvara£a V . Sada za k moºemo uzeti bilo koji prirodan broj takav da
Xk sije£e neprazni skup C ∩Bd(V ). Takav sigurno postoji jer zatvoreni
skupovi X1, X2, . . . prekrivaju prostor X. ¤

Teorem 20.9. Ako kontinuum X ima prebrojivi pokriva£ {Xn}∞n=1

u parovima disjunktnim zatvorenim podskupovima, onda najvi²e jedan
od tih podskupova moºe biti neprazan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji niz {Xn}∞n=1 u
parovima disjunktnih zatvorenih podskupova od X takvih da je X1 6= ∅,
X2 6= ∅, i X = ∪∞n=1 Xn.

Primjenimo li prethodnu lemu za slu£aj n = 1, vidimo da postoji
kontinuum C1 koji ne sije£e X1 takav da da su najmanje dva skupa iz
niza C1 ∩X2, C1 ∩X3,. . . neprazna.

Ponovnom primjenom iste leme na kontinuum C1, familiju
{C1 ∩Xi}∞i=2,

i n = 2, vidimo da postoji kontinuum C2 ⊂ C1 disjunktan sa X2 takav
da da su najmanje dva skupa iz niza C2 ∩X3, C2 ∩X4,. . . neprazna.

Nastavimo li taj postupak neograni£eno izgraditi ¢emo silazni niz
C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ · · ·

nepraznih kontinuuma takvih da je Cn ∩Xn = ∅ za svaki prirodan broj
n. Kako skupovi Xn zajedno prekrivaju X, posljednji uvjet povla£i da
presjek ∩∞n=1 Cn mora biti prazan dok nam kompaktnost prostora X
garantira da taj presjek mora biti neprazan. Prema tome, dobili smo
kontradikciju pa na²a polazna pretpostavka ne vrijedi. ¤

Pojam povezanosti topolo²kog prostora daje nam mogu¢nost da
de�niramo slijede¢u novu klasu preslikavanja.

Definicija 20.4. Za neprekidnu funkciju f : X → Y me�u topo-
lo²kim prostorima kaºemo da je monotona ako je za svaki y ∈ Y pot-
puna praslika f−1(y) povezani potprostor prostora X.
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Teorem 20.10. Ako je f : X → Y monotono kvocijentno preslika-
vanje, onda je potpuna praslika f−1(C) svakog zatvorenog povezanog
podskupa C kodomene Y povezan. Isto vrijedi i za svaki otvoreni pove-
zani podskup C od Y .

Dokaz. Prisjetimo se da je za svaki otvoreni (zatvoreni) podskup
C kodomene kvocijentnog preslikavanja f : X → Y restrikcija

fC = f |f−1(C) : f−1(C) → C

ponovo kvocijentno preslikavanje. Zato je dovoljno pokazati da pove-
zanost kodomene Y povla£i da je domena X povezana.

Da bi smo to pokazali, pretpostavimo da je prostor X unija dva
disjunktna zatvorena podskupa A i B. Ti skupovi su tako�er i otvoreni.
Jer su vlakna (potpune praslike to£aka iz kodomene) preslikavanja f
povezana, o£igledno je A = f−1(P ) i B = f−1(Q), gdje je P = f(A)
i Q = f(B). Skupovi P i Q su disjunktni i istovremeno otvoreni i
zatvoreni jer je f kvocijentno preslikavanje. Kako je svako kvocijentno
preslikavanje po de�niciji surjekcija, skupovi P i Q prekrivaju prostor
Y .

Iz pretpostavke da je Y povezan prostor, slijedi da je jedan od
skupova P i Q (recimo da je to P ) prazan. Onda je skup A tako�er
prazan. Odavde slijedi da je prostor X povezan. ¤

Teorem 20.11. Potpuna praslika f−1(C) bilo kojeg povezanog pot-
prostora C kodomene zatvorenog monotonog preslikavanja f : X → Y
je uvijek povezan potprostor. Isto vrijedi i za otvorena monotona pres-
likavanja.

Dokaz. Prisjetimo se da je za svaki podskup C kodomene otvore-
nog (zatvorenog) preslikavanja f : X → Y restrikcija

fC = f |f−1(C) : f−1(C) → C

ponovo otvoreno (zatvoreno) preslikavanje. Zato je dovoljno pokazati
da povezananost kodomene Y povla£i da je domena X povezana. Ali
to slijedi odmah iz prethodnog teorema ako se sjetimo da su i otvorena
i zatvorena surjektivna preslikavanja kvocijentna preslikavanja. ¤
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Teorem 20.12. Kompaktan metri£ki prostor (X, d) je povezan ako
i samo ako za svaki par to£aka x, y ∈ X i svaki realni broj ε > 0, postoji
prirodan broj k i to£ke x1, . . . , xk iz X takve da je x = x1, y = xk, i
d(xi, xi+1) < ε za svaki i = 1, 2, . . . , k − 1.

Dokaz. Neka je metri£ki prostor (X, d) povezan i neka su dani par
to£aka x, y ∈ X i realni broj ε > 0. Ozna£imo sa A skup svih to£aka
z prostora X takvih da postoji prirodan broj k i to£ke x1, . . . , xk iz X
takve da je x = x1, z = xk, i d(xi, xi+1) < ε za svaki i = 1, 2, . . . , k − 1.
Skup A je neprazan jer sigurno sadrºi to£ku x. Skup A je otvoren jer
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ako je z ∈ A onda je otvorena ε-kugla Kd(z, ε) u to£ki z sadrºana u
skupu A. I doista, ako je w ∈ Kd(z, ε) i ako su prirodan broj k i to£ke
x1, . . . , xk prostora X takve da je x = x1, z = xk, i d(xi, xi+1) < ε
za svaki i = 1, 2, . . . , k − 1 onda ako stavimo xk+1 = w vidimo da je
d(xk, xk+1) < ε pa je w tako�er u skupu A. Na kraju, skup A je i zat-
voren jer za svaku to£ku w zatvara£a od A, otvorena kugla Kd(w, ε)
sadrºi neku to£ku z skupa A pa istim zaklju£ivanjem vidimo da to£ka
w pripada skupu A.

Sada kada znamo da je skup A neprazan i istovremeno otvoren i
zatvoren, pretpostavka da je prostor X povezan povla£i da je A = X.
Dakle, y ∈ A pa se prirodan broj k i niz to£aka x1, . . . , xk iz iskaza
teorema sigurno mogu na¢i.

Obrnuto, pretpostavimo da kompaktan metri£ki prostor (X, d) ima
svojstvo da za svaki par to£aka x, y ∈ X i svaki realni broj ε > 0, pos-
toji prirodan broj k i to£ke x1, . . . , xk prostora X takve da je x = x1,
y = xk, i d(xi, xi+1) < ε za svaki i = 1, 2, . . . , k − 1. Kada prostor X
ne bi bio povezan, postojali bi neprazni, disjunktni, zatvoreni potpros-
tori A i B od X takvi da je X = A ∪B. Neka je x ∈ A i y ∈ B. Jer
su skupovi A i B kompaktni, realni broj ε = d(A, B) je pozitivan (tj.,
strogo ve¢i od nule). Po pretpostavci, postoji prirodan broj k i to£ke
x1, . . . , xk prostora X takve da je x = x1, y = xk, i d(xi, xi+1) < ε za
svaki i = 1, 2, . . . , k − 1. Jer su skupovi A i B disjunktni, mora pos-
tojati prirodan broj m < k takav da je xm ∈ A i xm+1 ∈ B. Kako je
d(xm, xm+1) < ε, slijedilo bi da je d(A, B) < ε ²to se protivi de�niciji
broja ε. Dakle, prostor X je povezan. ¤

U prvom dijelu gornjeg dokaza nismo trebali pretpostavku da je
prostor X kompaktan, dok je za drugi dio ona bitna jer je

L = (0, 1]× {0} ∪ {0} × (0, 1]

(nekompaktni) nepovezani metri£ki prostor u kojem za svaki par to£aka
x, y ∈ L i svaki realni broj ε > 0, postoji prirodan broj k i to£ke x1,
. . . , xk prostora L takve da je x = x1, y = xk, i d(xi, xi+1) < ε za svaki
i = 1, 2, . . . , k − 1.

Teorem 20.13. Topolo²ki prostor X je povezan ako i samo ako
za svaki otvoreni pokriva£ {Uj}j∈J od X i svaki par to£aka x, y ∈ X,
postoji prirodan broj k i elementi j1, . . . , jk skupa J takvi da je x ∈ Uj1,
y ∈ Ujk

, i Ujm ∩ Ujn 6= ∅ onda i samo onda ako je |m− n| ≤ 1 za m, n
= 1, 2, . . . , k.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da prostor X ne zadovoljava svojstvo
opisano u iskazu teorema. Drugim rije£ima, pretpostavimo da postoji
otvoreni pokriva£ {Uj}j∈J od X i par to£aka x, y ∈ X takvi da ne
postoji prirodan broj k i elementi j1, . . . , jk skupa J takvi da je x ∈ Uj1 ,
y ∈ Ujk

, i Ujm ∩ Ujn 6= ∅ onda i samo onda ako je |m− n| ≤ 1 za m, n
= 1, 2, . . . , k.
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Ozna£imo sa A skup svih to£aka z od X sa svojstvom da pos-
toji prirodan broj k i elementi j1, . . . , jk skupa J takvi da je x ∈ Uj1 ,
z ∈ Ujk

, i Ujm ∩ Ujn 6= ∅ onda i samo onda ako je |m− n| ≤ 1 za m, n
= 1, 2, . . . , k. Primjetimo da skup A nije prazan jer je to£ka x sigurno
njen element (stavimo k = 1 i za j1 uzmemo bilo koji £lan od J takav
da Uj1 sadrºi to£ku x). S druge strane, komplement B od A u X je
tako�er neprazan jer sigurno sadrºi to£ku y.

Sada ¢emo pokazati da su skupovi A i B otvoreni. Prema Teoremu
19.1 slijediti ¢e da prostor X ne moºe biti povezan ²to ¢e zavr²iti dokaz
jedne od implikacija u teoremu.

Ako je to£ka z u A, onda postoji prirodan broj k i elementi j1, . . . , jk

skupa J takvi da je x ∈ Uj1 , z ∈ Ujk
, i Ujm ∩ Ujn 6= ∅ onda i samo onda

ako je |m− n| ≤ 1 za m, n = 1, 2, . . . , k. Sada je jasno da ¢e sve to£ke
w iz skupa Ujk

tako�er pripadati skupu A (jer za njih moºemo iskoristiti
isti k i iste elemente j1, . . . , jk). Dakle, skup A je otvoren.

Skup B je otvoren zato jer ako je w ∈ B i ako je j ∈ J takav da
skup Uj sadrºi to£ku w, onda je Uj ⊂ B. I doista, kada bi slu£ajno neka
to£ka z skupa A leºala u Uj, onda bi postojao prirodan broj k i ele-
menti j1, . . . , jk skupa J takvi da je x ∈ Uj1 , z ∈ Ujk

, i Ujm ∩ Ujn 6= ∅
onda i samo onda ako je |m− n| ≤ 1 za m, n = 1, 2, . . . , k. Neka je
m prvi me�u prirodnim brojevima izme�u 2 i k + 1 sa svojstvom da je
Ujm−1 ∩ Uj 6= ∅. Stavimo li jm = j, dobiti ¢emo prirodan broj m i ele-
mente j1, . . . , jm skupa J takve da je x ∈ Uj1 , w ∈ Ujm , i Ujs ∩ Ujt 6= ∅
onda i samo onda ako je |s− t| ≤ 1 za s, t = 1, 2, . . . , m. Dakle, sli-
jediti ¢e da je w ∈ A, ²to je nemogu¢e.

Za dokaz obrnute implikacije u teoremu, pretpostavimo da prostor
X nije povezan. Na² cilj je pokazati da tada prostor X nema niti
svojstvo opisano u iskazu teorema.

Ako prostor X nije povezan, onda postoji pokriva£ {U1, U2} od
X nepraznim, otvorenim, i disjunktnim skupovima. Neka je x ∈ U1 i
y ∈ U2. Jasno je da ne postoje prirodan broj k i elementi j1, . . . , jk

skupa {1, 2} takvi da je x ∈ Uj1 , y ∈ Ujk
, i Ujm ∩ Ujn 6= ∅ onda i samo

onda ako je |m− n| ≤ 1 za m, n = 1, 2, . . . , k. ¤

21. Lokalna povezanost
Definicija 21.1. Topolo²ki prostor X je lokalno povezan ako za

svaki x ∈ X i svaku okolinu U od x u X postoji povezan skup C takav
da je C ⊂ U i x ∈ Int(C).

Teorem 21.1. Prostor X je lokalno povezan ako i samo ako je
za svaki otvoreni podskup U od X unija komponenti svih to£aka iz U
otvoren skup.

Teorem 21.2. U lokalno povezanom prostoru komponente i kvazi-
komponente se podudaraju.

Teorem 21.3. Kvocijentna preslikavanja £uvaju lokalnu povezanost.
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Teorem 21.4. Otvoreni podskupovi lokalno povezanog prostora su
lokalno povezani.

Primjer 21.1. Prostor

X = {0} ∪ { 1

n
: n ∈ N}

je zatvoreni podskup pravca R koji nije lokalno povezan, dok je

Y = [0, 1]× {0} ∪ { [0, 1]× { 1

n
} : n ∈ N}

zatvoreni podskup ravnine R2 koji nije lokalno povezan.
Teorem 21.5. Neka je {Xj}j∈J familija nepraznih topolo²kih pros-

tora. Produkt P =
∏

j∈J Xj je lokalno povezan onda i samo onda ako
su svi prostori Xj lokalno povezani i ako postoji kona£an podskup K od
J takav da su svi prostori Xj za j ∈ J \K povezani.

22. Povezanost putevima i lokalna povezanost putevima
Definicija 22.1. Prostor X je putevima povezan ako za svaki par

njegovih to£aka x0 i x1 postoji neprekidna funkcija f : I → X sa je-
dini£nog zatvorenog segmenta I = [0, 1] u prostor X takva da je

f(0) = x0 i f(1) = x1.

Svaku takvu neprekidnu funkciju zovemo putem s po£etkom u x0 i
krajem u x1. Kaºemo jo² da put f spaja to£ku x0 s to£kom x1.

Teorem 22.1. Putevima povezani prostori su povezani.
Teorem 22.2. Ako je prostor X putevima povezan i f : X → Y

je neprekidna surjekcija, onda je prostor Y tako�er putevima povezan.
Teorem 22.3. Neka je {Xj}j∈J familija nepraznih topolo²kih pros-

tora. Produkt P =
∏

j∈J Xj je putevima povezan ako i samo ako su svi
prostori Xj putevima povezani.

Definicija 22.2. Prostor X je lokalno putevima povezan ako za
svaku to£ku x ∈ X i svaku njenu okolinu U postoji okolina V od x
takva da za svaku to£ku y ∈ V postoji neprekidna funkcija f : I → U
sa jedini£nog zatvorenog segmenta I = [0, 1] u okolinu U takva da je
f(0) = x i f(1) = y.

Teorem 22.4. Svaki lokalno putevima povezani prostor je lokalno
povezan.

Teorem 22.5. Povezani prostori koji su lokalno putevima povezani
su putevima povezani.

Teorem 22.6. Ako je f : X → Y kvocijentno preslikavanje lokalno
putevima povezanog prostora X na prostor Y , onda je prostor Y tako�er
lokalno putevima povezan.

Teorem 22.7. Svi otvoreni podskupovi lokalno putevima povezanog
prostora su i sami lokalno putevima povezani.
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Teorem 22.8. Neka je {Xj}j∈J familija nepraznih topolo²kih pros-
tora. Produkt P =

∏
j∈J Xj je lokalno putevima povezan ako i samo

ako su svi prostori Xj lokalno putevima povezani i ako postoji kona£an
podskup K od J takav da su svi prostori Xj za j ∈ J \K putevima
povezani.

5

23. Nepovezanosti
Definicija 23.1. Topolo²ki prostor X je nasljedno nepovezan ako

taj prostor ne sadrºi niti jedan povezani potprostor od dvije ili vi²e
to£aka.

Dakle, prostor je nasljedno nepovezan ako i samo ako se kompo-
nenta svake njegove to£ke sastoji samo od te to£ke. Jer su komponente
zatvoreni podskupi, vidimo da svaki nasljedno nepovezan prostor mora
biti T1-prostor.

Definicija 23.2. Topolo²ki prostor X je nula-dimenzionalan ako
je on neprazan T1-prostor s bazom topologije koja se sastoji od skupova
koji su istovremeno otvoreni i zatvoreni.

Teorem 23.1. Svaki nula-dimenzionalan prostor je potpuno regu-
laran.

Dokaz. Neka su u nula-dimenzionalnom prostoru X dani zatvoreni
podskup F i to£ka x izvan skupa F . Moramo pokazati da postoji
neprekidna funkcija f : X → I od X u jedini£ni zatvoreni segment
I = [0, 1] takva da je f(x) = 0 i f(F ) = 1.

Jer je komplement X \ F od F u X otvorena okolina to£ke x i jer
prostor X ima bazu od OZ-skupova, postoji OZ-skup U takav da je
x ∈ U i F ⊂ X \ U . De�nirajmo sada traºenu funkciju f tako da je
f(y) = 0 za svaku to£ku y u U i da je f(y) = 1 za svaku to£ku y izvan
U . ¤

Teorem 23.2. Nula-dimenzionalan prostor je nasljedno nepovezan.
Dokaz. Neka je A podskup nula-dimenzionalnog prostora X. Pret-

postavimo da A ima vi²e od jedne to£ke. Neka su a i b dvije razli£ite
to£ke podskupa A. Kako je nula-dimenzionalan prostor po de�niciji
T1-prostor, X \ {b} je otvorena okolina to£ke a. Jer X ima bazu od
OZ-skupova, postoji OZ-skup U takav da je a ∈ U ⊂ X \ {b}. Sada
je jasno da su presjek A ∩ U i razlika A \ U neprazni razdvojeni pod-
skupovi od A pa slijedi da A nije povezan. Zato je prostor X nasljedno
nepovezan budu¢i da nema netrivijalnih povezanih podskupova. ¤

Definicija 23.3. Podskup S topolo²kog prostora X nazivamo funk-
cijski zatvorenim (ili, kra¢e, FZ-podskup) ako postoji neprekidna funk-
cija f sa X u jedini£ni zatvoreni segment I = [0, 1] takva da je

S = f−1(0).
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Funkcijski zatvoreni podskupovi su dakle potpune praslike broja
nula za neku neprekidnu funkciju prostora u jedini£ni zatvoreni segment
pa se zato £esto jo² nazivaju i nula-skupovi. O£igledno je da je svaki
funkcijski zatvoreni podskup zatvoren. Obrat jama£no op¢enito ne
vrijedi.

Lema 23.1. Unije od kona£no mnogo i presjeci od prebrojivo mnogo
FZ-podskupova su ponovo FZ-podskupovi.

Dokaz. Neka je {fn}∞n=1 niz neprekidnih funkcija sa prostora X u
jedini£ni zatvoreni segment I. Jer su funkcije f, g : X → I de�nirane
sa f(x) = f1(x) · f2(x) i

g(x) =
∞∑

n=1

1

2n
fn(x)

za svaki x ∈ X neprekidne i zadovoljavaju
f−1(0) = f−1

1 (0) ∪ f−1
2 (0), and g−1(0) = ∩∞n=1 f−1

n (0)

vidimo da je unija dva FZ-podskupa i presjek niza FZ-podskupa opet
FZ-podskup. Da je unija kona£no mnogo FZ-podskupa opet FZ-podskup
sada moºemo lagano dokazati matemati£kom indukcijom. ¤

Definicija 23.4. Komplement funkcijski zatvorenog podskupa nazi-
vamo funkcijski otvoreni podskup (ili, kra¢e, FO-podskup).

Funkcijski otvoreni podskupovi su dakle potpune praslike (0, 1] (svi
realni brojevi izme�u nule i jedan osim nule) za neku neprekidnu funk-
ciju prostora u jedini£ni zatvoreni segment pa se zato £esto jo² nazivaju
i konula-skupovi. O£igledno je da je svaki funkcijski otvoreni podskup
otvoren.

Iz Leme 23.1 slijedi da su FO-podskupovi zatvoreni na kona£ne
presjeke i prebrojive unije.

Teorem 23.3. Da bi T1-prostor bio potpuno regularan nuºno je i
dovoljno da svi njegovi FO-podskupovi £ine bazu topologije prostora.

Teorem 23.4. Svaki OZ-podskup topolo²kog prostora je istovre-
meno FO-podskup i FZ-podskup.

Teorem 23.5. Neka je f : X → Y neprekidna funkcija me�u to-
polo²kim prostorima. Za svaki FZ-podskup B od Y , potpuna praslika
A = f−1(B) je FZ-podskup od X. Isto vrijedi i za FO-podskupove.

Dokaz. Jer je B po pretpostavci FZ-podskup od Y , postoji nep-
rekidna funkcija g : Y → I takva da je B = g−1(0). Neka je h = g ◦ f .
Kako je h−1(0) = A, slijedi da je A tako�er FZ-podskup. Dokaz za
FO-podskupove je vrlo sli£an. ¤

Definicija 23.5. Kaºemo da su podskupovi A i B topolo²kog pros-
tora X potpuno razdvojeni ako postoji neprekidna funkcija f : X → I
od X u jedini£ni zatvoreni segment I takva da je f(a) = 0 za svaki
a ∈ A i f(b) = 1 za svaki b ∈ B.
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Urysohnova Lema zapravo tvrdi da su u normalnom prostoru dva
disjunktna zatvorena skupa potpuno razdvojeni. Obrnuto, ako su svaka
dva disjunktna zatvorena podskupa T1-prostora X potpuno razdvojena,
onda je X normalan prostor.

Definicija 23.6. Pokriva£ topolo²kog prostora koji se sastoji od
FZ-podskupova naziva se FZ-pokriva£. Sli£no se uvodi i pojam i FO-
pokriva£a.

Definicija 23.7. Neprazni potpuno regularan prostor zovemo jako
nula-dimenzionalan ako svaki njegov kona£an FO-pokriva£ ima kon-
a£no otvoreno pro�njenje u parovima disjunktnim skupovima.

Lema 23.2. Za bilo koji par A, B potpuno razdvojenih podskupova
jako nula-dimenzionalnog prostora X uvijek postoji OZ-podskup U od
X takav da vrijedi A ⊂ U ⊂ X \B.

Dokaz. Neka je f : X → I neprekidna funkcija takva da vrijedi
f(A) ⊂ {0} i f(B) ⊂ {1}. Skupovi f−1((0, 1]) i f−1([0, 1)) zajedno
tvore FO-pokriva£ prostora X. Po pretpostavci, postoji kona£an otvo-
reni pokriva£ V od X u parovima disjunktnim skupovima koji pro�n-
juje taj FO-pokriva£. Onda je U = ∪{V : V ∈ V , A ∩ V 6= ∅} traºeni
OZ-podskup. ¤

Lema 23.3. Neka je X topolo²ki prostor. Ako za svaki par A, B
potpuno razdvojenih podskupova od X postoji OZ-podskup U od X takav
da je A ⊂ U ⊂ X \B, onda svaki kona£an FO-pokriva£ {Ui}k

i=1 pros-
tora X ima kona£no otvoreno pro�njenje {Vi}k

i=1 takvo da je Vi ⊂ Ui i
Vi ∩ Vj = ∅ za sve i, j = 1, . . . , k uz i 6= j.

Dokaz. Dokaz provodimo matemati£kom indukcijom s obzirom na
broj k. Za k = 1 lema o£igledno vrijedi. Pretpostavimo da je ona
istinita za svaki prirodan broj k manji od prirodnog broja m. Neka
je dan FO-pokriva£ {Ui}m

i=1 prostora X. Po pretpostavci indukcije,
postoji pokriva£ {W1, W2, . . . , Wm−1} prostora X koji se sastoji od u
parovima disjunktnih OZ-podskupova takvih da je

Wi ⊂ Ui za i < m− 1 i Wm−1 ⊂ Um−1 ∪ Um.

Primjetimo da je Wm−1 \ Um FZ-podskup od X jer je presjek dvaju FZ-
podskupova; Wm−1 je FZ-podskup jer su OZ-podskupovi FZ-podskupovi
dok je komplement od Um sigurno FZ-podskup jer je Um po pret-
postavci FO-podskup. Sli£no se vidi da je Wm−1 \ Um−1 isto FZ-podskup
od X. Budu¢i da su skupovi Wm−1 \ Um i Wm−1 \ Um−1 disjunktni, sli-
jedi da su oni potpuno razdvojeni. Dakle, po pretpostavci leme, postoji
OZ-podskup U od X takav da je

Wm−1 \ Um−1 ⊂ U ⊂ X \ (Wm−1 \ Um) = (X \Wm−1) ∪ Um.

Primjetimo da vrijede inkluzije
Wm−1 \ U ⊂ Um−1, Wm−1 ∩ U ⊂ Um.
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De�nirajmo sada otvorene skupove {Vi}m
i=1 tako da stavimo Vi = Wi za

i < m− 1, Vm−1 = Wm−1 \ U , i Vm = Wm−1 ∩ U . Lagano se provjerava
da je {Vi}m

i=1 traºeni otvoreni pokriva£ takav da je Vi ⊂ Ui i Vi ∩ Vj = ∅
za sve i, j = 1, . . . , m uz i 6= j. ¤

Na sli£an na£in dokazuje se i slijede¢a lema.
Lema 23.4. Ako za bilo koji par A, B potpuno razdvojenih podsku-

pova normalnog prostora X postoji OZ-podskup U od X takav da vri-
jede inkluzije A ⊂ U ⊂ X \B, onda svaki kona£an otvoreni pokriva£
{Ui}k

i=1 prostora X ima kona£no otvoreno pro�njenje {Vi}k
i=1 takvo da

je Vi ⊂ Ui i Vi ∩ Vj = ∅ za sve i, j = 1, . . . , k uz i 6= j.
Iz Lemi 23.3 i 23.4 lagano slijedi slijede¢a zanimljiva karakterizacija

jako nula-dimenzionalnih prostora.
Teorem 23.6. Neprazni potpuno regularan prostor X ¢e biti jako

nula-dimenzionalan ako i samo ako za svaki par A, B njegovih pot-
puno razdvojenih podskupova postoji OZ-podskup U od X takav da je
A ⊂ U ⊂ X \B.

Teorem 23.7. Neprazni normalan prostor X je jako nula-dimen-
zionalan ako i samo ako svaki kona£an otvoreni pokriva£ {Ui}k

i=1 pros-
tora X ima kona£no otvoreno pro�njenje {Vi}m

i=1 takvo da je Vi ∩ Vj = ∅
za sve indekse i, j = 1, . . . , m uz i 6= j.

Primjetimo da iz Leme 23.4 neposredno slijedi.
Teorem 23.8. Svaki jako nula-dimenzionalan topolo²ki prostor je

nula-dimenzionalan.
Teorem 23.9. Svaki Lindelöfov nula-dimenzionalan prostor je jako

nula-dimenzionalan.

Dokaz. Kako je svaki nula-dimenzionalan prostor potpuno regu-
laran, dovoljno je pokazati da za svaki par A, B potpuno razdvojenih
podskupova Lindelöfovog nula-dimenzionalnog prostora X postoji OZ-
podskup U od X takav da je A ⊂ U ⊂ X \B.

Za svaku to£ku x prostora X odaberimo OZ-podskup Wx od X koji
sadrºi x i zadovoljava relaciju A ∩Wx = ∅ ili relaciju B ∩Wx = ∅.

Postojanje skupa Wx obrazlaºemo ovako. Kako su A i B pot-
puno razdvojeni, postoji neprekidna funkcija f : X → I takva da je
f(A) ⊂ {0} i f(B) ⊂ {1}. Ako je f(x) = 0, onda je W = f−1([0, 1))
otvorena okolina od x u X koja ne sije£e skup B. Jer je X nula-
dimenzionalan, on ima bazu topologije od OZ-podskupova, pa je mogu¢e
na¢i OZ-podskup Wx takav da je x ∈ Wx ⊂ W . Potpuno simetri£an je
slu£aj kada je f(x) = 1, dok za f(x) ∈ (0, 1) na sli£an na£in moºemo
odabrati OZ-podskup Wx koji ne sije£e ni A ni B.

Tako smo izgradili otvoreni pokriva£ {Wx}x∈X od X. Budu¢i da je
prostor X Lindelöfov, taj pokriva£ ima prebrojivi potpokriva£, pa pos-
toji niz {xi}∞i=1 to£aka prostora X takav da je {Wxi

}∞i=1 pokriva£ od X.
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Ako za svaki prirodan broj i stavimo Ui = Wxi
\ ∪j<i Wxj

, onda dobi-
jemo niz u parovima disjunktnih OZ-podskupova koji prekrivaju £itavi
prostor X. Zato je U = ∪{Ui : A ∩ Ui 6= ∅ } traºeni OZ-podskup. ¤

Korolar 23.1. Svaki neprazan regularan prostor X s prebrojivo
mnogo elemenata je jako nula-dimenzionalan.

Dokaz. Kako je X Lindelöfov prostor, dovoljno je pokazati da X
ima bazu topologije od OZ-podskupova. Da bi smo to pokazali, neka su
to£ka x i otvorena okolina U od x u X dane. Jer su prebrojivi regularni
prostori normalni (pa stoga i potpuno regularni), postoji neprekidna
funkcija f : X → I takva da je f(x) = 0 i f(A) ⊂ {1}. Sada iskoris-
timo pretpostavku da je X prebrojiv da ustanovimo postojanje broja
ξ iz I = [0, 1] koji ne pripada slici f(X). Dakle,

V = f−1([0, ξ)) = f−1([0, ξ])

je traºeni OZ-podskup koji sadrºi to£ku x a sadrºan je u okolini U . ¤

Teorem 23.10. Za neprazne lokalno kompaktne parakompaktne to-
polo²ke prostore svojstva nasljedne nepovezanosti, nula-dimenzional-
nosti, i jake nula-dimenzionalnosti su ekvivalentna.

Dokaz. Jer su nula-dimenzionalni prostori uvijek nasljedno nepo-
vezani i jako nula-dimenzionalni prostori su uvijek nula-dimenzionalni,
stoga je dovoljno pokazati da je svaki neprazni lokalno kompaktan
parakompaktan nasljedno nepovezan prostor X jako nula-dimenziona-
lan. Daljnu redukciju postiºemo ako se prisjetimo da se svaki neprazni
lokalno kompaktan parakompaktan prostor moºe prikazati kao unija
familije u parovima disjunktnih OZ-podskupova svaki sa Lindelöfovim
svojstvom. Zato je dovoljno pokazati da za svaku to£ku x ∈ X i svaku
okolinu U od x u X postoji OZ-podskup V od X takav da je x ∈ V ⊂ U .

Za dane x i U , odaberimo otvorenu okolinu W od x u X takvu da je
W ⊂ U i da je zatvara£ W kompaktan. Lagano vidimo da se jedno£lani
skup {x} u W podudara sa presjekom familije Z svih OZ-podskupova
od W koji sadrºe to£ku x. Zato, postoji prirodan broj k i £lanovi Z1,. . . ,
Zk familije Z takvi da je x ∈ V ⊂ W , gdje je V = ∩k

i=1 Zi. Skup V je
zatvoren u X jer je zatvoren u W . On je tako�er otvoren u X budu¢i
da je otvoren u W . ¤

Teorem 23.11. Za sve neprazne kompaktne topolo²ke prostore svoj-
stva nasljedne nepovezanosti, nula-dimenzionalnosti, i jake nula-dimen-
zionalnosti su ekvivalentna.

Teorem 23.12. Svaki potprostor nasljedno nepovezanog topolo²kog
prostora je nasljedno nepovezan. Svaki neprazni potprostor nula-dimen-
zionalnog prostora je nula-dimenzionalan.

Teorem 23.13. Ako je prostor X jako nula-dimenzionalan prostor,
onda je svaki neprazan podskup A od X koji ima svojstvo da se svaka
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neprekidna funkcija f : A → I dade pro²iriti do neprekidne funkcije
g : X → I tako�er jako nula-dimenzionalan prostor.

Korolar 23.2. Svaki neprazni zatvoreni potprostor normalnog jako
nula-dimenzionalnog prostora je jako nula-dimenzionalan prostor.

Moºe se pokazati da postoje jako nula-dimenzionalni prostori s pot-
prostorima koji nisu jako nula-dimenzionalni prostori.

Teorem 23.14. Stone-�echova kompakti�kacija βX potpuno regu-
larnog prostora X je jako nula-dimenzionalan prostor ako i samo ako
je prostor X jako nula-dimenzionalan.

Dokaz. Prethodni teorem daje nam jednu implikaciju, pa pre-
ostaje dokazati da je βX jako nula-dimenzionalan prostor ako je X
jako nula-dimenzionalan prostor.

Neka je A, B par potpuno razdvojenih podskupova od βX i neka je
f : βX → I neprekidna funkcija za koju je f(A) ⊂ {0} i f(B) ⊂ {1}.
Skupovi C = X ∩ f−1([0, 1

3
)) i D = X ∩ f−1((2

3
, 1]) su potpuno raz-

dvojeni podskupovi od X. Kako je X po pretpostavci jako nula-
dimenzionalan, postoji OZ-podskup U prostora X takav da je C ⊂ U i
U ⊂ X \D. Slijedi da je zatvara£ U od U u βX istovremeno otvoren i
zatvoren (tj, U je OZ-podskup od βX). S druge strane, vrijede inklu-
zije A ⊂ C i B ⊂ D. Budu¢i da skup D ne sije£e skup U , slijedi

A ⊂ C ⊂ U ⊂ βX \D ⊂ βX \B.

Zato je βX jako nula-dimenzionalan. ¤
Kasnije ¢emo pokazati da prethodni teorem ne vrijedi za nasljednu

nepovezanost i za nula-dimenzionalnost.
Teorem 23.15. Suma

⊕
j∈J Xj neprazne familije nepraznih topo-

lo²kih prostora je nasljedno nepovezana ako i samo ako su svi £lanovi Xj

nasljedno nepovezani. Isto vrijedi i za svojstva nula-dimenzionalnosti i
jake nula-dimenzionalnosti.

Teorem 23.16. Produkt P =
∏

j∈J Xj neprazne familije nepraznih
prostora je nasljedno nepovezan ako i samo ako su svi faktori Xj nas-
ljedno nepovezani.

Dokaz. Kako je svaki faktor Xj homeomorfan potprostoru pro-
dukta P , dovoljno je pokazati da je P nasljedno nepovezan ako su svi
faktori Xj nasljedno nepovezani. Ali to slijedi neposredno iz Teorema
20.6 gdje smo pokazali da je komponenta to£ke produkta produkt kom-
ponenti njenih koordinata. ¤

Korolar 23.3. Limes inverznog sistema nasljedno nepovezanih
prostora je nasljedno nepovezan prostor.

Teorem 23.17. Direktni produkt
∏

j∈J Xj neprazne familije nep-
raznih topolo²kih prostora je nula-dimenzionalan ako i samo ako su svi
faktori Xj nula-dimenzionalni.
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Dokaz. Kako je svaki faktor Xj homeomorfan potprostoru pro-
dukta P , prema Teoremu 23.12, dovoljno je pokazati da je P nula-
dimenzionalan ako su svi faktori Xj nula-dimenzionalni. Ali to slijedi
neposredno iz £injenice da produkti oblika

∏
j∈J Uj gdje je svaki faktor

Uj neki OZ-podskup od Xj i postoji kona£an podskup K od J takav da
je Uj = Xj za svaki j ∈ K tvore bazu topologije produkta P i njegovi
su OZ-podskupovi. ¤

Korolar 23.4. Limes inverznog sistema nula-dimenzionalnih pros-
tora je ili prazan skup ili nula-dimenzionalan prostor.

Postoje vrlo sloºeni primjeri koji pokazuju da produkt dva jako
nula-dimenzionalnih prostora ne mora biti jako nula-dimenzionalan
prostor. Ne²to je lak²e pokazati da limes inverznog niza jako nula-
dimenzionalnih prostora ne mora biti jako nula-dimenzionalan.

Teorem 23.18. Cantorova kocka Dm je nula-dimenzionalna i svaki
se nula-dimenzionalan prostor teºine m ≥ ℵ0 moºe uloºiti u Dm.

Dokaz. Jer je dijada D = {0, 1} (sa diskretnom topologijom) (jako)
nula-dimenzionalan prostor, iz Teorema 23.17 slijedi da je Cantorova
kocka Dm nula-dimenzionalna za svaki kardinalni broj m.

Neka je X nula-dimenzionalan prostor teºine m ≥ ℵ0. Primjetimo
da postoji skup K sa to£no m elemenata i baza {Uk}k∈K topologije
prostora X od OZ-podskupova. Za svaki element k skupa K de�nira-
jmo neprekidnu funkciju fk : X → Dk pravilom

fk(x) =

{
1, za x ∈ Uk,
0, za x ∈ X \ Uk,

gdje je Dk = D za svaki k ∈ K. O£igledno je funkcija

f : X → Dm =
∏

k∈K

Dk

de�nirana sa f(x) = (fk(x))k∈K ulaganje prostora X u Cantorovu kocku
Dm. ¤

Korolar 23.5. Svaki nula-dimenzionalan prostor X teºine m ima
nula-dimenzionalnu kompakti�kaciju teºine m.

Dokaz. Moºemo pretpostaviti da je kardinalni broj m beskon-
a£an. Neka je f ulaganje prostora X u Cantorovu kocku Dm. Onda
je zatvara£ f(X) kopije f(X) prostora X u kocki traºena kompakti-
�kacija. ¤

Prisjetimo li se da je svaki kompaktan prostor beskona£ne teºine m
slika zatvorenog podskupa Cantorove kocke Dm pri neprekidnoj funkciji,
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vidimo da postoji zatvoreni podskup X Cantorovog skupa Dℵ0 i nep-
rekidna funkcija f od X na jedini£ni zatvoreni segment I. Primje-
timo da je kvocijentni prostor X/E(f) homeomorfan sa I, gdje je re-
lacija ekvivalencije E(f) na X de�nirana sa x E(f) y ako i samo ako
je f(x) = f(y) za x, y ∈ X. Tako smo pokazali da kvocijentna pres-
likavanja ne £uvaju niti jedno od vrsta nepovezanosti koje sada pro-
matramo: nasljednu nepovezanost, nula-dimenzionalnost, i jaku nula-
dimenzionalnost.

Primjer 23.1. Svaki neprazan diskretan topolo²ki prostor je jako
nula-dimenzionalan.

Prostor W svih rednih brojeva koji su manji ili jednaki prvom nepre-
brojivom rednom broju ω1 je o£igledno nula-dimenzionalan a jer je on
kompaktan (i stoga Lindelöfov) slijedi da je W jako nula-dimenzionalan.
Neka nam W0 bude oznaka za skup svih prebrojivih rednih brojeva
(tj, W0 je komplement jedno£lanog skupa {ω1} u W ). Lagano se vidi
da se svaka neprekidna funkcija na W0 sa vrijednostima u jedini£nom
zatvorenom segmentu I dade pro²iriti neprekidno na cijeli prostor W .
Stoga slijedi da je potprostor W0 tako�er jako nula-dimenzionalan.

Sli£no se lagano provjeri da je Sorgenfreyov pravac S nula-dimen-
zionalan a kako je on Lindelöfov prostor, slijedi da je isto jako nula-
dimenzionalan.

Budu¢i da su svi intervali realnih brojeva povezani, slijedi da nula-
dimenzionalan potprostor X pravca nesmije sadrºavati niti jedan in-
terval (tj. nesmiju postojati realni brojevi a i b takvi da je a < b i
(a, b) ⊂ X). Lagano je dokazati da vrijedi i obrat te tvrdnje. Dakle,
neprazni potprostor realnog pravca je jako nula-dimenzionalan ako i
samo ako ne sadrºi niti jedan interval. U posebnom, skup svih racional-
nih i skup svih iracionalnih su jako nula-dimenzionalni. Sada slijedi da
su potprostori Euklid-skog n-prostora Rn, n-dimenzionalne kocke In,
i Hilbertove kocke Iℵ0 koji sadrºe samo to£ke sa svim koordinatama
racionalnim brojevima jako nula-dimenzionalni. Isto vrijedi i za njihove
potprostore koji sadrºe samo to£ke sa svim koordinatama iracionalnim
brojevima.

Lagano se uvjeriti da je Baireov prostor B(m) nula-dimenzionalan.
Moºe se pokazati da je on £ak jako nula-dimenzionalan. Nadalje,
postoji primjer (od P. Erdös-a) nasljedno nepovezanog separabilnog
metri£kog prostora koji nije nula-dimenzionalan.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

24. Kompaktnost
Definicija 24.1. Neka je X topolo²ki prostor. Za familiju

U = {Uα : α ∈ A }
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podskupova Uα od X kaºemo da je pokriva£ od X ako je

X =
⋃
{Uα : α ∈ A }.

Drugim rije£ima, svaki element od X leºi u nekom £lanu familije U .
Definicija 24.2. Ako su svi £lanovi Uα pokriva£a U otvoreni sku-

povi onda kaºemo da je U otvoreni pokriva£. Sli£no se de�niraju i
zatvoreni pokriva£i, povezani pokriva£i, i ostali srodni pojmovi.

Definicija 24.3. Ve¢ prema prirodi skupa A kojim je indeksiran
pokriva£ U razlikujemo kona£ne, prebrojive, beskona£ne,... pokriva£e.
Tako kona£an pokriva£ ima kona£no mnogo £lanova a prebrojiv ima
prebrojivo mnogo £lanova.

Definicija 24.4. Bilo koja podfamilija pokriva£a koja je i sama
pokriva£ naziva se potpokriva£. Prema tome, ako je U = {Uα : α ∈ A }
neki pokriva£ prostora X i B je podskup of A takav da je i familija
V = {Uβ : β ∈ B } tako�er pokriva£ od X, onda je V potpokriva£ od
U .

Definicija 24.5. Neka su U = {Uα : α ∈ A} i V = {Vβ : β ∈ B}
dva pokriva£a prostora X. Kaºemo da V pro�njuje U ili da je V pro�n-
jenje od U i pi²emo V ≥ U ako za svaki α ∈ A postoji β ∈ B takav da
je Vβ podskup od Uα. Ponekad ¢emo relaciju V ≥ U opisivati tako da
kaºemo da je pokriva£ V upisan u pokriva£ U .

Primjetimo da je svaki potpokriva£ pro�njenje i da ako je B baza
topologije na prostoru X onda je B pokriva£ od X i za svaki otvoreni
pokriva£ U postoje pro�njenja V od U koja se sastoje samo od £lanova
od B. I doista, za svaki U ∈ U i svaki x ∈ U postoji B(U, x) ∈ B takav da
je x ∈ B(U, x) ⊂ U . Onda je V = {B(U, x) : U ∈ U , x ∈ U} jedno takvo
pro�njenje. Prema tome, slijedi da svaki otvoreni pokriva£ separabilnog
metri£kog prostora ima prebrojivo pro�njenje.

Definicija 24.6. Prostor zovemo Lindelö�ovim ako svaki njegov
otvoreni pokriva£ ima prebrojivo otvoreno pro�njenje.

Sada gornju primjedbu moºemo iskazati ovako: Svaki separabilni
metri£ki prostor je Lindelö�ov prostor.

Definicija 24.7. Topolo²ki prostor je kompaktan ako svaki njegov
otvoreni pokriva£ ima otvoreno kona£no pro�njenje.

Definicija 24.8. Podskup topolo²kog prostora je kompaktan ako
je on kompaktan prostor u relativnoj topologiji. Dakle, ako je (X, T )
topolo²ki prostor, onda ¢e A ⊂ X biti kompaktan ako je (A, T |A) kom-
paktan topolo²ki prostor.

Primjer 24.1. O£igledno je da su topolo²ki prostori na kona£nim
skupovima kompaktni jer imaju kona£ne baze. Zato je svaki kona£an
podskup u topolo²kom prostoru kompaktan. Kasnije ¢emo pokazati
da je podskup Euklidskog prostora Rn kompaktan onda i samo onda
ako je zatvoren i ome�en. Zato su zatvoreni kona£ni segmenti [a, b ] na
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pravcu R i jedini£na kruºnica S1 = {z : |z| = 1} i zatvoreni jedini£ni
disk B2 = {z : |z| ≤ 1} u ravnini R2 kompaktni. S druge strane, otvo-
reni segmenti (a, b) (uklju£uju¢i i £itav pravac R) i otvoreni jedini£ni
disk

◦
B2 = {z : |z| < 1} su primjeri nekompaktnih topolo²kih prostora.

Svaki diskretan beskona£an prostor tako�er nije kompaktan.
Teorem 24.1. Jedini£ni zatvoreni segment I = [0, 1] je kompaktan.

Dokaz. Neka je U = {Uα : α ∈ A} bilo koji otvoreni pokriva£ od
I. Ozna£imo sa S skup svih t iz I takvih da kona£no mnogo £lanova od
U prekriva segment [0, t]. Primjetimo da skup S sigurno nije prazan
jer je po£etak 0 svakako u S budu¢i da neki £lan od U prekriva 0 pa
segment [0, 0] moºemo prekriti s jednim £lanom pokriva£a U . Na² cilj
je pokazati da drugi kraj 1 tako�er pripada skupu S. Jednom kada
to pokaºemo, onda slijedi da I prekriva kona£no mnogo £lanova od U
pa U sigurmo ima kona£no otvoreno pro�njenje jer ima £ak kona£an
potpokriva£.

Budu¢i da je S neprazan i ome�en (jer je podskup ome�enog skupa
I), prema svojstvu neprekidnosti realnih brojeva on ima supremum
s ∈ I. Pokazati ¢emo da je s ∈ S i da je s = 1. Time ujedno pokazu-
jemo da je 1 ∈ S ²to nam je cilj.

Odaberimo α ∈ A takav da Uα prekriva broj s. Kako je Uα otvoren
skup i s je supremum skupa S sigurno postoji t ∈ S takav da je t ≤ s
i [t, s] ⊂ Uα. Jer je t u skupu S, postoji kona£an podskup B od A
takav da {Uβ}β∈B prekriva [0, t]. Skup C = B ∪ {α} (unija skupa B
i jedno£lanog skupa koji se sastoji samo od indeksa α) je kona£an i
familija {Uγ}γ∈C o£igledno prekriva [0, s]. Zato s pripada skupu S.

Na kraju, pretpostavimo da je s < 1. Opet odaberimo α ∈ A takav
da Uα prekriva broj s. Kako je Uα otvoren skup i s je supremum
skupa S sigurno postoje t1 ∈ S i t2 ∈ I takvi da je t1 ≤ s < t2 ≤ 1,
i [t1, t2] ⊂ Uα. Jer je t1 u skupu S, postoji kona£an podskup D od
A takav da {Uδ}δ∈D prekriva [0, t1]. Skup E = D ∪ {α} je kona£an i
familija {Uξ}ξ∈E o£igledno prekriva [0, t2]. Tako smo dobili da je broj t2
koji je strogo ve¢i od broja s u skupu S. No to se protivi pretpostavci
da je s supremum skupa S. ¤

Teorem 24.2. Topolo²ki prostor je kompaktan onda i samo onda
ako svaki njegov otvoreni pokriva£ ima kona£an potpokriva£.

Dokaz. (⇒). Neka je U = {Uα : α ∈ A} bilo koji otvoreni pokriva£
topolo²kog prostora X. Po pretpostavci, u pokriva£ U moºemo upisati
kona£an otvoreni pokriva£ V = {Vβ : β ∈ B}. Za svaki β ∈ B odabe-
rimo α(β) u A tako da je Vβ ⊂ Uα(β). Onda je {Uα(β)}β∈B o£igledno
kona£an potpokriva£ od U .

(⇐). Ova implikacija je jasna jer je svaki potpokriva£ upisan u
pokriva£. ¤
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Teorem 24.3. Realni pravac R s uobi£ajenom topologijom nije
kompaktan.

Dokaz. Za svaki cijeli broj n neka je Un = (n− 1, n + 1) (tj. Un je
otvoreni segment od n− 1 do n + 1). Primjetimo da jedino interval Un

pokriva broj n. Zato je jasno da je U = {Un : n ∈ Z} otvoreni pokriva£
od R bez kona£nih potpokriva£a. ¤

Teorem 24.4. Ako je f : X → Y neprekidna surjekcija kompaktnog
topolo²kog prostora X na topolo²ki prostor Y , onda je prostor Y tako�er
kompaktan. Dakle, neprekidne funkcije £uvaju kompaktnost.

Dokaz. Neka je V = {Vβ : β ∈ B} pokriva£ prostora Y nepraznim
otvorenim skupovima. Primjetimo da je praslika Uβ = f−1(Vβ) za svaki
β ∈ B neprazni otvoreni podskup od X jer je f surjekcija i jer inverz
neprekidne funkcije prevodi otvorene skupove kodomene u otvorene
skupove domene. Po pretpostavci, postoji kona£an podskup A od B
takav da familija {Uα}α∈A prekriva X. Jasno je da je familija {Vα}α∈A

kona£an potpokriva£ od U . ¤

Korolar 24.1. Kompaktnost je topolo²ka invarijanta. Druga£ije
re£eno, bilo koji prostor homeomorfan kompaktnom prostoru je i sam
kompaktan.

Prisjetimo se da familija {Sα}α∈A podskupova skupa S ima svojstvo
kona£nih presjeka ako je za svaki kona£an podskup F indeksnog skupa
A presjek ⋂

{Sα : α ∈ F}
neprazan. Primjetimo da svaki silazni niz nepraznih podskupova ima
svojstvo kona£nih presjeka.

Teorem 24.5. Topolo²ki prostor X je kompaktan ako i samo ako
u njemu svaka familija {Fα}α∈A zatvorenih podskupova sa svojstvom
kona£nih presjeka ima neprazan presjek

⋂{Fα : α ∈ A} svih £lanova.

Dokaz. Slijedi iz £injenice da familija {Fα : α ∈ A} zatvorenih pod-
skupova topolo²kog prostora X sa svojstvom kona£nih presjeka ima
presjek

⋂{Fα : α ∈ A} svih svojih £lanova prazan onda i samo onda
ako je {X \ Fα}α∈A otvoreni pokriva£ od X bez kona£nog potpokri-
va£a. ¤

Korolar 24.2. U kompaktnom prostoru svaki silazni niz nepraznih
zatvorenih podskupova ima neprazan presjek.

25. Osnovna svojstva kompaktnosti
Teorem 25.1. Zatvoreni podskupovi kompaktnog prostora su kom-

paktni.
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Dokaz. Neka je Z zatvoreni podskup kompaktnog prostora X i
neka je familija V = {Vβ : β ∈ B} otvoreni pokriva£ od Z. Dakle, svaki
Vβ je otvoreni skup u relativnoj topologiji na Z pa za svaki β ∈ B
postoji otvoreni skup Uβ u X takav da je Vβ = Z ∩ Uβ (tj. Vβ je jednak
presjeku Uβ sa podskupom Z). Sada nam familija {X \ Z} ∪ {Uβ}β∈B

sigurno prekriva £itavi prostor X i o£igledno se sastoji od otvorenih
podskupova od X. Po pretpostavci, postoji kona£an podskup A od B
takav da {X \ Z} ∪ {Uα}α∈A prekriva X. Sada je jasno da je {Vα}α∈A

kona£an potpokriva£ od V . ¤
Teorem 25.2. U Hausdor�ovom prostoru kompaktni podskupovi su

zatvoreni.
Dokaz. Neka je X Hausdor�ov prostor i naka je K kompaktan

podskup od X. Da pokaºemo da je skup K zatvoren, dovoljno je
vidjeti da je komplement otvoren. To ¢e sigurno vrijediti ako pokaºemo
da svaka to£ka x izvan K ima (otvorenu) okolinu U koja ne sije£e K.

Po pretpostavci, za svaku to£ku y skupa K postoje disjunktni otvo-
reni skupovi Uy i Vy takvi da je x ∈ Uy i y ∈ Vy. Familija {K ∩ Vy}y∈K

je otvoren pokriva£ kompaktnog skupa K pa postoji kona£an podskup
F od K takav da familija {Vy}y∈F prekriva K. Neka je

U = ∩{Uy : y ∈ F}
(tj. U je presjek kona£no mnogo okolina to£ke x me�u okolinama Uy

koje su indeksirane to£kama iz skupa F ). Lagano je provjeriti da je U
traºena okolina. ¤

Teorem 25.3. Svaki kompaktan Hausdor�ov prostor je normalan.
Dokaz. Neka su F i G dva disjunktna zatvorena podskupa kom-

paktnog metri£kog prostora X. Moramo na¢i disjunktne otvorene sku-
pove U i V takve da je F ⊂ U i G ⊂ V .

Prvo kao i u dokazu Teorema 25.2, za svaku to£ku x skupa F
moºemo na¢i otvorenu okolinu Ux od x i otvorenu okolinu Vx zatvorenog
skupa G takve da je Ux ∩ Vx = ∅.

Familija {Ux}x∈F je otvoreni pokriva£ kompaktnog skupa F (koji
je zatvoreni podskup kompaktnog prostora). Zato postoji kona£an pod-
skup D od F takav da {Ud}d∈D prekriva F . Onda su U = ∪{Ud : d ∈ D}
i V = ∩{Vd : d ∈ D} traºeni otvoreni skupovi. ¤

26. Karakterizacija kompaktnih skupova u Rn

Propozicija 26.1. Svaki kompaktni metri£ki prostor je ome�en.
Dokaz. Neka je metri£ki prostor (X, d) kompaktan. Neka je

U = {K(x, 1)}x∈X

pokriva£ od X otvorenim kuglama radijusa 1 (jedan). Zbog kompakt-
nosti, postoji kona£an podskup F od X takav da familija {K(x, 1)}x∈F
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prekriva X. Kako svaka kugla radijusa jedan ima dijametar najvi²e
dva, zaklju£ujemo da je X ome�en kao kona£na unija ome�enih sku-
pova. ¤

Korolar 26.1. Kompaktni podskupovi bilo kojeg metri£kog pros-
tora su ome�eni i zatvoreni.

Dokaz. To je neposredna posljedica prethodne propozicije i Teo-
rema 25.2. ¤

Primjer skupa prirodnih brojeva N sa diskretnom metrikom

d(x, y) =

{
1, ako je x 6= y

0, ako je x = y,

pokazuje da obrat prethodnog korolara nije istinit. Na² cilj je pokazati
da on ipak vrijedi u Euklidskim prostorima.

Definicija 26.1. Topolo²ki prostor X je prebrojivo kompaktan ako
u njemu svaki prebrojivi otvoreni pokriva£ ima kona£an potpokriva£.
S druge strane, X zovemo nizovno kompaktnim ako je on Hausdor�ov
i ako svaki niz u X ima konvergentan podniz.

Svaki kompaktan topolo²ki prostor je prebrojivo kompaktan pros-
tor. To£nije, o£igledno vrijedi slijede¢i teorem.

Teorem 26.1. Topolo²ki prostor je kompaktan onda i samo ako je
Lindelö�ov i prebrojivo kompaktan.

Primjetimo da se Bolzano-Weierstrassov Teorem ovim nazivljem
moºe iskazati ovako: Svaki zatvoreni i ome�eni podskup Euklidskog
prostora Rn je nizovno kompaktan.

Lema 26.1. Svaki nizovno kompaktan topolo²ki prostor je prebrojivo
kompaktan.

Dokaz. Neka je U = {Ui : i ∈ N} prebrojivi otvoreni pokriva£ ni-
zovno kompaktnog prostora X. Ako pretpostavimo da pokriva£ U
nema kona£nih potpokriva£a, onda za svaki k ∈ N moºemo na¢i to£ku
xk izvan unije ∪k

i=1 Ui prvih k £lanova pokriva£a U . Tako smo dobili niz
{xk}k∈N u X. Kako je prostor X nizovno kompaktan, postoji to£ka x0

u X kojoj neki podniz xkj
niza xk konvergira. Odaberimo i ∈ N tako

da skup Ui sadrºi to£ku x0. Jer gotovo svi £lanovi podniza xkj
leºe u

skupu Ui mora postojati dovoljno velika vrijednost indeksa j takva da
je kj > i i da to£ka xkj

pripada skupu Ui. No, s druge strane, to£ka xkj

ne moºe biti u skupu Ui jer je kj > i. ¤

Teorem 26.2. Podskup Euklidskog prostora Rn je kompaktan ako i
samo ako je zatvoren i ome�en.

Dokaz. (⇒). Kako je Euklidski prostor Rn metri£ki prostor, kom-
paktan podskup je zatvoren i ome�en prema Korolaru 26.1.
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(⇐). Neka je K zatvoreni i ome�eni podskup od Rn. Budu¢i da
prostor Rn ima prebrojivu bazu, njegov podskup K je tako�er ima pre-
brojivu bazu. Zato je K Lindelö�ov prostor. Kako je prema Bolzano-
Weierstrassovom Teoremu K i nizovno kompaktan, iz Leme 26.1 slijedi
da je K prebrojivo kompaktan. Na kraju, iz Teorema 26.1 dobivamo
ºeljeni zaklju£ak da je K kompaktan. ¤

27. Produkt kompaktnih prostora
Ovdje ¢emo dokazati poseban slu£aj slijede¢eg Teorema A. Tihonova.
Teorem 27.1. Produkt

∏{Xα : α ∈ A} prostora je kompaktan ako
i samo ako je svaki faktor Xα kompaktan.

Implikacija (⇒) slijedi iz £injenice da je projekcija produkta na bilo
koji od faktora neprekidna surjekcija i da je kompaktnost o£uvana pod
takvim funkcijama.

Obrnuta implikacija je mnogo teºa i dokazuje se upotrebom nekog
od ekvivalenata Aksioma Izbora. Mi ¢emo se zadovoljiti dokazom
slu£aja produkta kona£no mnogo prostora. Taj slu£aj se lagano dokazuje
indukcijom iz slijede¢eg teorema.

Teorem 27.2. Direktni produkt X × Y dva kompaktna prostora X
i Y je kompaktan prostor.

Dokaz. Neka je U = {Wα : α ∈ A} otvoreni pokriva£ od X × Y .
Kako produkti U × V , gdje je U otvoren u X i V je otvoren u Y , £ine
bazu topologije na X × Y , moºemo pretpostaviti da je svaki skup Wα

produkt Uα × Vα pri £emu je Uα otvoren u X a Vα je otvoren u Y .
Za bilo koji x ∈ X, produkt Z = {x} × Y je kompaktan podskup

od X × Y homeomorfan prostoru Y . Kako je {Z ∩Wα}α∈A otvoreni
pokriva£ od Z, postoji kona£an podskup Ax od A takav da familija

{Uα × Vα : α ∈ Ax}
prekriva Z. Neka je Ux presjek svih onih otvorenih skupova Uα takvih
da je α ∈ Ax i x ∈ Uα. Jer je Ax kona£an skup, Ux je otvorena okolina
to£ke x pa je U = {Ux}x∈X otvoreni pokriva£ kompaktnog prostora
X. Odaberimo kona£an podskup K od X takav da familija {Ux}x∈K

prekriva X. O£igledno je {Ux × Vβ : x ∈ X, β ∈ Ax} kona£an pot-
pokriva£ od W . ¤

28. Neprekidne funkcije na kompaktnim prostorima
Teorem 28.1. Svaka neprekidna bijekcija f : X → Y kompaktnog

topolo²kog prostora X na Hausdor�ov prostor Y je homeomor�zam.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je inverz g : Y → X od f nep-
rekidna funkcija. Drugim rije£ima, da je praslika g−1(Z) = f(Z) bilo
kojeg zatvorenog podskupa Z od X zatvoreni podskup od Y .
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Neka je Z zatvoreni podskup od X. Jer je X kompaktan, skup
Z je tako�er kompaktan. Zato je njegova slika f(Z) pri neprekidnoj
funkciji isto kompaktna. Ali, prostor Y je Hausdor�ov pa je f(Z)
zatvoreni podskup od Y . ¤

Primjetimo da funkcija f : [0, 1) → S1 polu-zatvorenog segmenta
na jedini£nu kruºnicu u ravnini de�nirana sa f(t) = e2 π i t za svaki
t ∈ [0, 1) pokazuje da se pretpostavka kompaktnosti prostora X u pret-
hodnom teoremu ne moºe izostaviti.

Teorem 28.2. Svaka neprekidna realna funkcija na kompaktnom
prostoru postiºe maksimum i minimum. Drugim rije£ima, ako je X
kompaktan prostor i funkcija f : X → R je neprekidna, onda postoje
to£ke a i b u X takve da je

f(a) ≤ f(x) ≤ f(b)

za sve x ∈ X.
Dokaz. Slika f(X) prostora X je kompaktan podskup od R. Zato

je on tako�er zatvoren i ome�en. Ome�enost povla¢i da f(X) ima
supremum s i in�mum i. Zbog zatvorenosti slijedi da s i i oba pripadaju
skupu f(X). Dakle, f(X) ima najve¢u i najmanju vrijednost. Sada za
to£ke a i b moºemo uzeti bilo koje to£ke iz nepraznih skupova f−1(i) i
f−1(s) redom. ¤

Korolar 28.1. Ako je f : X → R realna funkcija na kompaktnom
povezanom prostoru X, onda postoje realni brojevi c i d takvi da je
f(X) = [c, d ].

Dokaz. Stavimo li c = i i d = s u dokazu prethodnog teorema,
vidimo da je f(X) ⊂ [c, d ]. Kada bi postojao broj e izme�u c i d koji
nije u skupu f(X), onda bi f−1((−∞, e)) i f−1((e +∞)) bili otvoreni
neprazni i disjunktni podskupovi od X koji bi u uniji davali £itav pros-
tor X. Ali takav prikaz prostora X je nemogu¢ jer je on povezan po
pretpostavci. Dakle, broj e ne postoji pa je f(X) = [c, d ]. ¤

Znamo da je svaka uniformno neprekidna funkcija izme�u metri£kih
prostora neprekidna i da obrat te tvrdnje op¢enito ne vrijedi jer je funk-
cija f : (0, 1] → R de�nirana sa f(x) = 1

x
neprekidna a nije uniformno

neprekidna funkcija. Slijede¢i teorem pokazuje da obrat vrijedi ako je
domena kompaktna. Za njegov dokaz upotrijebiti ¢emo slijede¢u lemu.

Lema 28.1. Za svaki otvoreni pokriva£ U kompaktnog metri£kog
prostora (X, d) postoji broj δ = δ(U) > 0 takav da za svake dvije to£ke
x i y u prostoru X kojih je udaljenost manja od broja δ neki £lan
pokriva£a sadrºi istovremeno x i y.

Dokaz. Kad takvog broja ne bi bilo, za svaki prirodan broj i mogli
bi smo na¢i par to£ka xi i yi takvih da je d(xi, yi) < 1

i
i da ne postoji

£lan pokriva£a U koji bi istovremeno sadrºavao to£ke xi i yi.
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Budu¢i da je prostor X kompaktan, nizovi {xi}i∈N i {yi}i∈N imaju
konvergentne podnizove. Dakle, moºemo uzeti da su sami nizovi {xi}i∈N
i {yi}i∈N konvergentni. Uvjet d(xi, yi) < 1

i
povla£i da se limesi ta dva

konvergentna niza podudaraju (recimo sa to£kom x0). Neka je U0 £lan
pokriva£a U koji sadrºi to£ku x0. To je okolina to£ke x0 pa su gotovo
svi £lanovi obaju nizova sadrºani u U0. Dakle, postoji dovoljno veliki
indeks k takav da xk i yk pripadaju skupu U0. Ali, to se protivi na£inu
izbora to£ka xk i yk. ¤

Teorem 28.3. Svaka neprekidna funkcija f : X → Y kompaktnog
metri£kog prostora (X, d) u metri£ki prostor (Y, %) je uniformno nep-
rekidna funkcija.

Dokaz. Neka je ε > 0. Moramo na¢i δ > 0 takav da za to£ke
x, y ∈ X relacija d(x, y) < δ povla£i %(f(x), f(y)) < ε.

Jer je funkcija f neprekidna, za svaki x ∈ X postoji pozitivan broj
δx takav da je f(Kd(x, δx)) ⊂ K%(f(x), ε

2
) (tj. funkcija f preslikava

otvorenu δx-kuglu oko to£ke x u otvorenu ε
2
-kuglu oko to£ke f(x)).

Familija {Kd(x, δx)}x∈X je otvoreni pokriva£ kompaktnog prostora
X pa postoji δ > 0 sa svojstvom da bilo koje dvije to£ke x i y od
X takve da je d(x, y) < δ leºe u nekoj od kugala Kd(z, δz) (z ∈ X).
Lagano je sada provjeriti da je δ traºeni broj. ¤

29. Kompaktnost metri£kih prostora
Teorem 29.1. (Cantorov Teorem). Metri£ki prostor (X, %) je

potpun ako i samo ako svaki silazni niz F1 ⊃ F2 ⊃ · · · nepraznih zatvo-
renih podskupova od X £iji dijametri teºe k nuli ima neprazan presjek
∩∞i=1 Fi.

Dokaz. (⇒). Neka je F1 ⊃ F2 ⊃ · · · niz nepraznih zatvorenih pod-
skupova nekog potpunog metri£kog prostora (X, %) i pretpostavimo da
je
(1) lim δ(Fi) = 0,

tj. da %-dijametri skupova Fi teºe prema nuli kada indeks i neograni£eno
raste.

U svakom skupu Fi odaberimo to£ku xi. Budu¢i da sve to£ke s
indeksom ve¢im od prirodnog broja i leºe u skupu Fi, pretpostavka (1)
povla£i da je {xi}i∈N Cauchyjev niz u prostoru X. Zato on konvergira
prema nekoj to£ki x ∈ X. Za svaki i ∈ N, jer je skup Fi zatvoren i x
je limes niza {xj}j≥i, zaklju£ujemo da je to£ka x u skupu Fi. Dakle,
presjek ∩∞i=1 Fi je neprazan skup budu¢i da sadrºi to£ku x.

(⇐). Neka je (X, %) metri£ki prostor koji zadovoljava uvjet iz
iskaza teorema i neka je {xi}i∈N Cauchyjev niz u X. Za svaki priro-
dan broj i neka je Fi zatvara£ u X skupa {xi, xi+1, . . . }. Jasno je da
je F1 ⊃ F2 ⊃ · · · silazni niz nepraznih zatvorenih podskupova kojima
%-dijametri teºe k nuli. Po pretpostavci, presjek ∩∞i=1 Fi je neprazan
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skup. Neka je x to£ka iz tog presjeka. Tvrdimo da niz {xi}i∈N konver-
gira prema x.

Neka je ε > 0 zadan. Sada odaberimo prirodan broj i tako da vrijedi
δ(Fi) < ε. Kako su za svaki j ≥ i to£ke x i xj obje u skupu Fi, vidimo
da je %(x, xj) < ε za svaki j ≥ i. Dakle, x = lim xi i metri£ki prostor
(X, %) je potpun. ¤

Teorem 29.2. Svaka metrika na kompaktnom prostoru je totalno
ome�ena.

Dokaz. Neka je X kompaktan prostor i pretpostavimo da metrika
% na prostoru X nije totalno ome�ena. Onda sigurno postoji ε > 0
takav da za niti jedan kona£an podskup K od X familija {K%(x, ε)}x∈K

ne prekriva £itavi prostor X. Dakle, za svaki kona£an niz x1, . . . , xn

to£aka prostora X moºemo na¢i to£ku xn+1 takvu da je %(xi, xn+1) ≥ ε
za svaki i ≤ n. Sada indukcijom moºemo izgraditi niz x1, x2, . . . to£ka
u prostoru X takvih da je %(xi, xj) ≥ ε za svaki par razli£itih prirodnih
brojeva i i j.

Promatrajmo sada skup F = {x1, x2, . . . }. Za svaku to£ku x pros-
tora X izvan skupa F postoji njena okolina koja ne sije£e F jer bi u
protivnom postojale u F dvije razli£ite to£ke na udaljenosti manjoj od
ε. Dakle, skup F je zatvoren u X pa je zato kompaktan. Ali, to je
nemogu¢e jer je F o£igledno homeomorfan diskretnom metri£kom pros-
toru sa prebrojivo beskona£no mnogo to£ka koji nije kompaktan. ¤

Teorem 29.3. Svaka metrika na kompaktnom prostoru je potpuna.
Dokaz. Slijedi iz Cantorovog Teorema 29.1 jer u kompaktnom

prostoru svaki silazni niz nepraznih zatvorenih skupova ima neprazan
presjek (vidi Korolar 24.2). ¤

Teorem 29.4. Metri£ki prostor je kompaktan ako i samo ako je
potpun i potpuno ome�en.

Dokaz. (⇒). Neposredno iz Teorema 29.3 i 29.2.
(⇐). Neka je (X, %) metri£ki prostor koji je istovremeno potpun

i totalno ome�en. Za svaki prirodan broj i odaberimo kona£an skup
Fi = {xi

1, xi
2, . . . , xi

k(i)} takav da familija {K%(x, 1
2 i

) : x ∈ Fi} prekriva
prostor X. Neka je Ki

x = K%(x, 1
2 i

) za svaki x ∈ Fi. Dakle, za svaki
prirodan broj i vrijedi

(2) X = ∪x∈Fi
K i

x i δ(Ki
x) ≤

1

i
za svaki x ∈ Fi.

Da bi smo pokazali da je prostor X kompaktan, mi ¢emo pokazati
da svaki beskona£an podskup B od X ima to£ku gomilanja.

Jer je B beskona£an skup, prvi od uvjeta (2) povla£i da postoji
x1 ∈ F1 takav da je presjek B ∩K1

x1
beskona£an. Neka B1 bude kratka

oznaka za taj presjek. Dakle, imamo
B ⊃ B1, δ(B1) ≤ 1, i B1 je beskona£an.
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Na sli£an na£in na�emo beskona£an skup B2 koji je presjek skupa B1

s nekim od skupova K2
x2

za x2 ∈ F2 tako da vrijedi

B ⊃ B1 ⊃ B2, i δ(B2) ≤ 1

2
.

Nastavljaju¢i tako, indukcijom, moºemo de�nirati niz beskona£nih sku-
pova takvih da vrijedi

(3) B ⊃ B1 ⊃ B2 ⊃ · · · , i δ(Bi) ≤ 1

i
za svaki i ∈ N.

Iz Cantorovog Teorema 29.1 slijedi da u presjeku zatvara£a skupova Bi

postoji najmanje jedna to£ka x. Zbog (3), o£igledno je da svaka okolina
to£ke x sadrºi neki od skupova Bi (tj. sadrºi beskona£no mnogo to£aka
skupa B ²to ima za posljedicu da je x to£ka gomilanja od B. ¤

Teorem 29.5. Za metri£ki prostor X slijede¢e tvrdnje su ekviva-
lentne.

(1) X je kompaktan.
(2) svaki beskona£an podskup u X ima bar jednu to£ku gomilanja.
(3) svaki niz u X ima bar jednu to£ku gomilanja.
(4) svaki niz u X ima konvergentan podniz.
(5) svaki niz F1 ⊃ F2 ⊃ · · · nepraznih zatvorenih podskupova u X

ima neprazan presjek.

Dokaz. ((1) ⇒ (2)). Neka je A beskona£an podskup kompaktnog
metri£kog prostora X. Kada skup A ne bi imao to£aka gomilanja,
svaka to£ka x ∈ X imala bi okolinu Ux koja je disjunktna sa skupom A
ili sije£e skup A jedino u to£ki x. Familija {Ux}x∈X je otvoreni pokriva£
od X. Jer je prostor X kompaktan, postoji kona£an podskup K od X
takav da {Ux}x∈K prekriva X. Iz na£ina kako smo odabrali skupove
Ux slijedilo bi da je skup A kona£an ²to se protivi na²oj pretpostavci.
U ovom dokazu nismo koristili pretpostavku da je X metri£ki prostor.

((2) ⇒ (3)). Neka je σ : N→ X niz u metri£kom prostoru X. Ako
je skup σ(N) vrijednosti niza σ kona£an, o£igledno postoji ko�nalan
podskup F od N i to£ka x ∈ X takva da je σ(i) = x za svaki i ∈ F .
Ovdje ko�nalnost zna£i da F ima svojstvo da za svaki j ∈ N postoji
i ∈ F takav da je i > j. Sada je jasno da je x to£ka gomilanja niza σ.

S druge strane, ako je σ(N) beskona£an skup, onda po pretpostavci
postoji neka to£ka x u X takva da svaka okolina od x u X sije£e skup
σ(N) u bar jednoj to£ki razli£itoj od to£ke x. Tvrdimo da je x to£ka
gomilanja niza σ.

I doista, neka su okolina U oko to£ke x i neki prirodan broj i zadani.
Odaberimo okolinu V to£ke x unutar okoline U tako da j < i i σ(j) 6= x
povla£i σ(j) /∈ V . Budu¢i da okolina V mora sadrºavati neki element
skupa σ(N) razli£it od to£ke x, sigurno postoji k ≥ i takav da σ(k)
pripada skupu V pa dakle i njegovom nadskupu U .
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U dokazu ove implikacije koristili smo samo to da X zadovoljava
aksiom separacije T1.

((3) ⇒ (4)). Neka je σ : N→ X niz u X. Moramo dokazati da
postoji podniz τ od σ koji konvergira.

Po na²oj pretpostavci, niz σ ima to£ku gomilanja x u prostoru X.
Stavimo f(1) = 1. Pretpostavimo da smo ve¢ de�nirali brojeve

f(1) < f(2) < · · · < f(n− 1) < f(n).

�elimo sada de�nirati broj f(n + 1). To ¢emo u£initi tako da na�emo
prirodan broj k > f(n) takav da je to£ka σ(k) sadrºana u kugli K(x, 1

n
)

i stavimo f(n + 1) = k.
Tako smo indukcijom de�nirali strogo uzlaznu funkciju f : N→ N.

Lagano se sada provjeri da podniz τ = σ ◦ f od σ konvergira prema
to£ki x.

Za dokaz ove implikacije koristili smo samo to da prostor X zado-
voljava Prvi Aksiom Prebrojivosti.

((4)⇒ (5)). Neka je F1 ⊃ F2 ⊃ · · · silazni niz nepraznih zatvorenih
podskupova u X. Odaberimo u svakom skupu Fk neku to£ku xk. Time
smo dobili niz {xk}k∈N u X. Po pretpostavci, postoji to£ka x ∈ X i
podniz {xkn}n∈N niza {xk}k∈N koji konvergira prema x. Tvrdimo da
to£ka x pripada svakom od skupova Fk.

I doista, kada bi postojao prirodan broj k takav da x leºi izvan
zatvorenog skupa Fk, onda (zbog toga ²to je komplement X \ Fk okolina
to£ke x i jer podniz {xk}k∈N konvergira prema x) slijedi da moºemo na¢i
prirodan broj n0 takav da je xkn izvan skupa Fk za svaki n ≥ n0. Oda-
berimo sada broj n ≥ n0 tako da je kn ≥ k. To je mogu¢e zato ²to je
funkcija n 7→ kn strogo uzlazna. Sada to£ka xkn mora biti istovremeno
u skupu Fkn (koji je podskup od Fk) i izvan skupa Fk ²to je nemogu¢e.

Primjetimo da ova implikacija vrijedi u bilo kakvim topolo²kim
prostorima.

((5) ⇒ (1)). Primjetimo da je svojstvo (5) o£igledno ja£e od svoj-
stva iz Cantorovog teorema (gdje se za neprazne zatvorene skupove Fi

jo² traºi da im dijametri teºe k nuli), pa je metri£ki prostor (X, %)
prema tom teoremu potpun.

Prema Teoremu 29.4, da bi smo pokazali da je prostor X kom-
paktan, preostaje dokazati da je on potpuno ome�en prostor (tj. da
u njemu za svaki ε > 0 postoji kona£an skup Kε takav da familija
{K%(x, ε)}x∈Kε prekriva X).

Pretpostavimo suprotno, to jest, da postoji ε > 0 sa svojstvom da
za svaki kona£an podskup K od X familija {K%(x, ε)}x∈K ne prekriva
£itavi prostor X. Sada se lagano matemati£kom indukcijom moºe iz-
graditi niz σ : N→ X takav da za svaka dva razli£ita prirodna broja i
i j vrijedi %(σi, σj) ≥ ε. Neka je Fi = σ({i, i + 1, . . . }) za svaki i ∈ N.
Skupovi Fi £ine silazan niz nepraznih zatvorenih podskupova prostora
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X sa praznim presjekom ²to je u suprotnosti sa na²om pretpostavkom
da (5) vrijedi. ¤

Teorem 29.6. Svaki kompaktan metri£ki prostor je separabilan.
Dokaz. Za svaki prirodan broj i pokriva£ Ui = {K(x, 1

i
)}x∈X od

X otvorenim kuglama radijusa 1
i
ima kona£an potpokriva£. Dakle,

postoji kona£an podskup Ki od X takav da familija Vi = {K(x, 1
i
)}x∈Ki

prekriva X. Onda je S = ∪∞i=1 Ki prebrojiv podskup od X. Tvrdimo
da je on gust u X.

Neka su x ∈ X i ε > 0 dani. Dovoljno je pokazati da postoji s ∈ S
takav da je d(x, s) < ε. Odaberimo prirodan broj i takav da je 1

i
< ε.

Zatim odaberimo s ∈ Ki takav da x leºi u skupu K(s, 1
i
). Sada je jasno

da vrijedi d(x, s) < ε. ¤
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