5. LINEARNI OPERATORI

5.1. Osnovna svojstva linearnih operatora

Linearni operatori su preslikavanja vektorskih prostora koja cuvaju o-
peracije, tj. linearnu strukturu. Primjere linearnih operatora na V?(0) i
V3(0) smo vidjeli u uvodnim razmatranjima. Sad bismo Zzeljeli prouciti
svojstva linearnih operatora na opé¢im konac¢nodimenzionalnim vektorskim
prostorima.

Definicija 1.1. Neka su V i W wektorski prostori nad poljem F'. Presli-
kavanje A : V. — W se zove linearan operator ako vrijedi Alax + By) =

aAx + Ay, Ve,y € V, Vo, 3 € F.

Napomena 1.2. (a) Naravno, moguce je i V = W. Ako je V # W polje
mora biti isto jer a i # u gornjoj definiciji moraju mnoziti i vektore z,y u V'
i njihove slike Ax, Ay u W.

(b) Cesto govorimo samo operator, a linearnost podrazumijevamo. Obi¢no
¢emo operatore oznacavati velikim latinskim slovima, a umjesto A(z) stan-
dardno pisemo Aw.

(c) Ako je A : V. — W linearan operator onda direktno iz Definicije
1.1 slijedi A(x +y) = Az + Ay, Vx,y € V (ako se u definicionom uvjetu
uzme o = [ = 1), te A(ax) = aAzx, Vo € V,Va € F (ako se uzme (§ =
0). Ova se svojstva zovu aditivnost i homogenost. Dakle je svaki linearan
operator aditivno i homogeno preslikavanje. Trivijalno se vidi da vrijedi
i obrat: aditivno i homogeno preslikavanje vektorskih prostora je linearan
operator.

(d) Uvijek je (za svaki operator) A0 = 0.

() Kad je A:V — W linearan operator onda vrijedi A ;. , az;) =
Yo Az, VYn € N,Vay, ...z, € V,Vou,..., o, € F. Tvrdnja se dokazuje
jednostavnom indukcijom (na vjezbama).



Primjeri:

1. Rotacija radijvektora za kut ¢: R, : V*(0) — V*(O).

2. Ortogonalna projekcija V3(0) na VZ(O).

3. A:R3 — R2 A(xy,9,23) = (21, 22,0).

4. A:R? - R3 A(xy,x9) = (611 — 19, =271 + T2, 11 — TTo).
5. A:R?* - R? A(wy,79) = (22,25 + 5) nije linearan operator.
6. Transponiranje matrica: T : M, — M, T(A) = AT.
7. tr : M, (F)— F.

8. det : M,,(F) — F nije linearan operator.

9. [: R =R, f(xy, 12, 23) = 221 — Ty + 4a3.

10. D: P, — P,, Dp =Y.

11. Nul-operator: 0:V — W.

12. Identitet: [ :V — V.

13. D:P— P, Dp=yp.

14. A:RY — RN S(xy, 29, 23,...) = (0,21, T, 73, . ...).

15. A:RY — RN T(2y,29,23,...) = (72, 23,74, ...).

Primijetimo dva presutno uvedena dogovora. Kad operator djeluje na
prostoru matrica, kao u primjeru 6 ipak je preglednije pisati A(T") umjesto
AT'. Drugo, kad operator prima vrijednosti u polju (koje je tada shvaéeno
kao prostor nad samim sobom) obi¢no se operator biljezi malim slovima kao
u primjeru 9..

U zadnja tri primjera operatori koje smo naveli djeluju na beskonacno
dimenzionalnim prostorima. Takvima se ovdje ne¢emo baviti, ve¢ ¢emo is-
kljuc¢ivo proucavati operatore na prostorima konacne dimenzije. Navedeni
primjeri ¢e nam biti korisni kad budemo zeljeli istaknuti, odnosno ilustrirati
vaznost prepostavke o konacnodimenzionalnosti prostora.

Ako je A : V. — W linearan operator i dimV < oo onda je A pot-
puno odreden svojim djelovanjem na (bilo kojoj) bazi od V. Zaista, ako je
{b1,...,b,} baza za V i ako poznajemo Aby,..., Ab, € W onda za proizvo-
ljan x € V imamo = = Y, \;ib; 1 odavde Az = 3" | \;Ab;. To pokazuje:
ukoliko su nam dani koeficijenti vektora x u bazi {b,...,b,} onda, pozna-
vajuci vektore Aby, ..., Ab,, znamo i Az.

”Obratan” proces je vazan postupak zadavanja linearnih operatora.



Propozicija 1.3. (Zadavanje na bazi i prosirenje po linearnosti)

Neka su 'V 1 W wvektorski prostori nad istim poljem, neka je dimV =n < oo,
neka je {by,...,b,} bilo koja baza za V i (wy,...,w,) bilo koja uredena n-
torka vektora iz W. Postoji jedinstven linearan operator A :' V. — W takav
da je Ab; = w;, Vi=1,...,n.

Dokaz: Uoc¢imo da je (wy, ..., w,) uredena n-torka, a ne skup; zato je moguée
(a to smo i zeljeli dozvoliti) da se neki od vektora w; ponavljaju.

Za x =Y o \b; definiramo Az = )" | Aw;. Definicija je korektna jer
prikaz svakog vektora u danoj bazi je jedinstven. Dokazimo da je A linearan:
Za x =Y Nbiy=> 1 b izViaifiz F uotimo najprije da je
az + By =0 (X + Bui)b;. Sad je dalje jasno.

Ocito smo postigli Ab; = w;, Vi=1,...,n.

Konac¢no, ako bii B : V — W bio operator sa svojstvom Bb; = w;, Vi =
1,...,n onda za proizvoljan x = Y ", \;b; € V iz linearnosti operatora B
slijedi Bx = )" | \jw;, dakle B = A. O

Propozicija 1.4. Neka je A:V — W linearan operator.
(i) Ako je L <V onda je A(L) < W.
(ii) Ako je M < W onda je A1 (M) < V.

Dokaz: (i): Az, Ay € A(L), o, € F = aAx + fAy = A(ax + fy) € A(L)
jer je L potprostor.

(ii): z,y € AY(M),a,8 € F = Ax, Ay € M = oAz + Ay € M =
Aoz + By) € M = ax + By € A~ (M). O

Posebno su nam zanimljiva dva specijalna slucaja: kad je L =V < V' i
M={0} <W.

Definicija 1.5. Neka je AV — W linearan operator. Potprostori

ImA=AV)={Av:veV} <Wi

KerA=A11{0})={r eV :Az =0} <V

se zovu slika, odnosno jezgra operatora A. Kad su'V i W konacnodimen-
zionalni 1 Im A © Ker A su konacnodimenzionalni i tada se rang i defekt opera-
tora A definiraju kao brojevi r(A) = dim(Im A), odnosno d(A) = dim(Ker A).



Napomena 1.6. Neka je A : V — W linearan operator, dimV = n <
0o. Uzmimo bilo koju bazu {by,...,b,} za V i primijetimo: =z € V, x =
S Aib = Az = " NAb,. Ovo pokazuje da je skup {Ab, ..., Ab,}
sistem izvodnica za Im A, tj. ImA = [{Ab,..., Ab,}]. Posebno, slijedi
r(A) = dim(Im A) < n.

Medutim, nema govora o tome da bi linearni operatori ¢uvali linearnu ne-
zavisnost; tj. nezavisne skupove prevodili u linearno nezavisne. Nul-operator
je drastican primjer.

Propozicija 1.7. Neka je A:V — W linearan operator. A je injekcija ako
i samo ako je Ker A = {0} (tj. ako i samo ako je d(A) =0).

Dokaz: Neka je A injekcija. Zbog A0 = 0 vise nitko drugi ne moze biti u
jezgri. Obratno, neka je Ker A = {0} i Axr = Ay. Tada je Az — Ay =0 =
Ale—y)=0=z—yecKeeA={0} =2—y=0. O

Propozicija 1.8. Neka je A:V — W linearan operator. A je injekcija ako
i samo ako je za svaki linearno nezavisan skup S u 'V skup A(S) = {Ax :
x € S} linearno nezavisan u W.

Dokaz: Neka je A injekcija i neka je skup {z1,...,x;} linearno nezavisan u
V. Tada imamo: Zle o Ar; = 0 = A(Zle az) =0 = Zle o;x; €
Ker A = {0} #Zleaixi:()@aizo, Vi=1,... k.

Obratno, neka A nije injekcija. Tada prema prethodnoj propoziciji postoji
x € Ker A, z # 0. Tada je skup {z} linearno nezavisan, no {Az} = {0} je
(trivijalno) zavisan. O

Teorem 1.9. (O rangu i defektu)
Neka je AV — W linearan operator i dimV < co. Tada je m(A) + d(A) =
dimV'.

Dokaz: Ako je A injekcija, teorem je veé dokazan. Naime, za bazu {by, ..., b,}
od V skup {Aby, ..., Ab,} je, zbog Napomene 1.6 i Propozicije 1.8, baza za
Im A. Dakle je r(A) = dim V. S druge strane, d(A) = 0 prema Propoziciji
1.7.

Ako pak A nije injekcija stavimo d(A) = d > 0 i odaberimo neku bazu

{e1,...,eq} za Ker A. Ovaj linearno nezavisan skup nadopunimo do baze
{e1,...,€q,€q41,---,€n} za V. Sada je prema Napomeni 1.6 i skup slika
{Aeq, ..., Aeq, Aegiq, . . ., Ae,} sistem izvodnica za Im A, specijalno je i
{Aegi1, ..., Ae,} sistem izvodnica za Im A. No taj skup je i baza za Im Al
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Zaista, Y oAe; = 0 = A(D 5, aie) = 0 = >0 ae; € Ker A
Medutim, jer je > 7  oe; € [{eqs1,...,en}] 1 jer je taj potprostor oéito
direktan komplement za Ker A, mora biti Y 1 ai¢; = 0, a odavde je o; =
0,Vi=d+1,...,n.

Dakle je r(A) =n —d =n—d(A). O

Definicija 1.10. Linearan operator A :V — W se naziva:
- monomorfizam ako je A injekcija,
- epimorfizam ako je A surjekcija,
- izomorfizam ako je A bijekcija.

Propozicija 1.11. Neka su A :V — W ¢ B: W — X linearni operatori.
Tada je 1 BA : V — X linearan operator. Posebno, kompozicija dva mono-
morfizma (epimorfizma, izomorfizma) je opet monomorfizam (epimorfizam,
izomorfizam,).

Dokaz: BA(ax + PBy) = B(aAx + fAy) = aBAx + fBAy. O

Propozicija 1.12. Neka je A:V — W linearan operator i neka je dimV =
dimW < oo. Sljedeci uvjett su medusobno ekvivalentni:

(1) A je monomorfizam.

(2) A je epimorfizam.

(3) A je izomorfizam.

Dokaz: (1) = (2): d(A) = 01ir(A) +d(A) = dimV = dim W povladi
r(A) = dim W, dakle je Im A = W i A je i surjekcija.

(2) = (3): ImA = W, tj. r(A) = dimW = dimV povlaéi d(A) =
dimV —r(A) = 0 pa je prema Propoziciji 1.7 A injekcija. O

Uoc¢imo analogiju tvrdnje gornje propozicije sa svojstvom funkcija koje su
definirane na kona¢nim skupovima. Tipi¢no, gornja propozicija se primjenju-
je na operatore A : V' — V. U toj situaciji je pretpostavka dim V' = dim W
automatski ispunjena pa je suvisna. No tada se mozemo pitati da li ista
tvrdnja vrijedi i ako prostor V ne bi bio kona¢nodimenzionalan. Medutim, ne!
Protuprimjeri su lijevi i desni §ift na prostoru RY (to su operatori navedeni
kao posljednja dva medu nasim primjerima).

Propozicija 1.12 nam omogucéuje da sada karakteriziramo izomorfizme.

Propozicija 1.13. Neka je A:V — W linearan operator i neka je dimV =
n < 0o. Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:



(1) A je izomorfizam.
(2) Za svaku bazu {by,...b,} od V skup {Ab,...Ab,} je baza za W.
(8) Postoji baza {ey,...e,} od V takva da je {Ae,...Ae,} baza za W.

Dokaz: (1) = (2): Uzmimo bilo koju bazu {by,...b,} od V. Prema Na-
pomeni 1.6 skup {Aby,... Ab,} je sistem izvodnica za Im A = W, a prema
Propoziciji 1.8 taj je skup i linearno nezavisan.

(3) = (1): Ako vrijedi (3) onda je posebno dimV = dimW. S druge
strane, (3) povlaci i da je A surjekcija. Sad djeluje Propozicija 1.12. O

Definicija 1.14. Neka su'V i W wvektorski prostori nad istim poljem. KaZemo
da je V izomorfan s W (i pisSemo V ~ W ) ako postoji izomorfizam A :V —
W.

Propozicija 1.15. Neka suV ¢ W konacnodimenzionalni prostori nad istim
poljem. Tada je V ~ W ako i samo ako vrijedi dimV = dimW . Posebno,
1zomorfnost prostora je relacija ekvivalencije.

Dokaz: V ~ W odmah po Propoziciji 1.13 povlaci dim V' = dim W.
Obratno, ako je dimV = dimW = n onda mozemo odabrati bazu
{e1,...,ent za Vi {f1,..., fn} za W; bitno je da obje imaju totno n e-
lemenata. Prema Propoziciji 1.3 mozemo nadéi operator A : V — W takav da
je Ae; = fi, Vi =1,...,n. Propozicija 1.13 jamv ci da je A izomorfizam. [

Napomena 1.16. Striktno govoreci, dokazali smo da je izomorfnost relacija
ekvivalencije samo kad se govori o konacnodimenzionalnim prostorima jer
smo u gornjem dokazu bitno koristili Teorem o rangu i defektu, odnosno
njegove neposredne posljedice.

Tvrdnja, medutim vrijedi i opéenito. To je zato Sto se i bez pozivanja
na jednakost dimenzija moze direktno dokazati da je ~ simetricna relacija.
Vrijedi, naime ova i sama po sebi korisna ¢injenica:

Ako je A : V — W izomorfizam onda je i inverzno preslikavanje A~! :
W — V linearno preslikavanje, dakle izomorfizam. (Vjezbe.)

Napomena 1.17. Ako je A : V — V linearan i bijektivan ¢esce se kaze da
je A regularan ili invertibilan operator. Termin izomorfizam je rezerviran za
operatore izmedu razli¢itih prostora. Operator A € L(V') koji nije regularan
zvat ¢emo singularnim.

Zamislimo sada da za operatore A, B:V — V, dimV < oo vrijedi AB =
I. Tada su oba operatora regularna i vrijedi A = B~'iondai A~! = B.
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Zaista, iz AB = I slijedi da je B injekcija. Prema Propoziciji 1.12 zato je
regularan i ako na relaciju AB = I djelujemo s desne strane s B~! dobivamo
A=DB"1

Uoc¢imo da je u ovom racunu zaista opet bilo presudno da je dim V' < ooc.
Naime, ako je dim V' = oo tvrdnja ne vrijedi; protuprimjer opet predstavljaju
operatori lijevog i desnog pomaka na RY.

Vratimo se izomorfizmima, tj. bijektivnim linearnim operatorima A :
V' — W izmedu razlicitih prostora. Svaki izomorfizam na izvjestan nacin
identificira ove prostore i omogucuje da informacije iz jednog ”vjerno” pre-
nesemo u drugi. Naime, izomorfizmi ¢uvaju nezavisnost, dimenzije i sve li-
nearne informacije. Na primjer, za svaki konacan skup vektora {vy,..., v}
u V vrijedi dim [{Avy, ..., Av, ] = dim [{vy, ..., v, }] - ova informacija ée se
pokazati korisnom kod proucavanja matri¢nih prikaza linearnih operatora.

Imamo li dakle vektorske prostore nad istim poljem jednakih dimenzija,
ti se prostori u apstraktnom smislu mogu smatrati jednakima i shvacati kao
dvije konkretne realizacije (dva modela) jedne te iste stvari. Pritom bismo
za standardne modele, tj. reprezentante odgovarajuc¢ih klasa ekvivalencije
medusobno izomorfnih prostora mogli uzeti prostore R™ i C".

Razmisljajué¢i na taj nac¢in mogli bismo do¢i na pomisao da napustimo
razmatranje opcih vektorskih prostora i usredotoc¢imo se samo na R™ i C" za
n € N. No to bi bila jako losa ideja zbog barem dva razloga.

Prvo, kad imamo neki prostor V, dimV = n, mi nemamo (a priori)
izomorfizam A : V' — R"(C"); dakle morali bismo ga konstruirati. Kad se
malo razmisli i uzmu u obzir Propozicije 1.3 i 1.13 to zapravo znaci da bismo
morali fiksirati jednu bazu u V' i od sada na dalje o njoj bismo bili ovisni.
Svi rezultati koji bi bili dobiveni u R"(C") i "povuceni natrag” u V' bili bi
izrazeni u toj, fiksiranoj bazi. Ovo se pokazuje jako neprakti¢nim; kasnije
¢emo vidjeti da je upravo moguénost promjene baze vazna okolnost, odnosno
ideja u rjeSavanju mnogih problema.

Drugo, razni vektorski prostori imaju i neka druga korisna svojstva, ili
svoju intuiciju koju R™ ili C* mozda ne posjeduju. ”Pretvaranjem” pros-
tora V' u R"(C") svaka bi se intuicija mogla izgubiti, a pojmovi i koncepti
prisutni u V', a nevezani za linearnu strukturu, mogli bi postati neprirodni
i neprakticni. Na primjer: kako bismo zamisljali produkt ili inverz ili rang
matrica kad bismo ih pisali kao uredene n2-torke?



5.2. Prostor linearnih operatora

Kad su V i W vektorski prostori nad istim poljem mozemo promatrati
skup L(V, W) svih linearnih operatora sa V' u W. Taj je skup uvijek neprazan
jer je naravno nul-operator jedan njegov element. Ali, zapravo je L(V, W)
vrlo bogat; to nam naime jamc¢i Propozicija 1.3.

Plan nam je i L(V, W) opskrbiti strukturom vektorskog prostora.

Definicija 2.1. Neka su V' ¢ W vektorski prostori nad istim poljem F'.
Za A, B € L(V,W) definira se A+ B:V — W s (A+ B)x = Az + Bux.
Za Ae L(V,W) i« € F definira se cA:V — W s (aA)x = aAx.

Ove operacije se nazivaju zbrajanje po tockama i mnozenje skalarima po
tockama. Uz njih uredena trojka (L(V, W), +, ) postaje kandidat za vektor-
ski prostor nad poljem F.

Teorem 2.2. Neka su V' i W wvektorski prostori nad poljem F. Tada je @
L(V, W) wvektorski prostor nad F.

Dokaz: Prvi posao je dokazati da je + iz Definicije 2.1 zaista binarna opera-
cija na L(V, W), tj. da je preslikavanje A + B linearno:

(A+B)(az+pPy) = Alax+Fy)+ B(ax+Gy) = aAx+[FAy+aBx+ 5By =
a(Azx + Bx)+ f(Ay + By) = a(A+ B)z+ (A+ B)y = A+ B e L(V, V).

Sasvim analogno se vidi da je aA € L(V,W).

Sad se direktnom provjerom pokaze da ove operacije imaju sva potrebna
svojstva iz definicije vektorskog prostora. ” Nul-vektor” je ovdje nul-operator,
a operator suprotan operatoru A je —A koji djeluje po pravilu (—A)z =
—(Az). O

Teorem 2.3. Neka su Vi W konacnodimenzionalni vektorski prostori nad
istim poljem. Tada je dim L(V,W) = dimV - dimW .

Dokaz: Oznacimo dimV = n i dim W = m i fiksirajmo u njima baze; neka
je {e1,...,e,} bazaza V, a {fi,..., fm} baza za W.

Definirat ¢emo nm operatora iz L(V, W) i pokazati da ¢e oni ¢initi bazu.
Zal < j <nil <i<m definirajmo operatore E;; € L(V,W) pomocéu



Propozicije 1.3: Ejje, = { J(B; Zi; , dakle Ejjer, = dnfi, k = 1,...,n.
Dokazimo da je skup {E;; : 1 <j <n, 1 <i<m} baza za L(V,W).

i=1 j=1 i=1 j=1
DD NjEijer =0,Vk =Y Nifi =0, Vk = Ay =0, Vi, k.
i=1 j=1 i=1

Dalje, neka je T € L(V,W) bilo koji operator. Zelimo T prikazati u obliku
T = > > Nijkij, dakle odrediti, ako se moze prikladne \;;. Zbog
Propozicije 1.3 za ovu jednakost je nuzno i dovoljno da ta dva operatora
jednako djeluju na (nekoj) bazi od V. Pritom za 1 < k < n istim racunom
kao gore nalazimo (3 ;%) > 77 NijEyj)ex = D00 i fi-

S druge strane, Te; su nam poznati vektori ako je T' zadan; pisimo Te, =
Yo i fi, VE=1,...,n. Treba dakle uzeti Ay = iy, Vi, k. O

Razmotrimo jo§ specijalan slucaj V' = W. Ovdje ¢emo pisati L(V,V) =
L(V). Naravno, dim L(V') = n?.

Medutim, sam prostor L(V') ima i dodatnu strukturu. U Propoziciji 1.11
smo vidjeli da je kompozicija dva linearna operatora opet linearan operator
(kad god je ta kompozicija definirana). U ovom sluc¢aju dobili smo jos jednu
binarnu operaciju na L(V'). Cesto umjesto A o B pisemo jednostavno AB, a
onda cesto i kazemo da se radi o mnozenju operatora.

Propozicija 2.4. Neka je V' vektorski prostor. Za skup L(V') vrijedi:
(1) L(V) je vektorski prostor.

(2) VA, B € L(V) AB € L(V).

(3) A(BC) = (AB)C,VA,B,C € L(V).

(4) A(BB+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC,VA,B,C € L(V).
(5) (¢A)B = a(AB) = A(aB), Va € F, VYA, B € L(V).

(6) 3I € L(V) takav da je Al = 1A= A, VA e L(V).

Dokaz: (1) je dokazano u Teoremu 2.2, (2) u Propoziciji 1.11, (3) je opéa
¢injenica, (6) je trivijalno, a (4) i (5) je lagano. O

Primijetimo da je isti sadrzaj Korolara 3.1.7 za M, (F). Vidimo dakle
da L(V) i M, imaju identi¢ne strukture - to su vektorski prostori s dodat-
nim operacijama i dodatnim svojstvima (2)-(6) kao gore. Veé tada, nakon
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Korolara 3.1.7, smo rekli da se takva struktura zove asocijativna algebra s
jedinicom (ili samo algebra). Kad je dim V' = n onda su L(V') i M,, jednakih
dimenzija, pa su zato prema Propoziciji 1.15 izomorfni kao vektorski prostori.
No u ovom slucaju htjet ¢emo i vise: izomorfizam koji bi ¢uvao i mnozenje.
Takav izomorfizam algebri ¢emo uspostaviti u Korolaru 4.6.
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5.3. Dualni prostor

Prostor operatora L(V') opisan u prethodnoj tocki bio je specijalan slucaj
prostora L(V,W). Ovdje nas zanima jedan drugi specijalan slucaj: W = F
pri cemu je V vektorski prostor upravo nad F'.

Promatrat ¢emo dakle linearne operatore f : V — [F'; takvi operatori su
takoder vazni i prirodno se pojavljuju (primjer: tr : M, (F) — F).

Definicija 3.1. Neka je V' wektorski prostor nad poljem F'. Vektorski pros-
tor L(V, F) se zove dualni prostor prostora V', oznacava se s V*, a njegovi
elementi - linearni operatori s V- u F' - se zovu linearni funkcionali.

Cesto se kratko kaze samo funkcional. Sve §to je opéenito receno o line-
arnim operatorima vrijedi i ovdje. Radi buduéeg pozivanja zabiljezit ¢emo
dvije takve direktne posljedice prethodnih razmatranja.

Propozicija 3.2. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F', dimV =n < oo
i feV* f#£0. Tada je r(f)=14d(f)=n—1.

Propozicija 3.3. Neka je V' wektorski prostor nad poljem F, dimV =n <
oo. Tada je dimV* =n.

Ovdje je korisno ponoviti dokaz Teorema 2.3 no ne zbog dokaza; Propo-
zicija 3.3 je, kao specijalni slucaj tog teorema, ve¢ dokazana.

Odaberimo bazu za V', npr. {ey, ..., e,}, odaberimo bazu za F - no ovdje
ne proizvoljnu, nego najjednostavniju: {1}. Sad nam trebaju operatori (ovdje
ih zovemo funkcionalima) E;;. Primijetimo da je u dokazu Teorema 2.3 bilo
1=1,2,...,m = dimW. Ovdje jedina vrijednost indeksa ¢ iznosi i = 1, a
to onda znaci da nam taj indeks niti ne treba. Dobivene funkcionale sada

mozemo oznaciti s e}, j = 1,...,n. Vrijedi e}(e) = { (1)’ Zi? , dakle
€;<€k) = 5jk VJ, k= 1, oo, n.

Sad znamo da je skup {e},..., e’} baza dualnog prostora V* (sve je veé
dokazano u Teoremu 2.3). Ta se baza zove dualna baza bazi {ey,...,e,}.

Vratimo se prosloj propoziciji. Kako je dim V' = dim V* = n, to su prema
Propoziciji 1.15 ovi prostori izomorfni. Izomorfizam je sad lako konstruirati:
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uzme se neka baza {ej,...,e,} za V, njoj dualna baza {ej,... el } za V*,
definira se operator A : V' — V*s Ae; = e}, j = 1,...,n i sad Propozicija
1.13 jamci da je to izomorfizam.

Problem je medutim u tome $to za definiranje ovog izomorfizma moramo
unaprijed odabrati neku bazu u V. Ve¢ smo rekli da to nerado ¢inimo. Htje-
li bismo naci neki izomorfizam V — V* koji bi bio zadan nekako prirodno,
mozda nekom formulom; svakako bismo zeljeli da bude neovisan o nekom
prethodnom izboru baze u V. Medutim, to se ne moze.

Ali: primijetimo da mozemo gledati i dualni prostor dualnog prostora,
(V*)* = V**. To je ve¢ malo teze zamisljati jer elementi su mu linearni
funkcionali koji linearne funkcionale definirane na V' preslikavaju u polje.

Olakotnu okolnost predstavljaju dvije ¢injenice. Prvo, dim V** = dim V* =
dim V' = n pa su svi ovi prostori medusobno izomorfni. Drugo, elemente iz
dim V** znamo proizvoditi. Standardno to ¢inimo ovako: uzmimo i fiksi-
rajmo = € V' i definirajmo funkciju z : V* — F' s Z(f) = f(x). Tvrdimo da
je Z linearno, tj. £ € V**. Zaista, z(af + fg) = (af + Bg)(z) = (po definiciji
operacija u L(V, W), specijalno u V*) = af(x) + Bg(z) = az(f) + B8z(g).

Dakle, za proizvoljan x € V preslikavanje x pripada prostoru V**.

Teorem 3.4. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad F'.
Preslikavanje ¢ : V. — V** definirano s ¢(x) = & je izomorfizam vektorskih
prostora.

Dokaz: Upravo smo vidjeli da je ¢ dobro definirano. Dokazimo da je i line-
arno: u stvari treba vidjeti da su ¢(az + By) = (ax + fy) i ap(z) + Bé(y) =
az+ 6y jednake funkcije. To je medutim trivijalno: ove dvije funkcije djeluju
jednako na svakom funkcionalu f € V* upravo zato sto je f linearan.

Sad ¢emo dokazati da je ¢ monomorfizam, tj. injektivan. Prije toga
uoc¢imo da ¢e time dokaz biti zavrSen zbog dimV = dimV* < oo i Pro-
pozicije 1.12.

Treba dakle vidjeti da je Ker¢ = {0}. Uzmimo z € Ker¢. Tada je
¢(r) =2 =0 € V*. To znaci da je Z(f) = f(z) =0, Vf € V*. Mozemo li
sada zakljuciti da je x = 07 Dal O

Propozicija 3.5. Neka je V wvektorski prostor, dimV = n < oo i neka je
x €V takav da vrijedi f(z) =0, Vf € V*. Tada je x = 0.

Dokaz: Uzmimo suprotno: x # 0. Sad linearno nezavisan skup {z} nado-
punimo do baze {z,es,...,e,} za V, uzmemo dualnu bazu {z*, e}, ... eX} i
uoc¢imo da z*(z) = 1 daje kontradikciju. O
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Napomena 3.6. Kad je rije¢ o dualnoj bazi onda je logi¢no imati oznake
{e1,e9,...,e,} 1 {e],€5,...,¢e-} ilogicno je ovu drugu bazu zvati dualnom
prvoj. Medutim, ne bi bilo dobro govoriti da je (u nekom apsolutnom smislu)
vektor e] dualan vektoru e;, vektor e dualan drugom, itd. Naime, ako
bismo tako pridruzivali vektor vektoru (funkcionalu), onda bismo izgubili
informaciju o kontekstu, a taj je ovdje vazan kako pokazuje sljedeéi primjer.

Primjer. U R? gledamo {ej, e}, e; = (1,0),e2 = (0,1) i dualnu bazu
{e1,e5}. Znamo da je ef(e;) = 11 ef(eg) = 0; dakle je (1, x2) = 1.

Uzmimo sad bazu {e;,a}, e; = (1,0),a = (1,—1) i dualnu bazu {e}, a*}.
Ovdje je ej(e1) = 11 ej(a) =01 odavde ef(zy, x2) = ef((x1 + z2)er — x2a) =
T, + Zo.

Napomena 3.7. Kako izgledaju linearni funkcionali na R™?

Jasno je: ako odaberemo ai,...,a, € R onda je s f(z1,...,z,) =
> v a;x; definiran jedan linearan funkcional na R™. No, zapravo je ovo
op¢i oblik linearnih funkcionala na R™.

Da to pokazemo fiksirajmo kanonsku bazu {ei,...,e,} u R". Ako je
zadan f € (R™)*, a time i brojevi f(e;) = aq,..., f(e,) = @, onda odmah
slijedi f(x1,...,2n) = FO 1 mies) = D que;.

Takoder se moze zakljuciti da ovdje zapravo vrijedi f = >""" | wer.

Odavde se moze izvesti i op¢i oblik linearnih operatora A : R — R™.

Napomena 3.8. Neka je A € L(V,W). Mozemo gledati tzv. dualni ope-
rator A* € L(W*, V*) definiran formulom A*f = fA. Prvo se uoci da
je A*f = fA € V* (ocito), a onda i da je A* linearan operator. Zo-
vemo ga dualnim operatorom operatoru A. Tako smo dobili preslikavanje
L(V,W) — L(W*, V*) definirano s A — A* i sad se lako vidi da je to izo-
morfizam vektorskih prostora. Takoder vrijedi (AB)* = B*A* kad god se A i
B mogu komponirati; npr. kad je A, B € L(V).

Dalje, ako je dimV,dimW < oo tvrdimo da je m(A) = r(A*). Zaista;
neka je {e1,..., €, €41, ...€,} baza za'V takva da je {Aeq, ..., Ae.} baza za
ImA idaje Ae,yy =0,..., Ae, = 0 (to se moZe uciniti toéno kao u dokazu
Teorema o rangu i defektu). Implicitno smo dakle stavili r(A) = r.

Sad zai=1,... 7 oznacimo Ae; = f;, uzmemo nezavisan skup { f1,..., f-}
i nadopunimo ga do baze {f1,..., fr, fri1,- .- fm} 2a W. Uzmimo jos dualnu
bazu {fy,. ., f5 fra, - fa} za W*. Napomena 1.6 pokazuje da je skup
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{Afr, A AR AR [} sistem dzvodnica za Im A Medutim, tri-
vijalno za j > r uocavamo A* [ = frA =0 1 preostaje samo pokazati da je

skup {A*ff, ..., A*f*} linearno nezavisan.
Zaista, Y i A fF =0 = > affA=0= O _ aff)A = 0.
Ovim funkcionalom sad djelujemo na vektor e; za proizvoljan j =1,...,r pa

dobiwvamo: (3. aifF)Ae; =0 s jedne, i (> ;_, i fF)f; = oy s druge strane.
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5.4. Koordinatizacija

Ovdje ¢emo detaljno prouciti postupak pridruzivanja matrica vektorima i
operatorima. Svi prostori ¢e biti konacnodimenzionalni, a baze ¢emo tipi¢no
oznacavati kao (e) = {ey,. .., e, } 1 podrazumijevat ¢emo da su baze uredene.
Neka je V' vektorski prostor nad F' i neka je (e¢) = {ey,...,e,} neka baza
za V. Svaki vektor v € V ima jedinstven prikaz oblika v = >  ase;. Sad
aq

mozemo formirati jednostup¢anu matricu v(e) = : € F™ koja se zove
a'ﬂ

matriéni prikaz (zapis) vektora v u bazi (e).

Propozicija 4.1. Neka je V' vektorski prostor nad F i neka je (e) = {e1,...,en}

aq

neka baza za V. Preslikavanje ¢ : V. — F" ¢(v) = : (pri cemu je
Ay,

v=3Y ", ae;) je izomorfizam.

Dokaz: ¢ je ocito linearan operator i Ker p = {0}. O

Zamislimo sada da je dan A € L(V,W), te da su zadane baze (e¢) =
{e1,...,enti(f)={f1,..., fm} zaV, odnosno W. Sjetimo se da A potpuno

odreden svojim djelovanjem na bazi: ako znamo Aey, ..., Ae,, onda znamo
kompletno djelovanje operatora A. S druge strane, vektore Aeq, ..., Ae, € W
mozemo pisati u obliku Ae; = > ayifi, =1,...,n.
Dobivene koeficijente mozemo sloziti u matricu kako nalazu njihovi in-
11 Q12 ... O1p
. 21 Qoo ... Qop . .
deksi: A(f,e) = ‘ , , € My (F). Dobivena matrica se
Om1 Om2 ... Omn

zove matricni prikaz (zapis) operatora A u paru baza (e) i (f). Primijetimo
da je j-ti stupac matrice A(f,e) zapravo Ae;(f),Vj=1,...,n.
Propozicija 4.2. Neka su V 1 W wektorski prostori nad istim poljem F,
neka su () = {er,...,en} @ (f) = {f1,..., fm} baze za V', odnosno W.
Preslikavanje v : L(V,W) — My, (F), Y(A) = A(f,e) (pri cemu je Ae; =
Yo i, Vi =1,...,n) je izomorfizam.
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Dokaz: 1 je ocito linearan operator i Ker ¢ = {0}. O

Primijetimo inverziju u oznacavanju: u A(f,e) prvo navodimo bazu ko-
domene (f), a tek onda bazu domene (e).

Takoder, mozemo uociti da su koeficijenti u matrici A(f,e) upravo oni
koeficijenti koji operatoru A pripadajuubazi {E;; : 1 <i<m, 1 <j<n}iz
dokaza Teorema 2.3. Korisno je i primijetiti kako izgledaju matrice E;;(f,e).

Preslikavanje ¢/ ima jos tri korisna svojstva.

Propozicija 4.3. Neka su () ={e1,...,en} i (f) ={f1,..., fm} baze vek-
torskih prostora Vi W, neka je x € V i neka je A € L(V,W). Tada je
Ax(f) = A(f, e)x(e).

Dokaz: Stavimo A(f,e) = (ayj) € My, 1 2(e) = (N;) € M,. Sada je Az =
AR Aje) = D0l N Aey = DT N T aupfi = 30 (0 cug) fi
Unutrasnja suma je i-ta komponenta u Axz(f), a to je upravo i umnozak
i-tog retka u A(f,e) i stupca z(e). O

Propozicija 4.4. Neka su (e) ={e1,...,en} i (f) ={f1,..., fm} baze vek-
torskih prostora Vi W i neka je A € L(V,W). Tada je r(A) = r(A(f,e)).

Dokaz: Kako je prema Napomeni 1.6 skup {Aey, ..., Ae,} sistem izvodnica
zalm A, to jeIm A = [{Aey, ..., Ae, }] paje po definiciji r(A) = dim(Im A) =
dim[{Aey, ..., Ae,}].

U drugu ruku, sjetimo se da su stupci od A(f, e) upravo Ae;(f),. .., Aen(f).
Zato je, po definiciji r(A(f,e)) = dim[{Aei(f), ..., Ae.(f)}].

Spomenute dvije linearne ljuske zapravo su korespondentni potprostori
pri izomorfizmu ¢ : W — F™ p(y) = y(f). Kako svaki izomorfizam ¢uva
linearnu nezavisnost, a time i dimenzije korespondentnih potprostora i nave-
deni rangovi su jednaki. O]

Sljedeca propozicija sadrzi jos jedan kljucni rezultat: komponiranje ope-
ratora je kompatibilno s matricnim mnozenjem. Za razliku od prethodnih
svojstava, ovo je najmanje intuitivno i zato valjda najneocekivanije. Ali
zapravo: sljedec¢a propozicija zajedno s Propozicijom 4.3 u stvari je motivirala
definiciju mnozenja matrica. Ta je definicija zapravo "nastimana” na nacin
da se dobiju ove tvrdnje.

Propozicija 4.5. Neka su (e) = {e1,...,en}, (f) = {f1,---, [m} 1 (9) =
{g1,-..,q1} baze vektorskih prostora V., W i X, neka je A € L(V,W) i
B e L(W,X). Tada je BA € L(V,X) i BA(g,e) = B(g, f)A(f,e).
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Veé znamo da je BA linearan operator (Propozicija 1.11). Isto tako, sve
navedene matrice imaju potrebne formate pa tvrdnja ima smisla.
Neka je A(f,e) = (ouj) € Muy, 1 B(g, f) = (8i;) € My,. Tada je
m m m l
BA(ey) = B(Aex) = B(Y_iZ, awfi) = Y cnBfi = 30, cun Zj:l Bjig; =
l m
23:1(21’:1 Bjictin)g;-
Skalar u zagradi po definiciji stoji u j-tom retku i k-tom stupcu matrice

BA(g,e), aocito je to upravo i umnozak j-tog retka od B(g, f) i k-tog stupca
od A(f,e). O

Sve do sada receno vrijedi i za operatore iz L(V'). Uoc¢imo: kad imamo
operator A € L(V) tad nam za formiranje njegove matrice nisu potrebne
dvije baze - po jedna za domenu i kodomenu. Ovdje je dovoljna jedna baza
{e1,...,e,} prostora V i tada gledamo A(e, e) sto krace zapisujemo kao A(e).

Rekapitulirajmo: ¢ : L(V) — M,, ¥(A) = A(e), A(e) = (a;;) pri cemu
je Ae; = > | ayje; je izomorfizam iz Propozicije 4.2. Jo§ primijetimo da
je ¥(I) = I, te da u ovom slucaju formula iz Propozicije 4.5 glasi BA(e) =
B(e)A(e); drugim rijec¢ima, vrijedi ¥ (BA) = ¢(B)y(A).

Korolar 4.6. Neka je V' vektorski prostor nad F i neka je (e) = {e1,...,en}
baza za' V. Tada je : L(V) — M, (F), ¥(A) = A(e) izomorfizam vektorskih
prostora za koji jos vrijedi w(BA) = ¢(B)Y(A), VA, B € L(V) i(I) = I.

Drugim rijecima, ¥ je izomorfizam algebri.

Korolar 4.7. Neka je V vektorski prostor nad F i neka je (e) = {e1,...,e,}
baza za V. Operator A € L(V) je reqularan ako i samo ako je A(e) reqularna
matrica.

Dokaz: A je regularan ako i samo ako je (Propozicija 1.12) surjektivan, dakle
ako i samo ako je r(A) = n, a to je, prema Propoziciji 4.4 ako i samo ako je

r(A(e)) = n sto je prema Teoremu 3.3.14 ekvivalentno regularnosti matrice
Ale). O

Ovime je zaokruzen niz najvaznijih ¢injenica o matricnom prikazu vek-
tora i operatora. Preostaje razmotriti sto se dogada ako mijenjamo baze.
Precizno: u kojoj su vezi z(e) i z(¢’), te A(f,e) 1 A(f",€e)?

Teorem 4.8. Neka je A € L(V,W) i neka su (e) = {e1,...,en}, () =

{e,...;ey te (f)={fr,..., [}, (f) ={f1,- -, fl.} po dvije baze prostora
V', odnosno W. Neka su operatori T € L(W) i S € L(V) definirani na
bazama (f), odnosno (e) s Tf; = fj,i=1,....miSe; =¢}, j=1,...,n.

Tada je A(f',e") =T(f)LA(f,e)S(e).
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Prvo uoc¢imo da se ovdje pojavljuju dva pomocna operatora 71 S , od-
nosno njihove matrice T'(f) i S(e). U njihovom definiranju smo koristili
Propoziciju 1.3. Dalje, oba operatora prevode bazu u bazu - svaki u svom
prostoru - pa su prema Propoziciji 1.13 oba izomorfizmi, tj. regularni opera-
tori. Sad su prema Korolaru 4.7 matrice T'(f) i S(e) regularne pa tvrdnja (jer
spominje se T'(f)~!) ima smisla. Isto tako, i formati svih matrica u formuli
su smisleni.

Sad primijetimo: kad imamo posla s operatorima iz L(V') onda nam za
formiranje matrice nisu potrebne dvije baze, no mi smijemo, ako bas zelimo,
uzeti jednu bazu u domeni, a neku drugu bazu u kodomeni. Naravno, u nor-
malnim okolnostima to nikad ne ¢inimo. Pogotovo to ne ¢inimo za operator
I jer je I(e) jedini¢na matrica za svaku bazu (e); za razliku od toga, matrica
I(e, €’) je nesto znatno kompliciranije. Medutim, upravo to se ovdje pokazuje
korisnim.

Dokaz: Oznacimo s Iy i Iy jedini¢ne operatore na prostorima V i W.

Pogledajmo matricu Iy (e,€’): u njezinom j-tom stupcu su koeficijenti
koji pripadaju razvoju vektora Iye; = ¢; po bazi (e). Drugim rjec¢ima, u
J-tom stupcu matrice Iy (e, e’) su koeficijenti koji pripadaju razvoju vektora
Sej = €} po bazi (e).

Zato je Iy (e,€') = S(e). Sasvim analogno se zakljuci Iy (f, f') = T(f).

Sam dokaz je sada direktna posljedica Propozicije 4.5: T(f)A(f",e') =
Iw(f, A, ) = (IwA)(f,¢) = A(f, ) = (AL)(£,¢') = A(f, ) (e, ¢)
= A(f,e)S(e). Preostaje pomnoziti s T'(f)~'. ]

Matrice S(e) i T'(f) iz prethodnog dokaza su uvedene kao matri¢ni zapisi
nekih regularnih operatora. To naravno nije bilo nuzno. Mogli smo ih uvesti
i direktno.

Konkretno: u j-tom stupcu od S(e) je upravo stupac koeficijenata koji
pripadaju vektoru €’ u bazi (e); dakle,

)\11 )\1n

6922)\1‘]‘61‘, ijlv"'an’ S(e): . .
i=1 )\11 )\]_n

Matrica S(e) je, znamo, regularna. Sve receno vrijedi i za T'(f).

Definicija 4.9. Matrica S(e) se naziva matrica prijelaza iz baze (e) u bazu

().
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Prva u nizu posljedica prethodnog teorema je odgovarajuca formula za
operatore iz L(V'). Ovdje je W =V pa u Teoremu 4.8 treba uzeti (f) = (e)
te (f') = (¢') i tako dobivamo:

Korolar 4.10. Neka je A € L(V) i neka su (e) = {e1,...,e,} i (¢) =
{€},... e} dvije baze za V', neka je S(e) matrica prijelaza iz baze (€) u bazu
(¢/). Tada je A(e') = S(e)tA(e)S(e).

Takoder mozemo izracunati inverznu matricu matrice prijelaza.

Korolar 4.11. Neka su (e) = {ey,...,e,} i (¢) = {e],...,e,} dvije baze
za 'V, neka je S(e) matrica prijelaza iz baze (e) u bazu (¢'). Tada je S(e)™?
matrica prijelaza iz baze (') u bazu (e).

Dokaz: Sjetimo se formule iz dokaza Teorema 4.8: S(e) = I(e,€’). Zato je
matrica prijelaza u obratnom smjeru S(e’) = I(€/,e). Treba dokazati da je
upravo to inverz za S(e). No to sad jednostavno slijedi direktnom primjenom
Propozicije 4.5: S(e)S(¢') = I(e,e')I(€',e) = I(e,e) = I(e) = I, i isto tako
S(e)S(e) =1(e,e)l(e,e)=1(c,e)=1(e)=1. O

Posljednji u nizu je korolar koji daje relaciju izmedu matri¢nih prikaza
vektora u dvjema raznim bazama.

Korolar 4.12. Neka su (e) = {e1,...,e,} i (¢) = {e],..., €.} dvije baze
za V', neka je S(e) matrica prijelaza iz baze (e) u bazu (¢'). Tada za svaki
vektor x iz V wrijedi x(e’) = S(e) 'z (e).

Dokaz: Tvrdnju Propozicije 4.3 Az(f) = A(f, e)x(e) primijenit ¢emo u spe-
cijalnom slucaju: A = Iy, (f) = (¢’). Dobivamo z(e') = Iy (¢, e)x(e); jos
uvazimo tvrdnju prethodnog korolara i kona¢no imamo z(e’) = S(e')x(e),
odnosno z(e') = S(e)'z(e). O
Primjer. Uzmimo V = R? neka je (e) kanonska baza i (¢/) = {€},¢€,}, €} =
(2,—1),e, = (—1,1). Neka je operator A € L(R?) zadan s A(xy,z5) =
(x1 + xo, 1 — x2), te neka je x = (1, 1).

1 1
1 -1

o[ ][]
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Ovdje imamo A(e) = 1



2 -1

Dalje, S(¢) = { } S0 = (e = { 11

-1 1 1 2

11117 [2
1 2 11 |3

] L T1 11 1 20 17 [4 -2 |
Konacno,A(e)—{12 1_1] _q 1}— 7_4},paJe

(e =a@i@) = | 1 233

] povlaci z(e') =

Definicija 4.13. Neka su A, B € M,(F). KaZemo da je matrica B slicna
matrici A ako postoji regularna matrica S € Gl(n,F) takva da je B =
STLAS.

Primijetimo da je sli¢nost relacija ekvivalencije na skupu M, (F). Dalje,
slicnost je specijalan slucaj ekvivalentnosti pa zato slicne matrice imaju isti
rang (a to je pak jasno i iz sljedeéeg korolara uz pomoé¢ Propozicije 4.4). Jos
uoc¢imo da slicne matrice imaju iste determinante i tragove.

Propozicija 4.14. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor i A €
L(V). Matriéni prikazi operatora A u raznim bazama su slicne matrice.

Na kraju navedimo nekoliko jednostavnih napomena. Prva od njih je
najvaznija.
Napomena 4.15. Cesto se nameée potreba za obratnim postupkom: za
danu matricu nac¢i linearan operator ¢iji ¢e to biti matri¢ni zapis u nekom
paru baza (ili u nekoj bazi, ako je matrica kvadratna).

Neka je zadana matrica A = (a;;) € My (F).

Uzmu se dva vektorska prostora V i W nad F tako da je dimV = n
i dimW = m, zatim neke baze (e) = {e1,...,en} 1 (f) = {f1,---, fm}
u Vi W iuz pomoé Propozicije 1.3 definira se A € L(V,W) formulom
A6j = Z:n:l aijfi; V] = 17 o,

Jasno je da vrijedi A(f,e) = A.

Uoc¢imo jos: ako je polazna matrica A kvadratna onda se moze uzeti
W =Vi(f)=(e)

U cijelom postupku je malo toga jednoznac¢no odredeno: tek dimenzije
prostora W i V.
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Jedan moguéi (standardni) izbor bio bi uzeti operator A kao operator
mnozenja sa zadanom matricom A, tj. A : My, (F) — M, (F) zadan formu-
T T
lom A(| : |[)=A

Tn Tn

Napomena 4.16. Neka su A, B € M, (F') kvadratne matrice za koje vrijedi
AB = I. Tada su obje regularne i vrijedi A= = Biondai B~! = A. Ovo
je sada sasvim direktna posljedica Napomene 1.17, prethodne napomene i
Korolara 4.6.

Napomena 4.17. Neka je AX = B proizvoljan sustav linearnih jednadzbi
i AX = 0 pridruzen homogeni sustav.

Uvedemo li kao u Napomeni 4.15 operator A i analognim postupkom vek-
tor b € W takav da je b(f) = B, onda se primjenom Propozicija 4.1, 4.2 i
4.3 rjesavanje polaznog sustava svodi na vektorsku jednadzbu Az = b. Ovo
omogucuje alternativni (i brzi i elegantniji) tretman sustava. Npr. infor-
macija o dimenziji prostora rjeSenja homogenog sustava dobije se sada kao
direktna posljedica teorema o rangu i defektu.

Napomena 4.18. (Jednako opcionalno kao Napomena 3.8)
Neka je A € L(V,W), neka su (e) = {e1,...,en} 1 (f) = {f1,..., fm} baze
za V, odnosno W, neka je A(f,e) = (ayj) € M.

Uzmimo sada dualne prostore V* i W*, dualni operator A* € L(W*,V*)
i dualne baze (e*) = {e},....e;} i (f*) ={ff,..., [} Nekaje A*(e*, f*) =
(Bij) € M. Sad se lako pokaze da u stvari vrijedi A*(e*, f*) = A(f,e)7,
dakle su ove dvije matrice medusobno transponirane.

Neka je sada A € M,,, proizvoljna matrica. Uz pomo¢ Napomene 4.15
mozemo naéi pridruzeni operator A. Kad na taj operator primijenimo tvrd-
nju prethodnog paragrafa, Napomenu 3.8 i Propoziciju 4.4 zaklju¢ujemo:
matrica A i transponirana matrica A7 imaju isti rang. Drugim rijec¢ima,
svaka matrica ima isti broj linearno nezavisnih redaka i supaca.
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5.5. Spektar

6 —4 4 -3 4 —6
Na prvi pogled se ne razlikuju mnogo. I kad im izracunamo rang ili deter-
minantu ili trag... dvije po dvije pokazuju isto ponasanje: r(A) = r(B) =
2, tr(B) = tr(C) = 0, itd.
No ove se matrice bitno razlikuju po ponasanju svojih potencija. Npr, za

127 —63 } ,B% =1, A° = 0! U stvari,

POgledajmomatriceA:{5 _31732 {3 _2]702 {6 —9}_

126 —62
moze se vidjeti da je ve¢ B2 = I, A? = 0. Htjeli bismo razumjeti $to se zaista
dogada. Po ¢emu se gornje matrice razlikuju iznutra?

Ovo nije samo akademsko pitanje. Postoje mnogi prakti¢ni problemi u ko-
jima se prirodno pojavljuje izvjesna " sistemska” matrica ¢ije potencije svojim
ponasanjem odreduju ponasanje promatranog procesa, odnosno strukturu
rjeSenja problema.

Sestu potenciju nalazimo: A% = [

Primjer: Zamislimo neki grad kojeg, zajedno s prigradskim naseljima
naseljuje 1 milijun stanovnika (npr. Zagreb s okolicom). Pretpostavimo dalje
da je ukupan broj stanovnika, promatraju li se grad i okolica zajedno, kons-
tantan. Neka z,, oznacava broj stanovnika prigradskih naselja, a y, neka je
broj stanovnika grada nakon n godina od pocetka promatranja. Imamo dakle

Tn

populacijski vektor p,, = [ } koji oznacava distribuciju stanovnistva na-

n
kon n godina. Pritom pretpostavljamo da nam je poznato pocetno stanje

n=| 5]
° Yo |
Sad pretpostavimo da svake godine 15% stanovnika prigradskih naselja

preseli u grad, dok 10% stanovnika grada preseli u okolicu (ovdje pretpostav-
ljamo da nema ”vanjskih” migracija). Dakle je

8 10 150
Tp — Tp ny n — T ny n -~-u,
17700 1007 917 100 1007

o Tpt1 0.85 0.10 Tn
N = = > .
drugim rje¢ima: pj, 1 [ Yoo 1 [ 0.15 0.90 | Vn >0
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0.85 0.10

0.15 0.90

p1 = Tpo, p2 = Tp1 = T?py i opéenito, p, = T"py. Ovo jasno pokazuje da

ponasanje potencija matrice odreduje buducu distribuciju stanovnistva.
Kad bismo rac¢unali zaokruzujué¢i na tri decimale dobili bismo

pio_ [ 0434 0377 o9 [ 0402 03997 50 _ [ 04 04
0566 0623 |7 T 0598 0601 |7 ~ |06 06

Matrica T' = [ ] se zove matrica tranzicije. Uocimo da vrijedi

Bizarno je to §to su sve ostale potencije jednake! Zaista,

0.85 0.10 04 04| |034+006 034+006 | |04 04
0.15 0.90 06 06| | 006+054 006+054| |06 06 |°

Dakle je A- A% = A% i sad se indukcijom odmah vidi A¥- 430 = A3 vk € N.
Ovo daje zanimljiv zaklju¢ak nasem promatranju gradske i subgradske
populacije. Naime, rac¢un pokazuje da je za sve n > 30

Pr=2"P0= 106 06 | | wo |~ | 0.6(z0+w0)

Kako je xg + yo = 1 milijun, to vidimo da ¢e nakon 30 godina razdioba sta-
novnistva postati stabilna: 40% stanovnistva ée zivjeti u prigradskim nase-
ljima, a preostalih 60% u gradu (to sve naravno pod uvjetom da u navedenom
razdoblju neé¢e do¢i do vanjskih poremecaja, odnosno do novih okolnosti u
kojima nade pretpostavke vise ne bi bile ispunjene). Sto je medutim ¢udno je
to da navedeni zakljucak uopée ne ovisi o pocetnoj distribuciji stanovnistva:
brojevi z( i yo su bili proizvoljni pozitivni brojevi koji zadovoljavaju pocetni
uvjet xo +yo = 1.

Ovo je dovoljno o primjeru, medutim, htjeli bismo razumjeti kako je
moguce da su se potencije matrice T u nekom trenutku stabilizirale. Pri-
mjec¢ujemo da je ovo ponasSanje opet nekako razli¢ito u odnosu na primjere
A, B, C' s pocetka razmatranja.

Ovdje ¢e pomoci promjena rakursa u razmisljanju. Zamislimo da je za-
pravo rijec o operatoru 7' € L(R?) kojemu u kanonskoj bazi (e) prostora R?
pripada upravo matrica T'; dakle T'(e) = T.

Ovo znaci T(1,0) = (0.85,0.15), T'(0,1) = (0.10,0.90), odnosno T (1, )

85

(85 4 10 . 15 90 : A .
= ({5071 + 105725 1951 + 7p572)- Sad je plan da nademo bolju, ili ako se moze
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optimalnu bazu za T u kojoj bi matri¢ni prikaz od T bio jednostavan i racun
lagan.
Zaista, to se ovdje moze: za bazu (¢’), ¢} = (2,3), ¢5 = (—1,1) dobit

~ 1 0
‘ N o
¢emo T'(e) =T = {O 3/4].
2

Matrica prijelaza je ovdje S(e) = [ . } i vrijedi S(e)™ = { 3 9 }
Sad se sjetimo da je T(¢/) = S(e)"'T(e)S(e) = T = S(e)T"S(e)" i
primijetimo sretnu okolnost da je odavde T = S(e)(T")"S(e)~!, Vn € N.

Preostaje nauciti potencirati matricu 77. No to je trivijalno. Opéenito
vrijedi (Cak i za matrice n-tog reda)

|l d 0 n_ | dy 0
D[O d21:>D_[0 dg],VnEN.

Iz svega recenog slijedi

. 08 0107" 1] 1 1 1 0 2 1
T_{0.15 0.90] _5{—3 2}{0 (3/4)n:||:3 1:|,V7”LEN.

Kako je (3/4)%° ~ 0.00001 (a pogotovo se dobije manje za vise potencije),
ovaj broj mozemo zanemariti kad god je eksponent 30 ili viSe jer ne moze
utjecati na tre¢u decimalu u rezultatu. Tako kona¢no dobivamo:

11 1]t o]f2 —1] 1[2 2
T‘E[—?) 2“0 0H3 1}_5{3 3}’%230'

Sliéno mozemo postupiti i s matricama A, B, C' s kojima smo zapoceli ovo
razmatranje. Lagano se moze provjeriti da vrijedi

1 1 2 0 2 -1
A:_1 2|10 -1 ]| -1 1 |’

(1 171 0 ][ 2 =1
B__12 0 -1][-1 1 |°

37110 =1 5 -7
¢= 25|10 0 -2 3



Vidimo dakle u sva tri slucaja da je dana matrica slicna nekoj jednostavnoj
matrici. Kao i malo prije, potenciranje zadane matrice sada se svodi na
jednostavan racun s dijagonalnom ili trokutastom matricom.

Navedeni primjeri jasno pokazuju koliko je korisno, ako je moguce, zadanu
matricu ”svesti” na dijagonalni oblik. S jedne strane, to znatno olakSava
racunanje, a s druge strane izgled te dijagonalne matrice, odnosno narav
njezinih dijagonalnih elemenata zapravo u potpunosti odreduje ponasanje i
svojstva zadane matrice.

Sve receno moze se i operatorski interpretirati. Startamo li od linearnog
operatora A € L(V') na nekom kona¢nodimenzionalnom prostoru V', cilj nam

je nadi takvu bazu (a) = {a1,...,a,} za V u kojoj bi matrica operatora A
bila dijagonalna, ili mozda na koji drugi nac¢in ¢im jednostavnija.
(0%} 0 ce 0
0 Qo ... 0
Razmotrimo dijagonalnu situaciju: neka je A(a) = | . . .
0 0 ... ap
Po definiciji matri¢nog prikaza linearnog operatora ovo znaci: Aa; =
arar, Aay = anas, ..., Aa, = a,a,. Vidimo dakle da vektori baze a;, i =
1,...,n moraju imati osobito svojstvo: operator A ih preslikava u njima

kolinearne vektore. Zato je nuzno opcenito razmotriti egzistenciju, ponasanje
i metode nalazenja takvih vektora za dani linearni operator.
To izravno motivira sljede¢u definiciju.

Definicija 5.1. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F' i A € L(V). KaZe
se da je skalar \g € F svojstvena vrijednost operatora A ako postoji vektor
x eV, x#£0, takav da je Ax = \px.

Skup svih svojstvenih vrijednosti operatora A naziva se spektar (operatora
A) i oznacava sa o(A).

Napomena 5.2. (a) Logicno je ograni¢enje x # 0. Kad bismo bili zado-
voljni s nul-vektorom u ovom kontekstu onda bi svaki skalar bio svojstvena
vrijednost jer je gornja definiciona jednakost zadovoljena uz x =01 Ay € F.

(b) Cesto se kaze i karakteristiéna vrijednost ili vlastita vrijednost. Nekad
i eigenvalue.

(c) Vektor x iz gornje definicije se naziva svojstveni vektor pridruzen
svojstvenoj vrijednosti \g. Treba primijetiti da svojstveni vektor nikako nije
jedinstven: ako je x svojstveni vektor onda je i ax svojstveni vektor pri-
druzen istoj svojstvenoj vrijednosti, i to za svaki skalar a iz F. Stovise, neka
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svojstvena vrijednost Ay operatora A moze posjedovati i vise linearno neza-
visnih svojstvenih vektora. Primjer je jedini¢ni operator I: za njega su svi
vektori prostora svojstveni za svojstvenu vrijednost 1.

(d) Neka je Va(Ag) = {x € V : Az = A\gz}. Ovaj skup se naziva svojstveni
potprostor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A\g. Kazemo potprostor jer on
to zaista jest. Naime, ocito je V4(Ag) = Ker (A — A\oJ). Primijetimo da je
skup V4 (o) uvijek potprostor od V; jedino je mozda trivijalan. Posebno, 0
je svojstvena vrijednost operatora A ako i samo ako A nije regularan i u tom
slucaju je svojstveni potprostor pridruzen svojstvenoj vrijednosti 0 zapravo
jezgra operatora A.

(e) Ako je Ay € 0(A) onda se dimenzija svojstvenog potprostora dim V4 (o)
definira kao geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti Ay i oznacava s
d(Xo). Primijetimo da je po definiciji d(\g) > 1.

Primjer: (1) Operator A € L(V?(O)) zrcaljenja preko z-osi na V2(0O) ima
svojstvene vrijednosti A\; = 11 Ay = —1; naime A7 = ii A;’ = —j. Kasnije
¢emo vidjeti da su to jedine dvije svojstvene vrijednosti u ovom slucaju.

(2) Operator R, € L(V?(0)) rotacije za kut ¢ € (0, 7) nema svojstvenih
vrijednosti.

Prvo sto bismo htjeli je na¢i metodu kojom bismo svojstvene vrijednosti
danog operatora mogli nac¢i. Za to nam treba pojam svojstvenog polinoma
kvadratne matrice.

Definicija 5.3. Neka je A € M, (F). Polinom ka(\) = det(A — A\I) naziva
se svojstveni polinom matrice A (u varijabli \).

I ovdje se ponekad koriste atributi karakteristicni i vlastiti.

Primijetimo da je k4 () zaista polinom s koeficijentima iz polja F i to n-
tog stupnja - to slijedi izravno iz definicije determinante. Takoder iz definicije
determinante odmah uoc¢avamo da je vodeéi koeficijent ovog polinoma (—1)".

Propozicija 5.4. Slicne matrice imaju iste svojstvene polinome.

Dokaz: Uzmimo A, B € M, iregularnu matricu S € M,, takve da vrijedi B =
S~1AS. Tada, jer matrica A\ komutira sa svakom kvadratnom matricom iz
M,,, uz pomo¢ Binet-Cauchyjevog teorema dobivamo kg(\) = det(B — ) =
det(STTAS — A1) = det(S7H(A — A\I)S) = det(S)det(A — AI)det(S)
det(A — AI) = ka(N). [
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Ova propozicija nam omogucuje da definiramo i pojam svojstvenog poli-
noma za linearne operatore A : V' — V kad god je V konac¢nodimenzionalan
vektorski prostor. Naime, odaberemo li neku bazu (e) za V', mozemo for-
mirati matriéni zapis operatora A u bazi (e) i onda izracunati svojstveni
polinom tako dobivene matrice. Kako je u svakoj drugoj bazi matri¢ni zapis
tog istog operatora neka matrica slicna prvotno dobivenoj, vidimo da svaki
matricni zapis A dovodi do istog svojstvenog polinoma.

Definicija 5.5. Neka je V' konacénodimenzionalan prostor, neka je (e) neka
baza za V', neka je A € L(V), i neka je A(e) matricni zapis operatora A u
bazi (e). Karakteristicni polinom operatora A (oznaka: ka(\)) definira se s

ka(A) = Fae)(A)-

Primjer. Uzmimo operator rotacije R, € L(V*(O)) za kut . Neka je
() = {7, 7} standardna baza za L(V?(0)). Znamo otprije da je tada R (e) =
cosp —sing

e B 2 2
sing  cosg } . Odavde se odmah vidi da je kg, () = (cosp — A)* +sin“¢p.

Teorem 5.6. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad poljem
F, neka je A € L(V). Skalar \y € F je svojstvena vrijednost operatora A
ako 1 samo ako vrijedi ka(Ng) = 0.

Dokaz: Odaberimo unaprijed neku bazu (e) za V. Imamo sljedeéi niz me-
dusobno ekvivalentnih tvrdnji: A je svojstvena vrijednost za A < dx €
Vix # 0, Az = Mz < Ker(A — M) # {0} < (prema Propoziciji 1.7)
A— X! nije monomorfizam < (prema Propoziciji 1.12) A— oI nije regularan
operator < (prema Korolaru 4.7) (A — A\oJ)(e) nije regularna matrica <
(prema Propoziciji 4.2) A(e)—AoI nije regularna matrica < det(A(e)—Ngl) =

Napomena 5.7. (a) Neposredna posljedica: dimV =n, A € L(V) = A
ima najvise n svojstvenih vrijednosti!

(b) Primijetimo da je jedna od pretpostavki teorema Ay € F. To kon-
kretno znaci da se, npr. u realnim prostorima teorem odnosi samo na realne
nul-tocke svojstvenog polinoma. To je i u redu kako pokazuje primjer rota-
cije na R, na V?(0): znamo da taj operator nema svojstvenih vrijednosti i,
kako vidimo iz prethodnog primjera, to je u skladu s tim da njegov svojstveni
polinom kg_(\) = (cose — A)? + sin®p nema realnih nul-to¢aka (naravno, uz
pretpostavku ¢ € (0, 7)).
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(c) Teorem ocito predstavlja mjesto gdje se teorija dijeli na realnu i ko-
mleksnu. Ako proucavamo kompleksne prostore tada znamo da ¢e svaki
operator imati svojstvenih vrijednosti (koliko, to je drugo pitanje). To je
posljedica ¢injenice da svaki polinom s koeficijentima iz C ima nul-tocaka u
C. U tom smislu se kaze da je polje C algebarski zatvoreno. Ako je pak
A operator na realnom prostoru, moze nam se dogoditi, i dogada se, da A
nema niti jednu svojstvenu vrijednost. To znaci da su sve nul-tocke njegovog
svojstvenog polinoma kompleksne. Takav je operator rotacije. Kasnije ¢emo
vidjeti da je operator rotacije zapravo u tom smislu tipican. Ovdje je zanim-
ljivo spomenuti da svaki operator na realnom prostoru neparne dimenzije
ima bar jednu svojstvenu vrijednost. (Zasto?)

Primjer. Uzmimo operator A € L(R3) dan svojim matri¢nim prikazom

2 -1 0
u kanonskoj bazi (e) prostora R3: A(e) = 1 0 0. Nadimo mu
-1 0 2
spektar!
2—-X —1 0
Ocito je A(e) — A\ = 1 =X 0 i Laplaceovim razvojem
—1 0 2-—2AX

po zadnjem stupcu odmah dobivamo k() = (1 — X\)?(2 — ). Dakle je
o(A) ={1,2}.

Napomena 5.8. Kako za danu svojstvenu vrijednost \g racunamo svoj-
stvene vektore operatora A € L(V)?

Postupak koji nam daje zapravo cijeli svojstveni potprostor svodi se,
putem koordinatizacije, na rjesavanje jednog homogenog sustava linearnih
jednadzbi. Opisimo ga:

Neka je (e) = {e1,...,e,} neka baza za V. Sad redom imamo: Az =
Mt < (A —Xl)x = 0 < (prema Propoziciji 4.1) ((A — Xl)z)(e) = 0 <
(prema Propoziciji 4.3) (A — X\I)(e) - z(e) = 0 < (prema Propoziciji 4.2)
(A(e) — Nol) - z(e).

Ovo pokazuje da smo dobili homogen n x n sistem linearnih jednadzbi, za-
pisan u matri¢nom obliku, ¢iji prostor rjesenja je u bijekciji (¢ iz Propozicije
4.1) sa svojstvenim potprostorom V4 (o). Primijetimo da je matrica sustava
singularna; naime det(A(e) — AgI) = 0 upravo zato 8to je \g svojstvena vri-
jednost operatora. Zato je prostor rjesenja netrivijalan, tj. dimenzija mu je
barem 1. Otprije znamo da tako i mora biti.
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Primjer. Neka je A € L(R?) operator iz prethodnog primjera. Odredimo
svojstveni potprostor za svojstvenu vrijednost 1. Prema prethodnoj napo-
meni trebamo rijesiti pripadajuéi sustav jednadzbi.

1 -1 0 00 O 00 O
Ale) — I = 1 10|~ -11 0]|~[]01 -1
-1 01 1 0 -1 10 -1
Dakle je 1 = x5 = x3, prostor rjeSenja je jednodimenzionalan i (jedna) baza
1
mu je vektor | 1
1

Uocavamo da je geometrijska kratnost (tj. dimenzija svojstvenog potpros-
tora) svojstvene vrijednosti 1 jednaka 1, dok je A\g = 1 dvostruka nul-tocka
svojstvenog polinoma. Ova dva podatka i inace je uvijek korisno uspore-
diti. Uvedimo najprije pojam algebarske kratnosti svojstvene vrijednosti;
definicija se temelji na ¢injenici da je svaka svojstvena vrijednost nul-tocka
svojstvenog polinoma.

Definicija 5.9. Neka je V' konacénodimenzionalan vektorski prostor nad F,
nekaje A € L(V) i)\ € o(A). Nekajeka(\) = (A=Xo)lg(N), [ €N, q(X\g) #

0. Brojl =1(\g) zovemo algebarskom kratnoséu svojstvene vrijednosti Ag.

Teorem 5.10. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad F,
neka je A € L(V) i A\g € o(A). Tada je algebarska kratnost svojstvene
vrigednosti Ao veca ili jednaka od njezine geometrijske kratnosti.

Dokaz: Oznacimo kao i prije algebarsku i geometrijsku kratnost od Ay s [,
odnosno d. Neka je ka(A) = (A=Xo)'q()), ¢(Ao) # 01ineka je {ei,...eq} neka
baza pripadnog svojstvenog potprostora. Ovaj nezavisan skup nadopunimo
do baze (e) = {e1,...€q,€441,...,€,}. Matricni prikaz operatora A u bazi
Xl B .
0 C } pri
cemu je Aol € My(F)iC € M,_4(F). Sad svojstveni polinom operatora
A mozemo izracunati i iz ovog matricnog zapisa. Pritom smo u poziciji
iskoristiti Lemu 3.2.21.
Dobivamo ka(\) = (A — Xo)'g(A) = (Mo — A\)¥p(N) pri ¢emu je p()\) neki

polinom stupnja n — d - u stvari se radi o svojstvenom polinomu matrice C'.

(e) simbolicki mozemo pisati kao blok matricu oblika A(e) = {
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Uzmimo sada da vrijedi d > [. Tada gornju jednakost mozemo pisati
u obliku g(A) = (=1)%(\ — X\g)*'p(A\) a odavde odmah slijedi q(Ag) = O -
kontradikcija. O

Napomena 5.11. U prethodnom teoremu krije se jedna od mogucih smetnji
za egzistenciju dijagonalnog matri¢nog zapisa danog operatora. Ukoliko je za
neku svojstvenu vrijednost Ay njezina geometrijska kratnost d strogo manja
od algebarske kratnosti d, onda je evidentno nemoguce na¢i bazu u kojoj
bi taj operator imao dijagonalnu matricu. Naime, na dijagonali te matrice
Ao bi se morao pojaviti to¢no [ puta, a to pak zahtijeva to¢no [ nezavisnih
svojstvenih vektora, no imamo ih samo d.

S druge strane, dobra je okolnost da si svojstveni vektori razli¢itih svoj-
stvenih vrijednosti "ne smetaju”.

Propozicija 5.12. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad

F, neka je A € L(V), neka su Ay, ..., \x, medusobno razlicite svostvene vri-
jednosti operatora i neka su xq,...,xE njima pripadajuci svojstvent vektori.
Tada je skup {xi,...,zx} linearno nezavisan.

Dokaz: Tvrdnju dokazujemo indukcijom po k. Ako je k = 1 onda je skup
{z1} nezavisan jer x; # 0. Pretpostavimo da je tvrdnja tocna za k — 1.
Neka je Zle a;x; = 0. Kad na ovu jednakost djelujemo s A dobivamo
Zle a;Niz; = 0. Od ovoga sad oduzmimo pocetnu jednakost prethodno
pomnozenu s \;. Dobivamo Zf:_f a;(A; — Ap)x; = 0. Po pretpostavci in-
dukcije slijedi a; (A — Ag) = 0,Vi = 1,...,k — 1. Kako su medutim svi \;
medusobno razli¢iti slijedi a; = 0, Ve = 1,...,k — 1. Tako je od pocetne
relacije ostalo samo agxi = 0, a odavde je naravno i oy = 0. O

U prethodnoj propoziciji smo za svaku svojstvenu vrijednost uzeli samo
po jedan svojstveni vektor. Opéenito, kako znamo, za neku svojstvenu vrijed-
nost mozemo imati i vise nezavisnih svojstvenih vektora. No sada mozemo
dokazati i odgovarajuéi, jaci rezultat.

Teorem 5.13. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad F,
neka je A € L(V), neka je 0(A) = {\1,..., \} i neka je (e)) baza za svoj-
stveni potprostor Va(X\;), i = 1,..., k. Tada je unija svih skupova (@), i =
1,...,k linearno nezavisan skup u V.
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Dokaz: Uzmimo radi konkretnosti i jednostavnosti oznacavanja da je k = 3.
Vidjet ¢e se da je dokaz koji slijedi primjenjiv za bilo koji & € N (uz pametniju

notaciju).
Neka je dakle o(A) = {1, A2, A3} 1 neka su, redom, baze svojstvenih pot-
prostora skupovi {vy,...,v,}, zatim {z1,...,2,.}, te {y1,...,ys}. Uzmimo

da vrijedi > 7 | aiv; + Y30 By + Y wyk = 0. Ako ove tri podsume
oznacimo redom s v, zatim z i y, mozemo pisati v + x + y = 0.

No sad samo treba primijetiti da su i ovi vektori elementi odgovarajucih
svojstvenih potprostora. Zbog prethodne propozicije sva tri moraju biti 0
- a onda su i svi koeficijenti jednaki 0 jer su ti vektori prikazani u bazama
potprostora.

Ako je, naime netko od v, x,y netrivijalan onda je po definiciji svojstven
vektor i odmah dolazimo u kontradikciju s prethodnom propozicijom. (Npr.
v#0=x+y #0. Ako je y = 0 onda odavde x # 0 pa sad imamo v+z =0
- netrivijalnu kombinaciju svojstvenih vektora. Ako je x = 0, analogno. Ako
x,y # 0 onda su sva tri svojstveni vektori pa opet prosla propozicija daje
kontradikciju.) O

Korolar 5.14. Neka je V' kompleksan konacnodimenzionalan vektorski pros-
tor, neka je A € L(V), te neka je 0(A) = {A1,..., \e}. Operator A se moZe
dijagonalizirati (tj. postoji baza od V' u kojoj je matricni prikaz operatora A
dijagonalna matrica) ako i samo su geometrijska i algebarska kratnost svih
svojstvenih vrijednosti od A jednake.

Dokaz: Ve¢ smo vidjeli u Napomeni 5.11 da je jednakost algebarskih i ge-
ometrijskih multipliciteta nuzan uvjet dijagonalizacije.

Obratno, jer je prostor kompleksan, svojstveni polinom operatora A je
oblika k,(A) = (A=)l .-(A=Xg)* pricemuje [y +...+l, =n =dim V.
Preostaje primijeniti prethodni teorem: unija baza svojstvenih potprostora
je linearno nezavisan skup koji ovdje, zbog pretpostavke o jednakosti alge-
barskih i geometrijskih kratnosti, ima toéno n elemenata i zato ¢ini bazu za
V. Jasno je da je u toj bazi matrica operatora A dijagonalna. O]

Treba primijetiti da je korolar tocan i za operatore na realnom prostoru
koji ispunjavaju dodatni uvjet da im se svojstveni polinom moze faktorizirati
u linearne faktore nad poljem R.

Za operatore na kompleksnim prostorima ovaj preduvjet je automatski
ispunjen i jedina smetnja dijagonalizaciji je eventualni "manjak” svojstve-
nih vektora. Tipican primjer operatora koji se ne moze dijagonalizirati je
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A € L(V) koji u nekoj bazi (e) prostora V ima matricu A(e) = { 8 é ]

Primijetimo da za ovu matricu vrijedi A(e)? = 0.

Opéenito, za linearan operator (matricu) A kazemo da je nilpotentan
(nilpotentna) ako je A¥ = 0 za neki prirodni eksponent k. Nilpotentni ope-
ratori se prirodno pojavljuju. Najpoznatiji primjer je operator deriviranja
na prostoru polinoma D : P, — P,, Dp = p/. Pokazuje se da su nilpotentni
operatori nezaobilazni u proucavanju strukture operatora. Stovise, analizom
nilpotentnih operatora (uz pomo¢ tzv. Fittingove dekompozicije) dolazi se
do opceg teorema koji opisuje strukturu linearnih operatora na kompleknom
prostoru — Jordanova forma.

Za kraj ovih razmatranja preostalo je rasvijetliti ulogu kompleksnih nul-
tocaka osvojstvog polinoma operatora na realnom prostoru. Za to nam naj-
prije treba jos jedan pojam.

Definicija 5.15. Neka je V' vektorski prostor 1 A € L(V). KazZe se da je
potprostor M <V invarijantan za A ako vrijedi A(M) C M, tj. Az €
M, ¥x e M.

Nekoliko elementarnih opaski. Prvo, svaki operator ima dva trivijalna
invarijantna potprostora, to su {0} i V. Naravno, zanimljivi su samo pravi,
netrivijalni invarijantni potprostori. Takav je npr. Im A <V za svaki singu-
laran operator na V' (uo¢imo da je Im A <V tada svakako pravi potprostor
jer singularan operator zbog Propozicije 1.12 ne moze biti surjekcija).

Dalje, primijetimo da je svaki svojstven potprostor operatora A ujedno
i invarijantan za A. Obrat ne vrijedi, protuprimjer je operator rotacije za
neki kut oko z-osi u V3(O): za njega je V?(O) invarijantan, ali ne i svojstven
potprostor.

Zasto nam je ugodno imati invarijantne potprostore? Zamislimo da je
M invarijantan za A, neka je {ey,...ex} neka baza za M i neka je (e) =
{e1,... €k, ers1,...,e,} neko njezino nadopunjenje do baze cijelog prostora
V. Ocito je matricni prikaz A(e) operatora A u bazi (e) gornje trokutasta
blok-matrica. I to je ve¢ nesto sto olakSava racunanje!

Jos primijetimo: ako je dana baza {ej,...ex} nekog potprostora M <V
onda je M invarijantan za A € L(V) ako i samo ako je Ae; € M, Vi =
1,... k.

Uzmimo matricu A € M,(R) i definirajmo operator A : M,;(R) —
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M,1(R), Az = Az. Uoc¢imo da je u kanonskoj bazi prostora M,;(R) matrica
naseg operatora A upravo polazna matrica A. Neka je ka(Ag) = 0, Ao =
a+1ip, B # 0.

Sad primijetimo da naSa matrica zna mnoziti i kompleksne stupce; zato
mozemo uvesti operator A : M,;(C) — M,;(C), A2 = Az. Jasno je da je
matriéni prikaz operatora A¢ u kanonskoj bazi prostora M, (C) tocno isti
kao matriéni prikaz operatora A u kanonskoj bazi prostora M, (R); dakle
upravo matrica A. Zato je i svojstveni polinom ostao isti, Ay mu je i dalje
nul-tocka, no sada je A\ svojstvena vrijednost operatora A°. Zato postoji
stupac z € M,1(C), z # 0 takav da je A% = Aoz, tj. Az = \gz. Pisimo z u
obliku z = z+1iy, =,y € M,;(R). Sad mozemo izjednaciti realne i imaginarne
dijelove u prethodnoj jednakosti. Iz A(x + iy) = (a +1i8)(z + iy) dobivamo
(1) Az =ax— By,

(2) Ay =z + ay.

Uocimo da je skup z,y linearno nezavisan u M, (R). Zaista, = # 0; u
protivnom bismo iz (1) dobili Sy = 0 i sad bi zbog [ # 0 moralo biti y = 0,
a time i z = 0 - kontradikcija. Sad kad znamo da z nije 0 pretpostavimo da

postoji v € R takav da je y = ~x. Slijedilo bi Ay @ Bxr+ay = Bxr+ayx. S
druge strane pak Ay = yAx W v(az — By) = ayr — B*x. Usporedivanjem
slijedi 3(1 +~2)z = 0, no to je kontradikcija jer niti jedan faktor nije 0.
Zakljuéujemo: dobili smo 2-dimenzionalan potprostor od M, (R) razapet
s ¢ 1y. Sad jednakosti (1) i (2) pokazuju da je M ocito invarijantan za
operator A. Ozna¢imo s R restrikciju naseg operatora na potprostor M, dakle
je R € L(M). Kona¢no, nadimo matricu operatora R u bazi (e) = {y,z}

od M. Iz jednakosti (1) i (2) vidimo da je R(e) = [ g _g

izlu¢imo iz ove matrice /a2 + (2 i uo¢imo da mozemo pisati a//a? + % =
cosp i B/\/a?+ (% = sing za neki ¢ € R. Nakon svega, mozemo pisati

T(@) _ \/m |: COSp —sintp :|

. Na kraju,

sing  cosp |
Iz svega slijedi: kompleksna nul-tocka svojstvenog polinoma generira je-
dan 2-dimenzionalan potprostor, invarijantan za A na kojem A djeluje kao
kompozicija jedne homotetije i jedne rotacije. Jasno je da je poanta u rota-
ciji: to je nekako prototip operatora na realnom prostoru kojem se dogodila
kompleksna nul-tocka svojstvenog polinoma.

Vratimo se ponovo svojstvenom polinomu matrice, odnosno operatora.
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Najprije, ako je A € M, (F) primijetimo da su zbog asocijativnosti mno-
zenja dobro definirane potencije A*, Vk > 0: stavljamo A° = I, A' = A i
induktivno A**! = AA*. Na isti nacin je (dobro) definirano potenciranje
operatora A € L(V') na vektorskom prostoru V' (i sve je isto i dobro i u
svakoj drugoj asocijativnoj algebri s jedinicom).

Sad, ako je A € M, (F) (analogno je za A € L(V)) i ako je dan polinom
p(\) = ¥ a;\ onda je dobro definirana matrica p(A) = S ;A €

Za danu matricu A mogli bismo pozeljeti na¢i polinom p(A) takav da
vrijedi p(A) = 0. Zanimljivo je da takav polinom uvijek postoji, argument
je sasvim jednostavan: skup {I, A, A?, .. .A”Q} je ocito linearno zavisan u
M, (F) i”dobitna” linearna kombinacija upravo definira trazeni polinom.

Sad kad znamo da polinomi koje A poniStava postoje, mozemo pokusati
naci takav polinom ¢im manjeg stupnja. Sasvim senzacionalno, vrijedi:

Teorem 5.16. (Hamilton - Cayley)
Neka je A € M, (F). Tada je ka(A) = 0.

Dokaz: Dokaz se temelji na ¢injenici da svaka kvadratna matrica 7' zadovo-
ljava T' T= (det T')I; ovdje je T adjunkta matrice T
Uzmimo sada C = A=A idet C = ks(\) = ap A"+, 1 A" T+ oagh +

ap\’. Sada je C C=AC-\Cis druge strane C' O= (det C')I. Usporedit

~

¢emo ova dva rezultata. Pritom uoc¢imo: elementi matrice ' su polinomi
(n — 1). stupnja, zato matricu C' mozemo napisati i kao polinom (n — 1).
stupnja s matri¢nim koeficijentima.

ap\" I + Oén_l)\nill + . oo +agl =

= ACn_l)\nil + ACn_Z)\n72 + ...+ ACI A+ ACO —

— Cp g A" — Cp o\ — . = C1\% — Cp\.

Usporedbom odgovarajuéih koeficijenata dobivamo sistem jednakosti.

OénI = —0Un1

an—ll = AOn—l - On—Z

O[n_QI = ACn_Q - Cn_g

041[ = ACl - Co
Oéo] = AC(]
Sad prvu jednakost pomnozimo s A", drugu pomnozimo s A"~ !, redom ana-

logno dalje pa na kraju posljednju jednakost pomnozimo s I i nakon toga sve
zbrojimo: slijedi ka(A) = 0. O
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Korolar 5.17. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor 1 A €
L(V). Tada je ka(A) = 0.

Dokaz: Uzmimo neku bazu (e) za V i na¢inimo matricu A(e). Preostaje
primijeniti Korolar 4.6 i prethodni teorem. 0

U kontekstu Hamilton - Cayleyevog teorema, odnosno prethodnog ko-
rolara, sad mozemo za dani operator pokusati naé¢i polinom s najmanjim
mogudim stupnjem kojeg ¢e A ponistiti. To nas dovodi do definicije mini-
malnog polinoma, ali i izvan okvira ovog kolegija. Cinjenica je da za neke
operatore na n-dimenzionalnom prostoru postoje i polinomi stupnja manjeg
od n koje ¢e taj operator ponistiti.

Uz pomo¢ minimalnog polinoma moguce je precizno "mjeriti” razliku
izmedu algebarske i geometrijske kratnosti svojstvene vrijednosti. Zato je
proucavanje minimalog polinoma sastavni dio analize strukture linearnih ope-
ratora.
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