JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

NUMERICKA MATEMATIKA
Prvi kolokvij — 26. travnja 2024.

Na kolokviju nije dozvoljeno koristiti niSta osim kalkulatora i sluzbenog Salabahtera.

Zadatak 1. (10 bodova)
(a) Definirajte uvjetovanost matrice A € M.

1 ¢

(b) Oznac¢imo s M, = [—5 5

} . Je li M, lose uvjetovana matrica za neku vrijednost € € (—10, 10)?

(c) Iskazite i dokazite teorem o ocjeni ||Az||/||x|| pomoc¢u uvjetovanosti proizvoljne regularne kvadratne
matrice A € M,,, gdje je matrica AA reda n te vektori x, Ax, b i Ab duljine n takvi da je

Ar =0 1 (A+AA)(x + Ax) =b+ Ab.



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

NUMERICKA MATEMATIKA
Prvi kolokvij — 26. travnja 2024.

Zadatak 2. (10 bodova)

(a) Neka su dani medusobno razli¢iti ¢vorovi interpolacije o, x1, . .., Z, € [a,b]. Navedite elemente baze
vektorskog prostora polinoma kada interpolacijski polinom prikazujemo (i) u Lagrangeovom obliku;
(ii) u Newtonovom obliku; (iii) u Newtonovom obliku kod Hermiteove interpolacije.

(b) Odredite koliko je &vorova potrebno u interpolaciji funkcije f(x) = €** na intervalu [(—1,1] da bi
greska u svakoj tocki bila < 1078, u sluc¢aju da koristimo interpolaciju polinomima na Cebisevljevoj
mrezi.

(c) Neka je ¢ po dijelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija funkcije f € C*([a,b]) na ekvidistantnoj
mrezi ¢vorova a = 1o < 1 < ... < x, = b. Koristeéi se rezultatima o interpolaciji polinomima,
izvedite ocjenu greske za || f — ¢||o0, pri ¢emu je norma definirana za funkeije na segmentu [a, b|.

Sve svoje tvrdnje precizno navedite i obrazlozite!
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NUMERICKA MATEMATIKA
Prvi kolokvij — 26. travnja 2024.

Zadatak 3. (10 bodova)
Promotrimo funkciju

f(x) =1—ch(z).

Pretpostavimo da Zelimo izra¢unati vrijednost f(z) u realnoj aritmetici ra¢unala, uz dodatnu pretpostavku
da za sve y postoje neki |o,| < ¢ takvi da vrijedi fl(ch(y)) = ch(y)- (1+ay), pri ¢emu je € jedini¢na greska
zaokruzivanja.

(a) Detaljno objasnite $to ¢e se dogoditi ako ra¢unamo f(x) po gornjoj formuli za vrlo male (po modulu)
vrijednosti z. Izvedite izraz za relativnu gresku izra¢unate vrijednosti fI(f(x)) u odnosu na egzaktnu
vrijednost f(x), te odredite ¢emu ona tezi kada x — 0.

(b) Odredite relativnu uvjetovanost funkcije f u tocki = i nadite kako se ona ponasa kada x — 0. Je li
problem ra¢unanja vrijednost funkcije f u toc¢ki = stabilan u relativnom smislu za (po modulu) male
vrijednosti od x?

(c) Predlozite, ukoliko je to moguce, alternativni izraz za ra¢unanje f(z) u aritmetici ra¢unala, tako da
ono bude stabilno za male vrijednosti od z. Ovdje mozete pretpostaviti da se sh(z) i e” ra¢unaju sa
malom relativnom greskom za sve vrijednosti x.

Rjesenje.  (a) Kako je za male = vrijednost ch(z) blizu 1 doéi ¢e do katastrofalnog krac¢enja. To vidimo
i iz oblika relativne greske. Neka su 1,9 po apsolutnoj vrijednosti manji od ¢:

fU(f(x)) = (1 = ch(x)(1 + 1)) (1 +€2)
— f(x) <1 IR _Ch(x)(lﬂl)) (1+ &)

1 — ch(z)
—ch(x)
= 14— 1 .
f(x) < + 1 Ch(:p)€1> (1+e9)
. .. —ch(x) oL . g .
Kako je lim ————— = o0, zaklju¢ujemo da za male z relativna greska nekontrolirano raste.
2=0 1 — ch(x)
(b) Kako je f'(z) = sh(x), relativna uvjetovanost je

e of(x xsh(x

/ifl(l') — ( ) — ( ) ’
() 1 —ch(z)

pa je lir% m}el = 2 (limes se dobije tako da se dva puta primijeni L’Hospitalovo pravilo). Dakle, krivac
z—

velike relativne greske je nacin izra¢una funkcije.

1+ch(z)  —sh*(z)

(c) Npr. f(z) = —2sh%(x/2) ili f(z) = (1= ch(z))7 +ch(z)  1+ch(z)
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Zadatak 4. (10 bodova)
Za neki prirodan broj n neka je A, matrica reda n dana s

2 2 2 2 5
0
P 0 ~1 0 0 (u prvom retku se nalaze brojevi 2;
A, = ! oo 0 neposredno ispod dijagonale se nalaze —1;
n = na mjestu (k, k), k > 2 je broj 2 — 27%+2;
: 0 -1 2—23 0 sve su ostalo nule).
L 0 0 -1 2 — 22 |

(a) Za n = 5 odredite LU faktorizaciju s parcijalnim pivotiranjem. Razlikuje li se od LU faktorizacije
bez parcijalnog pivotiranja?

(b) Za n =5 odredite pivotni rast u slu¢aju parcijalnog pivotiranja. Zakljucite kako bi se pivotni rast
ponaSao za velike n.

(c) Za proizvoljan n odredite ||A,||;. Ako znamo da je ||A;||; ~ 2, pronadite uvjetovanost matrice A,
za velike n u normi 1.

(d) Koliko je elemenata matrice A, razli¢ito od nule, a koliko elemenata matrice U jednako nula?

(e) Zakljucite zasto nije dobro rjeSavati sustav dan ovom matricom LU faktorizacijom (sa ili bez parci-
jalnog pivotiranja) u rac¢unalu za jako velike n.

Rjesenje. Za n = b:

1 0 0 0 0 2 2 2 2
—-05 1 0 0 O 021 1 1
L=] 0 -05 1 0 0|, U=1(00 2 05 0.5
0 0 =05 1 O 000 2 025
0 0 0 —-05 1 000 O 2

Opéenito, za matricu L na dijagonali su 1, to¢no ispod dijagonale su —%. U matrici U su na dijagonali
2, a iznad dijagonale u retku & pise broj 27¥*1. P = I, pa je to ujedno i LU faktorizacija bez parcijalnog
pivotiranja.

Pivotni rast je jednak % = 1 za svaki n. Nadalje, || - ||1 je najveca stupCana norma pa je

1Al = 1%%2 |a; ;] = max{3,5 —2° 5 — 271 ... 5 —27"3 4 272} =5 _ o7t
odakle je k(A,) ~ (5 —27"3) .2 =10 — 27",

U matrici 4, je n + 2(n — 1) = 3n — 2 elemenata razli¢ito od nule, a u matrici U nijedan element u
gornjetrokutastom dijelu nije jednak nuli.

Nije dobro rjesavati ovaj sustav LU faktorizacijom za velike n buduéi da faktor U nije rijetko popunjen
za razliku od matrice A,,, $to povecava potrosnju memorije i vremena. A
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NUMERICKA MATEMATIKA
Prvi kolokvij — 26. travnja 2024.

Zadatak 5. (10 bodova)
Funkciju f(x) = x + sin(2x) aproksimiramo na intervalu [0, 27].

1. Odredite najmanji broj podintervala n tako da ocjena uniformne pogreske na [0,27| ne prelazi
e = 1072 ako funkciju aproksimiramo po dijelovima kubnom Hermiteovom interpolacijom ¢ na
ekvidistantnoj mrezi.

2. Za n = 4 podintervala, odredite aproksimaciju po dijelovima kubnom Hermiteovom interpolacijom
u tocki zg = 7 1 pravu pogresku u toj tocki.

Ocjena uniformne greske za ekvidistantnu mrezu s korakom h na [a, b] ima oblik

h4
max |f(x) — p(x)] < — M. M, = max | f@(z)].
max |f(a) - (o) < g M, My = max |F9(a)
Rjesengje. 1. Iz ocjene unifromne pogreske ¢itamo da za broj pointervala n mora vrijediti:
o> i (b —a)tMy

- 384

Kako je f®(z) = 16sin(2z), zaklju¢ujemo da je M, = 16 (postize se za x = kr /4, k = 1,3,5,7).

Uvrsatavanjem u izraz za n dobivamo n > 8.9769 pa je trazeni n = 9.

2. Kako je m/4 € [0, 7/2] za trazenu aproksimaciju trazimo interpolacijski polinom p; uz uvjete (f'(x) =
2cos(2z) 4+ 1)

p1(0) = f(0) =0
pi(m/2) = f(7/2) = /2
p1(0) = f'(0) =3
pi(m/2) = f(7/2) = -1
Tablica podijeljenih razlika je sljedeca
g 0 1 2 3
T
0 0
3
0 0 —4/7
1 0
/2 | 7/2 —4/m
-1
/2 | w2

pa je pi(z) = 3z — 222, Prava greska je |pi(m/4) — f(w/4)| = 0.214602.



