JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 1. KOLOKVLJ
26. travnja 2022.

Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, kalkulator, te sluzbeni
Salabahter. Sva rjeSenja napiSite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Obavezno
predajte sve papire sa zadacima, ¢ak i ako neke zadatke niste rjeSavali. Ne zaboravite se potpisati na
svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati deZurni asistent.

Izracunata rjeSenja (brojevi i funkcije), bez opisa postupka kako se do njih dolazi, odnosno, rezultati
bez odgovarajuée ocjene pogreske koja garantira traZenu to¢nost — ne vrijede, tj. donose 0 bodova!

Rezultati: petak, 29. travnja 2022., u 9.00 na webu.
Uvid u kolokvije: petak, 29. travnja 2022., u 12.00 sati.

ZADATAK 1

(10 bodova.)

(a) Izvedite matricu brojeva uvjetovanosti I'(x1, z2) viSedimenzionalnog problema ra¢unanja vrijednosti
funkcije f : R? = R, f(z1,22) = o1 + 2.

(b) Navedite iskaz teorema o egzistenciji LU faktorizacije. Da li prema tom teoremu postoji LU fakto-
rizacija simetri¢ne pozitivno definitne matrice i zasto?

(c¢) Navedite iskaz teorema o ocjeni greske interpolacijskog polinoma stupnja n u odnosu na danu funkciju
f, koji ukljucuje vise derivacije funkcije f.

(d) Kod po dijelovima kubi¢ne interpolacije na [a,b] sa ¢vorovima interpolacije a = z¢p < 1 < -+ <
x, = b aproksimacijska funkcija ¢ je oblika

= Dk, k=1,...,n, pkepg.

[Tr—_1,2k]

Polinome pj, zapisujemo u obliku
Pk = o+ crp( — 2p—1) + cop(@ — 2p—1)? + 3@ — 1), @ € [mpm1, 23
Izvedite izraze za koeficijente ¢; 5, ¢ = 0,1, 2, 3 iz interpolacijskih uvjeta

Pr(xr—1) = fi1 pr(xk) = fx
Pie(Th—1) = Sg—1 Pie(Tk) = Sk k=1,...,n,

gdje su fr = f(xr), a s su neke aproksimacije derivacije funkcije f u ¢vorovima.
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(a) Pretpostavimo da sustav rjeSavamo supstitucijom unatrag u aritmetici racunala, te da tako dobijemo
rjeSenje z. Izvedite izraze za Z7 i Zo koji ukljuc¢uju odgovarajuée greske racunanja u aritmetici

(10 bodova.) Promotrimo 2 x 2 sustav Ax = b za

A [an a12:| b=
0 a2

racunala.

(b) Dokazite da je postupak rjeSavanja sustava kao u (a) stabilan unatrag, odnosno, da postoji gor-
nje trokutasta matrica A ¢iji je svaki element nastao malom relativnom perturbacijom pripadnog
elementa matrice A takva da u egzaktnoj aritmetici vrijedi Az = b.

(c) Dokazite da algoritam rjeSavanja sustava supstitucijom unatrag u aritmetici ra¢unala nije nuzno
stabilan unaprijed: za a1; = age = 1 odredite relativnu gresku unaprijed prilikom rac¢unanja 1, te
pokazite da je moguée odabrati ajo, b1 i bo takve da ta greska bude po volji velika.
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(10 bodova.) Pomoé¢u LU faktorizacije, odnosno Gaussovih eliminacija, izra¢unajte inverz A~! matrice

1 2 -3
A= 1 7 —4
-1 &8 1.00001

(a) Izracunajte uvjetovanost koo (A) matrice A u co-normi || ||oo-

(b) Ako sustav Az = b za proizvoljni vektor b rjeSavamo na ra¢unalu u jednostrukoj preciznosti za koju
je jedini¢na greska zaokruZivanja jednaka u = 5.96 - 10~8, kakvu toc¢nost rjeSenja mozemo ocekivati?
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(10 bodova.) Zadana je matrica

42 0 0
2 5 x 0
A@) =1y 4 16 1
00 1 4

gdje je x realni parametar. Nadite sve vrijednosti = za koje je matrica A(x) pozitivno definitna matrica i
izracunajte faktorizaciju Choleskog matrice A(x).
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(10 bodova.) Funkciju f(x) = In(1 + x) aproksimiramo na intervalu [0, 2].

(a) Odredi najmanji broj podintervala n tako da ocjena uniformne pogreske na [0, 2] ne prelazi e = 1073
ako funkciju aproksimiramo po dijelovima kubnom Hermiteovom interpolacijom .

(b) Nadite interpolacijski polinom za funkciju f na Cebiéevljevoj mrezi sa 4 ¢vora na intervalu [0, 2].
Ocijenite gresku interpolacije u tocki x = 0.1 i nadite pravu gresku u toj tocki.
Ocjena uniformne greske za ckvidistantnu mrezu s korakom h na [a,b] ima oblik
4

_ < — (4) )
e |f(x) = ol@)l < 55g M, Ma xrgﬁfi]‘f <m)‘

Detaljno obrazlozite tvrdnje vezane uz ocjenu greske.
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Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, kalkulator, te sluzbeni
Salabahter. Sva rjeSenja napiSite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Obavezno
predajte sve papire sa zadacima, ¢ak i ako neke zadatke niste rjeSavali. Ne zaboravite se potpisati na
svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati deZurni asistent.

Izracunata rjeSenja (brojevi i funkcije), bez opisa postupka kako se do njih dolazi, odnosno, rezultati
bez odgovarajuée ocjene pogreske koja garantira traZenu to¢nost — ne vrijede, tj. donose 0 bodova!

Rezultati: petak, 29. travnja 2022., u 9.00 na webu.
Uvid u kolokvije: petak, 29. travnja 2022., u 12.00 sati.

ZADATAK 1

(10 bodova.)

(a) Izvedite matricu brojeva uvjetovanosti I'(x1, z2) viSedimenzionalnog problema ra¢unanja vrijednosti
funkcije f : R? = R, f(z1,72) = 1 - 72.

(b) Ako definiramo funkciju problema fq : R* — R" sa & = F4(b) = A~'b, gdje je A € R™" regularna
matrica, izvedite kako glasi relativna uvjetovanost problema rjeSavanja linearnih sustava “po normi”
k. (0)? Odredite maksimalnu mogucu relativnu uvjetovanost ovog problema po svim vektorima b u
bilo kojoj operatorskoj normi || ||7

(c¢) Navedite iskaz teorema o ocjeni greske interpolacijskog polinoma stupnja n u odnosu na danu funkciju
f, koji ne ukljucuje derivacije funkcije f.

(d) Kod po dijelovima kubi¢ne interpolacije na [a,b] sa ¢vorovima interpolacije a = zp < 1 < -+ <

xn, = b aproksimacijska funkcija ¢ je oblika

= Dk, kzl?"'a”: pk€P3'

[on1,on]
Koeficijente polinoma pg dobivamo iz interpolacijskih uvjeta
Pr(Tr—1) = fr1 pr(zr) = fx
Pr(Trp_1) = Sp_1 pi(zr) = s k=1,...,n,

gdje su fr, = f(zk), a s su neke aproksimacije derivacije funkcije f u ¢vorovima. Izvedite jednadzbe
za parametre sg,..., S, U unutarnjim ¢vorovima x1,..., 1 kod kubi¢ne splajn interpolacije. Koji
uvjet zahtijevamo da funkcija ¢ zadovoljava u tim unutarnjim ¢vorovima?
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(10 bodova.) Promotrimo 2 x 2 sustav Ax = b za

0 b
az1 a2 bo 9
(a) Pretpostavimo da sustav rjeSavamo supstitucijom unaprijed u aritmetici ra¢unala, te da tako dobi-

jemo rjeSenje Z. Izvedite izraze za Z1 1 T2 koji ukljuc¢uju odgovarajuée greske rac¢unanja u aritmetici
racunala.

(b) Dokazite da je postupak rjeSavanja sustava kao u (a) stabilan unatrag, odnosno, da postoji donje tro-
kutasta matrica A ¢iji je svaki element nastao malom relativnom perturbacijom pripadnog elementa
matrice A takva da u egzaktnoj aritmetici vrijedi AZ = b.

(c¢) Dokazite da algoritam rjeSavanja sustava supstitucijom unaprijed u aritmetici ra¢unala nije nuzno
stabilan unaprijed: za a1; = age = 1 odredite relativnu gresku unaprijed prilikom rac¢unanja xs, te
pokazite da je moguée odabrati as1, b1 i be takve da ta greska bude po volji velika.
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(10 bodova.) Za matricu
1077 1 1
A= 1 11
-1 0 2

izracunajte sve matrice A%) u svim koracima Gaussovih eliminacija i Gaussovih eliminacija sa parcijalnim
pivotiranjem.

(a) Izra¢unajte pivotni rast p(A) za obje metode.

(b) Ako sustav Ax = b za proizvoljni vektor b rjeSavamo na ra¢unalu u jednostrukoj preciznosti za koju
je jedini¢na greska zaokruzivanja jednaka u = 5.96 - 1078, kakvu to¢nost rjeSenja mozemo ocekivati
za metodu bez pivotiranja, a koju za metodu sa pivotiranjem?
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(10 bodova.) Zadana je matrica

Ax) =

o O w
o8 Utw
— e 8 O

==

gdje je x realni parametar. Nadite sve vrijednosti = za koje je matrica A(x) pozitivno definitna matrica i
izracunajte faktorizaciju Choleskog matrice A(x).
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(10 bodova.) Funkciju f(x) = /1 + x aproksimiramo na intervalu [0, 4].

(a) Odredi najmanji broj podintervala n tako da ocjena uniformne pogreske na [0,4] ne prelazi e = 1072
ako funkciju aproksimiramo po dijelovima kubnom Hermiteovom interpolacijom.

(b) Nadite interpolacijski polinom za funkciju f na Cebiéevljevoj mrezi sa 4 ¢vora na intervalu [0, 4].
Ocijenite gresku interpolacije u tocki x = 0.1 i nadite pravu gresku u toj tocki.
Ocjena uniformne greske za ckvidistantnu mrezu s korakom h na [a,b] ima oblik
4

_ < — (4) )
e |f(x) = ol@)l < 53g M, Ma xrgﬁfi]‘f <m)‘

Detaljno obrazlozite tvrdnje vezane uz ocjenu greske.



